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UNE REMARQUE SUR LES LOIS DE CERTAINS TEMPS D'ATTEINTE

D. Lépingle

Soit B un mouvement brownien linéaire issu de zéro et soient c et d des

réels strictement positifs. Si 1'on pose
T = inf { t>0 : Bt =cou-d},

il est bien connu que P(T<+x)=] et que

c-d
ch a—=

E [ exp ~1/2 aZT ] = p

ch GT

On en trouve une démonstration dans le livre d'Itd et Mc Kean, qui ajoutent

sans commentaire

cos GC—EE

2
E [ exp 1/2 o T ] e pour O‘G<E;3 .
cos 6—2—-

Cette derniére formule découle assez facilement de la premi&re par prolongement
analytique; mais beaucoup de probabilistes actuels connaissent mieux les martin-
gales que les fonctions analytiques, alors voici pour eux une démonstration simple

et directe, qui ne semble pourtant pas classique.
Démonstration. Pour a0, le processus
2, = exp { ia(B,-S%) + 172 % }
t t 2
est une martingale complexe de partie réelle
cos a(B -5:59 exp 1/2 azt .
t 2
Pour tout t fini,
c=d 2 _ c-d
E [ cos a(BTAt--E—) exp 1/2 a“(Tat) ] = cos a——
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d'od
2
E [exp 1/2 o1 ] <

Ainsi la martingale complexe Z est bornée par une variable aléatoire intégrable,

TAt

ce qui entraine que

E[ZT]=exp-qu-2:‘-.

Un calcul direct aboutit ensuite & 1'&galité dans la dermiére inégalité.

On obtient un résultat analogue pour la marche de Bernoulli.

Soit (mk, k1) une suite de variables aléatoires indépendantes équidistribuées

de loi P(mk=+l) = P(mk=—l) =1/2 . _S_1 cet d sont deux entiers 31, on pose

T=inf{n>1:£mk=cou—d}.

k=1
Alors P(T<+»)=1 et
c-d
pq 080 1
E [ (cos a) ] = +d pour 0(0.<ch .
cos GT

La démonstration utilise cette fois la martingale complexe

-n . c-d
z= (cos @)  exp m(l:é‘l m- ) .

. .

En temps continu on a encore 1'énoncé suivant.

Soit Qt = Nt - N; la différence de deux processus de Poisson indépendants de

méme paramétre A. Si c et d sont deux entiers >1, on pose

T=inf{t>0:Qt=cou-d}.

Alors P(T<+x)=] et

c-d
cos (!—2-— T
E [ exp 2A(1- cosa)T] = <+d  pour 0<u<c—+-& .
cos u—2—

On utilise ici la martingale complexe

Z, = exp { iu(Qt—(%g) + 2X(1- cosa)t } .



