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UNE REMARQUE SUR L'APPROXIMATION
DES SOLUTIONS D'E.D.S.

par CHOU Ching - Sung

Considérons une équation différentielle stochastique vectorielle du
type suivant :
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ol les X. sont des semimartingales données, et ol les coefficilents
alj(x,y) sont des fonctions uniformément lipschitziennes en y, et par
exemple continues en (x,y). Construisons la suite de ses approximations

par la méthode des différences finies, au moyen des subdivisions dya-

diques

n

-n

(2) Yoo =3+ Ej aij(XO’Y)(Xj,t'Xj,O) pour O<t<2

n n n

Yit = Yi,g-n + Zj aij(XZ_n,Yg—n)(Xj, —X n)

pour O<tg 2.0
n n -
Yit = Yi,kE'n + ZJ ay (X >=1, Y -n)(X 3,5 J,kZ_n )

pour k2 Pcbg(k+1)27 .

M. Emery a démontré que le processus (% ) converge vers (Yt) au sens
U.cepe ( convergence uniforme sur les comBacts en probabilité ). C'lest
3 dire que pour tout t fixé et tout i, (Y-Y)t converge en probabilité
vers O.

M. Meyer a posé le probldme suivant : au lieu de (1) considérons
1'équation différentielle avec un terme supplémentaire de crochets

t
(3) Yip= (1) + 24 é LY CONP DL 05 B

ol 1les fonctions b1 ‘i sont aussi lipschitziennes . Cette équation est
encore du type (1), mais avec un plus grand nombre de semimartingales
directrices. Au lieu de construire les processus ?t , qQui exigent que
1'on connaisse les crochets, on considare 1'approximation suivante, qui
contient seulement les processus Xit eux mémes :

n
4) Gy =73 * I alj(Xo,y)(th-on )

j
*Z41c B3 53 (Xos 7D (XX 50) Ky =X 0)
pour O<t§2_n
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n n )
Zit = Zi,p2_n + ZJ ay (X -n’ZPZ_n)(Xj,t-Xj,p2_

ik (Kpomn,Z5-0) (X4 -n)(X

n)

* Zik Py 3,57%5,p2 k,t%k,p2 7 )
pour p2~% <t§(p+1)2‘
n
Le probl&me posé par M. Meyer est alors : est ce que Z converge aussi

vers la solution Y de (3) au sens u.c.p.? Nous allons montrer que c'est
bien le cas.

La méthode consiste 3 considérer 1'équation du type (3) comme une
équation du type (1) , mais avec les semimartingales directrices Xit
et X, tht au lieu des crochets, grice & la formule

a[Xy,%] = AX X)) - X, 4%, - X _dXg

L'équation (3) s'écrit donc

(5) Ty =7y b 3 / 035 (Xg_ Ty )0y,
/t
* Tk g By 51K T DA 5 Xy )
avec ci(X,¥) = a;,(x,7) + Z bijz(x,y)xj + I bigk(x,y)xk

Si on considdre l'approximation du type (2) pour 1l'équation (5) - pour
la simplicité nous écrivons seulement le premier terme, pour t§2'n

Tyt E, 1&(X0'Y)(th X400 * Egi Py 51K ¥ Ky eXpeg X 50%50)

on retrouve exactement Zit' Cependant, il y a une petite difficulté pour
appliquer le théordme d'Emery & l'équation (5), car les coefficients

cij(x,y) ne sont pas lipschitziens.

On peut résoudre cette difficulté ds la manidre suivante : supposons
d'abord que chaque coordonnée Xit S0it une semimartingale bornée en
valeur absolue par une constante K . Soit x} = x5 81 |xj|§K , K si

d
xj>K y K si xj<—K . Soit aussi

el g(x,7) = a;,(x,5) + L. by ‘(X,y)x + I, by, (x,7)xL

J
Alors on peut appliquer le théordme d'Emery & 1'équation (5') obtenue

en remplagant les fonctions Cyy Par les fonctions lipschitziennes
cit .« Mais comme les Xit sont bornés par K, 1l'équation (5) et 1'équation
(5') ont mémes solutions et mémes approximations, et la réponse 3 la
question de M. Meyer est positive.

Pour le cas général, on introduit le temps d'arrét

T = Tp = inf{ t : sup; IXitl > K }
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La semimartingale XT' est alors bornée par K pour chaque coordonnée,
et on peut lui appliquer le résultat précédent. Cela entraine que

n
(Z-Y)z — 0 en probabilité sur l'ensemble {t<T}

Mais si K est grand, 1l'ensemble {t>T} a une probabilité trés petite,
donc en fait on a encore convergence UeCeDee
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