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REGLE MAXIMALE

*
Jean PELLAUMAIL

Résumé :

On prouve l’existence d’une "règle maximale" sous des

hypothèses très larges : : celles-ci sont notamment satisfaites quand
on considère la famille des règles associées aux solutions faibles

d’une équation différentielle stochastique.

Summary :

Let us consider the family ~ of the "rules" which are the
"weak solutions " of the stochastic differential équation dX = a(X)dZ
when a dépends on all the past and is continuous for the uniform

topology and when Z is a général semi-martingale. This family J~, is

studied : : namely, the existence of a "maximal" elemen.t in ~ is stated.

* INSA - Laboratoire de Probabilités et Statistiques

20, avenue des Buttes de Coësmes - 35043 RENNES CEDEX
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INTRODUCTION
En (cf, aussi, [12], ~131 et [5]), on a prouvé, pour l’équa-

tion différentielle stochastique dX = a(X)dZ où Z est une semi-martingale,
l’existence d’une "solution faible" en un sens un peu plus précis que celui
introduit par Strook et Varadhan (cf. ou : une telle solution

faible est appelée règle.

Le présent papier continue et précise cette étude : : on y prouve
l’existence d’une "solution extrémale" pour laquelle on a un "théorème de

représentation". La preuve proposée n’utilise pas explicitement la notion de

point extrémal : : en fait, on prouve l’existence d’une règle qui maximise une
suite (hn)n > 0 de fonctions données. ° En plus du théorème de représentation
évoqué ci-dessus, on montre que cette "règle maximale" R correspond à une

propriété, nouvelle semble-t-il, d’approximation discrète des R-martingales
(section 6).

) PREMIERE PARTIE r
Pour toutes les définitions classiques, on renvoie à [a].

1. . DONNEFS ET NOTATIONS

Pour toute cette première partie, on se donne : :

- un élément t* de R avec t* > 0 ; ; on pose T = 

- deux bases stochastiques (indexées par T) continues à droite 

et (03A9,, (t)t~T) ; ces deux bases stochastiques sont donc définies sur
le même espace S2; on suppose que, pour tout élément: t de et

que o = o
- une probabilité P sur (03A9,) .
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- une famille de fonctions réelles, définies sur it et -mesurables ;
les éléments de ’~ seront appelés les "fonctions tests" ; on suppose que
la tribu est engendrée par une famille dénombrable d’éléments de y~.

Soit R une probabilité définie sur (5~,~). On dira que M est
une R--martingale (resp. une P--martingale) si M est martingale pour R
(resp. P) relativement à la filtration (resp’ 

2. REGLE

Définitions : On dira que R est une règle si R est une probabilité définie

la restriction à  est P.

On dira qu’une suite de règles converge en règle

vers R si R est une règle et si, pour toute fonction test h, I h dR = lim. h dRn.

On remarque que ces deux définitions sont données dans un cadre

un peu plus général que celui proposé en C12J, lequel sera repris dans la deu-
xième partie de cette note.

Pour toute règle R et pour toute fonction réelle bornée

’~ -mesurable g on notera R(g) := g dR (autrement dit R sera considérée comme

un opérateur sur l’ensemble de telles fonctions).

On dira qu’une règle R est adaptée si toute P--martingale M
est aussi une R--martingale (cf. [19] pour l’étude de cette propriété).

3. REGLE MAXIMALE

Définition : Soit~ un ensemble non vide de règles. On dira qu’un élément R
de ~ est maximal dans Ç10 si, pour tout élément R’ dominé (au sens usuel)

par R, on a R’ - R.
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Théorème : Soit,~ un ensemble non vide de règles qui satisfait aux deux

propriétés suivantes :

(i) de toute suite d’éléments de ~ , on peut extraire une sous-suite qui
converge en règle vers un élément R de ~ .

(ii) si R appartient à ~ et si h est une fonction test positive bornée
telle que R’(h)  R(h) pour tout élément R’ de  dominé par R, alors
R"(h) = R(h) pour tout élément R" de l~ dominé par R.

Alors, il existe un élément R de ~ qui est maximal dans ~.

Preuve : 1°) Soit une suite de fonctions tests positives bornées

qui engendre "~ . On pose ho = 1. On introduit sur  la relation d’ordre
suivante :

R’ » R si et seulement si l’une des deux conditions suivantes est satisfaite :

a) quel que soit k, R’(hk) = 

b) il existe n > o tel que R’(hn) > R(hn) et tel que, quel
que soit k  n, R’(hk) = R(hk).

2°) Soit une famille maximale totalement ordonnée.

Pour tout k, on pose ak := sup. Ri(hk). Soit (Rn)n>o une suite extraite de la
i~I

famille telle que, pour tout k, ak 
= sup. Rn(hk).

n>o

3°) De la suite (R ) n n>o on peut extraire une sous-suite
(condition (i)), qui converge en règle vers la règle R.

Raisonnons par l’absurde, et supposons qu’il existe un entier k

pour lequel on ait un élément R’ de ~, tel que > et R‘ dominé

par R.
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Soit m le plus petit de ces tels entiers. Soit R’ élément de ~

dominé par R tel que R’(hm) > R(hm). Pour k  m, = R’(hk), sinon m ne
serait pas le plus petit entier comme défini ci-dessus (condition (ii)).

On aurait alors R’ » Ri pour tout élément i de I et R’(hm) > am
ce qui est impossible.

4°) Ce raisonnement par l’absurde montre que, si R" appartient

à ~ et est dominé par R, alors = pour une suite de fonctions

qui engendre la tribu ’~ . On a donc la même propriété pour tout élément de. .

4. NOTATIONS 

Soit R une probabilité définie sur (S2,‘~). On notera : :

l’espace des R-~-martingales cadlag de carré intégrable nulles en 0 ; ;
cet espace sera considéré comme un espace de Hilbert muni du produit

scalaire usuel M,N>= 

6~ _ R le sous-espace de Hilbert de engendré par les martingales de la

forme 1G Mr où M est une P--martingale avec M s = 0 et où

G appartient à Gs (avec s  t).

!~ R " l’orthogonal de dans dt R’

5. CHANGEMENT DE REGLE ADAPTEE

Proposition : : Soit R une règle adaptée et M un élément de c~~R. On pose
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W = Mta et on suppose que W ~ -1. On pose : :

R’ := j(Ï+W)dR
Alors, R’ est une règle adaptée.

Preuve :

a) Soit N une P-~-~martingale

No) = ER = ER No)

(car M est orthogonale aux P--martingales)
= 0 car N est une R-’~ -martingale.

b) On a donc : :

= ER, = ER (No) = 

ce qui montre que R et R’ coïncident en restriction à ~, donc R’ est une
règle.

c) Il faut maintenant prouver que N est uue R’- ~ - martingale. Soit s  t

et g une fonction bornée s-mesurable. On a : :

ER’ 

= ER car M est orthogonale à 

= 0 car N est une R--martingale,
ceci montre que N est une R’-~-martingale.
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6. APPROXIMATION DE M’

Lemme : Soit R une règle adaptée et M un élément de H"R. Pour tout couple
(s,t), avec s  t, on a Z = 0 si Z := E{M ( (~tY ‘~,s) } - M . .

Preuve : On peut supposer )  1 et M = 0. Dans ce cas, soit R’ défini

par R’ . (1 + Mt) dR. On sait (cf. paragraphe 5 qui précède) que R’ est
une règle adaptée. Ceci implique que R’ coïncide avec R en restriction à

t ~s ) car ~ t et s sont indépendantes (cf. ~19 ~ ) sachant s
à la fois poux R et pour R’ ; ; or, en restriction à cette tribu, dR’/dR = 1+Z

donc Z = 0.

Proposition : : Soit R une règle adaptée. Pour tout entier n ~ 2; soit

~ une suite finie croissante d’éléments de T. On suppose que

t(2,1) := 0, t(2,2) := t~ et que les partitions de T associées à chacune

de ces suites sont de plus en plus fines, c’est-à-dire que, pour tout n,
on a : :

{t(n~k)}~~n C )

Soit ~n l’application à valeurs dans et définie sur par : :

~n(M)t := E{Mt* ( ~~ ~ + 

pour t(n,k) ~ t ~ t(n,k+l) . .

Alors, pour tout élément M de , la suite (~n(I~))n~~ converge dans c,~
vers la projection orthogonale ~i’ de M Il existe donc une sous-

suite extraite de la suite (~n(I~i))n ~~ j pour laquelle la convergence a lieu,

R-p.s., uniformément par trajectoires.
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Preuve : :

a) Si .,.> désigne le produit scalaire dans on note que, quel que

soit M E on a : ’

V(M), ~(M)> = ~ E {(~(M)~,~,,) - 

 

, M,M>

b) Par ailleurs, si M appartient à le lemme qui précède montre que

~n(r4) = 0, pour tout entier n.

c) Pour tout entier n, soit le sous-espace de Hilbert de ~R engendré

par les martingales de la forme JY dN avec N P-’-martingale et
n-1

~ :_ 

chaque variable aléatoire Yk étant B~ ~  ~-mesurable.

D’une part, si M appartient à ’on = M.

d) D’autre part, soit M un élément de R et soit Mn la projection orthogona-
le de M sur 8 La suite d’ ensembles ((~’~ R)n>1 j croît évidemment vers un

, sous-ensemble dense
de donc 

. 

la suite (Mn) n>o converge, dans (~’~R, , vers la projection ortho-
gonale M’ de M sur . Donc, quel que soit E > 0, il existe q tel que n ~ q
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implique : : si Il.11 désigne la norme dans 

Compte tenu du a), ceci implique :

;

Or, j~(M’) = (cf. le b))

et = Mn

ce qui donne et 2~

et prouve la première partie de la proposition .

e) La fin de la proposition est alors une application classique du lemme de

Borel-Cantelli.

Corollaire :

Soit R une règle adaptée et M un élément de . Soit M = M’ + M"

la décomposition de M avec M’ E et . Soit a := sup. (ca) ( .

On a alors, R-p.s., |(M’t - M’t-)(03C9))| ~ 2a. . Plus généralement, t4’ et M" ont,

vis-à-vis de M, les mêmes propriétés que des transformées de Burkholder (cf.

C2~ ~).

Preuve : : Ceci se déduit immédiatement de l’approximation donnée dans la propo-

sition précédente.

7. CONCENTRATION D’UNE REGLE :

Proposition : : Soit R une règle adaptée. Soit g une fonction réelle bornée

(en valeur absolue)~~ -mesurable. Soit M la R-~-martingale définie par

M suppose que M n’appartient pas .

Alors, il existe une règle adaptée R’ dominée par R telle que R’(g) > R(g).
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Preuve : 0n peut supposer que ~M~ est bornée par 1/4. Soit M = M’ + M" la

décomposition de M avec M’ élément de et M" élément de . Soit u le

temps d’arrêt défini par : :

u := inf. {t : ~  -(1/2)} 
-

Compte tenu du corollaire donné à la section 6 qui précède,
on a Mü > -1. Soit W = 1 + Mn et . Puisque M" appartient à 

il en est de même de la martingale M" arrêtée à u. La section 5 montre alors
que R’ est une règle adaptée.

Posons go := ER (g 1 ‘e( o). On a : t

R’(g) - R(g) = ER (gM"u) = ER {(g- go) M"u}

= ER {(M’u + M"u) M"u} = ER {(M"2)2}
(puisque M’ est orthogonale à M").

Mais, par hypothèse, Mü ~ 0 donc R’(g) > R(g) . .

8. EXISTENCE D’UNE REGLE MAXIMALE 
_

Lemme :

1°) Soit R une règle adaptée et g une fonction ’~ -mesurable bornée. On
suppose que M appartient à si M est la R- ~ -martingale définie par
Mt := E(g (’~t) - E(g l’~ o). Alors, on a R’(g) = R(g) pour toute règle
adaptée R’ dominée (au sens usuel) par R.

2°) Soit R une règle adaptée telle que c~~ R = {0} . On a alors R’ = R pour
toute règle adaptée dominée par R.
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Preuve : On pose go :=* E(8 ~ ~ o)

Le 2°) est une conséquence triviale du 1°). Par ailleurs,

si M est à la fois une R-g-martingale et une R’-g-martingale, on a
= 0 = donc : R(g) = R(go) = R’ (go) = R’ (g) .

Le seul problème est donc de prouver que, si M est une

R-g-martingale bornée qui appartient à H’R, alors M est aussi une

R’-~-martingal~e (bornée et qui appartient à C,~~R, ) .
Par densité, (puisque R domine R’), il suffit de prouver cette propriété

quand M Yk d Nk où est une famille de processus

- prévisibles bornés étagés et est une famille de ‘~’ -martingales.

Dans ce cas, puisque R’ est adaptée, chaque martingale Nk est
une on a donc la même propriété pour M ce qui achève la

démonstration.

Théorème :

Soit ;~‘ un ensemble non vide de règles adaptées qui satisfait

aux deux conditions suivantes :

(i) de toute suite d’éléments de J~’r, on peut extraire une sous-suite qui
converge en règle vers un élément de ~ .

(ii) si R appartient à ~.~r et si R’ est une règle adaptée dominée par R,

alors R’ appartient à ~u.

Alors il existe une règle (adaptée) R qui est un élément maximal

dans R. De plus, R 
= {0} . De plus, il existe une suite (hn)n > p de fonc-

tions tests positives bornées qui engendre g et telle que, si R’ appartient

à jh et si R’ est différent de R, il existe un entier k tel que

R’(hk)  R(hk) et R’(h.) = R(h.) pour j  k . En fait, la famille peut

être choisie a priori.
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Preuve : :

1°) Il faut d’abord prouver que la condition (ii) du théorème de la section 3
est satisfaite. Soit donc une fonction g bornée et ~ -mesurable telle que
R’ (g) , R(g) pour tout élément R’ de ~% dominé par R : : ceci signifie que
cette condition est satisfaite pour toute règle adaptée dominée par R (condi-
tion (ii)) du présent théorème). Compte tenu de la proposition donnée à la
section 7, ceci signifie que M appartient à si M est la R-~-martingale
déf inie par Mt = ’~ t) - o). Mais ceci implique R"(g) = R(g)
pour toute règle adaptée R" dominée par R (lemme précédent), c’est-à-dire
que l’on peut appliquer le théorème de la section 3.

2°) On sait donc qu’il existe une règle maximale R. Le fait que = {0}
résulte immédiatement de la proposition de la section 7. La fin du théorème
résulte de la démonstration du théorème de la section 3.

9. REGLE EXTREMALE

Nous avons donné une démonstration "directe" du théorème ci-dessus

parce que cette preuve nous semble intéressante en elle-même, notamment dans
le fait que la famille puisse être choisie a priori et qu’on "maximise"
suivant cette suite 

Il faut toutefois noter que, moyennant quelques hypothèses supplé-
mentaires très peu contraignantes, on peut donner une autre preuve en notant

qu’une règle maximale au sens ci-dessus est, en général, une règle extrémale
dans un sous-ensemble convexe compact de règles. Comme cela est très clairement

expliqué dans [20] , un point fondamental de la preuve est le théorème de
Douglas (cf. [22~[), ou, plus précisément:, une généralisation facile de ce
théorème.
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Théorème de Douglas généralisé

Soit Ho un ensemble de fonctions tests bornées. Soit R un ensemble
de règles tel que :

(i) ~4 est compact pour la topologie 

(ii) R’ dominé par R et R’(h) = 0 pour tout élément h de Ho
implique R’ ~ ~

(ü i) Ro ~ 03C6 où Ro est l’ensemble des éléments R de R, tels que R(h) = 0

pour tout élément h de ~ .

Alors il existe au moins un élément extrémal dans Ro : un tel
élément extrémal R est tel que 1 ® span ( Ho) est dense dans L1(R).

Enfin, considérons le cas où Ho est l’ensemble des fonctions
bornées h telles que, il existe t E T, g fonction test gt-mesurable et

f fonction F-mesurable avec |Ft) = 0 et h = f g (on suppose donc

que l’ensemble ~. de telles fonctions est contenu dans ~ ). Supposons,
0

de plus, que, quel que soit t, l’ensemble des fonctions test gt-mesurables
engendre gt. Alors, la condition R(h) = 0 pour tout élément h de Ho signifie
exactement que R est une règle adaptée.

Preuve

La fin du théorème est évidente ; la preuve du début se calque

exactement sur la preuve du théorème de Douglas (cf. ~22~ ou C201). L’ensemble

Ro est fermé dans R et donc compact pour la topologie 03C3(R,H). Soit R un
élément extrémal dans Ro. Raisonnons par l’absurde et supposons que
1 ® span (’~o) ne soit pas dense dans L~(R). D’après le théorème de
Hahn-Banach, il existe un élément non nul k de L (R) tel que R(k) = 0 et

R(hk) = 0 pour tout élément h Puisque k appartient à L~(R), on peut

supposer -1 /2 , k . 2 . , On pose alors R . ’ ~ = j { 1+k)dR et R": = j (1-k)dR.
Les probabilités R’ et R" sont dominées par R et R’(h) = R"(h) = 0 pour tout

élément h de ~o donc (condition (ii)) R’ et R" appartiennent â ~o : :
or R = 2 (R’ + R") ce qui contredit le fait que R est extrémal et achève le

raisonnement par 1’absurde.
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10. REGLE FORTE

Définition : Soit R une règle. On dira que R est une règle forte si
L2(5~,~,P) = L2(Sl, ,R). Dans ce cas, toutes les R- -martingales sont aussi
des P-~-martingales. L’intérêt d’une règle maximale est justement d’être
"presque" dans ce cas.

Le théorème suivant (cf, les travaux de Lévy, I,to, Kallianpur,
~18~ , [23], [24], etc... ) précise ce point en donnant une propriété technique-
ment fondamentale d’une règle maximale.

1 J. THEOREME DE REPRESENTATION

On suppose que la base stochastique (03A9, F, P, (Ft)t~T) a la

propriété de représentation au sens qu’il existe une P-F-martingale N telle
que, pour toute P-F-martingale bornée M il existe un processus F-prévisible
avec M = j Y d N. Soit R une règle adaptée telle que = {0~,
On pose Nt(f,w) : : = Alors, (S~, ,R,( t)tE T) a la propriété de

représentation relativement à N au sens suivant : : pour toute R-g-martingale
bornée M, il existe un processus ’~ -prévisible Y tel que M d N

Preuve

Soit M une R-g-martingale bornée. LR condition HR = HR signifie
que M = lim. Mk avec, à considérer

une sous-suite, on peut supposer que . M)~}2 - 0. Ceci implique
que converge dans X T , P ,m) où P est la tribu des g -prévisibles
et m : : = 

. La limite Y de cette suite (qui est donc un processus
prévisible) est telle que M = jY d N . . Quand M n’est pas bornée, cf. [25].
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DEUXIEME PARTIE t

12. DONNEES ET NOTATIONS

Pour toute cette deuxième partie, on se donne :

- une base stochastique probabilisée BI : = (03A9, F’, P’, (F’t )t~t) avec

T m [0,t ], t  + ce ; on suppose que cette base est complète et continue
à droite ; elle sera appelée la base initiale

- deux espaces vectoriels de dimension finie H et K : OR notera L

l’espace vectoriel des opérateurs linéaires continus de K dans H

- une semi-martingale cadlag Z (au sens de [3]), à valeurs dans K et

adaptée à la base initiale.

Soit Z = V + M une décomposition de Z en la somme d’un processus
à variation bornée V et d’une martingale M localement de carré intégrable ; ;
on pose Q : = 8 (JVJ + [M,M] + M,M> ) où )v) est la variation totale de V,

[M,M] la variation quadratique de M et M,M> est le processus de Meyer associé
à [M,Mj. On sait que à- domine Z au sens [j8].

On introduit alors les notations suivantes :

if est l’espace des fonctions cadiag définies sur T et à valeurs dans H ;
on munit D" de la topologie de Skorohod, soit T (cf. [2]) et de
la topologie de la convergence uniforme, soit T . .

c3 est la tribu des sous-ensembles de D~ engendrée par les cylindres
~ 

{f : : f ~. , f(s)~-B} où s ~ t et B borélien de H 1 on pose

~ : ==~, : Ô =~~ et, pour t  t* , = 
°

n : = DH  03A9’, g : =DH ~ F’ , gt : = DHt+ ~ F’t
BH ; = ~’~’~~~ ~-ï~ et cette famille sera appelée la base canonique.
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~ : - ensemble des fonctions (les fonctions tests) réelles bornées, définies

sur D  03A9, g-mesurables et T -continues en la première variable

~F : - {F : : F : : = DH x F’, et P (F) := P’(F’)

On définit de même ~t.
On constate immédiatement que ce cadre d’étude est un cas particulier

de celui introduit dans la première partie.

13. SOLUTIONS FAIBLES

Théorème

Soit a une "fonctionnelle" satisfaisant aux hypothèses suivantes :

1°/ a peut être considéré comme un processus à valeurs dans L , défini

et prévisible par rapport à la base canonique B . .
2°/ il existe un processus BI-prévisible positif 03B1 tel que 03B1dR  + ~ P-p.s.

et quel que soit f élément de DH, a (w,t).

3°/ pour tout élément (w,t) de (S~ x T), l’application est

T -continue.
u

De plus, pour tout élément (f,w,t) de (DH x QxT), on pose
: = Z ((jo) et X 

t (f,(jj) : : = f(t) . (processus canonique).

Alors il existe une règle adaptée R telle que, pour cette

probabilité R (définie sur (DH x S~, ~H © ~ )~ , , on a :

Xt = dZs

cette intégrale étant une intégrale stochastique au sens usuel.

De plus, soit ~ l’ensemble des règles adaptées R pour lesquelles

l’égalité ci-dessus est satisfaite.
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Supposons,que les règles considérées soient toutes portées par

un ensemble ‘~ -mesurable de la forme (S~, x K)n K’ où K est un compact de

Skorohod et, pour tout élément c~ de , ~f : : est un Tu-compact.
(en général, on peut se ramener à ce cas par prélocalisation).

Alors, l’ensemble ~ satisfait aux hypothèses (i) et (ii) du

théorème de la section 8. Autrement dit, il existe un élément maximal dans R
(au sens défini et étudié dans la première partie).

Preuve

L’existence d’une "solution faible" au sens indiqué dans ce

théorème a été prouvée en C1,~.

" 
Le f ait de pouvoir se contenter de la Tu-continuité (au lieu,de

la T -continuité) est dû à Jacod et Mémin (cf. [5]).

Pour toute règle adaptée, le processus Q défini par

Qt (f ,w) : : = Qt (t~) est. -dominant pour Z (au sens de : en effet,

si Z = V + M, : = et : = V est à variation

bornée |V| , Q4I,M> - M,M> , , et M est une

R-jmartingale locale si R est adaptée.
Ceci implique que, si R est une règle adaptée, si K ~ est un

élément de tel que R(K*) = 1, si b est un processus BH-prévisible et si
on pose b~ = , alors on a, pour tout BI- temps d’arrêt v : :

t dZ ) 2 ~  dQ 1

~Q- v t

Cette propriété de domination uniforme permet de vérifier

facilement que R satisfait aux hypothèses (i) et (ii) du théorème de la

section 8 (comme dans ~11~).
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14. REGLE FORTE

Lemme et définition

Soit (Q,Ô) un espace mesurable ; ; soit D un espace métrisable

séparable muni de sa tribu des boréliens S) ; ; soit R une probabilité définie
sur Soit ~o la tribu triviale sur D (i.e. 6~ûo: _ ~D, ~} ).

On suppose que la complétion, pour R, de contient (~ ~ ~).

Alors il existe une variable aléatoire X définie sur 

à valeurs dans (D,9 ) et telle que, pour tout élément (A,F) de (S) 
R(A x F) = R(D x (A))). Autrement dit, t la variable aléatoire X*
définie sur (D x St) par X*(d,w) = X(w) est R-indistinguable de la variable
aléatoire Y définie par Y(d,w) = d.

Preuve 

’

Pour tout entier n, soit K(n) 
une partition dénom-

brable de D qui est constituée d’éléments de ~ et telle que, pour tout

entier k ,le diamètre de B n, k soit inférieur à n . .

On suppose, de plus, que, quand n augmente,les. partitions
sont de plus en plus fines. On pose 

Par hypothèse, pour tout couple (n,k), il existe élément

de F tel que, si A’ n, k : , on a : t

R ((B’n,kBA’n,k)~(A’n,kBB’n,k)) =0 .

On peut construire ces ensembles A n, en sorte que, pour tout

entier n, K(n) 
constitue une partition , et en sorte que 

’

ces partitions soient de plus en plus fines quand n tend vers l’infini.

Soit C : n ~ = 

k x An ’ k) .

Pour tout entier n, G Cn et R(C ) n = 1.
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Soit C = n C . . D’une part, R(C) = 1 ; donc 
, R(D x H)= 1

n>o

si H : *= { w : : il existe x ~, D, avec (x,w) E, C } . .

Or, si w appartient à H, l’élément x de D tel que (x,w)

appartienne à C est unique (le "diamètre" de C est nul) ; ; on peut donc

poser X(w) = x. Si w appartient à (S1 ’H), on peut poser X(w) = x
où xo est un point quelconque de D : : en effet R~D x (n B H)) = 0.
On vérifie alors facilement que X satisfait aux propriétés données dans
le lemme.

Théorème

Une règle est forte, au sens indiqué à la section 10si et

seulement si il existe une variable aléatoire X, définie sur S~’, à. valeurs

dans DH et telle que, pour tout élément (A,F) de 9~ , on a : :

R(A x F) = P(X ~(A) n F) . .

De plus, X est un processus adapté si et seulement si R est

adapté.

Preuve

i°/ Supposons d’abord que R soit une règle associée à une variable aléatoire

comme indiquée ci-dessus. Pour prouver que est contenue dans ~F. , ,
R- p.s., puisque gt est engendrée par Ft et par les ensembles de la

forme (A avec A élément de , il. suffit de vérifier que de

tels ensembles appartiennent à ‘~ t. . Or, (A x est identique, R- p.s.,
à (DH x X ~(A)) (vérification immédiate).

Ceci montre que R est une règle forte et que cette règle est adaptée

si X est un processus adapté.

2°/ Réciproquement, soit R une règle forte. Le lemme précédent montre que R

est associée à une application X définie sur  et à valeurs dans DH ,
c’est-à-dire à un processus.

On vérifie immédiatement que ce processus X est adapté si R l’est.
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