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SUR L'EQUATION STOCHASTIQUE DE TSIRELSON

J.F. Le Gall (*) et M. Yor (%)

1 - Introduction et énoncé des principaux résultats.

Soit C 1'espace des fonctions continues w: [0,1] —> R, nulles en O,
et (€e;telo,1]) 1a filtration canonique sur C. D'aprés le théoréme de
Girsanov, pour toute fonctionmelle b: [0,11xC —> R, bornée, (€ )-prévisible,
il existe une unique probabilité Py sur (C,€1) telle que le processus des

coordonnées, soit (Xg), soit solution de :

1) dXt = dBt + b(t,X.) dt , X0= o,

ot (By) désigne un (("ét),P) mouvement Brownien réel.

Toutefois, Tsirelson [4] a construit une fonctionnelle b =T telle que
1'équation (1) ne posséde pas de solution forte (i.e :telle qu'aucune solution X
de (1) ne soit adaptéedla filtration de B). L'équation de Tsirelson a été étu-
diée notamment par Krylov (voir Lipcer - Shyriaev [2]), BeneS [11, et Stroock - Yor

.

[3]. Rappelons que la fonctiomnelle T est définie par :

-1 w(t,) -w(t,_.)
K k-1
T(t,w) = by 1 (t) —_— .
P LN B~ -1

oi [x] désigne la partie fractionnaire de x€R, et (tk)ke-]N est une suite

de réels décroissant strictement de 1 3 0 (dans toute la suite, la seule fonc-
tionnelle b considérée sera T).

Dans cette Note, nous poursuivons 1'étude de 1'équation de Tsirelson, en
précisant les relations de dépendance qui existent entre les solutions de (1)

correspondant 3 des mouvements Browniens B corrélés, voire identiques.
Soit donc (2, %,H _,P) es d babilité filtré = ! o
N AP S pace de probabilité filtré, et B (B ,—,B)
une (’}"t,P) martingale continue gaussienne telle que, pour tout (i,j) € {1,..,n}2,

ij . . i
<B ,BJ>t =0y j.t, avec 0 ; . =1 (i.e:pour tout i, B est un ((”}‘t),P) mouve-
9

’

ment Brownien réel).
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= — n =
Pour A = ()\], ,)\n) €R , on note Q()) .Z. pi,j )\i)\j.
1,]
Soit enfin, pour OSSSt,[Bi = G{Blll; ie{l,—,n}, s<ustl};

on note simplement (P‘)t pour %g
Théoréme 1 :
Notons, pour 1ie{l,—,n}, X' une solution de :

i i i Lol
dxt = dBt + T(t,X)) dt ; Xo-o.

Posons xt = O(Xlli;iE{l,...n}, u<t) et pour ie{l,...n}, et tout

-1 xi - xf
t k

t20:n_ = I 1 t) (——)
t ]tk 1 t -t

==-00

;tk+l
Alors :

. 1 ~ .
a) La loi de ([nt],..., [n:]) ne dépend pas de te ]O,1] et est inva-

riante par les translations (xl,..,xn) —_> (x] +ul""xn+“n) pour

(ul,..,un) € (Ker Q) L .

b) pour tout ¢t e 10,11, ([nl],...,[n:]) est indépendante de 63] et

pour tout s e JO,t], on a :

@ %, =D v o([n;],...,[n:]).

Remarques :
1) Si Q est non dégénérée (en particulier si n=1), la loi de

([n']:],. ..,[ng]) est nécessairement la mesure de Lebesgue sur [0,1[".

2) Du théoréme 1, on déduit que (1) ne posséde pas de solution forte :

en prenant n=1, la relation (2) montre que 'E,t est strictement plus grande

que ('Bt' ]

Dans le cas particulier oii 0 jE 1(i,je{1,...,n}), on a bien siir :
b
Bl =B2 =...=B"=B. On peut alors énoncer une sorte de réciproque au théoréme 1.
Théoréme 2 :

Soit (&,,...,0_) une variable aléatoire & valeurs dans (Lo, 1D,
1 n

?-mesurable,indépendante de @)1, et de loi invariante par les translations

(xl,...xn) —> (x] +u,...,xn+u), pour tout ue€R.

Alors, il existe une filtration (ijt) sur (Q,?'-;) et des processus X

? t adaptés tels que :
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* B reste un ?t mouvement brownien

. Xl,...,Xn sont solutions de

i i L gl
X = dB_ + T(t,X5) dt; X, =0

X -x]
v s o . _ o -1
® j=l,..,n : 0O, = —_
] to t_1
(avec les notations précédentes : aj = [n}]).

2 - Démonstrations des théorémes 1 et 2.

2.1) Démonstration du théoréme 1.

Posons, pour tout 1ie{l,...n}, et tout tel0,1]

i
i -1 B - Btk
e, = L1 . t) (——)
t K=—oo ]tk’tk+l] t-t,

On a, pour tout ke-1N :

. i_ A1 i
Vte]tk,tk+]], ng =gt [ntl](

D'oli, pour tout p==(pl,...,pn) cZn,
def n .
¢(t;p) = Elexp(2ill I pj[ni])]
j=1
n .
= Elexp(2ill = P ”i”

3=l

n

= Elexp(2ill I
j=

(pour tout telt

h] ] h] j
p.(n + € +.o..0+ 80+ e7))]
R L Y B Ot

1, et LeN)

1

10 kel

n . . .
= Elexp(2ill jzl pj(eik_m oo+ ggk + N1 0(t,_y5P)
= exp(-2M7QP) (o + o+t ) $(t,_y5p)
k k kel k-2+1 k-2
Or, on a : |¢(t,p)| <1, et donc :
* si Q(p) >0, ¢(t3p) =0
* si Q(p) =0, ¢(t3p) = C(p),

oi C(p) est une constante qui ne dépend que de p.

Cela démontre l'assertion a). En ce qui concerne b), on remarque que :

n
Q(p) = O entraine L p. €
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]

. L. n
Ensuite, on écrit, pour tout pe€eZ , et ¢t e]tk,tk+]

n .
Elexp(2ill % p.[nd D) | G631
ju1 j ot 1

n . t,Q/
lin Elexp(2ill I p.[nlD) | B "]
Qr—oc0 j=1 J

n . . . . t
lin Elexpill T p.(nd +el 4.+ el +edyy | B
2 Pt e, "G |

o j Y P
- i i, e
= lim (exp 2ill ‘Z pj(et +o..t Et + Et) ¢(t2;p)
oo j=1 2+1 k

0 si Q(p) >0; C(p), si Q(p)=0.

Ce qui démontre que ([nl],...,[n?]) est indépendant de 631. La relation

(2) est une conséquence facile des définitions. [

2.2) Démonstration du théoréme 2.

Remarquons tout d'abord qu'on peut définir les variables ni par récur-

rence de fagon que l'on ait :

i .
[n]] o et
pour tout k, pour tout t e]tk;tk+l], pour tout je{l,...n},
j o j
nt et * [nt] >
k
déf -1 By - Btk
avec € = X 1 . (t) (—_—) .
t R LW S S t-t,

Ensuite, on pose, pour te JO,1] :
1 n
€ - B, vond,... 7.
La famille de tribus (§§t)te]O,l] forme une filtration.
Puis, on définit xJ (pour je{l,...n}) par :

3 . .
X0 = 0, et pour tout &, et tout te ]tQ,tQH] :
i o_ J _ Je o

X o= Iong (g -t )+ np(e-t))

=B+ I [ It

—t,_ )+ [nd I(t-t,)
k<t -1 & KT £y &

Il est immédiat que le processus X est (g;t)—adapté.

De plus, on a, par construction :

. t .
i o j
x] B, + Jo b(s,x?) ds.
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Il reste 3 vérifier que B est un (?t)—mouvement brownien.

Or, on a, par définition des variables n

pour tout k, pour tout j=1,..,n : nd 1="[e 1+ 1.
t t t
k k k-1
En raisonnant par récurrence, et en utilisant le fait que la loi de
(OL],...,(ln) est invariante par les translations (xl,..,xn) —_ (xl +u,...,xn+u)
pour u€R, on voit que :

pour tout ke- N,

([nl ],...,[n: J) est indépendante de (531
k

k

puis, pour tout te 10,11,

([nl], vy [n:]) est indépendante de G?)l .

On en déduit facilement que B est un (ft)—'mouvement brownien. [

Remarque :

déef
La tribu ? n ?t n'est en général pas triviale (sauf si n=1),
t>0 ¢

o

Les variables aléatoires [ni] —[n‘l] (qui ne dépendent pas de te J0;1]) é&tant
?O-mesurables.

3 - Compléments

3.1) Quoique pour toute solution X de (1), et tout t >0, la variable [n.]
soit indépendante de %1 (cf. théoréme 1), on peut néanmoins représenter toute
variable mesurable par rapport 3 X comme intégrale stochastique relativement &

B. De fagon précise, on a le
Théoréme 3 :

Soient (B;) un ':Ft—mouvement brownien et Xl,...)(r1 n solutions
?t-adaptées de (1).

Notons '&’t la filtration naturelle, rendue ("F,P) compléte et continue

a droite, de (X',...x").
Alors, toute variable aléatoire 2 eLZ(Q,& 1>P) se représente sous la
forme :
1
z o=z + J ¢ dB,.
(o]
ol : Z, est %0 mesurable,

1
et ¢, est un processus xs-prévisible tel que E[J ¢§ ds] < + o
(o]



Démonstration :

Notons (%t) la filtration naturelle (complétée) de B, et pour s<t

s = - < <
R: = o,- B /ssust).

D'aprés la relation (2), on a :

s
pour tout seJ0;1], %€, = %S vrﬁl,

A 1'aide du théordme de représentation des martingales browniennes, un
argument de classe monotone montre que, pour tout s € ]0;1], toute variable aléa-
toire Z de LZ(Q,%I,P) se représente sous la forme

1
z = Zs+Js¢udBu

avec ZSELZ(xs,P), et (¢u) est un processus (%u)—prévisible tel que

E[I ¢§ dul <®, On termine la démonstration en faisant décroitre s vers 0. [
s

Remarque :

Compte tenu de la relation (2),on a, pour tout t>0 :

xt = %t \% o([nl],...,[nzj),

et il est intéressant d'expliciter la représentation des variables aléatoires

n .
. j _ n
exp(2ill E] Pj[nt]) pour p—(p,,...pn)ez .

j=
Pour t=1 par exemple, on a :
n . n n .
exp(2ill % p.[nJ]) = exp(2ill ( I p.)e,) exp(2il I p. nd )
. i S M | PR B
j=1 j=1 j=1 -1
2
n . 2 (ij)
= exp(2ill T p. nd ) exp(-2I° —L—)...
. ]t t -t
j=1 -1 o -1
n
o j§1 1;'j n Bu_Bt_]
ees |l + J 2ill (___T—_) exp(ZiH ( L p.) —_‘————) dB
€ t7t j=1 3t Tty u
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, ()t n ;
= exp(-2" ———) |exp(2ill £ p. n. ) +
t -t . it
o -1 j=1 -1
n
B -B
o 'El Pj n . n u e,
J 2ill (:'!_T) exp(2ill I p. ni ) exp(2ill ( Z p.) : =t ) dB
t,, . o -l =1 3 ' j=1 3t T
n .
et on continue en décomposant a son tour exp(2ill I pj ng )
j=1 -1

3.2) Pour terminer, nous étudions un exemple d'équation stochastique, sans
terme de drift, qui posséde des propriétés exactement analogues a celles de 1'équa-
tion de Tsirel'son.

Considérons 1'équation

3) dX_ = a(t,X.) dB_; X =0,

ot la fonctionnelle a : [0,11XC —> R est définie par :

-1
a(t,w) = I 1 (t) sgn (w(t, ) -w(t, _.)),
k=m0 160 Fper ] k k=l
(ty) dé&signant la suite utilisée dans la définition de T, et la fonction sgn(*)
valant 1, pour x>0, et -1, pour x<0.
On a alors 1l'analogue suivant du théoréme 2, dont la démonstration est

laissée au lecteur.
Théoréme 4 :
Soit B un ‘;‘t mouvement brownien et ((Bt) sa filtration canonique.

a) Supposons que, pour ie{l,...n}, X' soit un processus ’Ft adapté solution
de (3).
Notons pour tout te JO,1] :

-1 .
n, = I 1 . (t) sgn (Xl—X
1t ,tkH] t

k==

i

£ )

k

Soit &t la filtration canonique de (X],...Xn).

Alors : * La loi de (ni,...n:) ne dépend pas de te ]JO,1] et est inva-

riante par la symétrie (xl,...xn) —_ (—x],...—xn).

e pour tout te JO,1], (nl,...n:) est indépendant de @] et

pour tout se€ JO,t],
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E GEE v O(n;,.--nZ).

b) Inversement, soit (a],...otn) une variable al@atoire a valeurs dans
{-1,1m, ® mesurable, indépendante de (,B] , et de loi invariante par la symétrie

(x],. .,xn) —_ (-x1 - .,—xn).

Alors, il existe une filtration (?t) sur §, et des processus x*

(7t) adaptés tels que

* B est un (?t) mouvement brownien.

2 .
« X ,X ,...Xn sont solutions de (3).

-Vje{l,...n} ol = sgn (Xg - X"]: )
o -1

(avec les notations de a) : OLJ. = n%).
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