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SUR LES SUITES DE FONCTIONS QUI CONVERGENT

SUR LES GRAPHES

Michel TALAGRAND

Soient K et L deux compacts métrisables, et a une probabilité de Radon sur L.
Soit A l’ensemble des mesures de Radon ~ 0 dont la projection sur L est majo-
rée par a. C’est un convexe compact de mesures. Soit ~ une fonction affine de

de première classe sur A. Un résultat remarquable de Mokobodzki montre qu’il existe
une fonction borélienne f sur K x L telle que pour Il est

donc naturel de poser la question suivante : si f est une suite de fonctions
boréliennes sur K x L, telle que (f ) converge dans L 1 (p) pour chaque 

existe-t-il une sous-suite de la suite fn qui converge p.s. pour chaque 

(Question de C. Dellacherie). Le but de cette note est de montrer qu’il n’en est

rien, ce qui rend le résultat de Mokobodzki encore plus remarquable.

Il serait naturellement possible de présenter l’exemple ci-dessous avec
K = L = ~0,1~ , et pour a la mesure de Lebesgue ; mais nous allons utiliser des

compacts qui rendront l’écriture plus facile. Soit K = On désigne par A
n

l’ensemble des 2n sous-ensembles de K obtenus en fixant les n premières
coordonnées. Sur l’ensemble Ln = {0,1} A n , considérons la mesure

~n - ® ((1 - 2-n)ôo + 2 n ô~)
n

Soit enfin L le produit des Ln, muni de la probabilité produit. Un élément

y~ L s’écrit comme une famille . Pour et définissons

la partie Fn(y) de K par

Enfin, soit Gn la partie de K x L donnée par

==-> xEFn(y).
C’est un ouvert fermé de K x L. On appelle fn sa fonction caractéristique.
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Proposition 1 : : Aucune sous-suite de la suite (fn) ne converge u p.s. pour

toute 

Soit (f ) une telle sous-suite. Le point crucial est le suivant. Si a~A~ n

et m>n, ona

~{y~’L ; Fm(y) /1 a ~ ~} > 1 - e _ 
2 -n 

.

En effet

===> bCa; ~ y m, b 
= 1.

On a donc par construction

; ~} = 1 - (1 - 2~)2 > 1 - 

Cette quantité ne dépend pas de m. Par indépendance, on a donc, pour tout n, tout

, et tout q > n

U F = 1.

k~q nk

Ainsi, pour tout q, X p.s. l’ouvert V F (y) est dense. Le théorème de

k~q ~

Baire montre donc que À p.s., on a F (y) ~ ~. Il existe donc une

q k>q nk

fonction mesurable g : : L +K telle que À p.s. on ait F (y). Soit

q k>q k

p l’image de À par l’application y -)- (g(y),y). Alors  ~ A, et le choix de g

montre que  p.s. on a lim sup f 
nk 

- 1. Mais la proposition 2 montrera .que

lim inf f =0 p p.s. ce qui conclut la preuve.
~

Proposition-2 : : Pour tout p6A, on a fn -~ 0 dans L (~j).

D’après le théorème de Lebesgue, et le théorème de représentation intégrale, on

peut se borner au cas où u est un point extrémal de A. Il existe alors Z c L

mesurable et une application mesurable g : : Z + K telle que soit l’image de

03BB|Z par l’application y-+(g(y),y). Fixons n. Pour soit

B a = ~y EL; g(y) E a}.
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Pour 

g(y) ~ F~(y) ====> 0 .

Or pour a fixe les ensembles

sont indépendants , et leur mesure tend vers !-e - 2’~ * On a donc

= (1 - e-2-n)03BB(Ba)

d’où

Timp(F.)  TimÂ{y6L;g(y)~F(y)}

~ 03A3 lim 03BB{y ~ Ba : Fm(y) ~ a ~ 03C6} = 03A3 (1 - e-2 )03BB(Bn) 

a ~ A A lim À(y e Ba : F 
m
(y) n a # #) = 

a e A A ( 1 - e-2 -n) 03BB(Bn)

~ 1 - e-2-n ~ 2-n

ce qui conclut la preuve.
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