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DERIVABILITE DES FONCTIONS ALEATOIRES

par

Ph. NOBELIS

0. Introduction.
0.1. Dans [5) N. K6no a donné une condition suffisante pour que presque toutes
les trajectoires d'une fonction aléatoire 3 accroissements dans un espace Ip
soient dérivables. Dans ce travail, nous montrons que l'on peut utiliser la
méthode des "mesures majorantes" ([2],[7],[8]), qui permet d'étendre le résultat
a un espace d'Orlicz quelconque. Nous montrons également, avec la technique intro-
duite pour la continuité par M.G. Hahn et M. Klass [3] et par N. Kéno [4] ,
que cette condition admet, dans les Ip , p22 , une réciproque partielle.
L'intérét de ce type de résultats est l'utilisation de la méthode des "mesures
majorantes' avec des accroissements d'ordre supérieur i un.

Dans la premiére partie nous établirons la condition suffisante géné-
rale. Puis, aprés avoir donné quelques corollaires, nous démontrons la condition

nécessaire et suffisante.

0.2. Dans toute la suite, X désigne une fonction aléatoire définie sur un espace
d'épreuves (Q,G,P) et sur ([0’1]’B’X) ot G est P-compléte, B la tribu des
Boréliens et A 1la mesure de Lebesgue. Nous supposons que X est continue en proba-
bilité et nous étudions une version séparable et ( ® B-mesurable. Nous faisons
également l'hypothése qu'il existe une fonction de Young & , telle que X soit une
une lﬁ-fonction aléatoire ; c'est-i-dire qu'il existe un nombre réel B > O tel

que

1
[ Ea@x(t) de <= .
0

+
Nous notons, pour tout & € R, , Q(8) 1la &d-norme de Luxemburg des

accroissements d'ordre deux de X , & savoir :
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Q(8) = inf {@>0 : ”I Ei[s (X(w)-2X(FD+x(v))Tdudv < 1} .
u-v[<§

C'est une fonction croissante de § . Dans [6] cette quantité ainsi que les

espaces d'Orlicz Ly » sont étudiés de maniére précise.

1. Une condition suffisante de dérivabilité.

1.1. Dans cette partie nous démontrons le résultat suivant :

THEOREME 1.1. Une condition suffisante pour qu'une Iﬁ-fonction aléatoire X ait

presque toutes ses trajectoires continument dérivables sur [0,1] est que :

+
[ et etsdH a <o

1.2, Dans la démonstration du théoréme nous utilisons les notations et propridtés

suivantes :
1.2.1. Pour tout nombre entier n et tout t € [0,1-21-n] , NOUS posons :
-n -n
CJt)={ﬁhﬂ ttsust+2” | 2u-t<vs<ut2"} ,

X (¢) = 2°"3 [[ (X(v)-X(u)) dudv .
n c (6

Comme X est une ~fonction aléatoire G ® B-mesurable , si
9’

0, = {v : 3@ X@,.) € L'(o,1}, D} ,

nous savons que P(Ql) =1 et pour tout @ € 01 s Xn(w,.) est bien définie. lLe

théoréme de Fubini et des changements de variables adéquats nous donment :

IEMME 1.2.1, Pour tout nombre 6>0 , tout nombre entier n et tout nombre

t € [0,1-21_n] , On a :

o [f Lx@-2x(FY) + x(W)du av
lu—v|<6
[
2 1-2h

=4[ dn[ e[ X(st2h)-2X(sth)+X(s)]ds ,
(0]

Njo o

1
4 dan[  #[X(s)-2X(s-h)}+X(s-2h)1ds .
) 2h
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-n h

5, 2 tF
1) X () =2"3[ an[ X(st)-x(s)ds .
o t

Toutes les intégrales précédentes sont finies pour w€ Ql .

: cp=T1 .
1.2.2. Soit § = {i2 t 1= 0,1,...,2“-2 ; n€ N} ; c'est une suite dense dans
[0,1] . Pour tout t € [0,1[ , nous notons (s(t,n), n € W) la sous-suite de

S 1liée 3 t de la maniére suivante :

12", si 12 Mste<t(iH1)2™™ et i€{0,1,...,2%-3} ,
s(tyn) =
121 g1 12lMce<r .
1.2.3. Nous notons :
_ 1
8(u) =c 1 (u) exp - —, , avec J‘ o(u)du =1 .
J-1,4+1[ 1-u R

L
C'est une fonction de classe C & support [-1,1] . Elle permet de régulariser
X ; soit €>0 , pour tout w€ 01 , tout t € [e,1-¢] et tout nombre entier

2> nous posons :

™ |=

s
)
Yy (@50 =] X,u) o(&t-u))s du ,

et
L

+1
=I X(w,t - %) 6(u) du .
-1

Nous avons le résultat classique suivant :

IEMME 1.2.3. Soit € > O fixé. Pour tout nombre entier E>% R Y(L) est une

Ly-fonction aléatoire sur [e,1-¢] . Pour tout w € Q , Yu)(w,.) est continument

dérivable et converge dans L1([e,1-e],)\) vers X .

Démonstration : Soit B la constante associée a X ; de la convexité de & et

du théoréme de Fubini nous obtenons :
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1-¢ +1 1-e u
J‘e BB Y, (1)) dt = J‘_l 8 (u)du fe E8(B X(t - Dde

1
sI E3(B X(t))dt <o
0

pour tout .¢>§ . la continuité de la dérivée de Y(L) est immédiate & partir
des propriétés de O . Pour la convergence, nous utilisons le fait que les fonction

fonctions continues sont denses dans Ll([O,l],)\) .

1.2.4, Pour tout § > O , nous notons

(s = ”I 8[Q1(6) (X(w)-2X(5Y) + X(v)) Jdudv .

u-v| <§

De la G ® B-mesurabilité de X , du théoréme de Fubini, de celui de

Beppo-levi et de la définition de 3('(6) , nous déduisons :

IEMME 1.2.4. Pour tout 6§ > O , X(8) est une variable aléatoire dont 1'espérance

est majorée par 1 . De plus l'hypothése du théoréme 1 implique 1l'existence d'une

partie Qi de Q, P(Qi) =1, telle que pour tout ® € Qi , la série de terme

général
2" (2™ 71 (2% R(w,27™)

est convergente et 1'espérance du reste de cette série est majorée par :

+
£ o™ ele™ s h eledH o .

n2n n -1
o 20

Dans toute la suite nous noterons QZ = 01 n Qi .

1.2.5. Pour la démonstration du théoréme 1.1., nous utiliserons les deux majora-

tions suivantes :

LEMME 1.2.5.

i) Pour tout t € [0,1[ et tout nombre entier n tels que

[x () -x (0] = 2" oo™ et 2™ X2™) .
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ii) Pour tout t € [0,1[ et tout nombre entier n tels que

t < 1-3,27" , On a :

2(n-1) i(zl'n))

.

% (6 -x_(er2™ | <2302 #7l2

Démonstration du lemme 1.2.5, : i) Du lemme 1.2.1. ii) nous déduisons :

3 2" t+h (D
X (£)-X () =27"3[[ dn [ (X(sth)-X(s))ds-8[ dh [ (X(sth)-X(s))ds]
n mtl 0 t 0 Tt
-n t+§

2 t+h
=23 el (K(s)x()ds- 4 [ (X(s+D)-x(s))as)
0] t t

h
a2 5 N t+h
=273 [ (X(sth)-X(s)-4X(s+)+4X())ds + [ (X(s+h)-X(s))ds].
° ¢ 2
2
Dans la seconde intégrale on pose s'+ % =s . D'ou
P t"'g
3n h 3h
X () -X_, (1) =23 [ dn [ (X(s+h)+3X(s)-5X(s++X(s+ ")) ds
n 1 ‘0 ¢ 2 2
D

-7

2 2
=22 an[f
0

(X(s+ %)-2X(s—|—h)+x(s+ -}i‘))ds+ 3f (X(s—!—h)—ZX(s—i—-g)
t

t
NT:!"

t
+X(s))ds] .

= s' et & partir de 1l'inégalité

N

Dans le premiére intégrale nous posons. s +

triangulaire nous avons :
-n

' 30 o2 t+h b
[x (0)-x (0] <2 9jo dh ft |x(sth)-2X(s+ D+x(s) | ds

o (1)

t+2h
<22™l [© an ] |x(st2m)-2x(sth)+x(s) [ds .
0 t
Comme & est convéxe et
() oy (a1
[ dh [ ds =2 ,

(o] t
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de 1'inégalité de Jensen nous déduisons :
-n

1 - 1. .2 % t+2h
% (0-x_ ()] = 2"7T9q@™ #7274 an [ ac
n o) t Q( 2—n)

X(s+2h)-2X(s+h)+X(s)) ds]

~(n+1)

Mais t < 1-2" et hs 2 impliquent t+2h < 1-2h ; comme t=0 , le

lemme 1.2.,1, i) et le lemme 1.2.4. nous permettent de conclure.

ii) du lemme 1.2.1. ii), nous déduisons :

30 12 h t+th t
x () =2"3] alf +[ -[ (sth) - x(s))ds)
0 o 'n ‘o

-n

2 h t
=223 [ an[] (X(sth)-X(s))ds+] (X(s+2h)-2X(sth)+X(s))ds] ,
0 0 0

oll nous avons posé s = s' + h dans la deuxiéme intégrale. La premiére intégrale

ne dépend pas de t , donc par différence nous déduisons :

-n -n

o 30 2 t+2
[x (e+27™)-X ()| <27"3 [ an [ |X(s+2h)-2%(s+h)+X(s) | ds.
0 t

Mais comme

le m&me calcul que ci-dessus donne :

-n n l-n, .~1- 2n 2™ e+2
|x (6)-x (e+27™|<2"3Q2" ™ &7 (27 an [
n n 0 t

n
Q2™

Mais t<1-2"".3 et hs< 2" impliquent t+2 " < 1-2h ; du lemme 1.2.1. i) et

du lemme 1.2.4., nous déduisons le résultat annoncé.

1.3. Démonstration du théoréme 1.1. : Celle-ci comporte trois étapes : convergence

presque slire de la suite (Xn(s(.,n)), n € N) vers une fonction aléatoire notée
X, 5 identification de cette derniére comme étant la dérivée de X , continuité

presque slire de X' .

1.3.1. Premiére étape, convergence presque slire de (Xn(s(.,n)), n€ N) .
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soit t € [0,1[ et considérons (s(t,n),n € W) ; nous avons

-(nt1) -Gt

o(t,n) = 12" ot € [2i27 (™) 2i+1) 2" D | [(2i+1)2 s (2i+2)2

Dans le premier de ces intervalles, du fait que i<2"-2 , le lemme 1.2.5. i)

nous donne :

|x_(s(e,m)) - X (s(t,m1))| < |x_(i2™ - X 12|,
< "9 2™ 1™ X2 .

Dans le second intervalle, les deux inégalités du lemme 1.2.5. impliquent :

[x_(s(t,ym)) - Xm_l(s(t,rrl-l))‘ = lxn(iz'“) - xnﬂ(iz"“ + 2'(“+1))|

< |x (12™-x 2™ |+ ]xm1(12‘“)+xm1(12'“+2'("”))|,

< (%+ 6) 2" (2™ 710 %2 ™)y

dernidre expression majore donc |Xn(s(t,n))—xm_1(s(t,n+1))‘ dans tous les cas.
Du lemme 1.2.4., nous déduisons, pour tout € 02 et tout 1T > O, l'existence
d'un nombre entier m tel que, pour tout m=m, et tout t € [0,1[ , nous

avons @

£ X (0,s(6,m)-X_ (,s(t,m1)) |21 2 1928 122 % 2= .
nzm n n2m

Donc pour tout o € 02 , la suite (Xn(s(t,n)), n € N) converge, pour tout

t € [0,1[ . Nous posons

X (w,t) = lim Xn(w,s(t,n)) .

n—®

1.3.2. Deuxiéme étape, identification de X .

[--]
cuz 1
Soit e > 0 fixé . Pour tout 4> g » tout te[eo,l-eo] et tout

o
1 1-n
nombre entier n tel que e°>7/+ 2 , nous posons
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_ 23n }
Ypa® =23 [ o Y@ N
n

-n

3n IZ t+h
=2""3 . dh jt SONCE -Y(pNds
1 1
3 2"tk st =
=223 an [ das[] xwe(s(sthew))tdu-f  X(u)O(L(s-u)) fdu]
0 t 1 1
s+h-z S-z

Ces intégrales sont finies pour € 02 , ceci en vertu des conditions imposées
sur €,4,n et t . D'aprés le lemme 1.2.3., pour tout w € 02 , Y(l)(w,.) est

continument dérivable. Montrons que, pour tout w € QZ :

1lim Yu),n(w,s(t,n))=Y'(£)(t) .

n—e

le théoréme des accroissements finis implique pour tout o € QZ , tout Z>~§ R
o

tout nombre entier n > log, , tout t € [eo,l-eo] et tout couple
-1
fe,,

(u,v) € Cn(t) , l'existence d'un nombre p € Jo,1[ tel que :

Y(z)(w,v) - Y(E)(w,u) = (v=-u) Yzz)(w,u+u(v-u)) .

Mais Yél)(w’t) est uniformément continue sur [eo,l-e°] ; donc pour tout

w € 02 , tout N >0, il existe e, > 0 , tel que

1

|s-t] < €, = lY%z)(w,t) - Yze)(w,s)‘ <1 .

De ces deux relations nous déduisons, pour tout w € 02 , tout N> 0, tout
1 :

4> y et tout nombre entier n > max(log2 - , logz Eg—) , les majorations
o : te -1

suivantes :

! 31'1 1
1% gy, n (5CEsN-Y( (0 ]5]2 3£rc( )(Y(z)(v)-Y(L)(u))dudv-Yu')(t)| ,

s(t,n)

3n
< 2°"3ff (veu) |}, (et (v-u)) =Y} . (£) | dudv
¢_(s(t,m) () (i ®|
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pour tout t € [eo,l-eo] ; en effet il suffit de remarquer que pour tout couple

(u,v) € Cn(s(t,n)) nous avons :
|s(t,n) -u - p.(v-u)l < (v-u) + (u-s(t,n)) ,

< 27 4 (u-t) + (t-s(t,n)) ,

t
© 23n3 ‘”‘ (v-u) dvdu=1 .

¢ (s(t,m))

Donc presque sfirement, pour tout ¢ > 1 , la suite (Y (s(.yn)),n> log —L—)
% 4),n 2 ge -1
o

converge, uniformément sur [60,1-60] , vers Yzl) . Montrons & présent que presque

slirement la suite (Y%L),Z > % ) converge, uniformément sur [eo,l-e:o] , vers

o
X () . Soit & >2 et q_ > max(log & , Log 2) ; de ce qui précéde et de
L o e o 2 €, 2 €

la lére étape nous déduisons, pour tout w € 02 , pour tout couple de nombre entiers

(4,q) vérifiant £ = Lo et q=gq , et pour tout t € [eo,l-eO] :
|Yu)(t>-xm(:)|sn§q|(Y(L)’n(s(t,n))-xn(s(t,n))-(Yu),nﬂ(s(t,m))-xnﬂ(s(c,nu)))|
+ |Yw,q(s(c,q»-xq(s(t,q))l ,

<z |x (s(t,n))-xrﬂ_l(s(t,rﬂl))H
nzq O

+ 3 Yy (e (s(emr) | +
n2q

+ lY(m,q(s(t,q))-xq(s(t,q))| ,

2n

<u2 ¢ 2™l ™e 22 X ™)+

(s(t,q))-X (s(t,@))]| -
nzgq q

(2)sq

1a majoration de ]Xn(s(t,n))-xm_l(s(t,rrl-l))\ est celle obtenue lors de la 1lére

étape ; pour |Y (s(t,n))—Y(z),Iﬁ_l(s(t,rﬂ-l))| , le calcul est analogue, nous

(L) ,n

+1 2
utilisons le fait que & est convexe, que r 8(u)du = 1 et que !,o > . et
-1 o
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€ 1-q
7? > 2 °. 1a somme obtenue est, d'aprés le lemme 1.2.4., le reste d'une série

convergente ; nous avons 3
Yoct€ Q, Yyn>0,H ql(z qo) tel que
q2q; = ]Yu)(w,t)-xm(w,tﬂs I21+|Y(m’q(w,s(t,q))-Xq(uu,s(t,q»\ ;

et ceci pour tout 4> Eo et t€ [eo,l-eo3 . Pour N> 0 donné fixons un nombre

entier q > qy - Un calcul simple nous donne, pour tout £ > Lo :

|y (s(t,q))-xq(s(t,q))l >

(L),q

2% s(t,q)+h

<2293 [ dh [ [¥, , (s+h)-X(sth)+X(s)-Y, ,  (s)|ds ,
(@)) (2)
0 s(t,q)
2-q s(t,q)+2h
< 2393 I dh I |Y(L)(s)-x(s)|ds ,
] s(t,q)
1-q
s(t,q)+2
<2%3 IY(D(S)-X(S)‘ds .
s(t,q)
Mais comme t € [eo,l-eo] et
s(tyq) = i27%e 1278 < ¢ < ()27,
2-q
il est facile de voir que les conditions €, >2 ° et q> q, » impliquent :

1- i
S(t,q)+2q51—~é- s

€
s(t,q) 2 7? .

D'ol, & 1'aide du lemme 1.2.3., pour tout w € 02 , pour tout T > O , nous obtenons

1'existence d'un nombre entier £, = El(w,ﬂ,eo,ql,q), 4 > Lo , tel que :

eO
11—

' Z
U IYEE) (w,t)-X_(w,t) | sg-p 22‘13L:o IY(L) (w,s)-X(w,s)|ds < 1 ,
&

uniformément en t € [eo,l-eo] . Donc (YEL)(.),L > % ) converge presque
[
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slirement vers Xm(.) uniformément en t € [eo,l-eo] . Du lemme 1.2.3. et du
théoréme de Fubini nous avons, pour tout o € Qz , l'existence d'un ensemble

Tc[0,1] , A(T) =1, tel que pour tout t € T :

lim Y(L)(w,t) = X(w,t) .

Lam
Mais ces deux conditions, & savoir pour tout € 02 , 11 existe t

1 1
t, € [eo,l-eo] tel que (Y(L)(u),to),l,>go) converge et (Yzz)(w,.),},>go)

converge, uniformément en t € [eo,l-€] , impliquent :

1
. N>t . . _
i) (Y(l)(w, )b G:0) converge, uniformément en t € [eo,1 e°] et

ii) 1a limite est dérivable et sa dérivée est égale & 1lim Yél)(u),.)
Al

sur [eo,l-—eO] .

Or les f.a. (Y(Z),LE N) sont presque sfirement 3 trajectoires continues et leur
limite est presque sfirement \-presque partout égale & X(t) . De la séparabilité
de cette derniére nous déduisons l'existence d'une partie 03 de Q,P(Q3) =1,
incluse dans 02 , telle que pour tout € 03 , pour tout t € [eo,l-eo] N
X(w,t) est la limite de (Y(z)(u),t),1?,> %) . Du point ii) ci-dessus nous
obtenons alors, pour tout w € 03 , la dérivabilité de X , et pour tout

t € [eo,l-eoj

X' (w,t) = Xm(u),t) .

le nombre €, étant arbitrairement petit, la relation précédente est vraie sur

d .
J0,1[ et nous posons, pour tout ® € Qy , [Et X(w,t)] o= X_(w,0) . En procédant
de manidére analogue avec une approximation par valeurs inférieures de X'(w,t) ,
nous obtenons sa valeur au point t =1 . Ceci achéve la démonstration de

1'existence, presque sfirement, de la dérivée de X .

1.3.3. Troisiéme étape, continuité presque s@ire de X'(t) .

En fait nous avons un résultat plus fort :

PP + ces
PROPOSITION 1.3.3. Soit p une fonction définie sur R, positive croissante,

pour tout nombre entier q , On a 3
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+ -1
1 =X -
B osup _ |EWX)g g QU ) 5152y a5
o<:|u-st 279 p4lu-v]) ,a-1 p(677)

Cette majoration nous donne une condition suffisante pour que presque
toutes les trajectoires de X'(t) soient p-Lipschitziennes. la démonstration est
analogue 3 celle qui se trouve dans [8] , a partir de la relation, pout tout
w € 03 H

X' @-x1 )] =[x (sCu,0))-X (sCv,a))] +

+ I IXn(s(u,n))-Xn+1(s(u,n+1))|+|Xn(s(v,n))-Xn+1(s(v,n+1))I .
nzq

En prenant p(u) =1 , 1'hypothése sur l'intégrale nous permet de conclure

la démonstration du Théoréme 1.1.

2. Remarques.

Nous notons Q(i)(ﬁ) la ®%-norme de Luxemburg des accroissements

d'ordre un de X , c'est-a-dire :

QP (6) = inffa>0 : [f pe (X)X, gr < 1)
|s-tl<6

Nous avons @

COROLIAIRE 2.1. Soit X une Ia-fonction aléatoire telle que :

+®
I o e hetedhas <= .

Alors on a les propriétés suivantes :

.

i) la fonction aléatoire X est presque sfirement 3 trajectoires

Lipschitziennes d'ordre un,

ii) et presque sfirement continument dérivable.

la premiére propriété est démontrée dans [8] . Pour la seconde, il suffit de

remarquer que

ae) < 4V,

et que
+o +o
I e ™Heteha <9 [ oM e HeleHhe
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nous appliquons ensuite le théoréme 1.1. .

Ce corollaire nous montre que la "meilleure" condition suffisante
pour qu'une fonction aléatoire admette presque slirement une dérivée d'ordre r
continue, s'exprimera par une intégrale sur la norme des accroissements d'ordre
au moins égal 3 r + 1 .

Pour le cas particulier ot &(x) = |x|p s P21, nous avons le

résultat de N. Kéno [5] :

COROLIAIRE 2.2. Soit X wune lb—fonction aléatoire, p = 1 . Une condition

suffisante pour que presque toutes les trajectoires de X soient continument

dérivables est que @

> stt ;2
JUTr E|X()-2x(ZE)4x(0) |PasatlP 6P a5 < .
ls-e| <67
I1 suffit, pour le voir, de calculer la norme Q pour une fonction puissance et
d'appliquer le théoréme 1 .
Pour les fonctions de Young de type puissance, cette condition est la

meilleure possible dans la mesure ol nous allons montrer une réciproque partielle.

3. Une condition nécessaire et suffisante.

Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 3.1. Soit f une fonction définie sur B#' telle que f(x) soit
x

croissante et tende vers O quand x tend vers O et que f(x) soit décroissante

X
continue. Soit un nombre réel p = 2 . les deux propriétés suivantes sont équi-

valentes :

i) Toute lb—fonction aléatoire X , définie sur un espace d'épreuves

Q,G,p) et sur ([0’1]’ﬁ’K) telle que
(%) E[x(s)-2x(55) + x(0)|P s P(|s-t]) , s,cel0,1]

est presque sirement & trajectoires continument dérivables.

ii) la fonction £ vérifie :
te 2
[ e P e <o
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Démonstration : la croissance de f , la condition (¥*) et le lemme 1.2.1.i),

impliquent :

|
2 1-2h
E|X(s)-2%(Z5)4x(t) |Pdsde < 4[?  dn £ (2n)ds
2 .
smt| <672 0 0
1 -1 87!
<47 P(THA - =) .

Du corollaire 2.2., nous obtenons alors le fait que la condition ii), entraine
i) . Pour montrer la réciproque, nous supposons que l'intégrale de 1ii), diverge ;

nous posons alors (Q,G,p) = ([0,1],3,)\) et

X(w,t) =c £ «@_sin 2 mn(w-t) .
n
n=1

la constante c et la suite (a'n , n € N) seront choisies telles que X soit
une Lp-fonction aléatoire, vérifiant la condition (*) , dont toutes les trajec-
toires sont continues mais non dérivables en un point.
: 2., -1 . :
la croissance de x f(x ") , implique :

1 1,

RIS T 2., -1, %
J O£ 8P @ < xTEGTH [ 8P s,
1 1

2 Zrx Ny -
S5 f(x A

Comme p > 2, la divergence de 1l'intégrale implique 1lim xzf(x-l) =+ , Nous
X =+ @
pouvons alors définir sans ambiguité la suite :

t:0 =1, tn = sup{x : xzf(x-l) < 22n £(1)} n=1 .,

2., -1 .
Mais x"f(x °) est croissante, continue, donc pour tout n € N ,

2 -1 2
t:nf(t:n ) =2 nf(l) , et la suite (tn,n € N) est croissante ; de plus

2 -1 2., -1 _ 2n _ .2 -1
<2tn) f((2tn) ) < be £(e 7)) =4 277£(1) = tg £CELD) s
c'est-a-dire, pour tout n€ N , 2t:n < tn+1 « Soit M wune variable aléatoire

réelle dont la loi vérifie :



Ztn-t t-tn
P(M> tn) t + P(M> tn+1)T , t € [tn,ZtE] ,
P(M>t) = 1
t L E(t ) p 2n p
ol nh _ 27
P(M> tn+1)—(——————-) = (3 s te[ztn,tn_H[ .
£(1) n

Nous avons P(M > 1) =1 et

IEMME 3.2. la variable aléatoire M vérifie :

i) 11 existe une constante 01 telle que :
1

(E[MAt]P); < ¢ ey .

ii) L'intégrale
1 1

© = =-1
[ PP >y P e,
1

diverge.

Démonstration du lemme 3.2. : Pour t donné, il existe un nombre entier n tel

< 'oll
que t <t tn+1,dou

t t
E[MAt]p =tPp> ) + [ MPap =1 +[ pPlrp> ) ax
1 1

)

ot -1
<1+] pflrP>x)dax
1
En décomposant 1l'intervalle [l’trﬂ—ll , par définition de P(M>t) , nous

déduisons :
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2t
mt1 -1 P
EMelP <1+ 5 pea>e, ) [ Pl X g
A k=1 Ty fg-1
= K-1
-1 xP -1 « -1
+ pP(M> t,) [ G - L Mydx + p PM> t) [ £ ax
tK-l K-1 2tK-1
mH p+1
- P roptl 20 p _ P
=1+ K§1 P(M> cK_l):K_l[z ) 2 + p+1]
P ZPHE P__pP_ p_,p.2
+ P(M> tK)tK_l[ sl 2 -P+1+ 1]+ P(M> tK)[tK- 2 tK_l] .
mH p+1 p
p r2 -2-p, 2P@p-1)+1 p
< 1+K§1 O e e S i AL RICE SOL
ntl P (oP P
=1+ KEI P>, Ot (2P -1) + p(u> tdty

ol nous avons utilisé des majorations simples. La construction de (tn) et de

M , implique alors

1 1 2
E[MAt]p <Pz tI}: P>t ) = P g %K s
K=0 K=0

5p
<Z pp_ 27 £(e=)H?
2P_y (P-»ePry "

2P 2

< (e, t2£(e"1y)yP s

fqs. 2 . 2 -1 . N .
ou nous avons utilisé la croissance de =x“f(x ) . Ceci achéve la démonstration du

du premier point.

ii) De maniére triviale nous avons :
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o 1 1y +o 1 1y
[ PPa>o? de= = It PP(M> t)tP a
1 K=1 K-1
+eo 1 1 1
Py P _ P
> 21 Pr(M tK)p(tK tK-l) ,
. 40 11
S P P
= p(1 1/p) 3 tKP(M>tK) s
2 =1
1
+o 19
= p(1- i/) LR 2K
2P k=t
1
+o 1o
-1y s 2 el
4E(1) S/ 2y K KL TR
2 -1 .
Comme x f(x ) est croissante,
kbt % ) P! %-1
‘['tK £(e7EP de < e f(tK+1)‘r t dt
t
K
1
2.2 -1y P
= oot terr E(tgyy) € ’

ce qui donne le résultat annoncé.

Par la suite nous utilisons le résultat suivant :

IEMME 3.3. (Boas [1]). Soit (an) une suite de nombres réels positifs, pour

p>1, on pose gfl = 3 ag Kp.'2 . Il existe alors des constantes <, et CI'Z N

Kz2n
qui dépendent de p telles que :
g,
i) = B 2c, T a_

nz1 1-1/p 2,21 1

ii) si les (an) sont décroissants alors

&n

z < c! Z  a .
nx1 n1--1/p nx1

les deux lemmes précédents nous permettent, i présent, de construire la suite

(a) :
n
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IEMME 3.4. (K6no [4]). Pour tout nombre entier n , on pose :

b® =P(M>n) .
n

I1 existe alors une suite (gn) telle que :

i) Pour tout n21, g <b_ .
—_— n n
ii) Pour tout n21, si on pose a = (gn - gn+1) n
définit une suite décroissante 3 termes positifs.

1/p-1

iii) la série de terme général g, 0

diverge.

iv) la série de terme général a, diverge.

v) Pour tout nombre entier j on a :

z af kP2, P 3 ap P2 < v, 517 .
K=1 K> j

Démonstration du Lemme 3.4. Nous notons (gi) le plus grand minorant convexe de

la suite (bi) . C'est-a-dire gi = bz pour certaines valeurs de n et gﬂ est
linéaire entre ces valeurs. la propriété i) et le fait que les a soient

positifs découlent de la décroissance des g, * La connexité de (gi) implique :

1 1 -1, 1 P 1 p p
. - -, 8.t 5 8 .,)28
oP 2 (n+1)p 2 oP 2 >n (n+1)p 2 ®°nt2 _3_2 + mt2 )
( nP (n+1)p 3
1 1

—_— + —_—
P2 (m1)P™2

I1 est alors facile de voir que 1l'indice du 2éme membre est inférieur & ntl , ce

qui nous donne la décroissance des (an) et la propriété ii) .

iii) Soit r et s deux indices ou consécutivement gi = bi et

32 = b§ . Alors pour n € {r,...,E%E } nous avons :
P >

&y

N[=

P
8.+

N

P_1nP Py, 1.p
g 2(br+bs)22brz

N|=
=]

d'ou
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£t ris

s b 2 b a2 S

z <2 = L <2P = a

=r 1-1/p n=r 1-1/p n=r nl-l/p

1
2t S, g
<2P ¢ .
n=r n1-1/p

Comme

+o b

[ P /P> el g < =

1 n>1 l11-1/p

le lemme 3.2.ii) nous donne le résultat.

le lemme 3.3, ii), implique immédiatement la quatriéme propriété.

v) Par construction des (gn) nous avons

j - -
T a§K2p2+ij al‘zxpz ,
K=1 K> j

j
T o(h-eh O+ T (f-eh)
et B~ Bk K> j 8k~ Bgt1

Il

j
T ®P- &P &,
K=1 gK

n

j
- &P,
=1

j
p [ P> £yeP ae
0

i -
1+ [ pro> P! ae = 6w 1P
1

Ceci achéve la démonstration du Lemme 3.4. .

la suite (an) étant ainsi définie, montrons que

a
X(w,t) = c I —nﬂ sin 2mn (w-t)
nz1

avec w,t € [0,1] est une Ip-fonction aléatoire sur [0,1] . Les (an) étant

positifs, de 1'inégalité triangulaire nous avons :
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1

[ P p n P

JOE|x(e)|Pac < L = 23] ’

0 n
n=1

p-1
<P = a: nP 2)( z lz) ’

nx1 n=1 n

2 p-1
<P bg(ﬁ—) <o

i

Nous avons utilisé 1'inégalité de H8lder pour les séries. Il est trés facile de
voir, avec la méme inégalité, que la série qui définit X est uniformément con-
vergente et de ce fait, toutes les trajectoires de X sont continues. Pour la

dérivabilité nous utilisons :

IEMME 3.5. (Zygmund [9] p.129). Soit (an) une suite décroissante de nombres réels

positifs tels que 1lim a_ = 0 ; alors la série
n—'m

g(x) = % a_ cos 2mx , x € [0,1] ,
nx1

converge uniformément sur tout compact de Jo,1[  de plus pour p>1,

g € L ([0,1],,) si et seulement si ¥ aP nP2<w .
p A n21

Du lemme 3.4, ii) nous savons que la suite (an) qui définit X ,

est décroissante, & termes positifs et comme p22, I aP np-2==g§ =
n21
entraine lim a =0 .,
n—o

D'ol pour tout o € JO,1[ , pour tout t € [0,1]1\ {w} , X'(w,t) existe. Par contre
la condition iv) du Lemme 3.4,, implique la non-dérivabilité de X pour
t =@ . La démonstration du théoréme 3.1. sera terminde des que nous aurons prouvé

le fait que X satisfait & la condition (*) . Nous avons :

LEMME 3.6. (Zygmund [9] p. 109). Soit (Cn,n € Z) une suite de nombres complexes

tels que pour p = 2, on ait :

e P @+ )P %<
ez "
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Il existe alors une constante 03 , qui dépend de p , et une fonction

g € (Lp([O,l],)\), telles que :
! -2i
i) C =r g(x) e X 4%,
oo

1 1
1 5 =
1) [ [P ad® s ¢, (2 o [P+ [aDPHP |
0 n€ Z n

Pour tout nombre n € Z , nous posons

1 .
Cn = f [X(w, t+2h) - 2X(w, t+h) + X(w,t)]e-zlnm’ o  ;
[0}

un calcul élémentaire d'intégrale nous donne alors :

Cq, 5 . :
2K (eZ:u'rK(t+2h)_ 2e2rrK(t+h)+ e21m( )
2iK

si n=K,

= Cq, ; . .
Cn = R ¢ (e-ZmK(t+2h)_2e-21nK(t+h)+6211'TK y

2iK

si n=-K,

0 sinon .

Clest & dire si ‘nl =K, n€ Z , nous avons 3

2Cq,
LS sinzK mh .

lel =—

1a condition ii) du Lemme 3.6. implique alors

E|X(t+2n)-2x(e+h)+x(0) [P < 2 ¢§ = le_|P (++n)P"2
nz1

251 afl sin2pn1'r h
< 2P~ c‘;cp T

nz1 n2 ’
aP
< 2%t Cg P = -—;— [min(l,ﬂ'fh)-_\zp s
nzl n
P

a
< 2271 ch &P 3 —;l—(min(l,(nh)zl))) .
n=1 n
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Pour tout h > O donné, il existe un nombre entier j tel que j_1<hs(j-1)-1 .

Comme n > j entralne nh> j>1 , nous avons :

E|X(t+2h)-2x(t+h)+x(t) |P <

< (4n2c03)p [ = afl R —'2‘—] s
1<n<j n>j n

Mais n > j implique nP jpz sz > h_2p , d'ol nous déduisons
E|X(t+2h) - 2% (t+h)+x(t) |P

< ¢+ﬂ2CC3)p th[ r  aP n2p-2 + jp T &P np-zj ,
n n
n<j n> j

< (4n20c3)P n2P E(MAj)p ,

2 -
< <4n2cc1c3)f’ w22 P

ol nous avons appliqué successivement le lemme 3.4.v) et le lemme 3.2.i) . Comme

f est croissante , j 2 2 , en posant C = (8M20103)-1 , nous déduisons

E|x(s) - 2x(55) + x(®)|P < £(|s-t]) ;

le théoréme est démontré.
Ce résultat semble indiquer que la condition du théoréme 1.1. est
la meilleure possible pour les espaces Lp . Resterait a montrer la réciproque

dans le cas ol les trajectoires de la dérivée sont lipschitziennes.

[1] BOAS R.P. Jr. : '"Inequalities for monotonic series'.
J. Math. Anal. and Appl. 1(1960), p. 121-126.

[2] FERNIQUE X. : "Régularité des fonctions aléatoires gaussiennes."
Ecole d'Eté de St. Flour (1974). lectures Notes in Math.
(Springer), 480 (1976), p. 1-96 .



352

[3] HAHN M.G. and KIASS M.J. : "Sample continuity of square integrable processes'.
Ann. of Prob. 5(1977) n°® 3, p. 361-370,

[4] KONO N. : "Best possibility of an integral test for sample Continuity
of Ip-processes (p = 2)".
Proc. Jap. Acad. 54(1978), ser. A, p. 197-201 .

[5] KONO N. : "A remark on Garsia's integral test about sample continuity
of Ip-processes'.

J. Math. Kyoto. Univ. 20-1 (1979), p. 1-9 .

[6] KRASNOSELSKY M.A. and RUTITSKY Y.B. : Convex functions and Orlicz spaces".
Dehli. Publ. Hindustan Corp. (1962) .

[7] NANOPOUIOS C. et NOBELIS Ph. : "Etude de la régularité des fonctions
aléatoires et de leurs propriétés limites'.
Sémin. de Prob. XII, 1976/77. lectures Notes in Math.
(Springer), 649 (1978), p. 567-690.

[8) NOBELIS Ph. : "Fonctions aléatoires Lipschitziennes'.
Séminaire de Prob. XV, 1979/80. lectures Notes in Math.
(Springer), 850 (1981), p. 38-43,

[9] ZYGMUND A. : "Trigonometric series".
Cambridge Univ. Press, vol II (1959) .

Université Strasbourg I Université Nancy II
Département de Mathématique I.U.T. (A)
7 rue René Descartes 2 bis, Bd Charlemagne

67084 STRASBOURG CEDEX 54000 NANCY



