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DERIVABILITE DES FONCTIONS ALEATOIRES

par

Ph. NOBELIS

0. Introduction.

0.1. Dans ~5*] N. Kôno a donné une condition suffisante pour que presque toutes

les trajectoires d’une fonction aléatoire à accroissements dans un espace Ip

soient dérivables. Dans ce travail, nous montrons que l’on peut utiliser la

méthode des "mesures majorantes" ([2],[7],[8]), qui permet d’étendre le résultat

à un espace d’Orlicz quelconque. Nous montrons également, avec la technique intro-

duite pour la continuité par M.G. Hahn et M. Klass [3] et par N. Kôno [4] ,

que cette condition admet, dans les Ip , p z 2 , une réciproque partielle.

L’intérêt de ce type de résultats est l’utilisation de la méthode des "mesures

majorantes" avec des accroissements d’ordre supérieur à un.

Dans la première partie nous établirons la condition suffisante géné-

rale. Puis, après avoir donné quelques corollaires, nous démontrons la condition

nécessaire et suffisante.

0.2. Dans toute la suite, X désigne une fonction aléatoire définie sur un espace

d’épreuves et sur ([0,1],,03BB) où G est P-complète,  la tribu des

Boréliens et À la mesure de Lebesgue. Nous supposons que X est continue en proba-

bilité et nous étudions une version séparable et G @ -mesurable. Nous faisons

également l’hypothèse qu’il existe une fonction de Young $ , telle que X soit une

une L03A6-fonction aléatoire ; c’est-à-dire qu’il existe un nombre réel S > 0 tel

que
1

’ 

X(t)) dt  °° 
.

’ 0

Nous notons, pour tout 8 E R* , , la $-norme de Luxemburg des

accroissements d’ordre deux de X , à savoir :
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. 

Q(6) = inf ~a > 0 : ~ f 
lu_vl  b 

1~ .

C’est une fonction croissante de $ . Dans [6] cette quantité ainsi que les

espaces d’Orlicz I~ , sont étudiés de manière précise.

1. Une condition suffisante de dérivabilité.

1.1. Dans cette partie nous démontrons le résultat suivant :

THEOREME 1.1. Une condition suffisante pour qu’une L03A6-fonction aléatoire X ait

presque toutes ses trajectoires continûment dérivables sur [0,l] est que : :

J Q(5 1) ~ 1(82) d6  c.. .

1.2. Dans la démonstration du théorème nous utilisons les notations et propriétés

suivantes :

1.2.1. Pour tout nombre entier n et tout t E ~0,1-21 n~ , nous posons :

Cn ( t ) _ ~ (u, v) : 

X (t) = 23n3 ~f (X(v)-X(u)) dudv .
~ 

Comme X est une 1~-fonction aléatoire C~ ® 8-mesurable , si

~1 = f w : 
nous savons que P(~1) = 1 et pour tout w E ~1 , est bien définie. Le

théorème de Fubini et des changements de variables adéquats nous donnent :

LEMME 1.2.1. Pour tout nombre ô> 0 , tout nombre entier n et tout nombre

t E ( 0,1-21 n~ , on a : :
i) 

I u-v I  ô 
dv ,

_s
2 1-2h

= 4 0 dh o 
6.

- 4 ~ 2 dhj 1 
0 2h
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ii) X (t) = 2 ~ ~3 .

~ 
0 t

Toutes les intégrales précédentes sont finies pour *

1.2.2. . Soit S = ~i2 n : : i = 0,1,...,2n-2 ; ; n E N ~ ; ; c’est une suite dense dans

. Pour tout t E ~0,1~ , , nous notons (s(t,n), n E E) la sous-suite de

S liée à t de la manière suivante :

. i2 n , si et iE ~0,1,...,2n-3~ ,
s(t,n) = {’ 1-21-n si 1-21-n~ t 1 .

1.2.3. . Nous notons : :

e(u) = c I (u) exp - 1-u 1 2 , , avec J 
R 
e(u)du = 1 .

C’est une fonction de classe C~ à support ~-1,1~ . . Elle permet de régulariser

X ; soit e> 0 , pour tout tout t E [e,l-e] et tout nombre entier

~ > 2014 nous posons : t+1
du ,

+1

= J - 1 X(w,t -1) e(u) du . .

Nous avons le résultat classique suivant : :

LEMME 1.2.3. Soit e > 0 fixé. Pour tout nombre entier .~> ~ , , est une

L03A6-fonction aléatoire sur . Pour tout tu E 03A91, Y(l)(03C9,.) est continument

dérivable et converge dans vers X . .

Démonstration : : Soit P la constante associée à X ; ; de la convexité de $ et

du théorème de Fubini nous obtenons :
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1-~~E03A6(03B2 Y (l)(t)) dt ~ +1-1 03B8(u)du 1-~~ E03A6(03B2 X(t - u l))dt ,

1

s ~ E~ (S X(t) ) dt ,

0

pour tout ~2 > 1 . , La continuité de la dérivée de Y~.~ est immédiate à partir

des propriétés de 9 . . Pour la convergence, nous utilisons le fait que les fonction

fonctions continues sont denses dans .

1.2.4. Pour tout 6 > 0 , , nous notons

X(8) _ JJ 

De la G 8) B-mesurabilité de X, , du théorème de Fubini, de celui de

Beppo-Levi et de la définition de X(ô) , , nous déduisons : :

LEMME 1.2.4. Pour tout 6 > 0 X(6) est une variable aléatoire dont l’espérance

est majorée par 1. . De plus l’hypothèse du théorème 1 implique l’existence d’une

partie fâ1 de , , P(Q’) = 1 , , telle que pour tout w E ~1 , , la série de terme

général

2n Q(2 n) ~-1(22n 

est convergente et l’espérance du reste de cette série est majorée par :

E 2n Q(2-n) ~-1(22n) s 8 S 
+~ 

Q(8 _ 1) ~ _ 1(ô2) dô .

Dans toute la suite nous noterons ~2 = ~â1 fl f~l .
1.2.5. Pour la démonstration du théorème 1.1., nous utiliserons les deux majora-

tions suivantes :

1.2.5.

i) Pour tout t E [0,1[ et tout nombre entier n tels que

t 5 1-21 n , , on a : :

2n 19 Qi2 n) ~ 1(22n ~(2~)) . ~
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ii) Pour tout et tout nombre entier n tels que

t : 1-3.2"~ , ,  : :

_ 2 n 3 Q{2 1-n ) ~ -1 {2 2(n-1) ~(2~)) . .

Démonstration du lemme 1.2.5. : : i) Du lemme 1.2.1. ii) nous déduisons :

2" t+h 2-{~1) t+h
= 23n3[0 dh f dh t (X(s+h)-X(s))ds]

= 23n 3 J 2-n0 dh (X(s+h)-X(s))ds- 4 f t (X{s+ Z)-x(s))ds]0 t ’t 

= 2 3n 3 f 2-n dh [t-f 2 
(X(s+h)-X(s)-4X(s+ 2)+4X(s))ds + J 

0 t 
, 

Dans la seconde intégrale on pose s’+ 2 = s. D’où

X n (t) - X n+1 (t) _ ?3n3 2-n0 dh t+h 2t
= 23n3 2-n0 dh[ t+h 2t

+X{ s) ) ds~ .

Dans le première intégrale nous posons s + 2 = s’et à partir de l’inégalité
triangulaire nous avons :

2-n0 dh 
- (n+1) t+2h

~ 23n+19  dh
0 t

Comme $ est convexe et

t+2h ds = 2-2(n+1) ,
0 t
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de l’inégalité de Jensen nous déduisons :
- n

|Xn(t)-Xn+1(t)| ~ 2n-1gQ(2 n) 03A6-1[ 22n4 2 2 dh 

Mais 1-21 n et 2-(n+1) imp liquent 1-2h ; comme t z 0 , le

lemme 1.2.1. i) et le lemme 1.2.4. nous permettent de conclure.

ii) du lemme 1.2.1. ii), nous déduisons :

X (t) = [j h + J t+h - f t (X(s+h) - X(s))ds]

= 23n3 f 2 dh [f h (X(s+2h)-2X(s+h)+X(s))ds] ,
0 0 0

où nous avons posé s = s’ + h dans la deuxième intégrale. La première intégrale

ne dépend pas de t , donc par différence nous déduisons :

ds.

Mais comme

_ 

,

0 t

le même calcul que ci-dessus donne :

2n3 Q( 21-n ) .

o t Q(21-n)

Mais t s 1-2 n.3 et h 5 2 n impliquent t + 2 n s 1-2h ; du lemme 1.2.1, i) et

du lemme 1.2.4., nous déduisons le résultat annoncé.

1.3. Démonstration du théorème 1.1. : Celle-ci comporte trois étapes : convergence

presque sûre de la suite (Xn(s(.,n)), n E N) vers une fonction aléatoire notée

X~ , identification de cette dernière comme étant la dérivée de X , continuité

presque sûre de X’ .

1.3.1. Première étape, convergence presque sûre de (Xn(s(.,n)), n E U) . .
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Soit t E [0,1[ et considérons (s(t,n),n E TN) ; nous avons

s(t,n) = i2-~ t E [2i2-~~ ; (2i+l)2-~[ U [(2i+l)2-~~ ; (2i+2)2-~[ .

Dans le premier de ces intervalles, du fait que i~2 - 2 , le lemme 1.2.5. i)

nous donne :

)x~(i2~) - ,

~ 2"~9 Q(2"~) $’B2~ ~(2~)) . .

Dans le second intervalle, les deux inégalités du lemme 1.2.5. impliquent : :

~ = ix~(i2-~ - + 2-~~)) , ’

. ’

~ (~+ 6) 2"Q(2"~ rB2~(2’~) ; 1

la derniè re expression majore donc dans tous les cas.

Du lemme 1.2.4., , nous déduisons, , pour tout w E ~ et tout ~ > 0 , l’existence

d’un nombre entier m o tel que, pour tout m~ et tout t E [0,l[ , nous

avons : :

E )X ((D,s(t,n))-X..((D,s(t,~l))~21 E 2~~Q(2~)~(2~~(2~))~ .
~ 

Donc pour tout (M E 0~ , la suite n E H) converge, pour tout

t E [0,l[ . Nous posons

= lim X n ((t),s(t,n)) .°’ 
ce 

1.3.2. Deuxième étape, identification de X~ . .

Soit e > 0 fixé . Pour tout ~>~- . , tout et tout

nombre entier n tel que e~>~+ 2~" , , nous posons
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Y (~) ~n (t) = 23n3 J ry C (t) Y( (u) - Y( )(v))du dv ,
n

’ 

= 2 3n 3 J dh J (Y. (s+h) -Y( )(s))ds ’ ,

= 2 3n 3 .

0 t s+h-1 l s-1 l

Ces intégrales sont finies pour w E 03A92 , ceci en vertu des conditions imposées

sur et t. . D’après le lemme 1.2.3., pour tout ou E ~2 , Y(~)(w,.) est

continûment dérivable. Montrons que, pour tout w E :

lim Y(l),n(m,s(t,n)) = Y’(l)(t) .

Le théorème des accroissements finis implique pour tout w E (~2 , , tout ~~’ ? ,
~ 

o

tout nombre entier n > log2 l~o-1, 
tout t E et tout couple

(u,v) E C (t) , l’existence d’un nombre !JL E ]0,l[ tel que :

Y(l)(03C9,v) - Y(l)(03C9,u) = (v-u) Y’(l)(03C9,u+ (v-u)) .

Mais est uniformément continue sur 3 donc pour tout

, tout ’~>0, , il existe 0 , tel que

I  ~ . .

De ces deux relations nous déduisons, pour tout w E t~2 , , tout 11 > 0 , , tout

l > 1 ~o 
et tout nombre entier n > l l~o-1, Log2 E1 3 ) , les majorations

suivantes : 
o

~ 23n3JJ 
Cn(s(t,n)) 

S 1~ ,
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pour tout t E ~eo,1-EO~ ; en effet il suffit de remarquer que pour tout couple

(u,v) E Cn(s(t,n)) nous avons :

Is(t,n) - u - (v-u) + (u-s(t,n)) ,

5 2 n + (u-t) + (t-s(t,n)) ,

532ne1 , ,

et 

23n3 ~f (v-u) dvdu = 1 .

Cn(s(t,n))

Donc resque sûrement , pour tout l > 1 , Eo la suite (Y(l) ,n(s(.,n)),n> Log2 l l~o-1)£0 ICI ,n 
0 o 
-1

converge, uniformément sur [~o,1-~o], vers . Montrons à présent que presque

sûrement la suite > 1 ) converge, uniformément sur vers

X (.) . Soit lo > 2 et Log2 3 ) ; ; de ce qui précède et de

la 1ère étape nous déduisons, pour tout w E 03A92 , pour tout couple de nombre entiers

(;~, q) vérifiant 
o 

et q z q 0 et pour tout 
t 

~(Y ~ ( ),n (s(t,n))-Xn(s(t,n))-(Y(J~) , n+1(s(tW+1))-X~1(s(t,n+1)))I
,

5 E 

n à q

+ 03A3|Y(l),n(s(t,n))-Y(l),n+1(s(t,n+1))| +
+ |Y(l),q(s(t,q))-Xq(s(t,q))| ,

5 42 E 2n-1Q(2-n)~-1(22n X(2-n))+IY ( ;~) , q (s(t,q))-X q (s(t,q))~ . .
nz q 

,q q

La majoration de est celle obtenue lors de la lère

étape ; ; pour IY(~) , n(s(t,n))-Y(~)~~1(s(t,n+1))I , , le calcul est analogue, , nous

utilisons le fait que § est convexe, que +1-1 8(u)du = 1 et que lo > 2 ~
o 

et
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e-° > 2 1-q °. La somme obtenue est, d’après le lemme 1.2.4., le reste d’une série

convergente ; ; nous avons : :

telque

q z ,

et ceci pour tout L > L o et t E (Eo’1 so~ ’ Pour 11 > 0 donné fixons un nombre

entier q > q1 . Un calcul simple nous donne, pour tout L :

~ 23q3 2-q0 dh s(t,q)+hs(t,q) |Y(l)(s+h)-X(s+h)+X(s)-Y(l)(s)|ds ,

~ 23q32-q dh s(t,q)+2h|Y(l)(s)-X(s)|ds ,

0 s(t,q) ’~

~ 22q3 ~ s(t,q)+21 q .

s(t,q) 
()

Mais comme t E [e ,1-e ] et

s(t,q) = t  (i+1)2 q ,

2-q
il est facile de voir que les conditions e > 2 0 et q > q , impliquent :

s(t,q) + 21 _ q s 1 - 2 , E ,
e

s(t,q) ~ 4 . .

D’où, à l’aide du lemme 1.2.3., pour tout w E pour tout ? > 0 , nous obtenons

l’existence d’un nombre entier Ll tel que :

e

l> l1 " lY’(l)(03C9,t)-X~(03C9,t)| ~ ~ 2+ 22q3~ |Y(l)(03C9,s)-X(03C9,s) |ds ~ ~ ,

uniformément en t E . Donc (Y’(l)(.),l > 1 ~o) converge presque
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sûrement vers X (.) uniformément en t E . Du lemme 1.2.3. et du

théorème de Fubini nous avons, pour tout w E Q~ , l’existence d’un ensemble

T c [0,1~ , À(T) = 1, tel que pour tout t E T :

lim Y.,.(u),t) = X(w,t) . .

Mais ces deux conditions, à savoir pour tout w E 03A92 , il existe t

t 0 E [~o,1-~o] tel que (Y(l)(03C9,to),l>1 ~o) converge et (Y’(l)(03C9,.),l>1 ~o)
converge, uniformément en t E [e o ,1-e] , impliquent :

i) (Y(l)(03C9,.),l>1 ~o) converge, uniformément en t E et

ii) la limite est dérivable et sa dérivée est égale à 

.

Or les f.a. ° (Y(L),LE N) sont presque sûrement à trajectoires continues et leur

limite est presque sûrement 03BB-presque partout égale à X(t) . De la séparabilité

de cette dernière nous déduisons l’existence d’une partie f~3 de 0,P(03) = 1 ,

incluse dans â~2 , telle que pour tout w E (~3 , pour tout t E 

X(u),t) est la limite de (Y ) (w,t),:~ > ~) . Du point ii) ci-dessus nous

obtenons alors, pour tout w E ~3 , la dérivabilité de X, et pour tout

t E 

X’(w,t) = Xm(w,t) . .

Le nombre e étant arbitrairement petit, la relation précédente est vraie sur
, o

]0,l[ et nous posons, pour tout w E ~3 ~ [dt X,((jD,0) . En procédant

de manière analogue avec une approximation par valeurs inférieures de X’(w,t) ,

nous obtenons sa valeur au point t = 1 . Ceci achève la démonstration de

l’existence, presque sûrement, de la dérivée de X .

1.3.3. Troisième étape, continuité presque sûre de X’(t) . 
’

En fait nous avons un résultat plus fort :

PROPOSITION 1.3.3. Soit p une fonction définie positive croissante,

pour tout nombre entier q, on a :



341

E~ su 
_ I X’ (u)-X’ (v) I~ 5 192 ~ +~ Q(s_1) 1 ~-1 ( s2 ) ds .

0 2 q 2q-1 p(ô- )

Cette majoration nous donne une condition suffisante pour que presque

toutes les trajectoires de X’(t) soient p- Lipschitziennes. La démonstration est

analogue à celle qui se trouve dans (8~ , , à partir de la relation, pout tout

’

IXq(s(u,q))-Xq(s(v,q))I ) + ,

+ E °

nz q

En prenant p(u) = 1 , , l’hypothèse sur l’intégrale nous permet de conclure

la démonstration du Théorème 1.1. .

2. . Remarques.

Nous notons Q(1)(s) la 03A6-norme de Luxemburg des accroissements

d’ordre un de X , , c’est-à-dire :

($) = inf{03B1> 0 : 
I s_t I  8 

Et X(t)’ds dt  1} .

Nous avons :

COROLLAIRE 2.1. . Soit X une L03A6-fonction aléatoire telle que :

Q(1) (ô-1)~_1(82)dô  ce 
.

Alors on a les propriétés suivantes :

i) la fonction aléatoire X est presque sûrement à trajectoires

Lipschitz iennes d’ ordre~ un,

ii) et presque sûrement continurnent dérivable.

La première propriété est démontrée dans ~8~ . . Pour la seconde, il suffit de

remarquer que

Q(8) s 4 Q~1)(s) ,

et que

f 96 ,~ Q (1) t $ 1 ~ ) 1 c g2 ) da , 
.
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nous appliquons ensuite le théorème 1.1..

Ce corollaire nous montre que la "meilleure " condition suffisante

pour qu’une fonction aléatoire admette presque sûrement une dérivée d’ordre r

continue, s’exprimera par une intégrale sur la norme des accroissements d’ordre

au moins égal à r + 1 .

Pour le cas particulier où ~(x) = p z 1 , nous avons le

résultat de N. 

COROLLAIRE 2.2. Soit X une L -fonction aléatoire, p ~ 1 . Une condition

suffisante pour que presque toutes les trajectoires de X soient continument

dérivables est que :

~ 1 2

f I ôP dô .

Il suffit, pour le voir, de calculer la norme Q pour une fonction puissance et

d’appliquer le théorème 1 .

Pour les fonctions de Young de type puissance, cette condition est la

meilleure possible dans la mesure où nous allons montrer une réciproque partielle.

3. Une condition nécessaire et suffisante.

Nous avons le résultat suivant :

THEOREME 3.1. Soit f une fonction définie sur R telle que f(x) soit
~ 

x

croissante et tende vers 0 quand x tend vers 0 et que f(x) soit décroissante

continue. Soit un nombre réel p ~ 2 . Les deux propriétés suivantes sont équi-

valentes :

i) Toute L -fonction aléatoire X , définie sur un espace d’épreuves
- p 2014201420142014201420142014201420142014201420142014 2014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014~2014201420142014

et sur (~0,1~,03,~ ) telle que

(*) + fp(Is-tI) , s,t E 10,il ,

est presque sûrement à trajectoires continument dérivables.

ii) La fonction f vérifie : :

S f(8 1) 8p dô  " .
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Démonstration : La croissance de f , la condition (*) et le lemme 1.2.1.i),

impliquent : 
’

E|X(s)-2X(s+t 2)+X(t)|p dsdt ~ 403B4-1 20 dh 1-2h0 fp(2h)ds ,

~ 403B4-1 fp(8 1)(1 - s2 ) . .

Du corollaire 2.2., nous obtenons alors le fait que la condition ii), entraine

i) . Pour montrer la réciproque, nous supposons que l’intégrale de ii), diverge 3

nous posons alors (C~,C~,p) _ (~0, i~,~,h ) et

X(w,t) = c E CYn sin 2 TTn(w-t) .

La constante c et la suite , n E TN) seront choisies telles que X soit

une Lp-fonction aléatoire, vérifiant la condition (*) , dont toutes les trajec-

toires sont continues mais non dérivables en un point.

La croissance de x2f(x 1) , implique :

f x f (ô 1 ) 
x 

d6 ,

1 1

S "’~ x2f(x 1)(1 - 1- ) .
x p-1

Comme p ~ 2 , la divergence de l’intégrale implique lim x2f(x 1) _ + ~ . Nous
pouvons alors définir sans ambiguité la suite :

t o = 1 , t n = sup(x : x2f(x - 1) S 22n f(1)~ n~ 1 .

Mais x2f(x -1) est croissante, continue, donc pour tout n E N ,

t2nf(t-1n) = 22nf(1) , et la suite (tn,n ~ N) est croissante ; de plus

(2tn)2f((2tn) 1) S 22nf(1) = t2 f(t-1) ; ;

c’est-à-dire, pour tout n E N , , 2tn  , Soit M une variable aléatoire

réelle dont la loi vérifie :
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2t -t t-t

P (M > tn) t + P(M> ,

n n

P(M > t) = {

P(M>tn+1)=(tn+1f(t-1n+1) f(1))p = (22n tn)p , t ~ [2t n,tn+1[ .

Nous avons P(M > 1) = 1 et

LEMME3.2. La variable aléatoire M vérifie : :

i) Il existe une constante c1 telle ue :
. 1

cl .

ii) L’intégrale

+.1 l-l
J Pp (M > t) tp dt,
1

diverge. 
.

Démonstration du lemme 3.2. : Pour t donné, il existe un nombre entier n tel

d’où

E[M = t) + f t1 Mp dP = 1 + J t 1 P(M> x) dx

P(M>x)dx .

1

En décomposant l’intervalle par définition de P(M > t) , nous

déduisons :
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E[M t]p ~ n+1 p P(M>: ) J 2tK-1tK-1(2xp-1 - xptK-1 )dx

+ PP (M > tK) J 2tK-1 ( t - p + p P (M > t ) dx ,

= 1 + 03A3 P(M> tK-1)tpK-1[2p+1-2p+1p p+1 - 2 + p p+1]

+ P(M> tK)tpK-1[2p+1p p+1 - 2p - p p+1+ 1]+P(M> tK)[tpK - 2pt2K-1] ,

~ 1+ 03A3 P (M> tK-1)tpK-1[2p+1- 2 - p p + 1 + 2p(p-1)+1] p + 1] + P (M> tK) tpK ,

n+1
= 1 + E 

’

K=1 
~-i~-i 

où nous avons utilisé des majorations simples. La construction de (t ) et de
n

M , implique alors

E[M^t]p ~ 2P T tP P (M > tK) = 2P E 2 KP~ ~ 

S 25p 22np = 25p (t 2 ,2P-l n " ~

~ (cl 

ou nous avons utilisé la croissance de Ceci achève la démonstration du

du premier point.

ii) De manière triviale nous avons :
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1 1_1 tK 1 1_1
S PP (M > t) tp dt = 03A3 t PP (M > t)tP dt ,
1 K--1 K-1

+ 0) 1 1 1
z E Pp(M > tK)p(tK - tK-1) ,

K--1

+ 1 1
Z p ( 1 _ 1 ) E tK pP (M > tK) ,

- ( 
1 

+cc 1.-1 P 2K
= P(1 _ t 1 p- 1 K 1 

2 
2K 

,

2 P K--1

- -E- (1 
+~ --1 1 2 -1

- 
~ (1- 1 ) ~ tK tK+ 1 f(tK+1) . .

Comme x2f(x - 1) est croissante,

tK+1 _ 1 1 2 _ 1 tK+1 1- 1
. t 

f(t 1)tP dt ~ s t2K+1 f(t-1K+1) tp dt ,
tK t K

~ p p-1 t 2K+1 f(t -1K+1 t1 p -1 ,

ce qui donne le résultat annoncé.

Par la suite nous utilisons le résultat suivant:

LEMME 3.3. (Boas (1~). Soit (an) une suite de nombres réels positifs, pour

p > 1 , on pose gP - E aK Kp 2 . Il existe alors des constantes c2 et c2 ,
KZ n

qui dépendent de p telles ue :

gn
i) E z c E a ,

nz 1 nl-1/p 2nz 1 n

ü) si les (an) sont décroissants alors

gn
E 5 c’2 E a n .

n1-1/p 

Les deux lemmes précédents nous permettent, â présent, de construire la suite

(a ) :
n
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LEMME 3.4. (Kôno [4]). Pour tout nombre entier n , on pose :

bP = P(M> n) .

n

I1 existe alors une suite (g ) telle que :
n

i) Pour tout n z 1 , g s . 

ii) Pour tout n z 1 , si on pose a = (gn gpn+1)1/p n2/p-1 , on

définit une suite décroissante à termes positifs.

iii) La série de terme général g diver e.
. 

n

iv) La série de terme général an diver e.

v) Pour tout nombre entier j on a :

j apK K2p-2 + jp 03A3 aK KP-2 S .

K--1 K> j

Démonstration du Lemme 3.4. Nous notons le plus grand minorant convexe de

la suite (bP) . C’est-à-dire gP = bP pour certaines valeurs de n et gP est
n n n n

linéaire entre ces valeurs. Ia propriété i) et le fait que les an soient

positifs découlent de la décroissance des gn . La connexité de implique :

( 1 np-2 + 
1 (n+1)

p-2)-1 ( 1 np-2 gpn+ 
1 (n+1)

p-2 gpn+2) ~ g
p

Il est alors facile de voir que l’indice du 2ème membre est inférieur à n+1 , ce

qui nous donne la décroissance des (a ) et la prop riété ü) .
n

i ü) Soit r et s deux indices ou consécutivement = et

gs = bps . Alors pour n E {r,...,r+s 2} nous avons :

gn z 2 gr + 2 gs = 2(br + bps) z 2 bP z 2 1 bpn ;

d’où
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E ~ 52 E -- 52p Z ~

n=r n l-l/p n=r n l-l/p ni-1/P

~ 2 p+1 p

n=r ni-1/p

Comme 

+ bn 
,

1 n z 1 nl-1 jp

le lemme 3.2.ii) nous donne le résultat.

Le lemme 3.3. ii), implique immédiatement la quatrième propriété.

v) Par construction des (g ) nous avons
n

E j aK K2p _ 2 + jp E ap ,

K--1 K > j 
K

J (°K gK+1)Kp + (gK gK+1) ’
K--1 

K+1 
K> j 

K ’"’K+1

j (Kp - (K-1)p) ~ ,

K=1

5 E j (Kp - (K-1)p) bK ,
K--1 

K

_ ~p P(M> dt

0

= 1 + j1 p P(M> t)tp-1 dt = .

Ceci achève la démonstration du Lemme 3.4..

La suite (a ) étant ainsi définie, montrons que
n

a

X(w, t) = 
l 

n n sin 2rrn (w-t) ,

avec w,t E est une Lp-fonction aléatoire sur Les (a ) étant

positifs, de l’inégalité triangulaire nous avons :



349

1

E 
1 

,

~ cp( 03A3 1 1 1 n2)p-1 ,
= cP 2p-l .

" 
6

Nous avons utilisé l’inégalité de Holder pour les séries. Il est très facile de

voir, avec la même inégalité, que la série qui définit X est uniformément con-

vergente et de ce fait, toutes les trajectoires de X sont continues. Pour la

dérivabilité nous utilisons :

LEMME 3.5. (Zygmund ~9~ p,129). Soit (a ) une suite décroissante de nombres réels

positifs tels que lim an 
= 0 ; alors la série

g(x) = E 1 a cos 203C0nx , x E [0,1] ,

converge uniformément sur tout compact de ]0,1[ de plus pour p > 1 ,

g ~ Lp ([0,1],03BB ) si et seulement si E 
l 

an ,

Du lemme 3.4. ii) nous savons que la suite (a ) qui définit X,

est décroissante, à termes positifs et comme 2 , E 1 np-2 = gp1 = 1

entraine lim a = 0 .
n"

D’où pour tout W E ~0,1~ , , pour tout t E ~0,1~~ ~w} , , X’(w,t) existe. Par contre

la condition iv) du Lemme 3.4., implique la non-dérivabilité de X pour

t = w . La démonstration du théorème 3.1. sera terminée dès que nous aurons prouvé
le fait que X satisfait à la condition (*) . Nous avons :

lEMME 3.6. (Zygmund [9] p. 109). Soit (Cn,n E TZ) une suite de nombres complexes
tels que pour p z 2 , on ait :

2Z 
.



350

Il existe alors une constante C3 , qui dépend de p , et une fonction

g E (Lp([0,1],03BB ), telles que:

, 
i) Cn = ~ 

0 
g(x) e dx ,

1 1 1
ii) ( g(x) p dx]p ~ C 3 ( E IC n|p(1 + Inl)p-2)p .

Pour tout nombre n E ?L , , nous posons

C - (’ 
1 

t+2h) - 2X(tu, t+h) + X(uu, dc~ ;
n 

0

un calcul élémentaire d’intégrale nous donne alors:

(Cqk(e2i03C0K(t+2h)-2e2i03C0K(t+h)+e2i03C0K) si n = K ,
2iK

n - 
- (e -2e + e ) si n = -K ,
2iK

0 sinon.

C’est à dire si In) = K , n , nous avons:

|Cn| = 2CqK sin2K03C0h .
n 

K

La condition ü) du Lemme 3.6. implique alors

2 Cp3 03A3 1 IC n Ip (1+n)p 2 ,
ap sin2pn03C0 h

S 22p 1 E 
n 

2 ’

nzl n

F
5 22p-1 Cp Cp E an 

n Z 1 n2

s 22p _ 1 C3 Cpn 2p ~ ap 2 (min(1,(nh) 2 p)) ~

nz 1 n
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Pour tout h > 0 donné, il existe un nombre entier j tel que j-1  h:s: (j-1) 1 .
Comme n > j entraîne nh ~ j ~ 1 , nous avons :

s

s (4n2CC3)P ~ ~ an n2P _ 2 h2P + E 
aP 

1 ,

n> j n

Mais n > j implique np jp ~ j2p ~ h 2p , d’où nous déduisons

s (403C02CC3)p h2p[ E an n2p 2 + jP E an ,

s h2P 

S J

où nous avons appliqué successivement le lemme 3.4.v) et le lemme 3.2.i) . Comme

f est croissante , j ~ 2 , en posant C = (8M2C1C3) - 1 , nous déduisons

EIX(s) - + X(t)IP s fP(Is-tl) ; j

le théorème est démontré.

Ce résultat semble indiquer que la condition du théorème 1.1. est

la meilleure possible pour les espaces L . Resterait à montrer la réciproque
dans le cas où les trajectoires de la dérivée sont lipschitziennes.

- .-..-.-.-.-.-..-
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