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SUR LE THEOREME DE REPRESENTATION

PAR RAPPORT A L’INNOVATION

M. PONTIER, C. STRICKER, J. SZPIRGLAS

0
00 00

Nous généralisons un peu, dans ce papier, le théorème de représen-
tation prévisible par rapport à l’innovation qui a été établi par

FUJISAKI; KALLIANPUR et KUNITA [ 3 ].

On considère le modèle de filtrage suivant : le processus d’obser-

vation Y d’un signal X, définis tous deux sur un espace de probabilité
filtré (Q, A, F, P), et une F-semi-martingale continue de la forme :

( 1 ) hs ds + Wt

où W est un (F, P)-mouvement brownien à valeurs dans Rn et h est un

processus F-progressivement mesurable à valeurs dans ~n tel que :

(2) ft Il , P p.s. , vt > 0
o

Sous les hypothèses (1) et (2), on sait d’après ([6], corollaire 2)

que Y est pour sa filtration naturelle, GY, complétée et rendue continue

à droite, une semi-martingale spéciale admettant une décomposition véri-

fiant des conditions analogues à (1) et (2), à savoir :

(3) Yt = to hs ds + I t
0

où I, appelé "processus d’innovation" de Y, est une GY-martingale de
processus croissant t (c’est donc un GY-mouvement brownien) et h est
un processus adapté tel que :

(4) to~hs~2ds ~ P p.s. ~ t ~ 0.

Par l’unicité de la décomposition des semi-martingales spéciales,

dès que l’on peut définir une GY-projection prévisible du processus h,
elle coïncide nécessairement avec h.
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Dans le cas où h est borné, on a le théorème de représentation
par rapport à l’innovation : toute GY-martingale se représente comme
intégrale stochastique de processus GY- prévisibles par rapport à

l’innovation I. On montre ici que le résultat est encore vrai sous

les hypothèses (1) et (2) qui généralisent un peu celles de [3] ] et,
dans le même temps, on précise leur démonstration.

On introduit maintenant quelques notations et définitions. Pour
un processus générique Z défini sur un espace de probabilité A, P),
à valeurs dans un espace mesurable (E, F), on considère les filtrations

suivantes : la filtration naturelle de Z complétée des ensembles

P-négligeables de A, N, que l’on note FZ :

(S) i s ~ t)v~

et la régularisée à droite de FZ, notée :

(6) GZt =  FZt+~
Cette filtration GZ vérifie les conditions usuelles de (1).
Pour une filtration F sur A, P) et un F-temps d’arrêt T, on

définit les tribus suivantes : celle des évènements antérieurs à T,
notée et formée des éléments A de oo tels que

(7) A n{T ~ 0 ;

et la tribu des évènements strictement antérieurs à T, notée et

engendrée par Eg et les ensembles de la forme

(8) A n {t  T}, où A et t ~ 0.

On rappelle que le couple (X, F) - où X est une g-martingale continue -
possède la propriété de représentation prévisible si toute F-martingale
Y admet une version séparable qui peut se représenter comme une inté-
grale stochastique de X, soit :

(9) Yt = f t f . dX

avec f processus F-prévisible tel que E / t dX,X> s est fini pour
tout t positif, où X,X> désigne le processus croissant de X. Il est

connu que lorsque X est un mouvement brownien, les filtrations FX et
GX coïncident et possède la propriété de représentation-prévi-
sible.
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La démonstration de [3 ] utilise implicitement le fait que les

tribus et coïncident pour un FZ-temps d’arrêt (où 
ce qui n’est pas vrai en général. Pour contourner cette difficulté,
on utilise des résultats de [2] (qui ont également servi dans [5] pour
l’étude des filtrations naturelles des processus à valeurs dans une

variété).

On montre la proposition suivante :

Proposition 1. Sous les hypothèses (1) et (2), le couple (I, GY)
possède la propriété de représentation prévisible.

La démonstration s’appuie sur la proposition suivante de [2]:

Proposition 2 (prop. 4 de [ 2 ] ). Soient deux processus X et Y, et T

un temps d’arrêt tel que :

(10) YT P p.s.

Si S est un d’arrêt P p.s. strictement inférieur à T, alors S

est un GY-temps d’arrêt et l’on a :

(11) Gi
Démonstration : Soit t un réel positif, A dans G~. . On pose :

(12) B = 

et (a.) l’ensemble des dyadiques de [O,t~. Soit :

(13) S = É k+1 1 ~ k  S-~- )~ 
k=0 2n 2n 

’ 2n

L’événement B ~ {Sn = ai} est mesurable et Gxai est séparable

(aux ensembles négligeables près). Il existe donc un ensemble dénombra-

ble de[0 a.] D. = sl,..., > sl,...} et des fonctions boréliennes

. D.

fn de à valeurs dans {0,1 } :

(14) fl(X i,X i,...) - 

Des définitions (13) et (14), on tire : 1
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(15) 1 A~{St}= lim 1 = lim sup 1 B~{Sn=ai} =

= lim sup 1 fl(X .) - lim sup 1 

En effet, si S est supérieur ou égal à t, il est supérieur à sl et

Xsi = XT. ; sinon, il existe pour n assez grand un indice i tel que,
P P

pour tout p :

(16) sl p -  a. 1 
= 5 n  T

Lorsque A = s~, on a même mieux :

(17) 1 lim sup {S } 
1 

n s
p

ce qui montre que S est un GY-temps d’arrêt. Il en est donc de même

pour les Sn. De XT = YT on déduit alors que A appartient à :

g . On a évidemment l’inverse par symétrie et donc l’égalité (11).
S S
Démonstration de la proposition 1. Lorsque h est borné sur un intervalle
de temps fini, l’idée est de faire un changement de probabilité équiva-
lente pour laquelle Y est un mouvement brownien ; en effet, dans ce
cas, la martingale locale L définie par :

(18) Lt = exp (- to u dIu - 1 2 to ~u ~2 du)

est une martingale uniformément intégrable sur [O,s;] pour tout s

fini. Sous l’hypothèse plus large (2) ce n’est plus le cas, et on est

amené à localiser :

(19) Tn = inf 1/n ou ! i n > ~2
o

Ces temps d’arrêt sont GY-prévisibles comme débuts d’ensembles prévisi-
bles fermés à droite ; ils sont de plus strictement positifs et stric-
tement croissants.Le processus arrêté L n est une GY-martingale de carré
intégrable minorée par 1/n. La probabilité Pn - LTn.P est donc équi-
valente à P. On pose :

~ 
tA T "

(20) Ynt = It + 
o 

n 

hu du
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Le théorème de Girsanov montre que Yn est un (GY, Pn)-mouvement
brownien. Par ailleurs, les processus Y et Y~ coïncident jusqu’au
temps d’arrêt T . La stricte croissance de la suite (T ) et la pro-

position 2 montrent que T . est un g Yn-temps d’arrêt et que
(21) GYt039BTn-1 = GYnt039BTn-1
On peut alors conclure la démonstration : si Z est une 

gale de carré intégrable, ZTn-1 est une (GY. Tn-1 ,P)-martingale et donc

(Z/L)Tn-1 est une (GY.039BTn-1,Pn)-martingale et aussi (GY.039BTn-1,Pn)-
martingale,de carré intégrable (LTn-1 est minorée). On obtient, par la

propriété de représentation du brownien Y~ l’existence d’un processus
03C6n, GYn -prévisible, tel que :

(22) (Z/L) ~ = ~ ~ ~ ~ ~(u)d Y~
o

La formule de It3 appliquée au produit L x Z/L donne :

(23) Z,,, n-1 
- 

~o ~ o ~M ~u
Y

avec 03C8n = 03C8n lun n-1] 
processus G n -prévisible, mais aussi, par (21),

GY-prévisible. On peut choisir les 03C8n de sorte que 03C8m = 03C8n1]0 ’ T m-1 i

si m n ; et les temps d’arrêt T croissant vers l’infini, on peut

donc définir un processus 03C8 GY-prévisible coïncidant avec 03C8n sur
tel 

t

(24) ~t " ~o ’’ ~ ~~ ~ ~u’

ce qui achevé la démonstration.

Remarque. Comme nous l’a suggéré JACOD, il n’existe qu’une seule proba-

bilité P sur (03A9, GY~) telle que Y soit une (GY, P) semi-martingale de

caractéristiques locales ( to s ds, 03B4ij dt, 0). Dans ce cas, le g -
mouvement brownien a nécessairement la propriété de représentation
prévisible, grâce à la proposition (12.21) de [4].
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