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ESTIMATIONS DE GRANDES DEVIATIONS POUR LES.
PROCESSUS DE DIFFUSION A PARAMETRE MULTIDIMENSIONNEL

H. Doss * et M. Dozzi **

INTRODUCTION

On utilise les techniques introduites en [1] et [4] pour démontrer les
estimations de Ventsel et Freidlin dans le cadre de la théorie des pro-
cessus a plusieurs paramétres, solutions d'équations différentielles
stochastiques. L'extension de ces résultats au cas multidimensionnel
n'est pas réductible a la théorie connue pour les processus & un para-
m&tre a valeurs Rd; elle se présente, en fait, comme la démonstration
d'estimations de grandes déviations pour les perturbations aléatoires

de diffusions en dimension infinie, a valeurs 1'espace des fonctions
continues g([O,T]n, Rd).

On considére, d'abord, les grandes déviations pour le mouvement Brownien
B & n param@tres (Théoréme 1) comme conséquence des résultats de grandes
déviations pour des mesures Gaussiennes sur un espace de Banach sépa-
rable. Ce résultat est étendu ensuite aux solutions d'équations diffé-
rentielles stochastiques par rapport 3 B (Théoréme 3). Comme dans le cas
d'un paramétre unidimensionnel, les démonstrations se font a l'aide
d'une inégalité exponentielle pour les martingales fortes a n paramétres
et d'un théoréme de Caméron-Martin. La section finale contient une ap-

plication a 1'étude de 1'équation de la chaleur en dimension infinie.

I. GRANDES DEVIATIONS POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN AN PARAMETRES

Soit B= (B un mouvement Brownien a valeurs
Bty ot ot deo,mi

Rd, 3 n paramétres, issu de z&ro, défini sur un espace de probabilités
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. - (B
(e’(?&)t=(t1,...,tn)’P)' Notons W la loi du processus B=( (tl""'tn))

sur l'espace des fonctions continues Q=C([0,T]n.md), muni de la norme

uniforme.

Soit H le sous-ensemble de § défini par

) =

*) H={v€Q t.q. v(t,,...,t [ Y(s,5...,5_)ds,...ds
) ¢ ! n [0,t,1x...x[0,¢ ] ! na n

pour tout (tl,...,tn)G[O,T]n et tout ?GLZ(IO,T]nJRd)}.

H est muni du produit scalaire (y,n) = f nYs-ﬁsds qui en fait un

T
espace de Hilbert. [o,T]

Soit y 1'application de Q dans [0,+~] définie par
o alie%as sioven,
[0,T]

»

1) u(y)=
4+ sinon.

On vérifie aisément que, pour tout ac<R,, {u<a} est un compact de 1'es-

pace de Banach Q.

THéOREME 1. Pour tout Borélien A de 2, on a les estimations suivantes:

(2) -inf u(y) < Iim e’log P{eB€A} < -inf u(y),
veR e>0 YeER

o -
ol A et A désignent respectivement 1'intérieur et 1'adhérence de A.

La preuve de ce Théoréme est une conséquence du résultat général sui-
vant (cf [9] p.65).

PROPOSITION 2. Soit E un espace de Banach séparable et v une mesure
(E* de-

Gaussienne centrée sur E, de covariance (p(t,t'))
(t,t")e(E")?
signant le dual topologique de E). Soit M un espace de Hilbert et S: ¥ —E

une application linéaire, injective et continue. On suppose que pour
tout t€E*, on a IIS*(t)H; = p(t,t). La transformée de Cramer v de v est

alors donnée par la formule:

2
#

+eo sinon.

7 ST IR si xes@)

V(x)=



70

Preuve du Théor&me 1. Soit S: H — Q 1'injection canonique, alors S

est continue, car si y¢H, on a, d'aprés 1'inégalité de Schwartz:
||'y||n < JEﬁllylh. 0* s'identifie 2 1'ensemble des mesures bornées
sur [O,T]n, 2 valeurs Rd. Soit (p(a,B)) la covariance de

(a,8)€(2*)°
la mesure Gaussienne W. I1 suffit, d'aprés la Proposition précédente,

de vérifier que, pour tout a€Q* HS*(u)Hﬁ = p(a,a). Si (a,B)G(Q‘)2,
on a:

p(a,B) = EW { m(s],...,sn)-a(ds1,,..,dsn) I w(s;,...,s;)-s(ds;,...,dsﬁ))
fo, 71" to,T1"
d
= 121 . n(slns;)---(snnsﬁ)ai(ds],...,dsn)Bi(ds',...,dsﬁ)
[0,T1 'x[0,T]
si u=(u],...,ad), B=(B],...,Bd)
d
= L . 1 ‘ ai(ds]',...,dsn)Bi(dS',...,dsr‘l)du]...dun
[0,T] (UISS]AS],...,UnSSnASn)
d
= 1Z1 aﬁ[uvlﬂ,...,[un,T]Jﬁﬂ[u]J],...,[un,T])du]...dun .

[o,T"

D'autre part, S*a est la forme linéaire sur H:

d
héH — a(Sh) = a(h) = } a;(dsy,...ds Jhi(s,,nn,s))
1= Tro,m"
d .
=1 a; (ds,e.eyds)) hy(s},...,s0)ds)...ds]
=1 10,1100, TI™ (S1¢5.,0r.,5'¢5 )

=712 " n~"n’

nhi(si,...,sﬁ)ui([S{,T],...,[sé,T])dS;...dsﬁ
[0,T]

]
e~ o

i=1

(ai([s;,T],...,[sﬁ,T]))zds;...dsﬁ = p(a,a).
[o,T1"

nes-10.

donc llS*(u)Iﬁ =
i

On se propose maintenant d'étendre le résultat de grandes déviations,
énoncé en (2) pour le mouvement Brownien, aux solutions d'équations
stochastiques 3 paramétre multidimensionnel, en suivant une démarche

analogue a celle de [4].
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I11. ESTIMATIONS DE VENTSEL ET FREIDLIN

On supposera, dans la suite, que (?t) est la filtration en-
t€fo,T)

gendrée par le mouvement Brownien B=(B‘,...,Bd). a valeurs Rd, an

paramétres issu de z&ro. Pour e>0, soit X€=(X§) n la solution
de t€[0,T)

€ € € €,,€
(3) X, = x_ + e[ o(X_)dB_ + ] b (X )ds ,
t t [0,t] s S [0,t] H

L _E n ,p ralsd 1,j. pP
o8 XT€B(L0,TINRTY, 0= (0720), y  pser, e O R oR,

€_E»i €,i, p
b =(b’ )i=1,...,p , b : RY — R .

On suppose que
N e,i o .
1) o et b sont lipschitziennes, pour tous i,j;

2) x® — x dans t([O,T]n,Rp) quand € — 0,
b® — b uniformément sur Rp, quand € — 0.

Pour 1'existence et 1'unicité de la solution X% de 1'équation (3),

sous les hypothé&€ses précédentes, voir, par exemple [5].

Soit maintenant H 1'espace de Hilbert défini par (*) et Q=C([0,T]nJRd);
soit ¢ :HeQ — Q'=6([0,TI",RP) donnée par

@ e @ =x s [ e, menar, ¢ [ b menas

[0,t] [o,t]
ol YEH, x€Q', t€[0,T]". On définit A:Q' — [0,+=] par

inf u(y) si ¢;'(w) est non vide,
-1

+o0 sinon.

Pour A, Borélien de Q' (muni de la norme uniforme), on posera A(A) =

inf A(w). On considére le processus (Xi) , Ssolution de (3),

w€A tefo0,T]

comme une application mesurable X% de 9 dans Q', @ étant muni de 1la

n

mesure de Wiener W.

THEOREME 3. Sous les hypothéses 1) et 2), on a les propriétés sui-
vantes:

i) Pour tout a€R,, {A<a} est compact dans 1'espace de Banach Q';
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ii) Pour tout Borélien A de ', on &

-A(A) < Tim e’log P{x%€A} < -A(K) .
€+0

Dans le cas ol b‘-o, xeio, p=d, o=1d, le Théor2me 3 se réduit au ré-
sultat de grandes déviations pour eB (Théor&me 1). Pour démontrer ce
Théoréme, on se raméne au cas du mouvement Brownien gréce aux estima-
tions suivantes:

Soient Y€H, z€B([0,TI",RP) et h=¢_(y) donnée par 1'éEquation (4) ot on
remplace x par z.

LEMME 4. Pour tout a, R, p>0, il existe €,, a, r>0 tels que

0

(6) P{|| X°-hll>p, [leB-vlh<a} < exp(-%z)

pour tout e€€]0,e,], v tel que u(y)<a, z tel que ”z-x|H<r (H4H.désigne
la norme uniforme sur §(l0,T1",)).

La preuve du Lemme 4 est basée sur une extension, au cas d'un para-
métre multidimensionnel, des propriétés suivantes:

PROPOSITION 5 (majoration exponentielle). Soit M=(Mt) une C?t,P)-
martingale forte continue, nulle sur les axes. Supposons qu'il existe

une fonction f&mf — J0,+=[ telle que, pour tout t, P(At>ft)=°’ ol

A=(At) est le processus croissant continu associé aM(cf[2]). I1
existe alors des constantes a et bn dépendant de n seulement tel que

2
(7) P{ sup |M5|EC} < anexp(- %—?—) pour tout c>0.
s€[0,t] nt

Preuve. Fixons t>0 et posons D={(s,w);[Ms(w)lzc}n[o,t]XQ et L=début (D).
L'inégalité (7) se démontre en suivant une démarche analogue a celle
de [12] qui consiste 3 décomposer M sur L et d'appliquer (7) aux martin-

gales fortes 4 m param@tres (m<n) qui interviennent dans cette décomposi-

tion. Pour n=2, par exemple, on pose X; =M(DA[0,51]X[0,t2]) et Xi =
1 2
M(DA[O,t]]x[O,SZ])(Sft). X] et X2 sont alors des martingales 3 paramétre
s . ' . 1
unidimensionnel et pour s€L MS=Xl +X§ -M(D), ot M(D)=Xt =Xi [12]1.
1
On a donc ! 2 2

P( sup [M.I3c) < P( sup X! 2D + PC sup [%7 |29
s€[0,t] 0gs,st, 1 0<s,<t, 2

et on obtient (7) en appliquant 1'inégalité exponentielle classique a
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x' et xZ. C

Remarques. 1) La démonstration de la proposition 5 n'exige pas que la
filtration soit engendrée par le mouvement brownien.

2) La validité de 1'inégalité exponentielle (7) pour tout
c>0 implique que les moments exponentiels E{exp(letl)) sont finis pour
tout A>0. Or, dans [8], il est démontré, pour n=2, que E{exp(AJ,(B))}
=+= pour A>1,81... ol J ,(B) est la mesure produit associée au drap
Brownien. Comme J, (B) est une martingale (mais pas une martingale
forte), (7) n'est pas valable pour toutes les martingales continues de

carré intégrable.

PROPOSITION 6 (formule de Caméron-Martin). Soit y€H ol H est 1'espace
de Hilbert donné par (*). On définit une nouvelle probabilité Q sur 1la

. . 1 2
tribu ?(T" .1 en posant Q=M(T)-P, ol M(T) = exp( 0 nanst“ '2'||Y Il H)'

’

Alors le processus % = (Bt-yt) est un (?k,Q)-mouvement Brownien.

te[o,TI"
Preuve. On peut se référer soit aux résultats sur 1'équivalence des me-
sures Gaussiennes de [7] p. 113, en particulier, dont les démonstra-
tions s'étendent facilement au cas d'un paramétre multidimensionnel,
soit & [6] ol la Proposition est démontrée pour n=2 (et y pas nécessai-

rement déterministe).

LEMME 7 (du type Gronwall). Soient f et g des fonctions définies sux-R?
ol f est continue, croissante (£(1t,t'])>0 pour tout ]t,t']ClRf) et g
est croissant pour 1'ordre (gtfgt. pour tous t<t'). Supposons qu'il

existe des constantes K. ,K,>0 telles que, pour tout t, g, < K, + K g df_ .
1772~ t-" 2 10,t)
’

s S
[2K _f_1+1
Alors 8, < ZK]E : (2K2ft)J ol [x] est la partie entiére de x.
j=0

Preuve. Elémentaire et laissée au lecteur.

Preuve du Lemme 4. Le procé&dé suivi est analogue & la méthode utilisée

dans le cas d'un indice unidimensionnel [4]. Vu le caractére local de
l'estimation cherchée, on peut supposer o et b® uniformément bornées.
On démontre d'abord le Lemme en se ramenant au cas ol Y0 et en consi-

dérant, au lieu de Xe, Y® vérifiant:
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YE = x& e! o(YS)dB_ + ! c€(s,Y5)as
L 0,01 5 5 Jpo,u 7S
od c®(s,y) = oMV  + bE(Y) pour y€ RP .

Montrons que, pour tout R>0, p>0 et a>0, il existe a>0 tel que si
0<e<qet u(y)<a, alors:

€ R
(8) P{III[0 .]EO(Ys)st“T>p’ lleBllp<a} < exp(- le2) .
X le k2T k T
Soient t" = (> —ﬁ—,...,—ﬁ—) ol k=(k‘,...,kn), OfkisN, i=1,...,n
et YE’N défini par Yi’N=YEiN si tG[tk,tk+1[ , €n posant k+1=(k]+1,...,
t

k_+1). Alors:
n

(9) Pl ][ SO0l > o lkBlly < o)

< PO YEYE N6 )« PO Y-S N < 6, ] [ ]e(cng)-o(vg"“ndssur > P/2}

[o,-

€,N
+ P{|| ![0 .]eo(Ys’ )as_|l, > p/2,||eBnT <al = Ap A+ AL
’

o étant lipschitzienne, on vérifie, grace a 1'inégalité exponentielle,

que, pour § bien choisi, on a A, < %exp(Jvez)pour tout 0<e<l. De plus,

N-1
12°°°*"n te[t,t [
N-1
<Yy — {p( sup If L E0(YO)dB | > 8/2)
kl""’kn=0 t€[tk,tk+1[ [0,t]:[0,t"]
+ P( sup X ce(s,Yz)dsl > 6/2)} .
tG[tk,tk+1[ [0,t)s[0,t"]

En appliquant (7) et 1'hypothé&se que u(y)<a, on conclut qu'il existe
N0=N0(a,R,5), tel que, pour NZNor on a A1 < % exp(-R/ez) pour tout

0<e<1. & et N0 gtant ainsi choisis, on vérifie aisément que A3 (ol on
pose N=N0) est identiquement nul si a est assez petit. Ceci démontre (8).

On écrit maintenant:
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€ € * €
(10) Ye-n, - I[O,t]{[a(ys) - 6(hy)1¥, + [B(YS) - b(h)1)ds + 1,
ot I, - xi -zpt f{o t][be(Yg) - b(Y:)]ds + ef o(Yg)st.

[o,t]

Appliquons le Lemme 7 & g := SUPlYg'hsl- On obtient.gﬂj < C(aﬂﬂllT
s<t

ot C(a) est une constante qui dépend de a (et des constantes de Lip-
schitz de o et b). De plus, puisque xf—x et b*—b uniformément, lors-

que €e—0, il existe €,>0 et n>0 tels que

g1y C(a)ucj[ o(YS)aB |l + P/2

]

’

pour tout c(]O,eol et z tel que ||x-z||T <r.

I1 existe donc a>0 tel que
(11) PUN®-hllp > o, lleBllp < al

< P{”EJ U(Yz)dBSIH > fﬁ%ET’IIEB”T < a} < exp(—R/ez)

[0,-]
pour tout e€]0,e ] et z tel que ]k-zIH < r.

Considérons enfin sur (9,?}T9 la probabilité Qe définie par:
dQ® _ 1[ . 1 2
= exp(g Y dB, - — vl
dp € To,T1" s s 9¢2 H” ?

1 . oL
alors ¢ = Bt-EYt est un Qe-mouvement Brownien (Proposition 6) et

t
x& = x& + J [bExE) + o(x5)y_1ds + ef o(x$)aB® Qf-p.s.
t t [0,t] s s’Ts 0,67 S s
Soit A = {IRE—hHT>p, ”EB‘Y,H < a} et V& = exp(-%f[o - YgdB.), alors

P(A) < E e(igg; An (VE<exp(/e2))) + P(v>exp(}/e2))
Q° dq

- A
< exp(Z52) + exp(332)Q (IKE-hllp > o, [leBC| < a}
€ €
On choisit A pour que exp(-A;a) < % exp(-R/EZ) puis €g» @, T>0 pour
€

que le deuxieéme terme soit inférieur a % exp(—R/EQ) pour tout eGHheO],

z tel que Hz-le <rety tel que u(y) a,. =)

1A



76

Remarque. I1 nous semble intéressant de remarquer que le Lemme 4 reste
valable si on remplace les composantes B! (i=1,...,d) de B par des mar-

tingales fortes Mi H j ?;dB; ol (?:) est un processus adapté tel
[0,t]

que 0<c<?l<C, c et C €tant des constantes.

Preuve du Théoréme 3. Soit 0=¢x: HeQ — Q'=§([0,T]n, Rp) 1'application

définie par (4). Soit a>0 et K(a)={A<a}lcQ'. u étant la transformée de
Cramer du mouvement Brownien (donnée par (1)), on vérifie, a 1'aide du
Lemme 7, que la restriction de ¢ a {p<a} est continue pour la topolo-
gie de la convergence uniforme. {u<a} étant compact dans 1'espace de
Banach @, on en déduit que K(a)=¢({u<a}) est compact dans Q', d'ol i).
Pour démontrer ii), il suffit de prouver que:

pour tout 6§>0, tout a>0 et tout h€Q' tel que A(h)<w, on a:

Tim e?1og P{d(x%,K(a))>6) < -a

€e+0

ou d(Xe,K(a)) désigne la distance de Xt au compact K(a) dans '

1im e?log P{d(X%,h) <8} > -A(h) .

€-+0

Compte tenu du Lemme 4, la preuve de ces deux derniéres inégalités
suit, pas 3 pas, la démonstration faite dans le cas unidimensionnel

(cf [4]) ¢ Nous laissons au lecteur le soin de la transcrire ici.

Remarque. Le Théor&éme 3 reste valable si les intégrands o et b dans
(3) dépendent non seulement de Xz, mais aussi du passé de X% avant s.
I1 est alors nécessaire de modifier les conditions de Lipschitz pour
o et b (voir [5]1).

I11. UNE APPLICATION

n-1

Soit (ty,...,t [ J€RS et t€R,. Considérons, pour ?=(t’tV""tn-ﬂ

1'équation:

(12) Xt = x +€B + f _bex® )dsds,...ds_ . (e>0)
T (O,t], ,tn_1) T (0,0 (s,s],...,sn 1) 1 n-1

o (B) est un mouvement Brownien réel 3 n paramétres, b: R—R
t t€lo,T]
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€
est lipschitziennetet x€B8(10,TI™, R). Pour tout té€ R,, on pose th

(x5) oy et x = (x ) e
T (1.t €00, TI" ! ©tyseeestna) (e, nnn,t,D€00,M7

On définit ainsi une diffusion Y€=(Yi)t([0’T] a valeurs 1'espace

2™ 1) .. 8(10,T1™", R), solution dée 1'équation différentielle

stochastique:

(13) X; =X+ eB ¢ Iob(xu)du

ot B =(B_) noq et be a1 s (1) o5t defini par:
t (t]""rtn_-l)([O,T]

b(w) = f b (w )ds,...ds__, (wea (1))
[0,-]  Sire++254.4

. . -_ —y . -~ 1 -
On vérifie que B_(Bt)tG[O,T] est un processus de Wiener 3 valeurs 1l'es

pace de Banach (1),

LEMME 8. X® a comme générateur infinitésimal 1'opérateur L® défini par
2
(14) L) = 5 8%w) + ¥ (0)+5(w)

ou ¥ est une fonction test, deux fois continfiment différentiable au

sens de Fréchet sur 1'espace Q(n-]), 3 dérivées bornées (on notera Eg

1l'ensemble de ces fonctions) et A est le Laplacien généralisé.

Preuve. Rappelons la formule d'Itd dans 1'espace de Wiener classique
(L7}, chap. II1.5): pour t<t', on a

— - ti' - —_ t' -— - 2 -
as) §%g0) = 4T + [ ¢ @oyab, - J 10 EDBED « £ et T as
ot tr¥"(w) = AY(w) = iGZN?"(w)(ei,ei) » (e5)¢ y étant une b.o. de
l1'espace de Caméron-Martin HCQ(D-l) ([7) p.171). Comme 1'intégrale

stochastique dans (15) est une martingale, on a, P-p.s.

1 ve % - e\ == 2 -
Tt (E(RTDITE,sct) - 9(3D)) o P (XP)B(D) ¢+ 5 e XD, O

Remarque. Puisque ¥'(w) s'identifie 3 une mesure bornée sur [O,T]n-],

on a:
1 de classe C? 2 dérivées bornées
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¥ (w)b(w) = [[0 T]n_IE(w)(t‘,...,tn_.l) ¥ W dt,,...dt )

Yy (tas ,
- D Mg s peds @) @ty,endt, )
[0,T]n" 0 ‘0 1 n-1

’

Soit maintenant V: 8™ ') L R de classe Ez. Considérons la solution
de 1'€équation aux dérivées partielles suivante sur 1'espace Q(n_1):

(W) = Sav(t,0) ¢ ¥ (60 B W) ¢ V@Yt
(16)
¥(0,0) = Q) ; (t,w)€r0,TIxe™ 1), pep?

/ \
THEOREME 9. 11 existe une solution unique de (16), de classe C1 en t
2
et ©° en w. Elle est donnée par la formule

<€,

t
(17) ¥(t,w) = BT exp (L[ VAR as))
0

< TELW . P -
ou X’ est la solution de (13) avec, comme donnée initiale, x=w.

Preuve. En utilisant le calcul différentiel stochastique €tabli dans
le cadre des espaces de Banach (cf [7]1), la démonstration est une

transcription, en dimension infinie, des méthodes développées en [3].

Le Théoréme 3 permet d'étudier le comportement de W=(We(t,m)) quand

€e—0, en appliquant les résultats de [10].

COROLLAIRE. Soit v® 1a solution de (16) avec, comme donnée initiale b,

i) On a

t
(18) e log W?(t,w) —+ S(t,w) := sup{[ V(Of(?))ds-u(Y)}
e+0 ye€H ‘0 :

N (n) . - _
o HeQ est donné par (*), v,=(y ) 1
t ottt y) (t1,...,tn_1)€[0,T]n !

7=(;t)t€[0 T](t([O,T],Q(n-])) et 8“(Y) est solution de

t
(19) UF) e, 0 J' B(6¥(v))do  (t€l0,T, wea (M 1)y
0

- . . . . t
ii) Supposons que S(t,w) soit atteint en un point unique Y=Y( ’w)EH

(ce qui est réalisé pour tout t assez petit), alors

D
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€
(20) Y,(t,w) —

(t»”)
Y?(t,w) v Y(Yt ) .

(19) et (20) sont des conséquences des Théorémes (3.4) et (3.6) de [10].

On s'est restreint ici & 1'étude de la solution de 1'€quation (12). On
peut montrer, plus généralement, que 18 solution de 1'équation (3) dé-
finit, en fait, une diffusion (it)tGIO,T] (ot

X, = (

X ) )
t (t'tl’.."tn-I) (tlo"'itn-‘)clo..r]n-‘

2 valeurs 1'espace f([O,T]n-1, RP), solution d'une Equation différen-
tielle stochastique relative au processus de Wiener (Bt)tGIO.T] (avec
B, = (

B
t (tyty,...

) )
vtoy) (t,.....tn_,)GIO-TJ“ 1

dont les coefficients s'expriment explicitement (ce qui sera fait dans
un travail ultérieur). Le Théoréme 3 est une démonstration des estima-
tions de grandes déviations pour les petites perturbations aléatoires
de diffusions de ce type.

Remerciement. Nous remercions Monsieur J.B. Walsh de son aide pour 1la

correction de la preuve de la proposition 5.
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