
SÉMINAIRE DE PROBABILITÉS (STRASBOURG)

HALIM DOSS

MARCO DOZZI
Estimation de grandes déviations pour les processus de
diffusion à paramètre multidimensionnel
Séminaire de probabilités (Strasbourg), tome 20 (1986), p. 68-80
<http://www.numdam.org/item?id=SPS_1986__20__68_0>

© Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1986, tous droits réservés.

L’accès aux archives du séminaire de probabilités (Strasbourg) (http://portail.
mathdoc.fr/SemProba/) implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=SPS_1986__20__68_0
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://portail.mathdoc.fr/SemProba/
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


ESTIMATIONS DE GRANDES DÉVIATIONS POUR LES.
PROCESSUS DE DIFFUSION A PARAMÈTRE MULTIDIMENSIONNEL

H. Doss * et M. Dozzi **

INTRODUCTION

On utilise les techniques introduites en [1] et [4] pour démontrer les

estimations de Ventsel et Freidlin dans le cadre de la théorie des pro-

cessus à plusieurs paramètres, solutions d’équations différentielles

stochastiques. L’extension de ces résultats au cas multidimensionnel

n’est pas réductible à la théorie connue pour les processus à un para-

mètre à valeurs lRd; elle se présente, en fait, comme la démonstration

d’estimations de grandes déviations pour les perturbations aléatoires

de diffusions en dimension infinie, à valeurs l’espace des fonctions

continues Rd).
On considère, d’abord, les grandes déviations pour le mouvement Brownien

B à n paramètres (Théorème 1) comme conséquence des résultats de grandes

déviations pour des mesures Gaussiennes sur un espace de Banach sépa-

rable. Ce résultat est étendu ensuite aux solutions d’équations diffé-

rentielles stochastiques par rapport à B (Théorème 3). Comme dans le cas

d’un paramètre unidimensionnel, les démonstrations se font à l’aide

d’une inégalité exponentielle pour les martingales fortes à n paramètres

et d’un théorème de Caméron-Martin. La section finale contient une ap-

plication à l’étude de l’équation de la chaleur en dimension infinie.

I. GRANDES DÉVIATIONS POUR LE MOUVEMENT BROWNIEN A N PARAMETRES

Soit B = (B(tl,...,tn)) (t1,...,tn)~[0,T]n un mouvement Brownien à valeurs

Rd, à n paramètres, issu de zéro, défini sur un espace de probabilités
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(03B8,(Ft)t=(tl,...,tn ).p). Notons W la loi du processus B=(B(tl,...,tn))
sur l’espace des fonctions continues muni de la norme

uniforme.

Soit H le sous-ensemble de n dé.fini par

(*) t.q. = 

pour tout et tout 

H est muni du produit scalaire (Y,r~) - qui en fait un

espace de Hilbert. ’ ’’

Soit  l’application de g dans définie par

(1) (03B3) = 
1 2[0,T]n|(s)|2ds si 03B3~H,

+~ sinon.

On vérifie aisément que, pour tout aC1R+, est un compact de l’es-

pace de Banach S~.

THÉORÈME 1. Pour tout Borélien A de St, on a les estimations suivantes:

(2) -inf u(Y)  lim e2log -inf 

o _

où A et A désignent respectivement l’intérieur et l’adhérence de A.

La preuve de ce Théorème est une conséquence du résultat général sui-
vant (cf [9] p.65).

PROPOSITION 2. Soit E un espace de Banach séparable et v une mesure
Gaussienne centrée sur E, de covariance (p(t,t’)) 2 (E* dé-

signant le dual topologique de E). Soit H un espace de Hilbert et S:H ~ E
une application linéaire, injective et continue. On suppose que pour
tout tEE *, on p(t,t). La transformée de Cramer ~ de v est
alors donnée par la formule: .

(x) = 
1 2 ~ S-1(x) ~2H si x~S(H)

+~ sinon.
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Preuve du Théorème 1. Soit S: H -~ tt l’injection canonique, alors S

est continue, car si yEH, on a, d’après l’inégalité de Schwartz:

Il y Il 03A9  y Î . 03A9* s’identifie à l’ensemble des mesures bornées

sur valeurs Soit (p(a,s)) 
(a~~)E(~*)2 

la , covariance de
la mesure Gaussienne W. Il suffit, d’après la Proposition précédente,
de véri f ier que, pour tout p (a, a) . Si (a, ~) E (S~*) ~,
on a :

P(a,s) = FW { 

- ~ (s ~ ~S ~ ) ... ai (ds ~ , ... , si (ds ~ , ... , 
i=1 

si a=(a~,...,ad), 

i=1 

= 03B1i([03B11,T], ...,[un,T]) 03B2i( [ul ,T], ...,[un ,T]) dul ...dun.

i=1 [ 0 ~ TJ n 
1 n 1 n n

D’autre part, S*a est la forme linéaire sur H:

h~H ~ 03B1(Sh) = 03B1(h) = [0,T]n03B1i(dsl,...,dsn)hi(sl,...,sn)

= [0,T]n [0,T]n03B1i(dsl,...,dsn) l(s’l~sl,...,s’n~sn)hi(s’l,...,s’n)ds’l...ds’n

= [0,T]nhi(s’l,...,s’n)03B1i([s’l,T],...,[s’n,T])ds’l...ds’n

donc (03B1i([s’l,T],...,[s’n,T]))2ds’l...ds’n = p(a,a). 0
~H 

i=1 
1 1 n

On se propose maintenant d’étendre le résultat de grandes déviations,

énoncé en (2) pour le mouvement Brownien, aux solutions d’équations

stochastiques à paramètre multidimensionnel, en suivant une démarche

analogue à celle de [ 4 J .
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II. ESTIMATIONS DE VENTSEL ET FREIDLIN

On supposera, dans la suite, que (1t) est la filtration en-

gendrëe par le mouvement Brownien B=(B1,...,Bd), à valeurs à n

paramètres issu de zéro. Pour soit la solution

(3) X~t = x~t + ~[0,t]03C3(X~s)dB

s 
+ [0,t]b~(X~s)ds ,

OÙ , 03C3 = (03C3i,j)i=l,...,p;j=l,...,d , . ~ IR ,

~~’~i=1,...,p . , .

On suppose que

1) et sont lipschitziennes, pour tous i,j;

2) x~ --~ x dans quand e --* 0,
b -+ b uniformément sur RP, quand e -+ 0.

Pour l’existence et l’unicité de la solution XE de l’équation (3),
sous les hypothèses précédentes, voir, par exemple [5].

Soit maintenant H l’espace de Hilbert défini par (*) et 

soit 03A6x:H~03A9 ~ 03A9’=L([0,T]n,Rp) donnée par
(4) ~xt’Y) (t) - 
où yEH, On définit 03BB:03A9’ ~ [0,+oo] par

(5) À (w) = 
inf (03B3) si 03A6-lx ((jo) est non vide,

~ +~ sinon.

Pour A, Borélien de Q’ (muni de la norme uniforme), on posera A(A) =
inf À(w). On considère le processus (X~t)n , 

, solution de (3),

comme une application mesurable Xe de 03A9 dans Q’, Q étant muni de la

mesure de Wiener h’.

THEOREME 3. Sous les hypothèses 1) et 2), on a les propriétés sui-
vantes :

i) Pour tout est compact dans l’espace de Banach ~’;
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ii) Pour tout Borélien A de Q’, on a

- A(Â)  lim ~2 log P{X~~A}  -A(Â) .

Dans le cas où p=d, o=Id, le Théorème 3 se réduit au ré-

sultat de grandes déviations pour EB (Théorème 1). Pour démontrer ce

Théorème, on se ramène au cas du mouvement Brownien grâce aux estima-

tions suivantes:

Soient et donnée par l’équation (4) où on

remplace x par z.

LEMME 4. Pour tout a, R, p>0, il existe E~, a, r>0 tels que

(6) exp (-R ~2)

pour tout Y tel que z tel que (~.~T désigne
la norme uniforme sur ~([O,T]n,.)).

La preuve du Lemme 4 est basée sur une extension, au cas d’un para-

mètre multidimensionnel, des propriétés suivantes:

PROPOSITION 5 (majoration exponentielle). Soit une 

martingale forte continue, nulle sur les axes. Supposons qu’il existe

une fonction -~ ]0,+m[ telle que, pour tout t, où

A=(At) est le processus croissant continu associé à M (cf [2)). Il

existe alors des constantes an et bn dépendant de n seulement tel que
2

(7) P{ sup b f ) pour tout c>0.

sE[O,t] n t

Preuve. Fixons t>0 et posons et L=début (D) . .

L’inégalité (7) se démontre en suivant une démarche analogue à celle

de [12J qui consiste à décomposer M sur L et d’appliquer (7) aux martin-

gales fortes à m paramètres (mn) qui interviennent dans cette décomposi-

tion. Pour n=2, par exemple, on pose X~ et XS -
s~ 1 1 2 

2

X~ et X2 sont alors des martingales à paramètre

unidimensionnel et pour sEL M +X2 s2 -M(D), où =X2 t2 [12J.
On a donc 

P( |Ms| ~c) ~ P( |Xls| ~C 3) + P( |X2s2| ~C 3)

et on obtient (7) en appliquant l’inégalité exponentielle classique à
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Xl et X2. ~

Remarques. 1) La démonstration de la proposition 5 n’exige pas que la

filtration soit engendrée par le mouvement brownien.

2) La validité de l’inégalité exponentielle (7) pour tout
c>0 implique que les moments exponentiels sont finis pour
tout ~>0. Or, dans [8], il est démontre, pour n=2, que 

pour a>1,81... où J,(B) est la mesure produit associée au drap
Brownien. Comme J,(B) est une martingale (mais pas une martingale
forte), (7) n’est pas valable pour toutes les martingales continues de
carré intégrable.

PROPOSITION 6 (formule de Caméron-Martin). Soit yEH où H est l’espace
de Hilbert donné par (*). On définit une nouvelle probabilité Q sur la

posant où 

Alors le processus  = (Bt-03B3t)t~[0,T]n est un (Ft,Q)-mouvement Brownien.

Preuve. On peut se référer soit aux résultats sur l’équivalence des me-
sures Gaussiennes de [7] p. 113, en particulier, dont les démonstra-
tions s’étendent facilement au cas d’un paramètre multidimensionnel,
soit à [6] où la Proposition est démontrée pour n=2 (et y pas nécessai-
rement déterministe).

LEMME 7 (du type Gronwall). Soient f et g des fonctions définies sur Rn+
où f est continue, croissante pour tout et g
est croissant pour l’ordre pour tous tt’). Supposons qu’il

existe des constantes telles que, pour tout t, gt c K2f .

Alors (2K2ft)J où [x] est la partie entière de x.

Preuve. Elémentaire et laissée au lecteur.

Preuve du Lemme 4. Le procédé suivi est analogue a la méthode utilisée
dans le cas d’un indice unidimensionnel [4]. Vu le caractère local de
l’estimation cherchée, on peut supposer o et bE uniformément bornées.
On démontre d’abord le Lemme en se ramenant au cas où y=0 et en consi-

dérant, au lieu de Xe, YE vérifiant:
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Y~ - ~ x~ ~ + + 

oH b~(y) pour y~Rp .

Montrons que, pour tout R>0, p>0 et e>0, , il existe a>0 tel que si

p(v)a, alors:

(8) P{j) ’[0,.] f >03C1, ~~B~T03B1} ~ exp(-R/~2).

Soient tk = (k1T N, , k2T N,...,knT N) ou k=(k1,...,kn), , , i=1,...,n

et Y~ défini par Y~’~=Y~~ si t~[t~,t~[ , , en posant k+1=(I.~~...,
t

k -~1). . Alors:

(9) P{!! 03C1,~~B~T  a}

 P{j) Y~-Y~’~L  6, !!f ’[0,’] > "/2}

+ P{~ ’ f [0,’] > "/2, ~~B~T  a) = A2 + A3.

o étant lipschitzienne, on vérifie, grâce à l’ inégalité exponentielle,

que, ’ pour 6 bien choisi, on a A ~ pour tout 0E~. . De plus,

A  sup , ,

’ 

~..".~O t([t~,t~’[ ’ /

~  20142014;{?r sup )f [0,t] [0,t
k]~03C3(Y~s) 1 > 03B4/2)

+ P( 
t i sup |1 0,t ] i , k]c~(s,Y~s)ds| 

> 03B4/2)}.

En appliquant (7) et l’hypothèse que on conclut qu’il existe

N ~ (a,R,6), tel pour N~, A~ ~ ~ pour tout

0~~~1. 6 et N0 étant ainsi choisis, on vérifie aisément que A3 (ou on

pose N=~) est identiquement nul si a est assez petit. Ceci démontre (8).

On écrit maintenant:
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(10) [b(Y~s) - b(hs)]}ds + I t

où I
t 

= x~t - 

zt + 

[0,t]
[ b~ (Y~s) - b(Y~s)] ds + ~[0,t] 03C3(Y~s)dBs.

Appliquons le Lemme 7 à := . On obtient 
" 

st 
S S ( ) - 

où C(a) est une constante qui dépend de a (et des constantes de Lip-

schitz de a et b). De plus, puisque et bEb uniformément, lors-

que e2014~0, , il existe E0~0 et n>0 tels que

g(T) ~ C(a)~~[0,.]03C3(Y~s) dB s~T + 03C1/2

pour tout et z tel que  r.

Il existe donc a>0 tel que

(11) P,  a}

~ ~ 
 a} ~ 

pour tout et z tel que 

Considérons enfin sur la probabilité Q~ définie par:

dQ~ dP = [0,T] nsdBs - 1 2~2~03B3~H2),
alors ~t = Bt-1 ~03B3t est un Q -mouvement Brownien (Proposition 6) et

s 

Soit  a} et VE - ~r s dB ) , s alors

P(A)  E (dP ; An + 

Q dQE

 exp (-03BB+a 2) + exp(a+03BB 2) Q~{~X~-h~T > 03C1, ~~~~  a} .

On choisit À pour que exp(-03BB+a ~2 ) ~ 1 2 exp(-R/~2) puis a, r>0 pour

que le deuxième terme soit inférieur à 1 pour tout 

z tel que  r et y tel a . 0
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Remarque. Il nous semble intéressant de remarquer que le Lemme 4 reste

valable si on remplace les composantes B~ (i81,...,d) de B par des mar-

tingales fortes Mt :*= où (03C6it) est un processus adapte tel

que c et C étant des constantes.

Preuve du Théorème 3. Soit 03A6=03A6 : H03A9 ~ 03A9’=L([0,T]n. Rp) l’application

définie par (4). Soit a>0 et étant la transformée de

Cramer du mouvement Brownien (donnée par (1)), on vérifie, à l’aide du

Lemme 7, que la restriction de t à est continue pour la topolo-

gie de la convergence uniforme. étant compact dans l’espace de

Banach n, on en déduit que est compact dans n’, d’où i).

Pour démontrer ii), il suffit de prouver que:

pour tout 6>0, tout a>0 et tout tel que Â(h)°o, on a:

lim ~2 log P{d(X~,K(a))>03B4}  -a

E-~ 0

où d(X~,K(a)) désigne la distance de XE au compact K(a) dans i~’

lim E2log -À(h) .
~ 

Compte tenu du Lemme 4, la preuve de ces deux dernières inégalités

suit, pas à pas, la démonstration faite dans le cas unidimensionnel

(cf [4]),Nous laissons au lecteur le soin de la transcrire ici.

Remarque. Le Théorème 3 reste valable si .les intégrands Q et bE dans

(3) dépendent non seulement de XE, mais aussi du passé de X avant s.

Il est alors nécessaire de modifier les conditions de Lipschitz pour

a et bE (voir [5]).

III. . UNE APPLICATION

Soit (t 1 ,...,t n_~)E IR+ n-1 et Considérons, pour 

l’équation :

(12) xE = f (E>0)

où (B ) t est un mouvement Brownien réel à n paramètres, b: IR-+1R
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... (
est lipschitziennetet ~). Pour tout tE 1R+, on pose Xt=
(Xc) t (t 1,...,tn-1)~[0,T]n-1 

et x = (x 
(t 1,...,tn-1)~[0,T]

n-l’

On définit ainsi une diffusion X~=(X~t)t~[0,T] à valeurs l’espace

:= G([O,T]n ~, ~t), solution dé l’équation différentielle

s tochas tique :

(13) x + eBt + 

où B = (B_) _ 
et b: --~ est défini par:t 

t 

b (c~) - f ) ds ... ds 1 (WEn (n ~ ) ) .
[O,e] 

1 n-

On vérifie que B=(Bt)tE[O,T] est un processus de Wiener à valeurs l’es-

pace de Banach St (n ~ ) . .

LEMME 8. XE a comme générateur infinitésimal l’opérateur LE défini par

(14) L~03C6(03C9) = 2 039403C6(03C9) + 

est une fonction test, deux fois continûment différentiable au

sens de Fréchet sur l’espace 03A9(n-1), à dérivées bornées (on notera l2b
l’ensemble de ces fonctions) et e est le Laplacien généralisé.

Preuve. Rappelons la formule d’Itô dans l’espace de Wiener classique
([7], chap. III.S): pour tt’~ on a

t t t 
_ 

2 
_

5) ~(Xt~) _ ~(Xt) + J ~~ ’(Xe).dB + f + ~ 

où tr03C6" (03C9) = 039403C6(03C9) = 03C6" (03C9) (ei ,ei) , (ei)i ~ N étant une b. o. de

l’espace de Caméron-Martin ([7] p.171). Comme l’intégrale
stochastique dans (15) est une martingale, on a, P-p.s.

{E ( (XE ~ ) - ~ ’ + cZ 0t -t 03C6( t | ts, s~t) - 03C6(X t)} 
t 

03C6’ ( t) ( t) 2 tr 03C6" (Xt). a

Remarque. Puisque ’~’(~) s’identifie à une mesure bornée sur 
on a:

’fi de classe CZ à dérivées bornées
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03C6’(03C9)-b(03C9) = [0,T]n-1(03C9)(t1,...,tn-1)03C6’(03C9)(dt1,...dtn-1)

= [0,T]n-1t10...tn-10b(03C9s1,...,sn-1)ds1...dsn-1 03C6’(03C9)(dt1,...,dtn-1).

Soit maintenant V: n~* ~ de classer . Considérons la solution

de l’équation aux dérivées partielles suivante sur :

~(t,m) 
= §A~(t,a)) ~ ~(t,~)’b(u)) ~ ~V(~)y(t,u)) ,

~~~~ 
= ~(u)) ; ~~ .

THÉORÈME 9. Il existe une solution unique de (16), de classe C1 en t

et "G ~ en u). Elle est donnée par la formule

(17) = 

où x~’~ est la solution de (13) avec, comme donnée initiale, x=o).

Preuve. En utilisant le calcul différentiel stochastique établi dans

le cadre des espaces de Banach (cf [7]), la démonstration est une

transcription, en dimension infinie, des méthodes développées en [3]. D

Le Théorème 3 permet d’étudier le comportement de ~=(~ (t,(~)) quand
e2014~0, en appliquant les résultats de [10].

COROLLAIRE. Soit ~ la solution de (16) avec, comme donnée initiale ~P.

i) On a

(18) e log 2014~ S(t,o)) := 

où H03A9(n) est donné par (*), 03B3t = (03B3(t, t1,..., tn-1 ))(t1,...,tn-1)~[0,T] n-1,

~~t~t~[0 ï]~~,T],~~’~) et ~(7) est solution de

(19) 03A603C9t(03B3) = a) + 03B3t + t0b(03A603C9s(03B3))do (t~[0,T], 03C9~03A9(n-1)).

ii) Supposons que S(t,o)) soit atteint en un point unique 03B3=03B3(t,03C9)~H
(ce qui est réalisé pour tout t assez petit), alors
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(20) 03C8~03C6(t,03C9) 03C8~l(t,03C9)  03C6(03B3(t,03C9)t).

(19) et (20) sont des conséquences des Théorèmes (3.4) et (3.6) de [10].

On s’est restreint ici à l’étude de la solution de l’équation (12). On

peut montrer, plus généralement, que la solution de l’équation (3) dé-

finit, en fait, une diffusion (où

t ‘ (X(t,t ’ ...,t n-1 )~ (t~,...,tn _ ~)EtO,T~ n-t) ’
à valeurs l’espace ~((O,TIn ~, solution d’une équation différen-

tielle stochastique relative au processus de Wiener (avec

Bt ’ 

~B(t ’ t 1’ ... ’ t n-1) ) (t 1 ,...,t n-1 )EfO,T~ n-t) ’
dont les coefficients s’expriment explicitement (ce qui sera fait dans

un travail ultérieur). Le Théorème 3 est une démonstration des estima-

tions de grandes déviations pour les petites perturbations aléatoires
de diffusions de ce type.

Remerciement. Nous remercions Monsieur J.B. Walsh de son aide pour la

correction de la preuve de la proposition 5.
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