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LE MOUVEMENT BROWNIEN DE LEVY INDEXE PAR R3

COMME LIMITE CENTRALE DE TEMPS LOCAUX D'INTERSECTION

Sophie Weingxb(l) et Marc Yor (2)

1. Introduction.

Dans tout ce travail, (et) et (s{) désignent - sauf précision contraire - deux

mouvements browniens a valeurs dans RS, indépendants, indexés par t €R,.

(1.7) Pour tout t > 0, il existe un processus mesurable (a(x,t) ; X E]RS) tel
que : pour toute fonction borélienne f : R’ >R,

t u
G as a8 - [ ax £ a0
o Jo S

I1 existe en outre une version bicontinue du processus (a(x,t) ; x €R3 ,t 20)
qui vérifie plus précisément : P-p.s., pour tous t >0, N >0, et n € (0,1),

(1.b) sup alx 53‘7( | .
sst; |x <N 2™
<l Iyl sx
(voir Geman-Forowitz-Rosen [ 2] ; Rosen [ 71); nous donnons ci-dessous en (3.6) une
démonstration de (1.b) a 1'aide du calcul stochastique).

C'est cette version que nous considérerons toujours dans la suite.
L'objet principal de notre travail est la démonstration du

Théoneme A : Le processus continu :

1
(B/t,Bjt 3 n/z(a(*z,t) -al0,t) ; y ERS,I 20)

convenge en Loi vers :

(8,8 5 ¢ By ¢ () i yER’, £20)
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ol (Bu(y] ;uz2l0, ye R3) est un processus gaussien centrné,indépendant de
(B,B'), aui a pour covariance :

E[Bb(x] Bt(y)] = (s at) Tlx,yl,

avee F(x,y) = % {x] + ly| - |x-y|}, et ¢ une constante universelle.

Commentaires A : 1) En particulier, pour tout u > 0, le processus (Bu(x),x E]Rs)
a méme loi que (Vi Xx ;) X € Rs), ot (Xx,x € ]R3) est un mouvement brownien de

Lévy, indexé par Rs, lequel est caractérisé par :

(Xx,x € Rs) est un processus gaussien centré tel que :
(1.0)
- 2 -
X, =0 et E[(X, Xy) 1= |x-y|.
2) Le théoréme A est a rapprocher d'un résultat analogue pour le
“mouvement brownien réel (B 5t 20) (voir Yor [8]) :

si (2: ; a €R,t 2 0) désigne la famille bicontinue destemps locaux du mouvement
brownien (st,t > 0), alors :

( n1/2 (9.a/n

. _O' .
Be 37— (og zt),aclR,tzo>

1.d)
converge en loi vers : (Bt 3 B o ;a€R, t2 0)
« (2¢,2)
ol (B(u a) > @ €R, uz0) désigne un drap brownien nul sur les axes, indépen-
b
dsnt de 8.

Fixons maintenant ) > 0, et posons T, = inf{t : g(t) > At

On déduit du théoreéme central limite (1.d) :

]/2 a
/n
. T

(1.e) — );ago>§%>(\/iya;a;o),

A
ou ('ya ; a 20) désigne un mouvement brownien réel, issu de 0 en a = 0.

Le résultat (1.e) peut également &tre obtenu comme conséquence du célébre théoreme
suivant, d0 2 Ray [ 6] et Knight [3] :

le processus (9,2 ; a20) est le carré d'un nrocessus de Bessel

(1.6) A
de dimension 0, issude VX en a = 0.
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3) Par analogie avec le commentaire 2) ci-dessus, on peut réénoncer
partiellement le théorgme A sous la forme suivante :
fixons t > 0 ; conditionnellement 2 a(0,t) = x, le processus

1/
(n 2 s 0 - 050 5y €R3)
converge en loi vers : (c \/’fxy ' FRS),

ol ()(y HI A Rs) est un mouvement brownien de Lévy indexé par ]R3, issude 0 en

y = 0.
Remarquons que 1'on obtient le méme théoréme central limite en considérant :
1/
2 2 2
(1.g) zn 2y, + e’ - eh
2 y/ n

ol (Yy ' R3) est un mouvement brownien de Lévy, indexé par Rs, valant 0
en y=0,et ¢ F_Rd, |b;|2 = X.

En effet, on a :

2

2 2 2 @ 1 2
Y, +¢&|“ - |e]®= |y +20Y,, ,00'¢ Ly
y/n y/n, y/n n | yl +n

et, finalement, 1'expression (1.g) a méme loi asymptotique que (cvX Xy ;Y € RZ’).

Ce commentaire suggdre fortement d'étudier la loi du processus (a(y;t),y € ]Rs)
pour t fixé, ou lorsque t est remplacé par un temps exponentiel indépendant des
mouvements browniens g et g', et de la comparer & celle du carré de la norme d'wn
mouvement brownien de Lévy indexé par R3 et a valeurs dans ]Rd.

(1.2) Le mouvement brownien de Lévy, caractérisé par (1.c), est un cas particulier
des mouvements browniens fractionnaires. Pour tout 0 < u < 2, il existe un proces-
Sus gaussien centré (X}E“) ;X eRs) dont la loi est caractérisée var :

W _, . (W) (w2, _
(1.0, XM =0 E[(Xx“ - xy“ )71 = |x-y|".

Nous dirons que X(”) est un mouvement brownien fractionnaire d'indice u (pour
différentes constructions de ces processus, voir 1'exposé précédent dans ce volume) .
Nous nous proposons d'énoncer, ci-dessous, un théoréme central limite - qui géné-
ralise le théoréme A - dans lequel figure, comme limite en loi, un processus gaus-
sien centré (B‘gu) x) ;uz20,xe¢ RS) ayant pour covariance :

(1.h) E[Bgu)(x) Bt(“)(y)] = (At Ty,
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1
ot Fu(X,y) =5 Ux M+ |y[" =[xy

Pour cela, nous introduisons les fonctionnelles du couple (8,B')

(Ip(y,t) Y €R3,t 2 0)

<p < :;’-, et définies comme suit :

N —

indexées par p, pour

t u
(1) lorsque % <p<1, I(y,t) def [ du( ds*—;z- .
P 0 Jo |gselylP

Cette expression est finie P-p.s., gridce a la formule de densité d'occupation (1.a),
et & la continuité des temps locaux d'intersection.

(ii) lorsque p = 1, I1(y,t) def aly,t).

(iii) lorsque 1 <p < é,

def . .
Ip(}’,t) =1

1

t Y |8 -B!-y|ze dna(y,t)
im /f duf u_s | ’
g0

ds -
Vo o faey™? ene !/
Cette limite existe grdce a la propriété de continuité (1.b) et a la formule de
densité d'occupation (1.a).
Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoneme Ap : Soit p Zel que —; <pc< %, et p = 3-2p.

Le processus continu :

P
. 44 - .y e RS
(et,e;: snt L) -1 (0,2)) 5y eR ez o)

[SVEeN)

convenge en Lod vers :

(p) 3
(BI;B;: i ey Bar(’o’i)(g) ; WER & 2 0)

-~

oil (BL(L%) ly) 5 uz20, ye RS) est un processus gausdien centrné indépendant de
(g,8"') et dont La covariance est donnée par La formule (1.h), avee u = }‘5
Commentaire Ap : De méme que pour le théoreme A, il existe un th&oréme analogue
concernant le mouvement brownien réel (Bt) t20°

Introduisons, pour 17 <p< %, les processus (ip(y 3t) 3y ER,t 2 0) définis
par :
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t
(1) lorsque %< p<1, i (y,t) =f ds —l—p
P 0 legyl
(i) lorsque p =1, ip(y,t) = !LZ, temps local de B en vy.

1 y
t [B.-ylze 22
Lim U ds —3 -t

ces 3 .
(ii1) lorsque 1 <p <3, i (y,t) — 1.
2o &0 leyIP 1P 1/

Cette limite existe grace au caractére localement h3ldérien d'ordre (-- n) (n>0) des
temps locaux dans la variable d'espace, et a la formule de densité d'occupatlon.

Alors, le processus (Bt H n2 (ip(%,t) - ip(O,t) ;Y €R,t ;0) converge en

loi, lorsque n + =, vers :

MY
(8 5 ¢, BP) s yeRtz0)

0
(lt,)’)
n,
ol (Bgu)y)’ 2 0,y € R) est un processus gaussien centré, indépendant de B8, et

N
dont la covariance est donnée par la formule (1.h), avec u =p = 3-2p.

(1.3) A 1'aide de versions adéquates de la formule d'It6, la démonstration du
théoreme AD découlera aisément du théoréme limite B ci-dessous, relatif 3 une
certaine intégrale stochastique par rapport au couple (8,8").

Introduisons tout d'abord quelques notations :

3
si ¢ et y sont deux matrices 3 x 3, on note ((p,¥)) = % Qij ‘pij le pro-
i,j=1

duit scalaire (de Hilbert-Schmidt) entre o et v, et |lof = ((o,0)) /2. Appelons
champ de matrices toute applicationmesurable o R3 > M X3* Un champ de matrices
est dit de carré intégrable si [ dx ||o(x) H < «. Dans la suite, si x,y € R3,
Ae M3x3, on note x-y le produit scalaire entre x et Y, Aex 1'image de x
par A et x:A-y le produit scalaire de x et A-.y.

Théonéme B : Soit @ : R Mg 3 un champ de matrices de carné Antégnrable.
Deginissons, powr n €N : D lo,t) - nmf dg - j olnls,-8)))-dg) [tz o).

Alons

1) e processus (Bt’ s}_ ; Dn(<r.>,t) 3 £ z20) convenge en foi, Lonsque n+o, vens

(82584 5 Boo,e)(® ;tz0
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oil (Bu(cp) s wz 0,0 est un processus gaudsien centné, indépendant de (8,8')

et ayant pour covariance :
E[ B, (o) B(¥)] = (sat)f dx {{olx),¥(x]))).

7) pouwr tout p > 1, &L existe une constante universefle Cp telle que :
sup E[sup 19, (0,80 %] sC (e [lola )P 22,

ne€N “sst

Commentaire B : L'analogue du théoréme B pour le mouvement brownien réel (et,t 20)
est le suivant :

Soit @® : R »R fonction borélienne, de carré intégrable.

1/2 r

1) le processus (g, ; n dsu o(n Bu) ; t 2 0) converge en loi, lorsque

n > w, Vers :
(g, 5 B (@ ;t20)
t
oll (z:) est le temos local de pen 0 et (]Bu(cb) ; uz2 0,0 estun processus

gaussien, centré, indépendant de g, et ayant pour covariance

E[Bs(m») ]Bt(w)] = (sat) [ dx o(x) ¥X)
2) pour tout p > 1, il existe une constante universelle Cp telle que

172 (3 2p] . 2. \\P ,D/2
strllp E[z:g In J(O e, oms )| ] < Cp(fdx o (X)) .

2. Réduction de fa démonstration du théoneme Ap a celle du théonime B.

I1 s'agit, a 1'instar de la méthode de Papanicolaou-Stroock-Varadhan [ 5] de ramener
1'étude asymptotique des intégrales (de Riemann) doubles qui figurent dans 1'énoncé
du théoreme An 3 celle d'intégrales stochastiques doubles.

{2.1) Pour faciliter la lecture, nous écrivons tout d'abord deux formules qui se

déduisent de la formule d'Itd classique au moyen du théoréme de Fubini :

1) pour toute fonction ¢ : R3 +~R de classe CZ, on a :

t t u 1 t u
] - . -R! - -R!
Qo) || astotesp-os,8D) - [ e [ as vots, ey 3 [0 du JO ds mo(8,-BY)
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(ii) Supposons maintenant que ¢ s'écrive sous la forme ¢ = Ay, avec y fonc-

tion de classe C4

. On a alors, a partir de la formule (2.a), la formule plus
compliquée :

t
1 JO ds 8y (8,-8L) - B (8 -B2)

t u
(2.b) - f o v e, By - v (e 8g) + fo Hess (y) (8,-81) - d8!]

1 (¢ u 2
t7 JO du JO ds A ﬂ;(Bu—BS)-

Dans la suite, nous ferons largement référence a cette identité ; de facon & ne pas
devoir la réécrire sous diverses formes, nous mumérotons de (1) a2 (® les différents
termes qui apparaissent en (2.b), que nous écrivons maintenant sous la forme abré-

gée, mais bien commode :
2.b" D+O=0+®+®+®.
(2.2) En fait, nous"appliquerons'' la formule (2.b) a la fonction

409 = [x|*P, pour 5 <p<3.

Cette application peut &tre légitimée au moyen des arguments développés en [ 9],

-

quitte 3 interpréter le terme (& comme un multiple (universel) de Ip(O,t).
Nous notons 1'identité (2.b) ainsi obtenue (2 .b)p 0°
Changeons maintenant (B:'; ; s20) en (B;+y ; s 20), et notons 1'identité (2.b)

ainsi obtenue (Z.b)p ¥ Soustrayons membre a membre 1'identité (2.b)p 0 de
’ ’

|

P
(2.b) y et multiplions les deux membres de 1'identité ainsi obtenue par n2
Psy
ce qui, avec des notations évidentes, nous fournit 1'identité :
3
z°F 2.b 2
n [( b - .b)p’o]

Ps5
dont nous notons (Dn""’@n les termes de type (D,...,® tels qu'ils ont
été définis en (2.b').

Nous montrerons ci-dessous que, pour p,y fixés, on a :

(2.0) D, 0, @,>0, @ L0, @ Lo

n

Ainsi, 1'étude asymptotique de @n, c'est-a-dire :
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P
{n? (Ip(%,t) - Ip(O,t)); yeP ,t 20

est ramenée a celle de ®n’ expression que nous écrivons sous la forme suivante,

de facon a pouvoir appliquer immédiatement le théoréme B :

3
t
2.d) n’zf deuf (D)(n(s -8)) 8]
0 0 %
ol : G(p)(X) =y xy) - y. X)) ; v (X)= 1 % ) ; o, (x) - 5
. y Yp y Yp ’ Yp x T ' 1% l_7

Le théoréme Ap découle alors du théoreme B et de la construction des mouvements

browniens fractionmnaires présentée en [11].

(2.3) Nous montrons maintenant les quatre convergences €n Drobablhte 2.0).

Auparavant, remarquons que si 1'on note toujours y(x) = | x| p’ on a :
W = (2p) -% S MG = QPGP — -
X x|*
Pour simplifier la discussion, nous commencons par SuUpposer g, = B:) P-p.s.
. . P
(i) Montrons tout d'abord : @n == 0.

g et g' étant indépendants, et vérifiant : By * Bé, il nous suffit de montrer que
pour un mouvement brownien (6 ,$ 2 0) issude 8y * 0, ona:

1.1 |.>»

J (t ) dS\ >
ALY pln>e
o e -XIP sl

def?'n('

Or, 2 1'aide de la formule des accroissements finis, et de la majoration :

1
— o (27

e N ||

P, 0 est tout a fait semblable.

La démonstration de : (D,

(ii) Pour montrer que ® n 2, 0, on peut remplacer la martingale locale qui

constitue @n par son processus croissant, et il s'agit donc de montrer avec les

. . X .
mémes notations qu'en (i), que, si 1'on note en outre en(x) = | >’ on a :
- x
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t
def 3-2p DA Z P
K (t,y) % n J as fo,(6g - D = 0 (6017 2o 0,

0
De méme que précédemment, on a :
t
— : 2( 1-2p ds |\ _
im K (t,y) < lim |y] (n J —>5) = 0.
Mo N 0 s
P

> 0 est tout a fait semblable.

La démonstration de : @n

(iii) Dans le cas ol By = Bé, nous allons montrer directement, avec les notations
introduites en (i) et (ii), (Gs,s 2 0) désignant maintenant un mouvement brownien

dans Rs, issu de 0, que les quantités

E[Jn(t,y)] et E[Kn(t,y)] convergent vers 0 lorsque n »> =,
On a, par scaling :

_ A2 2 . _1 2
E[Jn(t,y)] =n E[J1 (tm®,y)1 E[lgl(t,y)] =4 E[K1(tn »¥)1
Le probléme est donc ramené a 1'étude asymptotique, lorsque t + «, de
E[J1(t,y)] et E[K, (t,y)].

Or, a 1'aide de la formule suivante, valable pour toute fonction £ : RS >R,

borélienne :
EHt ds £ ] = c J‘ll:—l £ [, V2 aw ,
0 |x]“/t vw
on montre facilement que :
si p>1, E[J1iﬁ°6,y)]
1, E[J1 (t,y)]

A

© et E[K](w,y)] <o

si p

0(log t) ; E[K, (t,y)] = 0(log t) ;

si p

A

1, E[J1 (t,yn1

2]-(1'13) 1-
o )s BIK, ] = 0™ Py,
Ces estimations entrainent  aisément le résultat cherché.

(2.4) La réduction que nous venons d'effectuer du théoreme A, et plus généralement
du théoréme Ap, au théoréme B, ne nous permet de conclure, en toute rigueur, qu'a
la convergence en loi des marginales de rang fini des processus :

N

-p
nt o @E0 - L0,

lorsque n >« et que (y,t) décrit R3 *R_.
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. . 3 .
Pour montrer la convergence en loi des processus continus en (y,t) €R xR+, il

nous reste a vérifier les critéres de tension, dérivés du lemme de continuité de
Kolmogorov ou de celui, plus sophistiqué,de Garsia-Rodemich-Rumsey. Par souci de

concision, nous ne considerons aque le cas p =1, et, parmi les processus qui

figurent en @n, @n, @n’ @n

t
-V -n!
0 IBs Bs n| lBs le
et
vV (y,t) = n'/2 i dg -(e(pg ' -L) - (g -g')), ou 0(g) = 8,(&) --£
n'? 0 U u "u n uu "’ 1 |& :
En posant Gu = eu—sl'l, on obtient, vour k >0 :
p] ¢ K2 t o 1 X
[sup IU ¥,s) - U, (z,s)| ] E[(f dul v " = ) ]
st 0 ey-Xl o7l
. ly-z|X E{(ft du )k]
n*/2 0 |s,-Zlls,- 2l
u u n
A . . 2 1 1
En utilisant la majoration : <

Y
lal|b| |al |b]

t
et 1l'estimation : sup E[(101 f ds 2>k] ®»  (voir, var exemple, Yor [10],
t22 gty |B-1]

lemme 2), il vient :
[sup IU (y,s) - U (z ,S) | ]
sst

ly-z |¥

Ckl]—E/_Z' (1 + logn + log (T—) + log (TT)

WA

k 1 1)k
C Iy-z| \1 + log" (l l) + log (m)}

IA

Cette estimation étant valable pour tout k > 0, on déduit aisément du lemme de
Garsia-Rodemich-Rumsey (voir, par exemple, Bartow-Yor [ 1], ». 203) que la suite
des lois des vrocessus U, est tendue.
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On a, de méme.:

E[zgc’ [V, (y,s) - Vn(z,s)lk] < n¥/2 E[(J; du Ie(su"rvi) - 9(5u‘%)|2)k/2]

A 1'aide de 1'inégalité élémentaire : *T:T - TET, <

2=Z-|b" on obtient :

k ]y—z|k t du \k/2
E|lsw |V_(y,s) -V (z,8)| | = E J _— .
[Sét n n ] nE}Z [( 0 ldu_% 12) ]

On en déduit, de méme que précédemment :

k k + 1 \k/2
E[z:rt) IVn(y,s) - Vn(z,s)l ]é C |y-z] (1 + log l—y‘—) / ,

ce qui implique que la suite des lois des processus Vn est tendue.
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3. Démonstration du théordme B.

(3.1) Préliminaires.

(1) L'indépendance de (8,8') et B reposera sur le résultat suivant :

t u 2
(3.2) F_(0) def [3/2 IO du [0 om(s,-6]))-d8}, L0

(I1 suffirait de montrer la convergence en probabilité vers 0).

Pour démontrer (3.a), on peut raisonner composante par composante, et on peut donc

supposer @ ‘R >R telle que [dx |¢>(x)|2 < @,

Faisons, d'autre part, la majoration suivante, 2 1'aide de 1'inégalité de Cauchy-
Schwatz :

t u
(3.5) ([0 au n/? JO o(n (8,-81)) 48} |

t u
< 3 _a')).dar! 2
<t L) du n (L) t".')(n(Bu Bh)) d6h> .

L'espérance de 1'expression qui figure en (3.b) est donc majorée par :

t E[J

Or, on montre aisément (voir (3.2) ci-dessous, et plus généralement , (3.6), (1)) :

t u
. dun> ]O o] (n(Bu-B}'x))dh] -t [ axl6l200 BLa,01.

(3.0) sup Ela(y,t)] s C Vt.
y€R3
On a donc, finalement :

BI(F ()71 5 C /2 [ ax o |2
En conséquence de cette estimation a priori, on peut SupposeT o : R3 ->R3 boré-
liemne, bornée, & support compact .
Ecrivons maintenant Fn(t) sous la forme d'une i_ntégrale stochastique en dB}'l.
On-a :
t

@ = [ 3% [ auoms -81))1-d8]
l:n)'on hu DEPY Ph Bh’

d'ol :
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t t t
ah fh du Ih dv oln(8,-81) (8 -81)) |

n
[32]
—
=]
w
—

2
E[(F, (£)%]

3 t t t
w6 an [ o [ av otme, e otma,-gp) ]

0 h u
Nous montrerons ci-dessous que, pour £f,g : R3 >R, boréliennes, bornées, a support
compact :
3 t t t L1
-g! -g')) =
(3.0) . [O dh Jh du fu av £(n(8,-8))gn(8,-81)) 2> 0,

ce qui implique a fortiori : E[(Fn(t))Z] > 0, c'est=a-dire (3.a).

N>

(ii) L'étape suivante dans la démonstration du théoréme B consiste & montrer
que le processus croissant de 1'intégrale stochastique (réelle) :

t u
3/2
0% [ as,e[ otnts o) -a
0 0
qui est précisément :
3 t u , 2
- . '
n [O au l[o o(n(s,-81)) -ds
a méme limite en probabilité que :
3 t u
0 [ au [ ab llotmes, s 1P
0 0

[En effet, & 1'aide de la formule de densité d'occupation, on voit facilement que

cette derniére expression converge vers «(0,t) [ dx |@(x) HZ]

Pour étudier le comportement asymptotique de :
3 (t u 2
-21)) .dr!
n JO du IL) o(n(8 -8))) dﬂhl s
on peut a nouveau supposer @ : R3 +R3, boréliemne, et satisfaisant :

fax|o(x) I2 < o,

Introduisons maintenant les notations :
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u n,
Mﬁn)(x) - f o(n(x-)) -8}, hé?)(x) = n/? M&n)(x),

o

et NV = G 0)? - HD o
; w(m)
Le processus croissant de (Mu xX),uz0) est:
u
A 05, = 0® [ otmeeegy) an,
0

et il nous suffira de démontrer :

ft v N
(3.e) I au( ™ g )% - ™ (8>,

Remarguons tout d'abord que la norme L1 du membre de gaucte de (3.e) est majorée
par :

ZE[Jt

L (n) 2
, Q0" e ]

t u
ZE[{O dund Jo dh |®[2(n(8u—3£))]

IA

¢ 1/2 J dx IQIZ(X),
comme on 1'a vu en (i).

On peut donc, pour montrer (3.e), se restreindre au cas ol @ : R3 —>R3 est boré-
lienne, bornée, a support compact.
Considérons maintenant :

E[(Itdu Nﬁ“)(su)\z]

ZE[I

t
o Lo )

t
M), @
du [u av N g N (8]

1
N
[xs]
—
—
o

t t
on® £ [ au | dvj ah on (s, -8} -0 e, (8 M (8 |.
0 u 0

En redistribuant les puissances de n, on se raméne 2 montrer la convergence vers 0

de 1'espérance de :

t t
RORES [ an [ au [ av otnte, e -0, ~e ™ (e N (8,
0 h

u
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soit : (3.f) E[Gn(t)] g 0.

Par définition de «(y,t), on a, pour toute fonction f£ : R3 +R, borélienne :

t t
E[fo du [u av €580 = [ay £ Blatr,00] 5

2
d'ol, en posant ps(y) = )3/2 exp (- | l ), on a :
(2n

t t t t
Ela(y,t)] = JO du Iu dv Du+v(y) SJO du I dv pu+v( y).

En conséquence :

t u+t : 2t o) 1 2t av E
E[a(y,t)]if duj dv p y)é[ dv p. (y)v = J — = Cevt.
0 u v 0 v a2 lo W

{3.3) Démonstration de_(3.d).

1

I1 s'agit de montrer la convergence dans L vers 0 de 1'expression :

t

t
%m=ﬁf®hmimmw%mmsw3
u

En fait, nous montrerons, plus précisément, que :

0

n’ E[Hn(t)] converge vers une limite finie.

2
3 1 |x| )
. £ = = - .
Posons n(y) n~ f(ny) et pu(x) (2n-u)3/2 exp( 7
On a:
E[H (t)]

t t u
E[IO du Ju dv JO ah [ax B,00 £,(8,0 g(n(s, )]

rt t n '
= E[Jo du Ju dv J dy Jo dh p, (y-8,) £ (y)gn(g -8) + ny)]

t t u
= E[j du Ju dv J dy L) dh ph(% - Bu) £(y) g(n(BV‘Bu)+y)]
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rt-u

t
= fdy £f(y) de f du P, x) f dh ph(X -x) fdz J dv pv(z) glnz+y).
0

u u
. Y
Or, pour tout x # 0, on a : jo dh ph(n x) reng JO dh ph(x)

de sorte que 1'intégrale en (dx) converge vers :

d Jox(], wno)

(i1 est facile de montrer que cette quantité est finie).
Considérons maintenant 1'intégrale en (dz) que nous multiplions par nz, soit :
2 t-u 1 t-u £
sz [0 dv pv(z) glnz+y) = 2 Jda fo dv P, ) 8E+y).

Or, on a :

t t 2 tn 2
‘fdv g_1f dv ] f dw (_ lgl
- P. 2) = — exn; - = —_— - .
n g v(n nJ, (ZW)SZY < 2(n2v)> 0 (2nw)3/2 exp\ 2w >

Cette expression converge, lorsque n - ©, Vers :

- lel?y _ 1 r 1
Jo 3; XP( T) Tel 0 (Zm)3}2 V) = 7w 3

Finalement, on a montré :

t
2
2 fdx 4(0 du pu(x) } fdy £(y) J-Z—“—ET gle+y).

Les remarques suivantes permettent de mieux comprendre le résultat précédent.

En conséquence de 1'indépendance des accroissements du mouvement brownien B, la
variable Hn(t) a méme espérance aue :

~ 3 t t t-u
H(® =n fo dh fh du fo dv £ (B -81))gm (A A ~8])
ol 8" est un mouvement brownien & valeurs dans R3, issu de 0, indépendant de B8
et g'.

En utilisant maintenant, d'une part la propriété de scaling pour le mouvement
brownien g'", et d'autre part la formule de densité d'occupation qui fait interve-
nir les temps locaux d'intersection (a(y ; dh du) ; y €R3) de (8,B'), on
obtient :
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a(§ ; dh du)

n (t-u)
[ av gCeMy),

ot E 0 @ ( dy £0y) f
hsust

d'ol 1'on déduit aisément le résultat de convergence en loi :
2 B =D fay £ [(av gy al030)
i N Y 0 v o
Compte<tenu de ce résultat, il est maintenant naturel de se demander si la suite

des processus : (n2 Hn(t) ; t 2 0) converge en loi lorsque n -+ «.

Nous ne savons pas répondre a cette question.

(3.4) Démonstration de_(3.f).

Nous ne donnons que les principales étapes de la démonstration, inépirée fortement
des arguments de la partie b) du paragraphe (3.3) ci-dessus.

a) Introduisons la fonction de 3 variables :
N
W ey = B 00 B () | gy 2]

et remarquons que l'on a :

(n)

= x;2) 8™ (y52)

3.9 th x,y;z)]| s Gﬁn)

ol 1'on note, pour ¢ € R : sﬁn)(ggz) = E[(ﬁﬁn)(z))zlsﬁ=z]1/2.
On a alors :
E[G (D] = n° ra[ft dh ft du ft dv on(B,-81)) 08 -81)) v\™ (8.8, ; 81 ]
n o P, P’ Ot By)) vy By By 5 B -

D'aprés (3.g), la valeur absolue de 1'expression qui figure dans la dernigre
espérance écrite est majorée par :
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t t t
-R! -t (n) et (n) ent
jo dh Ih du fu dvlol (e 80)) o] e -85 (8808 (8,380
En conséquence de 1'indépendance des accroissements du mouvement brownien g, cette
expression a méme espérance que :

Ca [ w tw o] (n(8~81)) |o] (n(g! ) M) (greg g1
Jjo] af -8 ol megres -600) 6™ (8 i) 6 (as 1)
ot B" désigne un troisiéme mouvement brownien a valeurs dans RS, indépendant de
get g'.

En utilisant maintenant, d'une part la propriété de scaling pour le mouvement brow-
nien g", et d'autre part la formule de densité d'occupation qui fait intervenir
les temps locaux d'intersection (a(y;dh du) ; y €R3) de (8,8'), on obtient :

2
(t-un
X, dw 1t
E[Gn(t)] < fdxlﬂ)l(x) E[(hgugt u(ﬁ,dh du) fo n—z- (@] (x+sw) .
W E g™ g,

En remplacant (t-u)nz par « comme borne de 1'intégrale en dw, et en explici-
tant la valeur du potentiel en 8" ainsi obtenu, il vient :

E[Gn(t)] (dx lo] () [2—‘LT |®] (x+y) ..

: EH

b) Pour simplifier la discussion, nous considérons simplement :

(n) (n) x _X
( ; dh du) (—+ ;B4 )6 ( + B13B))
heust ‘2 B3 8h h b]

& 5™ (g1;80)% au Lieu de ‘7 o E v giene™ AL 4 gren).

Nous allons montrer que, pour tout x € R3 :
1 .(n) 2 _ A1
(3.h) (ﬁ 8y, x,x))° = O(ﬁ)

estimation dont on peut déduire, a 1l'aide des majorations faites en a), que :

1
E[Gn(t)] = O(h-).
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¢) Pour montrer (3.h), nous utilisons le grossissement de la filtration naturelle
de (81'1 ; uz0) par la variable 81'1'

De facon a simplifier les notations, nous remplacons partout, dans €e sous-
paragraphe c), la notation (sl'l,u > 0) par (Bu,u 2 0).

Rappelons que la décomposition canonique de (Bu,u 2 0) dans sa filtration natu-
relle grossie avec la variable Bh est :

- B " s s
By =Byt fo S s

v
ol (Bu,u 2 0) est un mouvement brownien indépendant de la variable B .

En conséquence de cette décomposition, on a :

& 8 ,x00% 5 20a,Gem) + by W,

h 2
a,(x,n) =n E”O ds |o| (n(x-Bs))[Bh=x]

et
B_|

n E[(K; ds |o| (n(x-B)) —l—-h——> |B —x]

En retournant le mouvement brownien B au temps h, on obtient les égalités :

bh(x,n)

a, (x,n) = n E”: ds |¢|2(nBs)(Bh=x]
et
by (x,n) =n E[Uz ds ]zs' )2|Bh=x].

On a maintenant, par scaling :

2
hn
aoom = LE[[ © as o BB, =]
et 2 | I
hn' B
1
by (x,n) = = E[(L) ds || (B,) ——-) |B =xn].

Le résultat (3.h) découle alors de ce que, si 1'on note :
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c - td 2 t IBs!
- jo s lol?®) et D, [O as loj ) —=

on a :
(3.1) E[C, |B, =xVE] 52> EIC_] (< =)
et
) 2in o 2
(3.3 E[D{|B, =xvE] 52> EID]] (< ).

La démonstration, aisée mais un peu fastidieuse, de ces deux points est laissée au

lecteur. Vérifions simplement que la variable D_, associée & un mouvement brownien

B issu de 0, a valeurs dans Rd, pour d entier quelconque, appartient & tous les

Lp (p < =).

© étant bornée et a support compact, on peut remplacer |0[(BS) par 1(|B ls1)
AE

(pour simplifier). On a alors :

00

®ds ds
I0tps | 210 1 el < [ % N -

s
Or, quand ¢ -+ 0, on a 1'estimation :

€
P p+d-1 d+p
E[|B1| 1(lB1|,<.€)]§c1 Iop dpsc,ye
ol < et <, sont deux constantes universelles.,
On a donc :
-tasd
By lp=os 2 P) s
(1B s>
Vs
d'oll 1'on déduit : HDWHp < o,

(3.5) Démonstration de la seconde partie du ‘théoréme B.

o™ ) %f 372 o(nx) satisfaisant :f dx Ilcb(n) x) ||Z = [ & [lo(x) ||2, il suffit de
montrer la majoration cherchée pour n = 1.
On a, d'aprés les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy :

E[zg I, 0,91 s ¢, E[(Jz du (ﬁ: <b(su-e;)-ds;|2)p]-
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En développant 1'intégrand en du, on se raméne a majorer les expressions :

E[q du(f £(a,-8pav )7 P,

ot (yg) désipne wne composante du mouvement brownien (B ), et £(+) une compo-
sante du champ de matrices @(.).
Pour simplifier 1'écriture, notons :

u
h(u,s) = f(Bu—B;) et H(uw = IO h(u,s)dyS

Introduisons encore (v.pk( ) ; k=1,2,...) base orthonormée de LZ([O,t],du).
On a alors :

t t (t
2 2 2
d = d = d .
fO u HW® = 5, (JO du wk(u)F(u)) I UO (L u @ () h(U,S))dYS)

A 1'aide de 1'extension des inégatités de Burkholder-Davis-Cundy aux suites de
martingales, on a :

E[(f du Hz(u)) 5 J ds (Jt du g, (u) h(u,s))z)p]

(q:.k) étant une base orthonormée de L [0,t], on a :

t
qu du g (Wh(y, s)) L du b2 (u,s)

et donc :
t

E[(ﬁ du Hz(u)>p] 5 ¢, E[(fo du f: ds hz(u,s))p].

Appliquons maintenant la formule de densité d'occupation. Il vient :

t u
J duf ds K (u,s) = [dx £ ax,t) = de fz(x))f A0 alx,t)
o Jo

_ &

> est une probabilité sur Rs.
Jdx £9(x)

o du(x)

On déduit alors de 1'inégalité de Holder que :

E[(f: du f: ds hz(u,s))p] < (f dx fz(x)}’ sw Ela(x,t)P].
X

Nous montrons ci-dessous 1'inégalité

(3.k) sup Ela(x,t)P] < ¢ tP/2
x p
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ce qui termine la démonstration de la seconde partie du théoréme B.

(3.6) Régularité et intégrabilité des temps locaux d'intersection.

Ce sous-paragraphe est consacré, d'une part a la démonstration de (3.k), d'autre
part a celle de (1.b), les deux démonstrations s'appuyant pour 1'essentiel sur la
formule de Tanaka-Rosen (2.b)1 o X décrivant RS.

b

(i)  Pour montrer (3.k), il nous suffit de prouver que les terme ®x""’®

qui figurent en (Z.b)1 x Sont bornés dans LP, uniformément en x, par Cpt”z.

X

En ce qui concerne les termes ®x et ®x’ cette propriété découle de :
t_ds W p/2
(3.9 swp E[(J ———-—) ] sc 2,
X 0 |8x| P
ol (Gs,s 2 0) est un mouvement brownien a valeurs dans RS, issu de 0.

L'estimation (3.%2) est une conséquence immédiate de la formule d'Itd suivante :

3 t ds
pour tout x € B, Ist-xl - |x] = ey * (

0 [8¢-x]

avec (et,t 2 0) mouvement brownien réel.
La majoration dans LP, uniformément en x, des termes @x et @x, par Cpt”2

découle immédiatement des inégalités de Burkholder-Gundy, les intégrands qui figu-
rent dans les intégrales stochastiques étant uniformément bornés.

11 reste finalement a estimer ®x’ c'est-a-dire a montrer, avec les notations qui
suivent (2.d), 1'inégalité :
t u
. —atey) odrt [P n/2
(3.m) s;:p E[\IO dg, fo y1(su By x) desl } < Cp t/ e,

A 1'aide des inégalités de Burkholder-Gundy et de 1'in€galité de Holder, on se ra-
méne & montrer :

t u ;
1 ds D/2
3.m") sup—'{ duE(f >' sC_.
x “lo [ 0 [8,-81x|? Jeg,
Or, on montre sans difficulté :
t
ds + \D/2
E(J ——-Z)P <C(1+log™t)
[ 0 |8g-1] ] P
ce qui entraine, par scaling, que le membre de gauche de (3.m') peut &tre majoré

par :
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1 p/2 1.p/2
C 1 + sup E| (log" ——)F )sC 1+ [ dg(log —) < o,
o y [ |84~y ] P( HE €] )

Remarque : J.F. Le Gall (communication personnelle) nous a indiqué que 1'on peut
montrer, 2 1'aide des calculs de moments faits en [4], p. 478, que, pour tout

X ERS, et tout p entier, on a :

Ela(x,t)P] £ E[a(0,0F] (< =),
ce qui entraine a fortiori (3.k), par scaling.
(ii)  Pour démontrer (1.b), nous nous appuyons de facon essentielle sur la
formule de Tanaka-Rosen (2.b)1’x - (Z'b)1,y’ prise au temps s, x ety satisfai-
sant : |x|, |y] sN.

Le terme () qui figure dans cette formule est, avec les notations du th€oréme B,

D, (®

1 x,y’S)’ olt @X,y(g) = @)((”(e) - d>}(,1)(§).

On a, d'aprés la seconde partie du théoréme B, et les calculs faits en [11] :

IA

E[sup [D1 (mx’y,s) |p]

2.p/2 _p/4
sup Cp(j de Il@x,y(z)ll DR

(3.n)

1A

C, Ix-y[P/2 P/,

Par ailleurs, les estimations de tension faites en (2.4) nous donnent, pour les
termes de type (D, @, @, @, des majorations du genre suivant :
(3.0) E[sup lU(x,s)-U(y,s)lp]§C ) | x-y|P(1 +10g+(—1—) + 10g+(—1-))p-
sst p [x] vl
On déduit finalement (1.b) des estimations (3.n) et (3.0) et du lemme de Garsia-
Rodemich-Rumsey (voir, par exemple, [1], p. 203).
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