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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE CERTAINES

FONCTIONNELLES ADDITIVES DE PLUSIEURS

MOUVEMENTS BROWNIENS.

Philippe Biane

Tour 45-55, 5e étage _

University Paris 7, 2 place Jussieu

75251 PARIS CEDEX 05

Abstract

Let B1,B2,...,Bk be k independent Brownian motions with values in 

study the long time asymptotics of additive functionals of the type:

+ B2 + ... 
+ Bk ) ds ds ... ds where f is an integrable~0 t "0 i s 

1 
s 
2 

s 
k 

1 2 k
0 0 1 2 k

function on The critical cases are d = 2k-1 and d = 2k. We obtain

results of the first order and of the second order (corresponding to

0 ), which generalize classical results of Kallianpur-Robbins,

Papanicolaou-Stroock-Varadhan, and Kasahara-Kotani, for k = 1, as well as

recent results of Le Gall and Weinryb-Yor, for k = 2.

Introduction:

Les fonctionnelles additives des processus de Markov et, en particulier, du

mouvement Brownien, ont fait 1’ objet de nombreuses etudes asymptotiques.

Nous allons commencer en rappelant tout d’ abord quelques résultats

classiques concernant le mouvement Brownien :

Soit 2014~ [R une fonction integrable, et Bt un mouvement Brownien

reel, le résultat suivant resulte de 1’ existence et de la continuite des

temps locaux de B.

1 n1/2 n f (B )ds f f(x)dx

(ici et dans la suite (d) désigne la convergence en distribution)

ou Li est le temps local en x d’un mouvement Brownien réel issu de 0, a

1’instant 1
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Rappelons comment on montre ce résultat:

les propriétés de changement d’échelle du mouvement Brownien,

i 1 i2 f(B )ds a même loi que qui en utilisant
n 
1/2 

o 
s 

o 
s

la formule de densite d’occupation:

dx = dx ~ L01  f(x)dx
~ ~ 

La même démonstration permet d’étendre ce résultat à la convergence en loi

du processus continu

t -~ 1 1 ~2 )ds vers t -~ If(X)dX
o s t J

Papanicolaou, Stroock et Varadhan [11] ont étendu ce résultat au deuxième

ordre : si f(x)dx = 0 alors le processus continu

t ~ 1 n1/4 nt0 f(Bs)ds

converge en loi lorsque n -~ oo vers

t ~ (-2f(x)f(y)|x-y I dxdy)1/2 03B2(L0t)
ou J3(.) est un mouvement Brownien réel indépendant de LO.

En dimension 2 il n’existe pas de temps locaux, mais Kallianpur et Robbins

[5] ont montré que pour f : R2 ~ R, integrable, et Bt mouvement Brownien à
valeurs dans [R ,

Lo 1 g n 
converge en loi vers

ou E est une variable aléatoire de loi exponentielle d’ esperance 1.

Kasahara et Kotani [6] ont precise ce résultat: Ie processus
t

t ~ 1 Logn n0 f (B )ds

converge en loi au sens de la topologie M 1 de Skorokhod vers

t -~ 1 E(t) 
ou le processus E(t) est à accroissements indépendants et tel que la loi de
E(t) soit exponentielle, d’ esperance t pour tout t.

De plus ils donnent le résultat au second ordre:
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si f(x)dx = 0, le processus

t

t -~ (Logn) 1 1/2 ~ ds

converge, au sens des lois marginales de rang fini, vers

t -~ (-2 f(x) f(y) dx 

ou 03B2(.) est un mouvement Brownien indépendant de E.

Nous allons nous intéresser à des généralisations de ces résultats à des

fonctionnelles additives de plusieurs mouvements Browniens.

La notion de fonctionnelle additive de plusieurs processus de Markov a ~t~

introduite par Dynkin [1], et a fait 1’objet d’études récentes (voir

Evans (2], Fitzsimmons, Salisbury [3], Mountford [10]).

Un exemple important de telle fonctionnelle additive est le temps local

d’intersection de deux mouvements Browniens (cf. Geman, Horowitz, Rosen [4]).

Rappelons que si B1 et B2 sont deux mouvements Browniens indépendants à

valeurs dans (d=2 ou 3), la mesure f ~ 1 2 dudv admet

presque surement une densité continue par rapport à la mesure de Lebesgue,

que 1’ on note a.(y, t 1 ,t 2 ); c’ est le temps local d’intersection des deux

mouvements Browniens Bi et B2. A l’aide de a on peut étudier le temps local

d’intersection d’un seul mouvement Brownien, qui joue un rôle crucial dans

l’étude des points doubles de la trajectoire Brownienne (voir par exemple Le

Gall [8], [9])

De l’existence de ce temps local on déduit, par un calcul analogue à celui

fait en dimension 1, le résultat suivant:

Le processus continu

( t 1’ t 2 ) ~ 1 1 /2 -Bs ) 2 > dudv
l’ 2 

n 
1/2 

o 0 1 2

converge en loi lorsque n -~ oo vers

(t t2) ) ~ a(0, ti, t2) ) f (x)dx
En dimension 3, le résultat du second ordre correspondant à f(x)dx - 0

peut s’ obtenir à part ir d’ un théorème dû à S.Weinryb et M. Yor.

Dans [14], ils montrent que le processus

(y t t ) > .-~ ni/2( t )-a(y~ ti~ t2) ) ~ ; Bt ’ Bt1 2 1 2 n 12 
1 2

converge au sens des lois des marginales de rang fini vers le processus
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,t 2 ) -~ ~(y,t 1 ,t ) ~ 2 Bt )1 2 
1 2

où la loi du processus B est décrite de la façon suivante :

B est indépendant de B1 et B2 conditionnellement à a(0,.,.), et

conditionnellement ~, a, B est un processus Gaussien de covariance :

)

(En particulier, conditionnellement ~, a, le processus ~, fonction de sa

première variable est un mouvement Brownien de Paul 

Soit f: R3 ~ R3, telle que jf(x)dx = 0 alors,

f(y) ( 03B1(0,t1,t2)-03B1(y n, t1, t2) ) )dy = -n7/2t1t2 f(n(B1s _Bs ) ) ds1ds2.

1 2 n 1 2 
0 0 i 2 

1 2

( d ) 1 1 i2 n2t10n2t20 f(B1s1 ’Bs ) 2 ) ds1ds2
Appliquant formellement le théorème précédent on obtient :

désigne 1’ espace des fonctions d’intégrale nulle,

Le processus

-~ ~

t2) ~ li4 1 f(B1s ’Bs ) 2 ) ds1ds2
n 0 0 1 2

converge au sens des lois marginales de rang fini lorsque n -~ oo vers

(f,t1,t2) ~ (f,t1,t2), dont la loi est donnée par:

conditionnellement à a, A est un processus Gaussien de covariance:

E[A(f,s 1 s )A(g, t , t ) ] - 2 a(s 1^t1, s 2^t2)

En dimension 4, Le Gall [7) a montré que le processus
t t

t ~ 1 Logn n0 f ( B -B’ )du dv ’

ou B et B’ sont des mouvements Browniens indépendants à valeurs dans R4, et

f: R4 ~ Rest une fonction intégrable, converge au sens des lois des

marginales de rang fini vers

t -~ 
1 

f(x)dx r(t)(2n)2
où r est un processus à accroissements indépendants tel que pour chaque t,r(t)
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suive une loi gamma de paramètre 1/2 et d’ espérance t.

Dans la suite de cet article, nous généralisons les résultats précédents en
étudiant le comportement asymptotique de fonctionnelles additives du type:

A(f, t , 1 ... , t ) - k ) = p 1 0 2... p k + B2s2 + ... + Bksk ) ds 
1 
ds 

2 
... ds 

k

ou les Bj sont des mouvements Browniens indépendants d valeurs dans Rd et

-~ ~d parcourt un ensemble de fonctions satisfaisant ~, certaines

conditions d’ intégrabilité.

D’ après Mountford [10], la mesure

f -~ 1... k + 
... + ) ds ... ds0 p S1 Sk 1 k

admet presque surement une densité par rapport à la mesure de Lebesgue
sur Rd ,si et seulement si d  2k. Nous étudierons les deux cas critiques,
d = 2k et d = 2k-1; dans ce dernier cas on notera a(y,tl,t2,...,tk) ) la

densité de la mesure d’ occupation, dont on sait qu’ il existe une

version telle que la famille de mesures soit

vaguement continue en y.

On a alors la formule de densité d’occupation:

... ) f(Bs+... +Bk ) ) ds...ds -
0 0 1 Sk 1 k

j f(y) . 1... k h(sl, ... , sk) ) a(y, ds1,... , dsk) ) dY
0 0

L’étude de la densité d’occupation a permettra de dégager une généralisation
de la formule de Tanaka qui est ~, rapprocher de formules analogues

pour un mouvement Brownien de dimension 2, dues ~, Rosen [13] et Yor [15].

Je tiens ~, remercier Marc Yor et Thierry Jeulin pour de nombreux conseils

lors de la rédaction de cet article.

1)Enoncé des principaux résultats:

Dans la suite, B1, B2, ... , Bk, sont k mouvements Browniens indépendants à

valeurs dans Rd; (on prendra toujours d = 2k-1 ou d= 2k)

Le théorème suivant résulte immédiatement de la propriété de scaling du

mouvement Brownien ainsi que de 1’ existence et de la continuité de

Y -~ tl, t2, ... , 
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Théorème 1:

On suppose que d = 2k-I.

Le processus

-~ !R

(f, t ,..., tk) ~ n-1/2(f, nt ,..., n t )
converge au sens des lois marginales de rang fini lorsque n ~ ao vers

(f, ti, ... , tk) -~ 

Nous étendons maintenant le résultat de Le Gall [7] mentionné plus haut:

Théorème 2:

On suppose que d = 2k

Le processus

L1(Rd; ( 1+log+ 1 |x|) dx) x (R+)k ~ R

(f,t1,t2 ,...,tk) ~ 1 Logn (f,nt1 ,...,nt k)

converge au sens des lois des marginales de rang fini lorsque n ~ oo vers

(f, t t 2 ... , t ) ... At ) 

ou r (.) est un processus a accroissements independants, tel que 2a 2oi de

soit une loi Gamma de paramètre 2-(k-1) et d’ espérance t.

Ces deux théorèmes sont des extensions de ceux correspondant à k=l,
le processus a jouant le r61e du temps local dans les dimensions impaires,
et le processus fk remplaçant le processus E de Kasahara et Kotani pour

les dimensions paires.

Pour une étude des trajectoires du processus f2 nous renvoyons à l’article
de Le Gall [7] p 522, les processus rk pouvant etre décrits de façon
semblable.

Passons maintenant à 1’ énoncé des résultats du second ordre : 1

Théorème 3:

On suppose que d = 2k-1

est 1’ ensemble des fonctions f e ~(Rd), d’intégrale nulle.
Le processus

3~ x (~+)k  
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(f, 1 "" k ~ 1/4 (f, 1 k
n

converge au sens des lois marginales de rang fini, lorsque n --~oo vers

(f, t ... , t ) -~ A(f, t ... , t )
ou Ia loi du processus A est décrite de Ia façon suivante:

On se donne a(0,.); conditionnellement à a(0,.), A est alors un processus

gaussien de covariance:

Ef A(f, si, ... , s k ) A( g, ti, ... , =

(- 2 03C0k-1(k-1)! jj f(x)g(y) Ix-yI dxdy) a(0, s 1^t1, ..., s k^tk)

Remarque: la covariance (- jj dxdy) est celle du processus

f -~ f(x)B(x)dx ou B est un mouvement Brownien de Paul c’est ~, dire

un processus Gaussien index~ par ~d de covariance 

Théorème 4:

On suppose que d = 2k

 est I’ ensemble des fonctions f e ~(Rd), d’intégrale nulle
c

Le processus

  (R+)k ~ R

(f,t ,t ,...,t ) -~ 
I ~(f,n t i,...,n k)

1 2 k (Logn) 1/2
converge en loi lorsque n ~ oo vers

(f, ti, t ... , t ) -~ n(f, ti, t ... , t )
ou Ia loi de II est déterminée par Ia donnée du processus fk du théorème 2,et
conditionnellement à rk, , lt est un processus gaussien de covariance:

E(iI(f, S1, S2, ... , ti, t2, ... , 

(- 
1 

f(x)g(y)Loglx-yl dxdy) 1’ (s A...AS At A...At )
2k-i~d(k-1 ) ~ 2 k 1 k 1 k

Remarque:

Cette fois ci, la covariance (- f(x)g(y)Loglx-y) dxdy) ne peut plus

s’interpréter à 1’aide d’un mouvement de 

I1 sera clair dans les preuves des deux derniers théorèmes que la propriété

cruciale de ces covariances qui intervient ici est le fait que : :

(-1)k 12a,~k 1(k-1)!8 (y) si d=2k-1
y x
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et

(-1)k 12d i,~k(k-1)!8 (y) si d=2k.
y x

Signalons que les techniques utilisées ici permettent de donner la

généralisation suivante du théorême de S.Weinryb et M.Yor cité précédemment,

dont on peut, comme plus haut, déduire formellement le théorème 3,

mais nous n’en donnerons pas la démonstration détaillée.

Théorème 5:

On suppose que d = 2k-1.

Le processus

(y, ti, t2, ... , tk) --~ n 1/2 ti, ... , tk~’ ti, ... , tk~ 
converge au sens des lois marglnales de rang fini vers Ie processus

-~ 

défini par :

conditionnellement à a(0,.), L est un processus gaussien de covariance :

S1~ S2~ ... , ti~ t2~ ... , =

2 
a(O,s S At , ,s ^t,...,s S At )

~k-1 ( k-1 ) ~ 1 1 2 2 k k

La preuve des théorèmes 1 à 4 occupe le reste de 1’article.

Dans toute la suite de 1’article, afin de ne pas alourdir les notations, on

désignera par la lettre K toutes les constantes intervenant dans les

calculs.

On notera p t ( x ) - ( 2nt ) d/2 e -|x|2/2t 1 a densité Gaussienne.

2) Démonstration des théorèmes 1 et 2:

a) d = 2k-1

n - 1 0 t2 ... 0 tk 1 

+ B2s
2 

+ ... + 

k 

) ds1ds2... dsk

(d) - n d/2 0 t2 ... 0 tk f ( n 1/2 ( Bs 1 1 + Bs 2 2 + ... + )) ds1ds2 ... dsk
les propriétés de changement d’échelle du mouvement Brownien )

- a(x, ti, t2, ... , t k )dx

la définition de a ) )
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f (x) 03B1(n-1/2x, t1, t2,... , tk) dX f ( x ) dx a(0, ti, t2, ... , t k )

d’ou le théorème 1

0

b) d=2k

Les calculs de cette partie sont une adaptation de ceux de Le Gall [7], , la

différence essentielle étant que nous ne travaillons pas avec la densité

gaussienne mais avec sa transformée de Fourier, ce qui facilite les calculs

pour les grandes dimensions.

Pour étudier le comportement asymptotique du processus commençons par montrer

que pour t1,t2,...,tk , la variable aléatoire

Logn O 0 ... p + B2 S2 + ... + Bksk ) ds ds 2 ... ds k
converge en loi lorsque n ~ oo vers une variable de loi Gamma de paramétre

2 -(k-1), et d’ espérance 
( 

1 

k- 1 ) ! 
(t n t n ... n t ) )

Remarquons tout d’abord que la norme L1 de cette variable est majorée par

Logn 0 0 ... 0 E If (B1 S1 + B2s2 + ... . + Bksk ) I 1 ds ds ... ds k

_ Logn o o ... I f ( x ) I ( x ) dx 

- Logn (10 ~0 ... ~0 |f(x) I ( p 
si+s2+... +sk 

(x) ) dx ds 
1 
ds 

2 
... ds 

k

+ 1 i o0 0 ... 00 0 If(x)) [ (21f (S1+ S2+...+ 1 +... + 
1 

ao 

ao 

k

or : ... s +s +...+s (x) ds 1 ds 2 ...ds k 

- 1 ~0 1 (k-1)! I 
(S2) k-2 

2 

k 
e - g 1 +s 2 )

= 0 |x|-20 0 ( k- 1 i ) ! 2 
) k-2 

ds1ds2 (203C0(s1+s2))k 
e - 1 (s1 +s2)

~ K (1+ Log+ 1 |x|)
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et " . , 0 (2TI(si+ S2+... + Sk) ) k 
K

Donc on peut majorer la norme L1 de la variable par

K ( If(x)I ( ( 1+ ) dx ), ’ pour tout n

I 1 suffit donc de montrer 1 a convergence en loi pour des f dans ,
c

le résultat pour des f générales s’ en déduisant par approximation.

A partir de maintenant, f e .

c

On va utiliser la méthode des moments pour montrer la convergence en loi.

Lemme 1: t t

Logn nt10 nt20 ... o + B2s2 +... + Bksk ) ds ds 2 ... ds k
a même comportement asymptotique que

t t t

Logn O 0 ... n0 f(B1s1 
+ B2 s2 +... + ) ds ds 2 ... ds 

k

(où t = t At A ...At .) )

(i.e., , la différence des deux converge vers 0 en probabilité).

preuve :

I1 suffit de montrer que

1 Logn 
o 

t 

nt 0 
... " 

0 

( f (B1 S1 + B2 S2 +. ’ . + ) | ds1ds2 ... 

tend vers 0 dans L1.
Or : :

E j ... ~0 |f(B1s1 + B2s2 + ... + Bksk )I I ds 
1 ds2 ... ds k 1

= nt0 ~nt~ 0. .. 0 (x) dx ds 1 ds2... ds k

‘ I f ( x ) Idx o n t o 2n(si+ s2+ u u)) k (k-3)! ds1ds2du
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- I f ( x)| dx 1 2 ds1ds2du  o0

a

Proposition 1: :

ro ro 
... 

+ BS +...+ ) ds ds ...ds

= (203C0)-d(x) 03C0 (nt0 e-ix,Bjsj> dsj ) dx
(ou f(x) = f fey) 

preuve:

D’après la formule d’inversion de Fourier, et le théorème de Fubini: :

t t t

ro ro 
... f (Bs + Bs +... + ) ds ds ...ds0 0 0 1 2 k 1 2 k

e -ix,B1s1 + s + ... + s > dsids2...dsk dx

= (203C0)-d f " ( x ) n 
1 

-ix, Bjsj> dsj] dx

Lenme 2:

’2014 k [ 
-ix, 

] dxLogn J 
f(x) n o e SJ ~~ dx

a même comportement asymptotique que:

(2n) - |x|1 j=i k ) dx
(i.e. la difference des deux tend vers 0 en probability)

preuve:

I1 suffit de montrer que



209

1 Logn (203C0)-d|x|1 ((x)- f(0)) 03C0( nt0 e-ix,Bjsj>dsj) dx

" 1 Logn )203C0)-d|x|~1 (x) 03C0(nt0 e- ix,Bjsj>dsj) dx
convergent vers 0 dans L . Or:

E (f(x)-f(0))n ( e ) dx )2]=~)x)l J=lL"o o ~

~f jx f jx !f(x )- f(0))!f(x )- f(0)) 1’ 

k r~~ 
~ 
-ix ,B~ > -Kx ,B~ > 1

J e ’ 2, Bjvj duj dv j] dx1dx2

f étant a support compact, , !f(x)- f(0)| ~ K !x), , d’ ’ où :

f |x1||x2|

J f e’ ’ . e’ ’ 
’ 
2 
v

) e’ ’ ’ 
’ 
2 
u 

du dv)k dx1dx2~00*- J J ~ 

~ K f 

~’~20142014~~ J ~ ...~~ J 
f )x)!x ) 

’’)x~l’’)x~)l * ~

,. f,- .-~.~"’ I’f,- .-~.-~ °’1" dX~ ~~’ j [ ~.~.’ J "-~
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~ K 

x 1  1 
1 I-(2k-1) dx 

1 r 1 y 1 2 r 1- e-1 2|y|2 
nt k 

d~ 

1 
~1 

~1~ ’ ~1 ’!y!2[ ~ ~y~2 ~ J Y

~ K Logn pour n assez grand.

Un calcul du meme type permet également de majorer la norme L2 du terme

|x|~1 (x) 03C0 ( nt0 e-ix,Bjsj>dsj) dx par K (Logn) ce qui termine la

preuve du lemme.

a

I1 reste maintenant ~. ~valuer les moments de

L(n) - J I x I  I n i ) nt0 e-ix,Bjsj>dsj ) dx

Avant de commencer le calcul on introduit quelques notations : :

S designant 1’ensemble des permutations de [l,p], , pour tout couple (~,o~) de
p

S P x S P on pose ø ; )

ou est 1’ensemble o~(1), 0~(2), ...,o~( j) A o~(1)-1, , 0~(2)-1, ...,o~( j)-1
désigne la difference symetrique) )

Q P est 1’ ’ ensemble des (y,r,r,...,o* ) 1 03C32, ... , ) tels que 03C603B3,03C31 , 03C603B3,03C32,... , , § y , a
soient bijectives.

Lemme 3: :

lim P card i~limn ~ ~ (Logn)-
P E[L(n) ] = 

((k-1)!) 
card 03A9

P

preuve: :

Le moment d’ordre p ~, ~valuer vaut : :

!l !l

E ... e j=1 
j j’ Bsj>ds1ds2...dsp] ) kdx1dx2...dxp

Le terme a 1’ ’ interieur de la parenthèse vaut : :
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P

t t nt 

_ 
i ~ ~x 0’( j) , g 

s +...+s 
> 

]o 0 ... 0 1 
+ ... +spn

tEe j=1 1 j dsids2... ds P

=  
S ... 1ps +...+s nt0’ES 0 0 0 1 p
P

E e 2 
I x0’( 1 ) + ... + I 

2 

j ] dsids2... ds P

Cette expression peut être majorée (resp. minorée) par l’intégrale sur

t t

1’ ensemble des s tels que sint, ... , s nt ... , s n ) :
j 1 P P PP

la renormalisation étant en Logn, il suffit donc de eonsidérer 1’ intégrale

sur sint, ... , s P nt, qui vaut :

L p [ 1- e 
2 ~ ( 1 ) 

+ ... + x°. 
( 

) ~ 2 nt 
t 

]
P 

j=1 ~ x°,( 1 ) +... + 2
le moment d’ ordre p que 1’ on considère a donc la valeur:

|x1|1 Ix211 |xp|1
. 

[ 
1IX +...+ X I2 nt k

p 1- e 
2 0’( 1 ) 0’( j )

0’ES j=1 [ X +... + X |
2 ] ] dX 

1 dx2 ... dx p
p 0’(1) 0’(j)

... p. i 
p 1- e - 2 ( x 1 + ... 

+ xj|2nt |x1+...+ xj|2]

p 1- e 
1 2 |x03C3( 1 ) 

+...+ x 0’( j ) |2 nt 
k-1

=J 1 Xli n l/2J I x I n 
l/2 

... J I x I n 
l/2 

P i 1- e -1 2|x1+...
+ 

xj|
2

[ L n P 1- e 
-1 2 I X 

0"( 1 ) 
+... + X 

(T( j) 12] dx dx ... dx
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= JJ... I 
t/2 

p! P ~ 1 [ 1- e - 21Y j 12 
2 

]... 

K(nti2) 
p. 

j=1 ly j 12

L p 1 _ e 
211 y0’(i) YO’(i)-1)I I 

] dydy...dy

ou on a posé yo 
= 0 et est un ensemble tel que:

B(0, n P t 
i2 

) 
p 

c K(nti2) c p nt/2))p
La renormalisation étant en Log n, il suffira de considérer 1’ intégrale sur

B(0,nt/2)p. Par un argument semblable à celui de Le Gall [7] p. 514-515 on

montre que 1’ expression ci-dessus est équivalente quand n ~ ~ à :

P 1- e _alY j la... 1|y1|nt/2,..., 1|yj|nt/2 
p. j=1 1 [1 

- 

I yj| 2 ]

[ L 03C0 [sup I y 
1 

I - 
1 1 

k-1 dy 1 dy 2’ .. dy
Là encore, le même calcul que dans Le Gall [?] p. 515, permet de conclure

au résultat du lemme.

0

I1 reste à calculer card St, ce que 1’ on fait au moyen d’ un lemme
P

semblable au Lemme 2.5 de Le Gall [?].

On introduit tout d’abord la notion d’extension:

Soit (~, ~) E S x S , on di t que (~’ , o~’ ) E S x S est une extension
p p p+1 p+1

de (,03C3), s’ il existe k, 1 entiers ~ p+1 tels que:

o~’ (k) - 1 ~’ (1) - 1

o~’ (i) - o~(i) + 1 si i  k ~’ (i) - ~(i-1) si ~(i-1)  1

o~’(i) - o~(i-1) + 1 si i > k ~’(i) - ~(i-1)+1 si ~(i-1) > 1

Lemme 4:

a) Soit (’,s’) E Sp+ix Sp+1, une extension de (,03C3), telle que 03C6’,03C3’ soit
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bijective, alors ~ ~ est bijective.
b)Soit e S p x S tel que 03C6,03C3 soit bijective, si 1>1 il existe

exactement deux extensions de ’(1) = 1 telles que

1. application , associée soit bijective; si 1=1 il n’en existe qu’ une.

preuve:

Soit (,03C3) e S x S , , k, 1 ~ p+1 et (’, P’ ) ) 1’ extension associée, on va
p p

exprimer ~~,, ~ ~,, , en fonction de ~~,~ ~,. On note r 1’ entier tel que 1.

Si rk : : pour ir ~~,, ~~,, (i) - ~~~~,(i) 
= ~~(i)+l 

pour r~ik ~~,, ~~,, ,(i) = (~ (i)+l)vl

pour ~~’, ~~’, (i) - ~2~~~’(i-1) 

Si r~k : : pour ik ~~,, ~ ~,, ( i ) - ~~,~ ~,( i ) 
= ~,(1)~1 

pour k~ir ~ , y (i) - 

pour i~r ~f’ ~ o~’ ( i ) - ~2~ , o~ ( i -1 ) 
- ~~,~ ~,( i-1 )+1 

On verifie alors facilement le a) d’après ces formules.

Pour le b) on voit que, étant donne e Spx SP, , tel soit

bijective,

si 1 = 1 seule 1’ extension obtenue avec k = 1 convient

si 1>1, les deux seules valeurs de k qui conviennent sont données par : i

kl = sup (ir; 2’( i )1 )

k2 = inf (i~r; (i)1), ou sup 0 = 1, inf  = p+1.
a
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On deduit du lemme 4 que card Q =  (1 + 2k _ 1(j-1)), ce qui montre,
P 

j=i
à 1’ aide du lemme 3, que

Logn 0 0 ... p f ( B1 S1 + BZ S2 + ... + Bk ) Sk ds 1 ds 2 ... ds k
converge en loi lorsque n ~ oo vers une variable de loi Gamma de paramétre

2-(k-1), et d’ esperance 1 ff(x)dx (t n t n ...A t )
Le meme argument que dans Le Gall [7] permet alors de conclure à la

convergence du processus au sens des lois marginales de rang fini, ce qui

termine la preuve du théorème 2.

3) Demonstration des résultats du deuxième ordre:

On suppose dorénavant que f E et j f(x) dx = 0.
Rappelons que 1’on s’est placé dans les cas d = 2k ou d = 2k-1

On va, pour étudier le comportement asymptotique du deuxième ordre, se

ramener à 1’ étude d’ une integrale stochastique, suivant la méthode de

Papanicolaou, Stroock et Varadhan [11], en identifiant la fonctionnelle

additive comme dernier terme d’ une formule d’ It6.

Proposition 2:

t10t20...tk0 f(B1s1 + B2s2 +...+ Bksk ) ds1ds2...dsk

= (2n) _ f " (x) 2k 2k 03C0 ( 1 - e 
-ix, 

n i t j x, dBs > ] dx

o j ~

preuve:

D’après la proposition 1 on a

1 2 ... tk f ( Bs 1 + Bs 2 + " ’ + Bk s ) ds 1 ds 2 ... ds k
0 0 0 1 2 k 

1 2 k

= (2K)’°) e ] dx
D’ après la formule d’ Itô :

I t j e 2 2 ( 1 - e + i I t j e > 1 ;

o J L o j -’

en reportant cette formule dans 1’ expression au-dessus et en développant,



215

on obtient le résultat

0

Nous allons voir que dans 1’expression obtenue dans la proposition 2, la

contribution des termes correspondant à J * est négligeable. Plus

précisément, en notant AJ le terme de la somme correspondant à J, on a:

Lemme 5: :

Si d = 2k, K

Si d = 2k-1, K (1 + si J * [l,k]

K (1 + si J = [1,k]

preuve :

E[ |A
J 
|2] = f(x ) 1 f(-x ) 2 

fl E 1 - e j > ( 1 - j > ))jEJ

E ( i , dBs > e ix 2 Bs j > x2, dBs > ] dx dxj J ~ o 
~ j o 

~ j ~ ~ ~

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

E ~ ~ 1-e - ixi, B~ j > ~ ~ ( 1-e ix2, Bt j > ~ ~ I
* E 1 - e - ~xi, B~ j ~ 2 1/2 E 1 - e ~ 2’ B~ j ~ 2 1/2

- 2 ~ 1-e 1/2 ~ 1-e -2 1/2
D’ après les hypothèses sur f, on  oo et K |x| .

Pour J = [ 1, k ) , on a:

E[ 1  K ( j I f(x) " I 1 1 2k ( 1 _ e-1 2 |x|2tj)1/2)2
‘- K j If(x) I 

- 
1 - e 

1 2 k))1/2)2

Donc, si d = 2k-1 :
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E ( 2 1 ~ K ( x)|dx + 1 |x|2k-1 ( 1 e-1 2 |x| Zt 1 /2 2

0~1 t = t vt v... vt
1 2 k

~ K ( 1 + Log +t) 2
51 d = 2k : :

E[ I A I 2 l ~ K ( I f " ( x ) I dx 2  o0

Passons maintenant au cas ou card J  k.

Tout d’abord:

|E[( i tj0 e-ix
1,B jsx1,dBj) (-1 o e 

2 Sj x2,dBjsj>)
= E ) t j e j > ds . j ) I x1, x2> I ‘ 2 I Xi-x2 I 

-2 
I x ( |x2 I

d’ ou: .

E 2 ] ~ K |(x1) I (-x2) I 1 1 2k 1 2k 1 e 2 1/2
I x 1 -x 2 j-2(k-cardJ) ( x1 ( |x2 I (k-cardJ)dx1dx2

oL~ t = t vt v... vt
1 2 k

Si d=2k: :

j |(-x2)|| x2|-k-cardJ | x 1 -x 2 dx2

~ K j (X 2 |-k-cardJ|x1 
-X 

2 
~ K |x1|d-3k+cardJ

Or 1’ intégrale j ( f (xi ) ( I ( x1|d-4k dx1 est finie, donc la norme L2 à évaluer
est bornée indépendamment des tj. .
Si d = 2k-1 : .

j I f ( -X2 ) ( |x2|-k-cardJ | x 1 -x 2 dx2

~ K j ~ K 

Or 
~ 

j If(X1))  (xi) ~ 1 - e 2 1/2 dxi ~ K 
0
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Posons e(y) = (2~)"~ f(x) -"20142014 k ~ 1 - e -ix,y>~ dx .

’ L J

= 

( 2u ) k-1(k-1)! f f(x) ) ()x! - !x-y)) ) dx si d = 2k-l

= 1 2k-103C0k(k-1)! f f(x) > (Logjxj - Log|x-y|) > dx si d = 2k

et 0(y.y....,y,) > = (-1)cardJ 03B8( 03A3 y) )

On va écrire la fonctionnelle additive (f,t1,...,tk) a 1’ ’ aide de la

fonction 0.

Lemme 6:

00 0 + +... + ) ds 
1 
ds 

2 
... ds 

k

= V tJ0 ~yJ0398(BJsJ, BJctJc).dBJsJ
o(t,siJ= j1,...,jm , Jc = jm+1,...,jk

I/ ~yJ0398(BJsJ, BJctJc).dBJsJ = AJ

=~---~B--v~----~-~--~ )
avec u =s si i ~ J,

=t sinon.

preuve :

D’après la definition de 0

0(y ,y,...,y~) ) = (2~)~ 
. 

~2014 ~ n k ~ 1 ’~ -ix,y> ~ ~" !x! 

Le lemme 6 résulte done de la proposition 2 par derivation sous Ie signe j
a

Remarque :

dans le cas , d 
= 2k-l, , le lemme 6 applique avec f = 5 , , la mesure de Dirac en

0, soil f = 1, fournit une generalisation de la formule de Tanaka des temps
locaux du mouvement Brownien reel, , i.e. on a la formule

a(0,t ,...,t ) = tB~ + B~ +...+ B~ ! + une ’ " 
i "2 B
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qui, dans le cas d = k = 1 se ramène à la formule de Tanaka usuelle.

Cette formule est ~, rapprocher de celles obtenues par Rosen [13] et Yor [15].
On ne justifiera pas, par manque de place, le fait que l’on peut prendre
f = 8 dans le lemme 6.

0

On s’est donc ramené à 1’aide des lemmes précédents à l’étude asymptotique
de l’intégrale stochastique multiple:

0 1 0 2... 0 k 0 yl 0 y2 ...V yk ,..., Bksk).(dB1s1 ;...; dBksk )
Or 1’application k-linéaire 0 

yl 
0 

y2 
...0 

yk 
,..., ) est égale, d’après

la définition de 0, à ~k03B8(B1s + Bs +...+ Bs ), donc cette intégrale
s1 s2 sk

stochastique vaut :

0 1 0 2... 0 k + B2s2 +... + Bksk ). ... ; dBksk ).
Le comportement asymptotique de telles intégrales stochastiques est décrit

par le théorème suivant, extension d’un théorème de Weinryb et Yor [14].

Théorème 6:

Soit L2(Rd ,(Rd)~k) l’ensemble des champs d’applications k-lindaires sur Rd,
de carré intdgrable, (i. e. I |2dx  oo).

a) si d = 2k-I

Ie processus

L2(~d ~ (~d)®k~ X (~+)k
(03A6, tl, t2, ... , tk) ~

n-1/4 1 2... 03A6(B1s1 + B2 +... + ). ; ... ; dBksk )
converge au sens des lois marginales de rang fini vers

(03A6, tl, t2, ... , tk) ~ L(03A6, tl, t2, ... , tk)
ou la loi du processus L est déterminée par:

a(0,...) est donné et, conditionnellement à 03B1(0,...), L est un processus

Gaussien de covariance :

Sl~ S2~ ... , Sk) ~.(~, tl, t2, ... , 

03A8(x),03A6(x)>>dx a(0, s1^t1, s2^t2,... , skntk)

(«.,. » désigne Ie produit de Hilbert-Schmidt dans (Rd)~k)
b) si d = 2k
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le processus

x (~+~k

(~, ti, t2, ... , tk) -~
t t t

(Logn)-1/2 
- 0 0 ... 0 

+ B2s2 +... + BS k ). 1 

; ... ; dBs k )
converge au sens des lois marginales de rang fini vers

(~, ti, t ... , t ) ~ ~(~~ ti~ ~ .. , t )
oft la loi du processus M est déterminée par:

r est donné et, conditionnellement à r , M est un processus

Gaussien de covariance:

S1, S2, ... , Sk) M(03A6, ti, t ... , t ) =

1 (203C0)k(k-1)! 03A6(x),03A6(x)>>dx 
0393k (s1 ^t1 ^s2^t2 ^...^sk^tk)

Avant de passer à la preuve du théorème 6 nous allons vérifier qu’il

entraine les théorèmes 3 et 4.

D’après les lemmes 5 et 6, il suffit de vérifier que

J ||2dx = f ( x ) f ( y ) ( x-y I dxdy s i d = 2k-1

= -2a-i,~k ( k-1 ) ! dxdy s i d = 2k

Par integration par parties,

I = 

or,

s i d = 2k-l ) = 2d,~k 1 ( k-1 ) ! 8 ( y ) ,
y x

s i d = 2k 8 (y), ce qui implique Ak9 - c f,et
done

J = - e ( x ) f ( x ) dx = dxdy

si d = 2k-1

= dxdy si

d=2k

a

preuve du théorème 6:

Nous ne traiterons que le cas d = 2k-1, l’autre étant semblable.



220

Tout d’abord, les propriétés de scaling du mouvement Brownien, le

processus

t t t
n-1/4 0 1 0 2... 0 k 03A6(B1s1 + B2 S2 +... + ). ... ; ; dBksk )

a même loi que

n f2k-1)/4 tl t2 ... tk 03A6(n1/2(B1s + B2s +...+ Bks )).(dBs 1 ;...; ; dBks 1
0 0 0 1 2 k 1 k

Pour montrer le théorème 6, il suffit de montrer que pour toute fonction

h : : (R+)k~ R, borélienne, bornée, à support compact, la suite de variables

" 
ao 00

n(2k-1)/4 j , .. h(S1, S2, ... , Sk) ) ~(ni/2(B1 + B2 +... + Bk ) ) . ... ; )
0 0 

l 2 k S1 S2 Sk S1 Sk
converge en loi, lorsque n ~ oo, vers

fl (( I 03A6(x) I |2dx ) 0 0 ... s2, ... , sk) ) a(0, ds1, ds 2 ... , dsk ) )
où 03B2 est un mouvement Brownien indépendant de a.

Pour cela, considérons la famille de martingales:

Bt, B2t, ... , Bkt, p( n, h) t
où (n,h)t est la martingale continue E[ (n,h)~|Ft], Ft étant la filtration

des mouvements Browniens B1, , B2, ... , , Bk.

E[p(n,h) |Ft ] 
1 = 

t t 
=

nc2k-1)/4 ( , .. h(si, s2, ... , sk) ) ~(ni/2(Bs + Bs +... + ). ... )
0 0 0 

1 2 k 1 2 k 1 k

On va tout d’abord montrer que la famille des lois de ces martingales, sur

l’intervalle de temps [E,T], , est t endue , en utilisant le critère de

Kolmogorov:

il suff i ra de montrer que l’on a

K , , une constante indépendante de n.

et

E[ |p(n, h)t - | 4] ~ K |t-s|2 pour une constante K indépendante de n, t

et s, pour tous s, t tels que 

La, première inégalité résulte facilement des inégalités de

Burkholder-Davis-Gundy ( vo i r [14], , p 244-245). .

I1 reste £ montrer la deuxième inégalité.

Au lieu de la montrer pour la martingale p, nous la montrerons pour

v(n,h)t =
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j j h( s 
1 

, s 
2 

, , .. , s ) k ) + +... + ) ). ; ... )

0s ... s t
k 1

Le résultat concernant p, s’en déduit en faisant une somme sur les

permutations de 1,...,k.

les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy, on a

E[Iv(n,h) - K E[(v(n,h)>t-v(n,h)>$)2] l
~ K E [ (n(2k-1)/2 ts ds1

2

 j ... , j h ( s , s , , ... , sk ) ) 03A6(n1/2(B1s1 + 
+ Bs S + ... 

+ Bs ) ) . ; ... ; ) I 
2 )~]

0s  ...  s
k 1

L ’ express i on

j ... , j h(si, s2, ... , sk) ) 03A6(n1/2(B1s + B2s +... + BS ) ) . ... )
1 2 k 2 k

os  ... u
k

est une martingale en fonction de u dépendant d’un paramétre si
les inégalités de Burkholder-Davis-Gundy Hilbertiennes (voir

Burkholder [12] p 90), , on a:

E[Iv(n,h)t - 03BD(n,h)s|4] ~ K E ( (n(2k-1)/2dsi sup | ... j h(si,s2,...,sk) )~ ~ 
s 

~ 
u~t 

~ ~ 

os ...u
k

2

~(ni/2(B1 + B2 +... + Bk ) ). (dB2 ; ... ) ~2

 K E ( (n(2k-1)/2tsds1t0ds2 ( I ... j h(s , s , ... , s ) )
0s ...s

2

+ BZ +...+ ). ... I 
s 

1 
s 
2 

s 
k 

s 
3 

s 
k 2)2]

En continuant ainsi pour B3,...,Bk on obtient

E [) v ( n, h ) t - 03BD(n,h)s|4 ] ~ K E ( n (2k-i)/2 tsds1t ... t dsk
I I h(si, s2, ... , sk) ) 03A6(n1/2(B1s + Bs +... + BS ) ) I ( 2 l 2 k 1 1 2 2 k k ~ 

h étant bornée on a

E II v ( n , h - )t - v (n,h)s|4 ] ~ K E j n f2k-i) > tsds1t ... t dsk tsdu1 t ... t duk
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| |03A6(n1/2(B1s1 + B2s +...+ Bk s ))| |2 ||03A6(n1/2(B1u1 + B2 u +...+ Bk u ))) j |2) ]1 2 k 1 2 k

Pour évaluer cette intégrale il faut la découper en morceaux correspondant
aux positions respectives des (ui, , si ) . . Nous n’ envisagerons ici que le cas

ou uisi pour chaque i, , les autres se traitant de façon similaire.

Il faut estimer 
.

tds1t ... ( ds k skduk k j dxdy I 12 I 12
s o o s o 0

n (2k-1) pu +... +u (x~ ) ps +... +s -u -... -u ~y) )
1 k 1 k 1 k

* dsi ... t ds k sk duk j dxdy ||03A6((x+y)||2
s o o s o 0

pu 1 + ... +u k ( ~ ) > ps 1 + ~~~ +s k -u - 1 ... -u k ( ~ ) >I k I k I k

~ K (t1~2-S1/2)2 ~ K (t-s)2 si a

L’étape suivante consiste à prouver les deux lemmes :

Lemme 8: :

~(n,h),Bj> 
t 
(~ 0 (n --~ oo) )

et

Lemme 9:

(n, h)> 
t 
~ ( ||03A6(x)| |2dx ) t0... t0 h (s , s , ... , s ) ) a(0, ds1,ds2,... , , ds k )

Grace aux résultats de Papanicolaou-Stroock-Varadhan [11], le résultat de

tension et les lemmes 8 et 9 permettent alors de conclure ~, la convergence des

lois des martingales , B2, ... , , ) vers , B2, ... , , Bk, 03B2(U(.))

ou U( t ) - ( I hdx ) t0... t0 h2(s1, s2, ... , sk) ) a(0 ds 1 . ds2, ... , dsk) )
000

et 03B2 est un mouvement Brownien indépendant de B2,...,Bk), , ce qui achève

la démonstration du théorème 6.

I1 ne nous reste donc plus montrer les lemmes 8 et 9 pour achever la

preuve du théorème.
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preuve du lemme 8: :

(n,h), 
=

nd/4 0 0 ... s 
1 

, s 
2 

, ... , s 
k 

)

03A6(n1/2(B1s + +... + ). ... ; ; dBks) ds 
iS SZ Sk SZ Sk 1

Appliquant l’inégalité de Jensen, la norme L1 de cette variable aléatoire est

majorée par :

K ( ’ 1... 1 h(si, s2, ... , Sk) )
0 

l 
0 0 

l 2 k

&#x26; ( n1/2( B1s1 + B2s2 + ... + Bksk ) ) . ( dB2s2 ; ... ; dBksk l ’ |2 ])1/2

_ K ( t0ds1 E[ [ 1... S1, S2, ... , )

( + B2 +... + ))||2 ds ... ds ] 
1/2

S 
1 

S 
2 

S 
k 

2 k )1/2
_ K I |h| I 

m |I ’ 03A6 ( I h

t0... ( 21i ( S1+S2+... +Sk ) ) -d/2 ds1ds2... dSk k dX 
)1/2

- K ( I I 03A6(x) I |2dx t0... (2n(si+s2+... +sk) )’a/2 ds1ds2... dsk ) 
1/2

_ K i I I | 03A6(x) I |2dx)
1/2

I 1 suffit donc de montrer la convergence de en probabilité vers

0 pour les 03A6 continues à support compact, le résultat pour des 03A6 générales

s ’ en déduit par approximation. .

On va vo i r que  ~, ( n, h ) , B 1 > ~ 2 0 . .
t

E[| (n,h),B1>t ( 2] _

n a/2 tds1dui 1 ... s2, ... , sk) ) h(ui, s2, ... , s ) k )
0 

l 
0 

l 
0 0 

l 2 k 1 2 k

E[ «~(ni/2(Bs + BS +... + ).~(ni/2(Bu + BS +... + )» ] ds2... dsk1 l 2 k 1 2 k ~ 

h étant bornée, en séparant les composantes de 03A6, on se ramène donc à

prouver que pour f, g positives continues à support compact

A(n) _ o , .. 1 

+ +... + ).
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+ +... + BS ) ) 1 I dsk ~ 0 (n ~ oo)

Considérons 1’ ’ intégrale sur siui: :
t 

i i

On a j 
s1 E[g(n1/2(B1u1 

+ +... + Bs ) ) I dui

~ n-1 

Gg(n1/2(B1s1 + B2s2 +... + Bksk))

où Gg(x) - f ]ds1 = Ca g(x+y) dY
o i

donc

A(n) ) _ n 
i ( ... Ef + Bs +... + Bks))] I dsids2... dsk

0 0 0 1 2 k k
0 0 0 

t t t 
1 2 k

s n i f (x) Gg(x) ) dx t0t0... (2n(si+s2+... +Sk) )-a/2 ds1ds2... dsk
~ 0 quand n ~ ao 0

preuve du lemme 9 :

Pour montrer le lemme 9 on divise la martingale p(n,h) en somme de

martingales orthogonalesen divisant en k ensembles disjoints, chacun

correspondant à si= sup (sj); ; plus précisément:

p(n,h) t = E ou

pi (n, h)t = i ..... i h (si, ... , sk) )

+ B2 +...+ Bk ;...; ; dBk)
s s s s s

1 2 k 1 k

Comme les martingales pi sont orthogonales,leurs mouvements
Browniens de Dubins-Schwarz sont indépendants et dans 1’application du

théorème limite de Papanicolaou-Stroock-Varadhan fli], , leurs crochets vont

s’ additionner.

La première de ces martingales a pour crochet:

nd/2 tds1 ~ 1.. 1 h(S1, S2, ... , 
0 0 0

~ ( ( B1 + B2 +... + Bk ) ) . ( dB2 ; ... ; ; dBk ) l l~
S1 S2 Sk S2 Sk

On va montrer que ce crochet tend en probabilité vers

j ~~ 1 ~(x) dx ( i .. 1 S2, ... , sk) a(0, ... , dSk)
0 0 0
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(En additionnant avec les limites des crochets des autres martingales, on

trouvera -bien

~ 03A6(x) II2 dx ( ... t0 h2(s1, s2, ... , sk) a(0, ds1, ds2, ... , dsk) )

Pour cela il suffit de montrer qu’il a même limite en probabilité que

A(n, h, t ) _ t1.. 1 s2, ... , sk) )
00 0 

l 2 k

+ Bs +... + )~I2 dsids2... ds1 2 k ~ ~ 

(En effet en appliquant la formule de densité d’occupation on voit

facilement que cette dernière expression tend presque surement vers

j II 1 03A6(x) ~2 dX t1.. 1 h2(S1, S2, , ... , , Sk) ) 03B1(0, ds1,ds2, ... , dsk) )
0 0 0

Chacun des deux termes ayant sa norme Li majorée par K j , i 1

suffira de considérer des fonctions 03A6 de classe ~, à support compact et le

résultat général s’en déduira par approximation.

On va montrer que la différence des deux termes et A(n,h,t) tend

vers 0 dans L2 . Par changement d’échelle, cette différence a même loi que

n-1/2 nt ds1 II .. 1 h(n ... , )
0 

~ 
0 0 

~ 

~(B1 + B2 +...+ Bk ).(dB2 ;...; ; dBk )~~2 _
s s s s s

1 2 k 2 k

n 
- 1/2 1 ... 1 -1 si, ... , n -1 sk) )

~ 03A6( Bs + Bs +... + I dsids2... dsk ,

1 ~ 2 k 1 2 k

On ~crit cette expression comme somme de k-1 termes ~i, , avec :

t s 

>

yi _ n 
1/2 

nt0ds1s10ds2...s10dsi-1
II s 1... ... ,n ) + ...+ Bk ). (dBi ; ... ; ; dBk )II2 _

s10dsi~ 11 1... 1 ... , n ) 03A6(B1s1 
S 
+ ... + Bk 

s 
). (dBi+1 ; ... ; ’ dBk 

s 
) ~2

pour 2~i~k

En considérant les coordonnées de 03A6, on voit que Ei I s’écrit comme somme de
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termes du type:

W - n-1/2 ntds1 s1ds2 ... ids1 1 2 1-1
0 0 0

s 1... _ is , ... , n + 
... + Bk ) . ... ; dBk ) 2 _[(s1 0 p 

1 k S1 Sk Si I 

s1dsi 1... 1 ... , n + ... + gk ). (d81+1 ; ... ; 
0 

’ ~ 0 0 
l k 1 Sk 

ou Y est dans f~°°( (~d)®~k-i+1)
c

Posons

H(si, ... , si-i,si ) - 1 ... ... , n -1 si, n -1 ui+1, ... , 

+...+ gi +Bi+1 ,..+ ;...; 
s s u u u s

1 1 1+1 k i+1 k

H est ~. valeurs dans ~d
On a, la formule d’ Itô :

W - n-1/2 ntds1 s1ds2 ... ids1 1 2 1-1
0 0 0

... , si-1, vi ) . dBivi)2- 1 I H( si, ... , si-1, vi ) I 
2 

dvi

- 2n 1/2 nt0ds1 s10ds2 ... ids
... , si-1, vi ) . ... , si-1, ri ) . dBr dBiv

0 
i I-i i ~ o i I-i i i i~ i I

Le carré de la norme dans L2 de cette variable aléatoire vaut :

8n 1 s1du1u1du2... u1dui-1
0 0 0 0 0 0

E 1 H(si, ... , Si-1,V1 ) . ... , si-i,ri ) . dBr )dBivi
ui H(s , ... u ,v ). ...,u dBivi]

- 8n 1 s1du1u1du2... u1dui-1
0 o a o 0 0

E 1 H(s , i ... , si-i,vi ), H(ui, ... , ui-i,vi )>
0
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... ’ s vi H(u 1’ ...,u dv i~ o i I-i I i I o i I-i I i i~ I

En utilisant la formule d’Ito on peut réécrire l’espérance figurant ci-dessus

comme :

E 1 H(sl, ... , si-l,vi ), H(ul, ... , ui-l,vi )>~ 0 i I-i I i I-i I

... , si-l,ri ) . dBr 
i 0 

i 

H( ul, ... , ui-l,qi ) . dBiqi + 
’

... , ui-l,ri ) . dBir
i 0 iH( S1, ... , Si-l,qi ) .dBiqi +

i H(S1, ... , Si-l,ri I ), H(ul, ... , ui-l,ri ) dri ) dVi 

Afin d’évaluer cette esperance on va utiliser le lemme suivant, cas

particulier de la formule d’intégration par parties du calcul de Malliavin :

Lemme 10

Soient (Sl, F, Ft, P) un espace probabilisé filtré, et B un Ft-mouvement
Brownien ~, valeurs dans ~°. Pour toute fonction f E ~~(~°), tout processus

kt, Ft-prévisible à valeurs dans Rn, de carré intégrable, on a 
"

t 
t 

t

E [ f ( Bt ) dBs>|F0 ] - E [ Vf ( Bt ) , |F0 ]

voici une preuve de ce lemme ~, 1’aide de la formule d’Ito:

D’ après la formule d’ Itô, on a f(B ) = E[f(B ) 5 ] + f(B ) , dB >la formule d’ Itô, on a f(Bt) - E[f(Bt) |F0] + t~Pt-sf (Bs)’ dBs>
0

donc, E[f(Bt) E[ kS> ds|F0]
t 

0 
s s 0 

0 
t-s s s o

- E kS> ds|F0 J

= E[ Vf ( B ) , tks ds> [ § ] .
0

Le lemme 10 permet de remplacer dans le calcul les intégrales stochastiques
par des intégrales ordinaires. Nous allons montrer comment cela permet de

terminer la démonstration du lemme 9.
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Posons

~jH( s1, s2, ..., si-1,si) = s10 ... s10h( n-1s1, ..., n
-1

s1, n
-1

ui
+1

, ..., n
-1

uk )

+...+ Bi + ,..+ Bk ),(dBi+1 ;...; ; dBk) )
s s u u u s

1 1 i+1 k i+1 k

OjH est ~, valeurs dans 

Dans l’espérance considérée le premier des trois termes vaut:

H(si, ... , si-i,vi ), H(ui, ... , ui-i,vi )>

... , si-i,ri ) . dBiri 1 o i H (u , 1 ... , ui-i,qi ) . dBiqi dvi I )
= E ,...,s ,v ),H(u ,...,u ,v )> +~ o 1 1-1 1 1 1-1 1

0

H(sl, ... , ), oH(ui, ... , ui-i,vi )> ) )

... , si-i,ri )driI 
i 

H (u 1 ... , ui-i,qi ) . dBiqi dvi I ]
le lemme 10)

Les autres termes de l’espérance se traitent de façon semblable.

une nouvelle application du lemme 10 donne :

dv 
i idr i idq 1 VVH(s 1 ,...,s i-1 ,v 1 ),H(u 1 ,...,u 1-1 ,v 1 )> +o 0 0

... , ... , )> +

H(s , 1 ... , s 1-1 ,v 1 ), ~~H(u1, ... , u i-1 ,v i )> H(s , 1 ... , s 1-1 ,r ) 1 ) +

VH(si, ... , , s si-i,vi ), H( u ... , ) > +

H (s 1 ... , s 1-1 ,v 1 ) OH(u , 1 ... , u , 1-1 ,v 1 )> ... , s 
1-1 ,r ) 1 ) ~

... , 

En raisonnant sur les composantes de T, on voit que tous les termes de cette

somme sont du type:
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E lj 1 dvi i j 1 dri i j i dqi i (s1,... , si-1,vi) (Lll, ... , Ui_1,V1 ) )0 0 0

~(S1, ... , Si_i,ri ) ... , ui_i,qi ) ) 

ou

~;(si, ... , si_i,si ) ) - ... ... , n si, n ui+1,... , )
i I-i I 0 0 I I I+I k

+...+ + i 

...+ ).(dBu+1 I ;...; ; >

f étant une fonction de ~(Rd, Rd) qui s’ exprime au moyen des dérivées
c

partielles de ~, et on a des formules analogues pour ~,~,~.

L’expression ci-dessus fait apparaitre des produits de quatre intégrales

stochastiques multiples dont il faut évaluer l’espérance. Pour cela nous

donnons un dernier lemme :

Lenww 11:

Soit B un mouvement Brownien ~, valeurs dans ~d et fi(t,x): - R~
des fonctions mesurables bornées, à support compact et de classe ~ en x;
on a, (en utilisant la notation 0 pour désigner le gradient par rapport à la

variable x) : :

E [s0 f 1 ( v, B ) v dB v o f 2 ( v, B ) v dB v o f 3 ( v, B ) v dB v o f 4 ( v, B ) v dB v ] -

- E [s0 fi,f3>(v,Bv )dv v0 f 2 (r, B r ) , f 4 (r, B r )>dr +

a 

dv 
o 

dr o dq «VVfi,f3>(v,Bv ),f2(r,Br )>f4(q,B q )> +

s0dvv0dr o dq «pfi, pf3>(v, Bv ), f2(r, , B r )>f4(q, B q )> +

s0dvv0dr 0 dq f3>(v, , B v ) Df2(r, , B r ) >f 4 ( q , B q ) > ) + tous les termes

obtenus ~, partir de par permutation de (1,2,3,4).

preuve :

On utilise la formule d’Itô et le lemme 10. o

Le lemme 11 permet donc de conclure que
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E [s0 f 
l 
(v,B 

V 
)dB 

V j s0 f 2 (v,B V )dB V j s0 f 3 (v,B V )dB V j s0 f 4 (v,B V )dB V ]
est une somme de termes du type:

E f dvv0dr g 1 g 3 ( v, B V ) g 2 g 4 ( r, B r ) +

s0dvv0drr0dq g g (v,B ) g (r,B ) g (q,B )]
oJ les g (s, x) sont des fonctions mesurables bornées, £ support compact et de

I

classe E" en x, s’exprimant £ l’aide des d£riv£es partielles en x des

composantes des f I
Si on applique ce lemme £ l’expression

~ i ~ ~ ~l ’ ’ ~i-l ’~i ~ ~ ~~l ’ ’ ~i-l ’~i ~ ~ ~ ~l ’ ’ ~i -l ’~i ~ ~ ~ ~l ’ ’ ~i-l ’~i ~ ~
on peut remplacer successivement les intégrales stochastiques par

rapport £ chaque Bh, h~i+1, dans l’espérance par des intégrales déterministes.

Ceci fait apparaitre des intégrales multiples en temps par rapport aux

différents mouvements Browniens qui sont soit des intégrales doubles soit des

intégrales triples.

Quitte £ faire une permutat ion de I , ... , k, on peut supposer que les

intégrales triples interviennent pour les (k-J) derniers mouvements

Browniens ( I *j ) , et alors le terme s ’ £cr i t :

4n-1 nt0ds1s10du1s10ds2s20du2... s10dsj-1sj-10duj -1s10dsj sj0drj rj0duj ...

... s10dsksk0drkrk0duk H ( n-1 ( a, I , v , v ) )

E [f i (B103C3i + ... + k 

)f 
2 (B103C4

I 

+ ... + 

k 

)f 
3 (B103C5

I 

+ ... + 

k 

)f 
4 (B103BD

I 

+ ... + 

oj r (resp. I , v , v ) peut prendre les valeurs u ou s si hj et u ,
h h h h h h h

r , ou s si et H est une expression faisant intervenir la fonction h.
h h

Dans cette expression, les f I s’expriment £ l’aide des d£riv8es partielles

des composantes de &#x26;.

De plus, pour , chaque B~ apparait dans deux des quatre fonctions
s
h

f 
1 
, f 

2 
, f 

3 , f 4 ; apparaissant dans les deux autres si hj, et si ce sont

B~ et B~ qui apparaissent dans les deux autres fonctions.
u r
h h

On va montrer que l’expression ci-dessus tend vers 0 et pour cela, comme les

f sont £ support compact, on peut les remplacer par f(x) = K e 
_ ~~~ j ~ j2

i
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Tout d’abord si g est ~ 0

E[ 
S 
)ds]* jdx E[g(x+B U ) I s 

(x) ds = j dx E[g(x+B U ) I K 
nt 

(x)

d’autre part, par hypothèse, h*K

Ceci entraine que le terme peut être maJor8 par

Kn
-1 ntdu1

~

du2 ...

~

duk ... dxi ... dxk dyj... dyk
0 0 0

K ( X ) ... K ( X ) K ( y ) ... K ( y )
nt I nt k nt j nt k

E[f1(B1u1 +. " " 
+ Bkuk + x03C3+ y03C3) f2(B1u1 +. ° ° 

+ Bkuk + x03C4+ y03C4)

f (B~ +.. ~ + B~ + x + y ) f (B~ +~ .. + B~ + x + y )3 U 
I 

U 
k 

V V 4 U 
I 

U 
k 

V V 

oJ x a 
= Z x h et y a 

= Z y 
h

hla =S h/I =r
h h h h

avec des formules analogues pour I, v, v.

D’après les remarques précédentes, chaque x h apparait dans deux des

fonctions f 1 , ... , f 4 et chaque y h apparait dans trois d’entre elles.

On a nt0du1 ~0du2 ... J ~0duk p (x) * K n1/2

On en déduit que l’expression au-dessus peut se maJorer par

Kn 
-1/2 

... dX i ... dX k dy j ... dy k K nt ( X ) I ... K nt ( X ) k K nt ( y ) j ... K nt ( y k )
f I (x + x a + y a ) f 2 (x + x 1 + y 1 ) f 3 (x + x V + y V ) f 4 (x + x V + y V )

Comme dit précédemment, on peut majorer chaque fonction f par K 
2

I

On va montrer que l’intégrale ci-dessus est born£e en n.

On a:

K 
nt 

( X ) * K j ~~ 
du = j ~~ ~ 

nt 
( u ) du

e 
~ ~~ ~ ~ ~ 

~ 

= K ~ e ~ 
~ ~ ’ ~~ e~ ~ ~~ ~ ~ ~ 

~ 

dp

L’intégrale £ £valuer s’ £crit:

j dX j... j dx ... dx dy ... dy j... j du ... du dv ... dv j... j dp ... dpI k j k I k j k 1 4

exp I ( Zu , x > + zv , y > +p , x + x + y > + p x + x + y > +
I I I I I a a 2’ 1 1

p , X + x + y > + p , x + x + y > )
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Knt(ui)...Knt(Lik) ., (U)...K (u) Knt(Vj)...Knt(Vk) " (V)...K (v) e 
=1/2(IP112+...+IP412)

Dans cette expression nous effectuons 1’integration en dx, dx1, dy i en

utilisant la formule J f dx = K 6 o (u). .

Ceci introduit les relations suivantes:

p 1 + p 2 + p - 4 
= 0 , ’ p 1 + p - m si x h apparait dans f 1 et f m et v - h 

= 

p 1
si yh n’ apparai t pas dans la f onct i on f 1. .
I1 en résulte que l’intégrale peut s’écrire, en choisissant comme variables

indépendantes p , p , et p ,

K dpi dp2 dp 3 e 

- 1/2(Ip112+Ip212+Ip312+Ipi+ p2+ p312) )

nt(03C11+03C12)~12+~34 nt(03C11+03C13)~13+~24 nt(03C12+ 03C13)~14+~23

p2+ p3) a4
ou 1’on a pose: :

~uv = nombre de xh qui apparaissent a la fois dans fu et f v
8u = nombre de yh qui n’apparaissent pas dans fu

Remarquons que 03A3~ = k-i+1 et E8 - k-j+1
uv u

comme Izl 
_ 2 

cette integrate est majorée par

1 (P21 2 3 (P1+ P2+ P31 4

( p 1 + p 2 I - 2(E 12 +E 34 ) p31 -2(~ 13 +E 24 ) I p2+ p3 -’~14~23~ 
)

finalement on vérifie facilement a 1’aide des propriétés des e et des a que

l’intégrale ci-dessus converge.
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