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SUR LA TRANSFORMEE DE FOURIER DE H.H. KUO

par J.A. YAN
Institute of Applied Mathematics, Academia Sinica, Beijing

La transformation de Fourier classique dans RS Fy(u) = (712—1)d [e™%g(z)dz
échange les opérateurs D; de dérivation et M; de multiplication par z;

FDj=:iM;F ; FM; =1D;F .

Dans l'article [1], H.H. Kuo a cherché & décrire une transformation des distributions sur
I'espace de Wiener possédant la méme propriété, i.e. échangeant l'opérateur —10; et
I'opérateur de multiplication par By, le systeme {Bt, t€ R} jouant formellement le role
du systeme de coordonnées. Malheureusement, sa définition est trés formelle et nous emble
un peu obscure. A 'aide des résultats de I'exposé précédent, nous pouvons donner une
expression explicite de la transformation de Fourier de Kuo, et montrer qu'elle préserve
’espace des distributions de Kubo-Yokoi.

Notre point de départ sera la remarque suivante sur la tra.ns{orma.tlon de Founer
classique. Soit 4 la mesure Gaussienne standard sur R . Pour ¢€ C°°(IR. ) définissons la
fonction caractéristique de ¢ par la formule

Ug(s) = <>/ /e<””>¢(y)‘v(dy) :

1 est alors facile de vérifier que la f.c. de la transformée de Fourier ordinaire $ est donnée
par

Us(s) = Uy(—iz)e<==>/2.

Cette égalité nous suggére un moyen de définir la transformation de Fourier pour les
distributions sur ’espace de Wiener.

Nous aurons besoin des notations suivantes : si T est une distribution (complexe) sur
Pespace de Wiener, sa fonction caractéristique U(T,-) est la fonction sur S(R) définie
par

U(T,§) = <€(), T>

ou {€S(IR) peut étre complexe, et ol <, > dans cette note doit étre toujours compris au
sens bilinéaire, et jamais hermitien. Nous deﬁmssons la transformation de Fourser-Wiener
W comme lopera.teur unitaire qui opére sur L?, sur les fonctions—test de Kubo-Yokoi,
et sur les distributions, en multipliant par (—:)" le coefficient du n-i¢me chaos. Ainsi
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W(E(€))=E€(—4€). Il est clair que W est une application linéaire continue de espace des
fonctions—test ou des distributions sur lui méme. On a d’autre part

W_la;W =-a; W-la}rW = ia; . (1)

La “transformation de Fourier” proposée par Kuo peut étre présentée de la manitre
suivante : c’est I'application de I’espace des distributions dans lui méme

T F(T) = ¢, :W(T) 2)

ot ¢, estla distribution “valeuren 0” dontlaf. c. est exp(—<¢,£>/2), et ¢ est le produit
de Wick. Sur les fonctions caractéristiques, le produit de Wick se lit en effet comme une
multiplication et 'on a bien

U(F(T),6) = U(T, ~ig) = <6412

Remarquons que cette transformation ne préserve pas les fonctions-test, mais qu'elle
applique continiiment I'espace des distributions sur lui méme, car ¢ est inversible pour le
produit de Wick, la fonction exp(<¢,¢>/2) étant f.c. de la distribution W(e,).

Nous allons vérifier que F échange bien dérivation et multiplication.

Soit f € S(RR), réelle; I'opérateur de dérivation Dy suivant f est aussi P'opérateur
d’annihilation a;, tandis que Popérateur de création a}" est le produit de Wick avec f,
en identifiant toujours f a I’élément correspondant du premier chaos (i.e. l'intégrale

stochastique [ f(s)dB,=[ f(s) B(s)ds). On a donc
U(DST,8) = <E(6)67T> = <a3e(€). > =

<BE(E+1) | o T> =D

En particulier, le calcul de la f.c. de Dyeo montre que cette distribution vaut —f:¢o.
Désignons alors par © 'opérateur de produit de Wick par ¢, qui commute avec a}’. On
a d’aprés le calcul précédent, Dy étant une dérivation pour le produit de Wick

a;0=0(a; - a}) . (3)

Sachant que ¥ = ©W, prouvons la relation MyF =—1FDj. Le coté gauche s’écrit (en
omettant l'indice f) (at +a7)OW=0a"W d’aprés (3). Il ne reste plus qu’a appliquer
(1). De méme pour l'autre relation FMy=1D;F .

1 faut noter que le probleme considéré par Kuo n’est pas trés naturel dans une situation
gaussienne, ol l'opérateur D¢, n’étant pas autoadjoint, n'est pas le véritable conjugué
de M;. Cependant, le fait que la transformation de Kuo opére continiment sur les
distributions est intéressant.

L’auteur remercie P.A. Meyer pour plusieurs discussions sur le sujet de cette note.

[1] Kuo (H.H.). On Fourier transforms of generalized Brownian functionals. J. Mulfsvar.
Anal. 12, 1982, 415-431.



