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LES “PRINCIPES D'INVARIANCE” EN PROBABILITE SUR
L’ESPACE DE WIENER

ROLANDO REBOLLEDO

La structure topologique de ’espace de Wiener a été ’objet de nombreux travaux.
Dans cette note je voudrais attirer ’attention sur les “Principes d’Invariance au sens
fort” (convergence en probabilité vers le Brownien) que ’on peut prouver sur ce type
d’espace. Tout découle d’une remarque élémentaire contenue dans le Lemme ci-
dessous. On se place sur 1’espace canonique de Wiener: 2 = C(Ry4,R), le processus
canonique étant noté W (W,(w) = w(t),t > 0) et 'on considére sa filtration naturelle,
F=(F;t>0),o0u0 F,=0(Ws<t),t>0; F=Fy. Sur cet espace on introduit la
mesure de Wiener P qui fait de W un mouvement Brownien.

Etant donnée une transformation mesurable V : Q — €, nous écrivons V;(w) la
valeur prise par la fonction V (w) au point ¢t > 0.

Lemme 1. Soient (V™;n € N) une suite de transformations mesurables de 2, et V
une transformation continue de 2 telles que les processus

X (w) = (Vi(w), V* (), (1)
(w e Q,t >0), d trajectoires dans C(R4,R x R), convergent en loi vers le processus,
Xi(w) = (Vi(w), Ve(w)), )

(we,t>0).
Alors la suite (V™;n € N) converge en probabilité uniformément sur tout compact
de Ry vers V.

Proof. Commengons par remarquer que la topologie de ’espace produit 2 x 2 est
équivalente & celle de C(R4, R x R). Ensuite, d’aprés ’hypothése, étant donnée une
fonction continue et bornée arbitraire, définie sur 2 x 2 et & valeurs réelles, on a la
convergence

ffxae — [ rx0ap. 3

En particulier, nous pouvons choisir f(w,w’) = g(V (w))g(w’), ot g : @ — R est
une fonction bornée et continue. Par conséquent,
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JoWsvyae — [ lo(v)rap, @
si n — oo.
De (4) on déduit la convergence
[ 1sv™) = g(V)PdP —o. )

C’est—a—dire, pour toute fonction continue et bornée g :  — R, la suite (g(V");n €
N) converge dans L%(Q2) vers g(V), donc, en particulier, cette convergence a lieu en
probabilité. 11 s’ensuit la convergence en probabilité de V™ vers V au sens de la
topologie de 2. En effet, soit d une métrique pour la topologie de Q2. Si G est un
ouvert quelconque de 2 et si € > 0 est arbitraire, alors il existe une fonction continue
g qui vaut 1 sur la fermeture G de G, et prend la valeur 0 sur le complémentaire
du “grossi en € G, de sorte que P(V € G, V™ ¢ G°) < P(g(V) = 1,g(V™) = 0) et
P(V € G,V* ¢ GC°) — 0. Maintcnant, si 7 > 0 cst arbitraire, on peut choisir un
compact K, de 2 tel que P(V ¢ K;;) < 7. On rccouvre cnsuite ce compact par unc
famille finie Gy,... ,Gpn d’ouverts de diamétre < e. 1l s’ensuit que

PA(V™,V) > 29 < SB((V € Go V™ ¢ T +1, ©)

i=1

et puisque €, 7 sont arbitraires il en découle la convergence en probabilité.! O

Nous allons appliquer le lemme précédent a la transformation V = W. Tout
d’abord nous allons démontrer un Principe d’Invariance pour des martingales locales
définies sur I’espace de Wiener.

Théoréme 1. Une suite de martingales locales (W™;n € N), définies sur Uespace
de Wiener, convergent en probabilité vers le mouvement Brownien W, uniformément
sur tout compact de R, si et seulement si les processus croissants associés vérifient
la condition

(W, Wy, s t, ()

\

pour tout t > 0, ou “ 2.7 denote la convergence en probabilité.

Proof. On remarquera d’abord que toute martingale locale définie sur ’espace de
Wiener est a trajectoires continues. C'est une conséquence du Théoréme de Représen-
tation Prévisible. Ensuite, d’aprés un ancien résultat que j’ai prouvé en 1980 ([2],
[3]), on obtient en particulier que des martingales locales continues convergent en loi
vers le Brownien si et seulement si les crochets obliques satisfont la propriété (7). 11

11 ’auteur remercie Albert Badrikian pour une remarque qui lui a permis d’améliorer une premitre
version de cette preuve.
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reste a établir que la convergence en loi de W™ vers W entraine la convergence en
probabilité annoncée. Or, cela est une conséquence facile du lemme 1, d’apres ce qui
suit.

La suite de processus X™ = (W, W™) est tendue. Soit (X™) une sous-suite con-
vergente en loi, arbitraire. Sa limite s’écrit (W, W), qui est par conséquent le point
d’adhérence unique de toute la suite (X™). Donc (X™) converge en loi vers (W, W).
Il en résulte la convergence en probabilité, d’aprés le Lemme 1. O

Les martingales locales W™ du théoréme précédent s’écrivent
t
wp = [ uraw,, ®)

pour tout ¢ > 0, ou les processus u™ sont prévisibles. La condition (7) est en parti-
culier satisfaite si la suite (u™) vérifie les deux conditions suivantes

uy LN 1, 9
pour tout £ > 0 , et la suite de fonctions
t - E(juf]?), (10)

est uniformément intégrable par rapport 3 la mesure de Lebesgue sur tout intervalle
borné. Ce type de propriété nous inspire pour traiter maintenant le cas non adapté.
Nous nous plagons maintenant dans le cadre de l'intégrale de Skorokhod. Le temps
varie sur [0, 1] et 'espace canonique est Q = C ([0,1],R). Nous appliquons le Lemme
lalasuite V*=W" =u"eW et V = W, ot la notation “e” représente le processus
intégrale indéfinie au sens de Skorokhod, chaque 4" étant un élément de L1-2.

Théoréme 2. Etant donnée une suite (u™) dans L2, supposons que les hypothéses
sutvantes soient vérifiées:

(1) Les suites des fonctions t — E(|u}|?) et (s, t) E(|Dsu?|?) sont uniformément
intégrables par rapport ¢ la mesure de Lebesque sur [0,1] et sur [0,1)? respec-
tivement;

(2) La suite (u}) converge en probabilité vers 1, pour tout 0 <t<Ll.

(3) Il eziste p > 1, tel que

1
sup sup E((/ | Dyuz |2 ds)?) < oo.
n tefo,1] 0

Alors la suite (u™ e W) converge uniformément en probabilité vers W.
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Proof. On applique d’abord le Corollaire 2.1 de [1] pour en déduire la convergence
en loi de W™ = u™ e W vers W . Puis, on recopie 'argument de sous-suites utilisé
dans la preuve du Théoréme 1, pour obtenir la convergence en loi de la suite des
processus X™ = (W, W™) vers X = (W,W). Le Lemme 1 permet alors de compléter
la démonstration. O
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