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REPRESENTATION D’UN SEMI-GROUPE D’OPERATEURS SUR

UN ESPACE L1 PAR DES NOYAUX.

REMARQUES SUR DEUX ARTICLES DE S.E. KUZNETSOV

par Gabriel MOKOBODZKI

Dans un article récent [4], S.E. KUZNETSOV établit l’existence d’un semi-groupe

dual d’un semi-groupe mesurable, la dualité étant considérée par rapport à une mesure

excessive au sens faible de la théorie du potentiel. Nous montrons dans ce travail qu’on peut

notablement affaiblir les hypothèses en utilisant des méthodes classiques de compactification

à la RAY-KNIGHT, un peu de théorie ergodique, un argument essentiel de restriction de

l’espace d’états dû à KUZNETSOV lui-même, sans pour autant faire appel aux méthodes

s’appuyant sur le retournement du temps ou à des procédés analogues. On établira pour cela

le théorème suivant : :

THEOREME. Soient (E, I3) un espace lusinien muni de sa tribu borélienne, m > 0

une mesure sur (E, a), (Pt)t>o un semi-groupe à contraction sur L1 (X,13, m) vérifiant les

conditions suivantes :

1) Ptl $ l V t; Ptf > 0 si f > 0

2) m est excessive : V f E f dm = sup  Ptfdm
i

3) le semi-groupe est fortement continu sur R+ B {0}. ï.e. V f ~ Ll(m), l’application
t --~ Ptf est continue en nonne.

Sous ces hypothèses, il existe un semi-groupe (Qt)t>o de vrais noyaux sur (E, B), sous

markoviens, tels que pour toute f E C1(m), Qtf soit un représentant de Ptf. .
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Première étape : Construction d’une famille résolv_ante de noyaux.

On définit Sa opérateur borné sur L1(X, t3, m), À > 0 par S03BBf = ~0 e-03BBtPtf dt ; la
famille résolvante ainsi obtenue est sous-markovienne.

Nous décrivons rapidement la méthode qui est celle employée pour construire des

résolvantes duales c f . [2].
On choisit d’abord un espace Ho de fonctions boréliennes bornées sur E, séparant

les points de E, réticulé et contenant les fonctions constantes et qui vérifie les conditions

suivantes :

1) Ho est séparable pour la norme uniforme. La tribu borélienne engendrée par Ho est

d’après le théorème de BLACKWELL identique à fi.

2) Si g désigne l’injection canonique de Ho dans t3, m), alors g(Ho) est stable par
l’action de 

On construit alors une famille résolvante sous-markovienne (W)>o de vrais noyaux
sur (E,13, m) et un ensemble A C X, de complémentaire m-négligeable telle que

a) pour tout f E Ho, Wa f est un représentant de .

b) 1AW03BB1A = Wa et Wa opère sur 1 A.Ho.
On désigne maintenant par Y un compactifié de A par rapport à la famille de fonctions

{1Af} f~H0. L’espace Y est compact métrisable et A s’envoie injectivement sur un borélien
A de Y.

Par construction, on obtient une famille résolvante de noyaux felleriens sur

Y, telle que pour tout y E Â, ~g Wa = Evidemment, n’a aucune raison de

séparer les points de Y. Soit alors G l’espace vectoriel réticulé fermé contenant les constantes,
engendré par L’espace G s’identifie à un espace C(Z) où Z est un compact
métrisable quotient de Y. Si cp désigne l’application canonique de Y sur Z, on transporte
(Wa) sur C(Z) en une famille résolvante (Ua) sur Z par Uah = f où f o03C6 = de

sorte que = 

On a cette fois une résolvante de Ray sur Z. Désignons par Zn l’ensemble des points de
non-branchement et soit  = La théorie générale de Hille-Yosida permet de construire
un semi-groupe sur l’espace qu’on étend canoniquement en un semi-groupe
de noyaux portés par Zo par la formule Pt f = lim P’t03BBU03BBf, pour f parcourant C(Z).

Enfin, la mesure m étant excessive pour (Wa),  _ est aussi excessive pour 

On va décrire maintenant une méthode permettant de relever (Pt) en un semi-groupe
de noyaux sur Y.



306

LEMME 1. D existe un ensemble borélien B C Z, tel que p.(Z B B) = 0 et tel que pour
tout f E C(Y), tout y E D = 03C6-1(B), la limite lim03BB~003BBW03BBf(y) = j(y) existe.

Démonstration. Fixons un Ào > 0. Pour tout f E C(Y), 0  f  lIa fonction 

est de la forme uo03C6 où u E C(Z). De plus u est une fonction Ào-excessive dominée pour
l’ordre fort des fonctions Ào-excessives par 1. D’après un théorème de dérivation des

résolvantes établi par l’auteur cf. [8], [2], lim À(I - = g existe en dehors d’un

ensemble M", avec = 0 et gop = lim 03BBW03BBf sur Soit (f") une suite

dense dans C(Y), (un) la suite correspondante de fonctions Ào-excessives sur Z définie par

uno03C6 = W03BBofn.Posons Bn = {lim supÀ(I - = lim inf À(I - 
L’ensemble B = n Bn est borélien dans Z (on peut d’ailleurs montrer que B C Zo) et

n

répond aux conditions cherchées.

On va utiliser maintenant à deux reprises une technique inventée par KUZNETSOV et

exposée dans [4], p. 482.

Disons qu’un semi-groupe de noyaux est mesurable sur un espace (X,.~’), si pour
tout f mesurable bornée sur X, l’application (x, t) --~ est mesurable sur X x .

Pour deux tels semi-groupes (Ri)t>o on dira qu’ils sont équivalents par rapport à

une mesure excessive m, si pour toute f mesurable bornée sur X et tout t > 0

Ri f = m p.partout.

LEMME 2. Soient (X,F) un espace 1usinien, (R)>o un semi-groupe mesurable de noyaux
> 0 bornés, m une mesure excessive pour Pour tout ensemble F portant la

mesure m, il existe un semi-groupe mesurable équivalent à (Rt)t>o et tel que

1FR’t1F = R’t V t.

On renvoie à [4] pour la démonstration.

On revient aux notations du lemme 1. On applique une première fois le lemme de

KUZNETSOV sur Z, au semi-groupe et à l’ensemble B vérifiant les conditions du

lemme 1.

LEMME 3. Il existe un semi-groupe mesurable p-équivalent à (Pt ) et tel que

= Pi pour tout t > 0.
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RELEVEMENT SUR Y.

On a vu que pour tout f E C(Y), tout, y E D = 03C6-1(B), la limite lim03BB~~03BBW03BBf(y) =

f (y) existe. Pour tout f E C(Y), il existe donc une unique fonction borélienne, sur Z,

qu’on notera Q f, , définie par Q f o03C6 = 1D. On vérifie facilement que pour h E C{Z)
= de sorte que Q = f H Q( f )ap est un noyau > 0 sur Y qui est aussi

un projecteur i. e. ~~ = Q. Par construction Pt’ = 1 B.P=’.1 B. On définit Rt sur Y par la
formule Rtf = (Pt’{Q f ))ocp.

On a
RtoRsf = Pt’(Q(R,Î )ocP

= 

= = = Rt+ef .

LEMME 4. Pour tout f E C{Y), tout t > 0 Rt f représente Ptf dans 

Démonstration. Le semi-groupe (Pt )t>o étant fortement continu, Ptf = lim Pt(03BBS03BBf)
dans L1(m). Il en résulte que représente Ptf et donc aussi Rtf. . []

On rappelle que, dans la construction de Y, on avait utilisé un ensemble A C E, portant

m, envoyé injectivement sur un borélien j4 de Y par le plongement de A dans son compactifié.
On applique une 2ème fois le lemme de KUZNETSOV au système ((R=), Â).

THEOREME 5. D existe un semi-groupe (Qi)t>o mesurable de noyaux sous-markoviens
sur Y, tels que 1ÃQt1Ã = Qt, m-équivalent à Rt et qui représente (P=)t>o. .

Nous revenons maintenant à la construction d’un semi-groupe dual. Soit (E, l~) un

espace lusinien, m > 0 une mesure bornée sur (E, B) et soit un semi-groupe
mesurable sous-markovien de vrais noyaux sur (E,8) pour lequel m est excessive. Le semi-

groupe (Pt)t>o se prolonge alors en un semi-groupe faiblement mesurable de contractions
de L2(E, l~, m). . En effet, , pour tout h E LOO(m), , tout f E ~C1(E, ~3, m) l’application
t ’-~ f h. Ptf dm est borélienne sur 1R+ - { 0 } . .

Comme on a supposé (E, B) lusinien, LZ(E,1~, m) est séparable, et les structures

boréliennes induites sur L1(E,13, m) par les topologies fortes et faibles sont identiques. Le
semi-groupe (Pt) est donc fortement mesurable dans L2(m) et en raison d’un théorème de
PHILLIPS cf. [9], il est automatiquement continu..

Soit (Pt )t>o le semi-groupe dual de dans Le semi-groupe (Pt)t>o est
faiblement continu, donc fortement continu dans L2( m), et se prolonge en un semi-groupe
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fortement continu dans Ll(m). On applique maintenant le théorème de représentation (th.
n° 5) au semi-groupe Il existe donc un semi-groupe mesurable de noyaux

sur (E, ~), qui sont positifs et sous-markoviens, et tels que pour tout t E R+ 1 ~0} et

f E ~1 (E~ a, m)

tf représente E 

Par suite, pour h, f , boréliennes bornées sur (E,8), on a

hPtf dm = th dm.

Remarque 1. Le théorème de représentation a été démontré sous l’hypothèse que (P~)
est sous-markovien. Quitte à remplacer (P,) par on peut se ramener au cas où il

existe une fonction u strictement positive telle que Ptu  u V t > 0, et j u dm  +oo. On

se ramène au cas traité en prenant m’ = u.m, Qt = 

SUR LES SEMI-GROUPES SEPARANT (E,8).
Dans sa construction du dual d’un semi-groupe mesurable défini sur un espace

lusinien (E, B), Kuznetsov est amené à faire l’hypothèse de séparation suivante sur (P=) : :
(S) Pour a, y E E, :r ~ y, il existe t > 0 tel que 

Cette hypothèse lui permet, par un changement de structure convenable et donc de

topopogie sur E, de se ramener à un semi-groupe "stochastically continuous". Nous allons

voir que cela peut être obtenu simplement par une compactification de Ray, sans passer

par des processus de Markov. Quitte à remplacer (Pt) par nous supposerons que

Vo Pi dt est un noyau borné.

LEMME 6. (KUZNETSOV). Si (Pt) sépare les points de E, alors l’image de Vo sépare les

points de E.

Démonstration. Comme E est lusinien, il existe une suite ( f n) de fonctions boréliennes 
’

bornées, dense dans pour toute mesure p > 0 sur (E, ti). Supposons que =

pour tout À > 0 et toute f n. Il en résulte facilement que pour tous s > t > 0

st Pufn(x)du = st Pufn(y)du.

On en déduit l’existence d’un ensemble borélien A, négligeable pour la mesure de Lebesgue,
tel que pour t E f n(x) = Pi f n(y) pour tout n, et donc ~xPt = EyPt pour tout t E Ac.
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Pour tout s > 0, = et finalement ~xPt = ~yPt pour tout t > 0, ce qui implique

x = y:

On suppose maintenant que H = ( fn) est un espace vectoriel réticulé séparable,

contenant les constantes, stable par l’action des opérateurs Vp = f °° E On

désigne par S le cône des fonctions excessives bornées par rapport à (Pt) (ou ce qui

revient au même par rapport à (Va)) et l’on désigne par S le saturé inf-stable de S. Pour

v E S, on désigne par v = sup Ptv = sup pVpv sa régularisée excessive. On sait que pour
t p

u E S, u = û, m.presque partout. D’après le théorème de PHILLIPS, (Pt)t>o est continu

dans et pour u E S, J Ptudm = sup f P,udm. On a donc aussi Ptv = Ptv = sup P,v,
a>t a jt

m p.partout.

Nous entreprenons la compactification.

On reprend l’espace vectoriel H = ( f") et on pose Hi = Vo(H); ; on compactifie E en

Ê, en rendant continues toutes les fonctions de Hl. L’hypothèse de séparation implique que

l’application canonique t : E -i Ê est une injection mesurable de E sur un borélien E’ de

E. Il existe donc une famille résolvante de Ray sur Ê, telle q ue ( en identifiant E et

E‘)lEVaIE = Va. Soit Êo l’ensemble des points de non branchement de Ê par rapport à Va.
On désigne par (Rt)t>o le semi-groupe de noyaux canoniquement construit sur Eo, associé

à cf. [2]) par le procédé de HILLE-YOSIDA, adapté aux résolvantes de RAY.

Le semi-groupe (Rt) a les 3 propriétés suivantes :

a) pour tout f E C(E), Rtf = lim Rt(aVa f )
b) Va = ~0 e-03BBtRtdt
c) pour toute excessive u pour la résolvante (Va), u = SUPt Rtu.

THEOREME 7. Pour tout f E C(X ). Pour tout t > 0, on a Pt1Ef = 1ERtf, m.presque

partout.

Démonstration. Soit C = Vo(C+(Ê)) + R+ et soit ~ le saturé inf-stable de C. Pour

u ~ C, on a
û = sup 03BB03BBu = sup Rtu

a t>o

Pour v = on a aussi par rapport à la résolvante (Va), v = sup03BB 03BBV03BBv mais aussi

v = supa 1E03BB03BBu de sorte que v = Considérons maintenant pour t  s,

Bt,s = 1 s - t st Prdr Dt,s = 1 t - s ts Rrdr
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On aura encore B~,,v = l ED:,,u. On a vu que P,v = Pw, m p.p., de sorte que

Ptv = sups~t Bt,av de même Rtu = sup Dt,su et finalement Ptv = 1ERtu m.p.p.’ 

_ 2014 

a1t i 
’

L’espace vectoriel F = C - C est dense dans C(Y), de sorte que finalement, pour
f E C(X), Pt1Ef = 1ERtf, m p.partout.

Ce résultat s’étend par convergence monotone aux fonctions boréliennes sur Ê.

Sous l’hypothèse de séparation pour (P)>0) on peut donc toujours considérer qu’on a
affaire à un semi-groupe de Ray (Rt)t>o, à condition de ne travailler que sur des propriétés
vraies m.p.p.

Remarque. Un autre article de Kuznetsov [3] montre que l’hypothèse (L) est nécessaire
et suffisante pour obtenir la représentation intégrale des fonctions excessives. La partie
nouvelle de ce résultat concerne la nécessité, car la suffisance est "classique" : elle a été
établie par l’auteur dès 1969, et figure par exemple dans [7], [5], [2]. Signalons que dans
l’article [7], on munit le cône des fonctions excessives d’une topologie qui permet d’appliquer
le théorème de représentation intégrale de Choquet.
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