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THÉORÈME DE RAY-KNIGHT DANS UN
ARBRE : UNE APPROCHE ALGÉBRIQUE

Christophe LEURIDAN

Institut Fourier, UMR 5582 CNRS-Université de Grenoble I,
BP 74, F-38402 St Martin d’Hères Cedex

Abstract

Dans cet article, nous donnons des formules pour les transformées de
Laplace fini-dimensionnelles des temps locaux d’un processus de Markov
à son instant de mort. Lorsque l’espace d’états a une structure d’arbre,
nous montrons que les temps locaux obéissent à une propriété de Markov

. spatiale. Nous appliquons ces résultats pour décrire la loi des temps locaux
d’un mouvement brownien tué selon une fonctionnelle additive. Enfin,
dans le cas d’un processus symétrique, nous donnons une démonstration
plus simple du théorème d’isomorphisme de Dynkin et nous obtenons une
identité en loi classique - quantique.

Introduction

Soient (E, ~) un espace localement compact à base dénombrable muni de
sa tribu borélienne. On considère un processus markovien de Feller (Xt)t>o à
valeurs dans (E, ~), issu de a sous Pa, de durée de vie (. Comme d’habitude,
on ajoute à l’espace d’état (E, £) un point cimetière 0, et on pose Xt = ~ sur
l’événement [t ~ (]. On prolonge les applications de E dans R, en attribuant
la valeur 0 au point A. On peut supposer que le processus est le processus
canonique sur l’espace des trajectoires continues à droite ayant une limite à
gauche en tout point. On note la filtration complète continue à droite
engendrée par le processus X. 

-

On suppose que tout point x E E est transient et régulier, c’est-à-dire qu’on
a Pz-presque sûrement sup{t > 0 : Xt = x}  +00 et inf {t > 0 : Xt = x} = 0.
On peut donc définir en chaque point x de E un temps local L~ (le lecteur
pourra trouver une construction du temps local en un point régulier dans [1]).
Rappelons qu’un temps local au point a est une fonctionnelle additive continue
croissante A du processus X telle que

Px[(~t ~ R +) ] = | 1 0 si x a
Une telle fonctionnelle additive est unique à constante multiplicative près, la
constante dépendant du point considéré. Le but de l’article est d’obtenir un
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théorème de Ray-Knight au temps (, c’est-à-dire de décrire la loi du processus

Dans la première partie, nous obtenons une formule matricielle (proposi-
tion 1.6) exprimant les transformées de Laplace fini-dimensionnelles à l’aide de
la fonction de Green définie par g(x, y) = pour (x, y) E E2. Cette for-
mule est équivalente à la formule de Marcus et Rosen [14] donnant l’espérance
d’un produit fini de temps locaux, mais plus générale que les formules pour
la transformée de Fourier d’un temps local ou d’une différence de deux temps
locaux qu’on trouve dans [16], [3] (page 223) ou dans [15]. Nous verrons par
ailleurs (dans les troisième et sixième parties) que l’écriture sous forme ma-
tricielle est efficace pour les calculs.

Dans les parties suivantes, nous faisons quatre hypothèses supplémentaires :

* le processus X visite les points : pour tous x, y E E, Px [Ty  ~~ > 0 ; ;
* la distance définie par d(x, y) = -2 ln  ~~  S~~ donne la
topologie de E.

* la durée de vie ( est presque sûrement finie ;

* la position finale X~_ est presque sûrement différente de A.

Ces hypothèses permettent de rendre les démonstrations de l’article élémen-
taires et "autocontenues", en évitant le recours à la théorie du potentiel et à la
frontière de Martin.

Dans la seconde partie, nous étudions l’effet d’un conditionnement par la
position finale : conservation de la propriété de Markov, effet sur la fonction
de Green et nouvelles formules pour les transformées de Laplace 6ni-dimension-
nelles des temps locaux.

Les temps locaux du processus issu de a conditionné à finir en un point b
vérifient-ils une propriété de Markov spatiale, comme Ray [18] et Knight [12]
l’ont montré dans le cas du mouvement brownien, Walsh [21] et Sheppard [20]
dans le cas de diffusions sur R ? Le contre-exemple du mouvement brownien
sur le cercle donné par N. Eisenbaum et H. Kaspi [8] montre qu’il est vain
d’espérer une telle propriété sans hypothèse sur l’espace d’états. L’argument de
N. Eisenbaum et H. Kaspi peut d’ailleurs être simplifié de la façon suivante :
tuons un mouvement brownien sur le cercle R/Z (identifié à [0 ; 1[) issu de
0 lorsque son temps local en 1/2 atteint une variable aléatoire exponentielle
indépendante. Alors à cet instant, les temps locaux aux points 1/4 et 3/4 ne sont
pas indépendants conditionnellement aux temps locaux en 0 et 1/2, puisqu’ils
ne peuvent s’annuler simultanément, alors que chacun peut s’annuler : pour
aller du point 0 au point 1/2, le mouvement brownien est obligé de passer en
1/4 ou en 3/4, mais il peut éviter complètement un de ces deux points.

Cet exemple montre que le fait d’avoir deux chemins différents pour aller
d’un point à un autre est une obstruction à ce que les temps locaux vérifient une
propriété de Markov spatiale. N. Eisenbaum et H. Kaspi ont d’ailleurs montré
dans [9] que lorsque le processus X est à valeurs dans un graphe connexe plan,
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les temps locaux vérifient une propriété de Markov spatiale si et seulement si
les trois conditions suivantes sont vérifiées :

* le processus X est à trajectoires continues ;

* le graphe est un arbre (continu) ;

* les positions initiale et finale sont déterministes.

Dans la troisième partie, nous définissons la notion de passage obligé et
d’espace arborescent pour le processus X. Cette notion traduit le fait que le

processus X satisfait à une propriété des valeurs intermédiaires, c’est-à-dire qu’il
n’y a qu’un chemin minimal possible pour aller d’un point à un autre. Cette
condition est plus faible que les deux premières conditions de N. Eisenbaum et
H. Kaspi puisque l’espace E n’a pas besoin d’être connexe : par exemple, une
marche aléatoire à temps continu sur Z faisant des pas de -1, 0 ou 1 vérifie la
propriété des valeurs intermédiaires.

Sous cette condition plus générale, nous montrons que les temps locaux véri-
fient une propriété de Markov spatiale et nous décrivons complètement leur loi
dans le théorème 3.8. Un fait remarquable est que les temps locaux convenable-
ment normalisés possèdent toujours les mêmes probabilités de transition. Les

deux semi-groupes qui interviennent sont ceux qui apparaissent dans la formu-
lation de Biane et Yor du théorème de Ray donnant la loi des temps locaux du
mouvement brownien à un temps exponentiel indépendant [2].

La méthode utilisée pour montrer ces résultats est différente des méthodes

employées jusqu’alors puisque nous établissons la propriété de Markov spatiale
en regardant seulement les transformées de Laplace fini-dimensionnelles, sans
utiliser la théorie des excursions comme dans [21], [8] et [9] ni le théorème
d’isomorphisme de Dynkin comme dans [20], [7] et [5] ... ni les théorèmes de

Ray-Knight classiques comme dans [9].
Dans la quatrième partie, nous appliquons ces résultats pour donner la loi

des temps locaux du mouvement brownien dans R tué à l’instant où une certaine
fonctionnelle additive dépasse une variable aléatoire exponentielle indépendante.
Jeulin a donné à la fin de [11] une description de cette loi en conditionnant
par rapport au triplet (Bo, B~,1~) où Bo et B~ sont les positions de départ
et d’arrivée du mouvement brownien et 7( la plus petite valeur atteinte sur
l’intervalle de temps [0 ; ~]. Mais la formulation que nous donnons est plus
simple : en normalisant convenablement les temps locaux et en effectuant un
changement de variable d’espace, nous obtenons une description très proche de
la formulation du théorème de Ray donnée par Biane et Yor dans [2].

Dans les deux dernières parties, nous nous intéressons à des identités en
loi dans le cas où la fonction de Green est symétrique. Nous montrons dans
la cinquième partie que les formules matricielles de la deuxième partie pour
les transformées de Laplace mènent naturellement à une identité en loi en-
tre variables classiques (n temps locaux) et variables quantiques (n matrices
symétriques réelles de taille n). Dans la sixième (et dernière) partie, nous
redémontrons le théorème d’isomorphisme de Dynkin [4] qui est une identité
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en loi reliant les temps locaux du processus X à un processus gaussien centré
indépendant dont la fonction de covariance est la fonction de Green du proces-
sus X. . La démonstration que nous donnons, utilisant les formules matricielles
pour les transformées de Laplace (proposition 2.4) est beaucoup plus simple
que la preuve d’origine. Elle présente des similitudes (tout en étant différente)
avec la démonstration donnée par Rogers et Williams dans le cas particulier où
l’espace d’états est fini. Nous redémontrons la "version sans conditionnement"
du théorème d’isomorphisme de Dynkin, due à N. Eisenbaum [6].

Nous avons choisi de placer la démonstration du théorème d’isomorphisme
de Dynkin à la fin de l’article pour insister sur le fait qu’on ne s’en sert pas
comme outil de démonstration dans les autres parties. Voici en effet le graphe
de dépendance entre les différentes parties : :

1

~
5 ~ 2 ~ 6

~
3

~
4

1 Résultats préliminaires
Voyons d’abord comment le processus X permet de définir une pseudo -

distance sur E. Pour y E E, on note Ty = inf{t E : Xt = y} le premier
instant d’atteinte du point y.

Définition 1.1 On appelle distance d’aller-retour associée au processus X
l’application de E2 dans ~0 ; définie par

d(x,y) = -1 2ln(Px[Ty  (] Py[Tx  03B6]) ,

avec la convention ln 0 = -oo.

Lemme 1.2 La distance d’aller-retour est une pseudo-distance sur E. C’est
une distance si le processus X est irréd~uctible (au sens où  ~~ > 0 pour
tous x, y E E).

Démonstration. La symétrie est évidente. L’axiome de séparation découle
de la finitude de ( et du fait que si d(x, y) = 0, le processus effectue une infinité
d’aller-retours entre x et y. L’inégalité triangulaire vient de ce que d’après la
propriété forte de Markov,

Px[Tz  03B6] ~ Px[Ty  Tz  03B6] = Px[Ty  03B6] Py[Tz  03B6].

a
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Nous allons maintenant voir quelques résultats élémentaires montrant com-
ment certaines quantités s’expriment à l’aide de la fonction de Green. Le premier
résultat concerne la loi de la variable L, sous Pz. .

Lemme 1.3 Sous Px, la variable L~ suit une loi exponentielle et possède donc
des moments de tous ordres. En particulier, g(x,x) = E R+.

Démonstration. Considérons les instants ’inverses" du temps local au

point x :
Tr = inf {t E R.~. : Lt > r } .

Par continuité à droite de X, , on a Xr: = x sur l’événement [r;  (]. En
utilisant l’additivité du temps local au point x et la propriété de Markov, au
temps d’arrêt on montre que pour tous r, s E R+, ,

>

ce qui entraîne que la variable L? suit une loi exponentielle. D

Lemme 1.4 Quels que soient x, y E E, on a

y) =  03B6] g(y, y) ~ g(y, y)  +oo

d(x, ’ y) _ 2 1 ln x y)
Démonstration. En appliquant la propriété de Markov au temps d’arrêt Ty,

on obtient

g(xry) = Ly03B6] - Px[Ty  03B6] Ey[Ly03B6] = Px[Ty  03B6] g(y,y),

ce qui montre la première affirmation. La seconde égalité est une conséquence
immédiate. D

Voyons maintenant comment la transformée de Laplace d’un n-uplet de
temps locaux s’exprime à l’aide de la fonction de Green.

Soient n + 1 points xo, ... , zn non nécessairement distincts, et n complexes
c~i,..., an. de partie réelle négative. Soit A est la fonctionnelle additive définie
par At = ai L:1 + ... + anLt ^ . Comme le processus A est continu et à variation
bornée, on a :

Ex0[exp(A03B6)] - 1 = Exo [1’ exp(A, - At)dAt]
= akEzo f / At)dLxkt].

~=1 0 
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Pour z E E et r > 0, notons T£ = inf{t > 0 : Lf > r). Par continuité du

processus croissant L~ ,

Ex0 [ 1’ eXp(Aç - At)dLf] " Ex0 [Lx03B60 eXp(ù4ç - Axr)dr]
" ~ eXp(Aç - Arg )]dT.

Comme l’événement [L( > r] = [Ç > Tg] est antérieur au temps d’arrêt Tg on
a d’après la propriété de Markov : :

Ez~ [ /~ exp(Aç - At)dLf] = /~ Pz~ [L( > r] Ez [ exp(Aç)] dr
" ~’z 

Ainsi,

(*) - 1 = 03A3nk=1 9(20, xk)03B1kExk[exp(A03B6)].
Une démonstration analogue (ou un développement en série de la formule (*))
fournit une formule donnant les moments de Aç = ai L]i + ... + anL]" , pour
tous complexes ai , ... an :

=1 9(zo > xk(1) )03B1k( 1 > 9(zki > , zk2> )OEk2> ... 9(zkm- i > > zkm> ) OEkm> >

la somme portant sur toutes les applications k de [1 ... m] dans [1 ... n] . Le cas
particulier où m = n permet de retrouver par polarisation la formule de Marcus
et Rosen [14] :

Proposition 1.5 Ques que soient les points zo, ... , xn E E, on a

Ezo [L[~ ° ° ° L[" ] " £ 9(20 > 281 > )9(281 > > 282> ) ° ° ° 9(28n-1> > 28n> ) >
où la somme porte sur toutes les permutations s de [1 ... n] .

Revenons à la formule (*) qu’il est intéressant d’écrire sous forme matricielle .
En remplaçant successivement zo par zi , ... , xn , on obtient le résultat suivant :

Proposition 1 .6 Soient zi , ... , xn des points non nécessairement distincts, et
ai,... ,an des complexes de partie réelle négative. Soit C la matrice

(g(z; et D la matrice diagonale de coefficients diagonaux ai , ... an. .
Alors

Ex1 [exp(03B11 Lx103B6 + ... + 03B1nLxn03B6 )] i

(I - CD)
Ezn [ exp(03B11 Lx103B6 + ° ° ° + 1



276

Remarque. On peut montrer que la matrice I - CD est inversible. La

preuve de la proposition 2.4 le montre lorsque les coefficients de C sont tous
strictement positifs. Si ce n’est pas le cas, on définit une relation d’équivalence
et une relation de préordre entre les indices par

2 H ~ r  ~~ > 0 et  ~~ > 0 ~ > 0 et Cj,s > o.

 (] > 0 et >0 et cj,z=0.
En réordonnant les lignes et les colonnes de I - CD, on obtient alors une ma-
trice triangulaire supérieure par blocs dont les blocs diagonaux sont inversibles
d’après le cas précédent. La matrice I - CD est donc inversible. En utilisant
les formules de Cramer, le résultat de la proposition 1.6 s’écrit :

1 ... 

1 1 - C2,2a2 ... . 

Ex1[exp(03B11Lx103B6 + , , + )J = 
1 

1 1- ... 1- 
.

1 - Cl,l al ... 

1 - C2,2a2 ... -C2,nan
.... j

- Cn,lal 1 - cn,203B12 ... 1 - Cn,nan

Autre démonstration de la proposition 1.6 Dans la démonstration "proba-
biliste" ci-dessous, nous nous restreignons au cas où les points xl, ... , xn sont
distincts deux-à-deux et montrons au passage que la matrice C de coefficients

xj) est alors inversible. Mais on se convainc facilement {en renumérotant
les points) que le résultat de la proposition 1.6 est encore vrai même si les points
xl , ... , xn ne sont pas distincts.

Démonstration. Soient xl, ... , xn des points de E distincts deux-à-deux et
F = {0; xl; ~ ~ ~ ; xn}. . Posons r~ = inf {t > 0 Xt E F~{Xo} } et introduisons
les matrices B et P de coefficients

= E~~ 1 et = Px; = xjJ pour i, j E ~1... n]
et posons p~,o = P~; = OJ. Par définition de l’instant q, on  ~’, et
bs, j = 0 si i 7~ ~ (tandis que b;, j > 0 si i = j). . Autrement dit la matrice B
est diagonale et inversible. D’après la propriété de Markov, on a pour tous

E ~1... n]
n

= = + EZa [Ex~[Lxj03B6]] = + 03A3pi,kbk,j.

k=1

Autrement dit, C = B + PC, soit (I - P)C = B. Donc les matrices I - P et C
sont inversibles, et I - P = BC-l. . En regardant les coefficient diagonaux, on
trouve que 1 = pour tout k E [1 ~ ~ ~ nJ. .
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Par ailleurs, en appliquant la propriété forte de Markov à l’instant 7~’ =
inf{t ~ Lxit > r}, on voit que pour tout r > 0,

> r ;X, = ~,] =  7?;X, = ~,] =  = 
.

Donc sous la loi Pc,, les variables L~’ et X~ sont indépendantes, et on montre
que la variable Z~’ suit une loi exponentielle par un raisonnement identique à
celui du lemme 1.3.

Soient c~i,..., an des complexes de partie réelle négative et A la fonctionnelle
additive définie par At = 03B11Lx1t + ... + anLf". . En appliquant la propriété de
Markov au temps d’arrêt ~, on voit que pour tout ~ E [1 ... ~], ,

= E.. = 20142014201420142014(p~ + >
i 2014 ct~,t ~ .~. 

soit 
~ 

(1 - = = 1 - .

j=i j=i

En notant D la matrice diagonale de coefficients diagonaux ai,..., an, on peut
réécrire ces égalités sous forme matricielle :

Ex1[eA03B6] B / 1 B

(7-BD-P) ( : ) =(7-P) : .Exn[eA03B6]

On obtient Inégalité voulue en multipliant les deux membres par (7 - =

CB-~. ~ D
A partir des formules permettant de calculer les moments conjoints des temps

locaux, on obtient l’estimation suivante :

Corollaire 1.7 Notons Az = pour x ~ E. Alors quels que soient
E E, on ~8d(~,~). .

Démonstration. Diaprés la formule de Marcus et Rosen (proposition 1.5),
on a

1 2Ea[(y-x)2] = g(a,x)g(x,x) g(x,x)g(x,x) + g(a,y)g(y,y) g(y,y)g(y,y) 
- g(a,x)g(x,y) g(x,x)g(y,y) - g(a,y)g(y,x) g(y,y)g(x,x)

= g(a,x) g(x,x)(1-g(x,y) g(y,y)) + g(a,y) g(y,y)(1-g(y,x)g(x,x))

~ (1-g(x,y) g(y,y)) + (1-g(y,x) g(x,x))

2-2exp(-2d(.r,2/))

a
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2 Conditionnement par rapport à la position
d’arrivée

Dans cette partie (et les suivantes), nous faisons les quatre hypothèses suiv-
antes :

* le processus X visite les points : pour tous x, y E E, Pz[Ty  ~’J > 0 ;
* la distance d’aller-retour associée à X donne la topologie de E.

* la durée de vie ( est presque sûrement finie ;

* la position finale X~_ est presque sûrement différente de A.

De plus, nous normalisons les temps locaux de telle sorte que l’application
x ~ g(x,x) = soit continue. Le corollaire 1.7 montre alors que pour
tout a E E, le processus est continu dans ce qui entraine que
l’application x ~ g(a, x) = est continue (et donc £-mesurable).

Pour conditionner le processus X par rapport à sa position X,- à son instant
de mort, nous allons d’abord étudier l’influence du point de départ sur la loi
de X~_. La dépendance de la loi de X,- par rapport au point de départ est
résumée par le résultat suivant.

Lemme 2.1 Pour tout x E E, la loi de X~_ sous P~ est de la forme
E dy] = g(x, y)v(dy), où v est une mesure sur E ne dépendant pas

de x.

Démonstration. Il s’agit de montrer que la mesure 03BDx sur E définie pour
chaque x E E par vz(dy) = P~ ~X~_ E dyJ ne dépend pas de x. Pour
cela, on commence par remarquer que pour tous points x, y E E et tout borélien
B ~ ~,

B T y  03B6 ; X03B6- E B J =9(=P U X_ B

d’où
Py[X03B6 - E BJ  Pz[X,- E BJ
~~) ’ 

Soit r > 0. Soient B E f une partie de E de diamètre  r et y E B. Alors en

appliquant la propriété de Markov au temps T = inf {t E R.r : : d(Xt, y)  r?, il
vient, pour tout x E E,

E BJ = Px[T  03B6 ; X03B6 - E Bl = E B]]. .

Mais sur l’événement [T  (], on a d(XT, y)  r, d’où

P X _EB 9(XT’XT)P X _EB el’’P X _EB.
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En reportant dans l’égalité précédente, on obtient donc

Pz[X,- E ~  (] Py[X,- E B]   E B],

puisque

Pz[Ty «] = ~  (] =  (]]
°

Ainsi,
~ B] ~ 

" " 
e .

Par conséquent, pour tous z, a/ E E,

~1  " .

Cette dernière inégalité est valable pour toute partie B ~ ~ de diamètre  r

et pour tout y E B. Comme l’espace métrique est séparable, on peut
décomposer tout borélien de (E, ~*) en réunion dénombrable disjointe de telles
parties. Ainsi, pour tout A ~ ~

03BDx(A) = APx[X03B6 - ~ dy] g(x,y)  e4r A Px’[X03B6- ~dy] g(x’,y) = e4r03BDx’(A),

d’où en faisant tendre r vers 0 et = par symé-
trie. Q

Lemme 2.2 Soit a E E. Alors une version régulière de la loi conditionnelle de
Pa sachant Xç- est la famille de probabilités définie par

~n[T«))=~~~.
pour tout temps d’arrêt T, et tout événement A E F.

Démonstration. Soit T un temps d’arrêt. Alors pour tout a E ~ et pour
tout B 6 E, .

ï  ( ; X~ E B] = Ea[IA Px. [~- E ~}
= Ea[IA 

= ~ 
= ~~~)~--’ ]

a
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Définition 2.3 Pour a, b E E, la probabilité Pa,b s’appelle loi du processus X
issu de a conditionné par finir en b.

On écrit de façon abrégée

Pa,b|Ft = g(Xt,b) g(a,b)Pa | Ft.
Fixons b E E. En notant le noyau de transition du processus X sous

les probabilités on vérifie facilement que le processus X est encore
markovien sous les probabilités avec un noyau de transition 
donné par = .

La fonction de Green du processus X "conditionné par finir en b" est donnée
par la formule

.

En effet, en notant T~ = inf{t > 0 : ~ = y) pour r ~ 0, on a

= 

= 

= 

~0([03BDr03B6]g(X03BDr,b) g(x,b) dP x) 
dr

= ~0([03BDr03B6]g(y,b) g(x,b)dPx) dr
= g(y,b) g(x,b) ~0 Px[yr  03B6] dr

- ~-~
Considérons maintenant n points :ci,..., ~ non nécessairement distincts et

n complexes ai,..., an de partie réelle négative. Notons At = 03B11Lx1t + ... +
Pour calculer il suffit de remplacer dans la formule

donnant (proposition 1.6) la matrice C par la matrice

C’ = (g( xi,xj) g(Z;,Z/) 
- 

ci,jcj,f ci,f)1~i,j~n
.

Or on a C’ = où B/ est la matrice diagonale de coefficients diagonaux
ci,/,..., Ct,,/. Comme les matrices By et D commutent, on a

(7 - C’D) = J - B-1fCDBf = B-1f(I-CD)Bf .

En multipliant à gauche par Bj l’égalité

Ex1,xf[exp(A03B6)] B / 1 B

(I-C’D)
B / B 1 /
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on obtient donc :

f ] g(x1 , xf )
(I-CD) ..

9(xn, x f )
Les deux membres de cette égalité sont la f-ième colonne des matrices

(I - CD)M et C, où M est la matrice Donc

(I - CD)M = C et (I - CD) (I + MD) = I, ce qui montre que la matrice
I - CD est inversible.

Nous pouvons donc énoncer : :

Proposition 2.4 Soient xl, ... ,xn des points non nécessairement distincts et
al, ... an des complexes de partie réelle négative. Soit C la matrice

(g(x;, et D la matrice diagonale de coefficients diagonaux 03B11,... , an. .
Alors pour tous i, f E [1...n],

Exi,xf[ e al Lxl + ... + a Lxn03B6)] - 
1 I - CD -1 C .

~=,t ( > )

3 Le cas d’un espace arborescent

En plus des hypothèses de la section précédente, nous supposons dans cette
partie que l’espace d’états est arborescent en un sens que nous allons main-
tenant préciser. Pour cela, nous avons besoin d’introduire quelques définitions
concernant la structure de l’espace d’états relativement au processus X :

Définition 3.1 Pour x, y, z E E, on appelle :

* passage obligé de x vers y tout point z E E tel que Pz[Tz  Ty~ =1 ;
* passage obligé entre x et y tout point z E E tel que Pz[Tz  Ty~ =

* itinéraire de x vers y l’ensemble des points de passage obligé de x vers
y, noté (x - y~ ;

* segment [x ; y~ l’ensemble des points de passage obligé entre x et y, noté
[x~y~~

Les itinéraires ont les propriétés naturelles suivantes :

Lemme 3.2 Si le point z appartient à l’itinéraire [x --~ y~, , alors

* Px[Ty  03B6] = Px[Tz  03B6] Pz[Ty  03B6], ;
* ;

* ;
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* .

Démonstration. Soit z E [x -~ y]. Les deux premiers points se montrent en
appliquant la propriété de Markov à l’instant Tz :

 ~j =  Ty  ~j =  ~j  ~j .

D’après le lemme 1.4, cette égalité s’écrit :

9(-
’

ce qui entraîne que g(x, y)g(z, z) = g(x, z)g(z, y}. .
Pour montrer que = [x -3 y] C [x -~ z] U [x -~ y] (la seule inclusion non

évidente), on remarque que si w n’appartient ni à [x - z] ni à [z - y], alors
d’après la propriété de Markov,

Px[Ty  Twj = Pz[Tz  Ty  Tw] = Px[Tz  Pz[Ty  Tw] > 0,

ce qui entraîne que w n’appartient pas à [x -3 y].
Pour montrer que l’intersection [a? -~ zj ~ [z -~ y] est réduite à {z}, on

remarque que si w est un élément de [x - z] n [z -~ yj, alors w appartient à
[x -~ y], d’où d’après leBpremier point,

Px [Tw  03B6] Pw[Ty  03B6] - Px[Ty  03B6]
= Pz[Tz  03B6] Pz[Ty  03B6]
= Px[Tw  03B6] Pw[Tz  03B6] Pz[Tw  03B6] Pw[Tu  03B6].

Mais comme Pz [T w  ~j Pw [Ty  ~j > 0 puisque le processus X visite les points,
on a donc Pw[Tz  03B6] Pz[Tw  03B6] =1, c’est-à-dire d(w, z) = 0, soit w = z. 0

Définition 3.3 On dit que l’espace d’états E est arborescent (pour le proces-
sus de Markov X) si quels que soient x, y, z E E, les segments [x ; y], ~x ; zj et

[y ; z] ont au moins un point en commun.

Cette définition inclut évidemment les arbres usuels (pour des marches aléa-
toires à temps continu), mais aussi des espaces continus comme les gerbes de
demi-droites issues d’un même point, pour des mouvements browniens de Walsh. .
On peut "panacher" les comportements en considérant par exemple un processus
à valeurs dans U {-1~ évoluant de la façon suivante : : le processus est un

mouvement brownien réfléchi en 0 jusqu’à ce que son temps local dépasse une
variable exponentielle indépendante ; il saute alors en -1 et y reste un temps

exponentiel avant de revenir en 0... On peut même imaginer des exemples plus
compliqués. Mais il est remarquable que les temps locaux convenablement nor-
malisés obéissent toujours aux mêmes lois.

Dans toute la suite, on suppose que l’espace d’états E est arborescent.

Voyons quelques conséquences immédiates de cette hypothèse :
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Lemme 3.4 Quels que soient les points E E, on a [~ -~ ~j = [~ ;~/]. .

Démonstration. La seule inclusion non évidente est [~ -~ ï/] C [~ ;~/]. Pour
la montrer, on remarque que pour tout point z E [~ -~ ï/], les segments [~ ;~/],
[~ ; ~] et [ï/ ; ~] ont au moins un point en commun. Mais le seul point commun
aux segments [~ ; ~] et [ï/ ; ~j est z, diaprés le lemme 3.2. Donc ~ ~]. D

Corollaire 3.5 Quels que soient ~c, les segments [a: ; ~ [~ ; ~] et [y ; ~]
ont un et un seul point en commun.

Démonstration. Soient Supposons que les segments [:r ;~ [~ ;~]
et [~/ ;~ ont deux point en commun w et ~. . Diaprés les lemmes 3.2 et 3.4, on
a [~ ; ~/] = [u; ; ~] u [n; ; ~]. . Donc le point w’ appartient à [w ~] ou à [w ~/], par
exemple à [w a?j. Mais le point w’ appartient aussi à [~ ; ~] = [w y] U [w ~],
donc par exemple à [w ~/j. Comme le seul point commun aux segments [w ~]
et [w ï/] est w, on a donc w’ = w. D

Définition 3.6 On appelle carrefour entre l’unique point commun a~a:
segments [a? ;ï/], [~ ;~ et [ï/ ;~], 

On vérifie facilement que l’opérateur ternaire "carrefour" possède la propriété
suivante :

Lemme 3.7 Pour tous E E, le point est égal à au
moins un des points c(~~,ï/)~ c(~~). .

Démonstration. Si les points ~ sont alignés alors y, z) est l’un d’eux
et il n’y a rien à prouver. Sinon, soit w = c(:c,~). Il y a plusieurs cas à
considérer, suivant la position du point c(u, v, w). .

Si le point c( u, v, w) n’appartient à aucun des segments [t; ;a?j, [ï~ ;~/] et
[~ ;~], , alors on montre facilement que c(u, v, w) = = c(u, v, y) =

1

u ~

B t
’" ~ 2014~~

~ ~
v Ï/

Si le point c(u, ~, t~) appartient à un seul des segments [w ~j, [~ ; ~/] et [w ~], ,
disons [w ~j, alors on montre facilement que c(u, v, w) = = c(u, v, y) :

u r

B ~
c(u, v, w) -~ 1~

~ B B
v z ~

Si le point c(u,v,w) appartient à au moins deux des segments [t; ;~], [~ ;~j
et [~ ;~], il est égal à w. Comme les points z, y et z appartiennent à trois
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composantes irréductibles distinctes pour le processus X tué en w, l’une des trois
au moins, disons celle de z, ne contient ni u ni v et alors c(u, v, w) = c(u, v, z) :

x

t
u E- w - z

~
. ~ y

a
Le lemme 3.7 entraîne que toute partie finie F de l’espace d’états est incluse

dans une partie finie stable pour l’opérateur c : : il suffit de considérer c(F3) =
{c(x, y, z ; (x, y, z) E F3 }, Pour décrire la loi de la famille des temps locaux

sous Pa,b, il suffit de donner la loi de toute sous-famille où F
est une partie finie de E contenant a stable pour l’opérateur c.

Soit donc F une telle partie de E. On munit F d’une structure d’arbre
orienté en mettant une arête entre d’un point x vers un point y si et seulement
si x E [a ;~] et si l’intersection Fn [x ; y] est réduite à la paire {x ; y}. . Notons
Aint l’ensemble des arêtes contenues dans le segment [a ; b~, Aext l’ensemble des
arêtes en dehors du segment [a ; b~ et A = A;nt U Aezt. .

Pour ~ > 0 et t > 0, notons Mt le noyau de transition sur R+ défini par

Mi (u .) = exp ~. ~_ -. r (n + É , 1 - 1 ) ,
n=0

où r(a, À) désigne la loi Gamma de paramètres a et À : : si a > 0, cette loi admet
comme densité sur R+ l’application x H ; si a = 0, alors
r(aa a) _ ~o.

Nous pouvons alors expliciter la loi de la famille :

Théorème 3.8 Notons A~ = pour x E E. Alors avec les notations
précédentes,

E F) Az E duz]

(uz, 11 duy).~ 

De ce théorème découle immédiatement (par récurrence sur le nombre de
parties considérées) le résultat suivant : :

Corollaire 3.9 La famille de variables aléatoires (Az)zEE vérifie la propriété
de Markov spatiale suivante si El , ... , En sont des parties de E si c E E est un
point de passage obligé entre n’importe quel couple de points appartenant à de~
parties Ez et Ej d’indices i, j différents, alors les famille ... , (x)x~En
sont indépendantes conditionnellement à A~. .

Avant de passer à la démonstration théorème 3.8, signalons les principales
propriétés des noyaux de transition Mt .
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Lemme 3.10 Pour E R+, la transformée de Laplace de la probabilité
est donnée par

R+ exp(03BBv)M03B4t(u,dv) = (e2t e2t-(e2t-1)03BB)03B4/2 exp(03BBu e2t-(e2t-1)03BB) .

De plus, pour tout 6 E R+, les noyaux (Mt )t>o forment un semi-groupe de
transition dont le générateur est 2u~+(~-2u) û pour les applications
f E C2(R.~, R) telles que f (u), u f’(u) et uf"(u) tendent vers 0 quand u tend
vers +oo.

Démonstration. Le calcul de la transformée de Laplace est immédiat. Pour
montrer la propriété de semi-groupe, on vérine que pour tous réels 8, t, u 2:: 0 et
a0, 

’

/ Mt (u, dv) exP(aw)M8 (v, dw) = M +8(u, dw) exP(aw). .
Pour le calcul du générateur, on montre la formule pour les combinaisons linéaires
d’exponentielles décroissantes et on étend le résultat par densité. D

Remarque. La loi d’une diffusion de générateur 2~~y + (6 + 2Qu) ~û issue
de x est parfois notée . Les semi-groupes de transition (Mt )t>o sont alors
ceux des lois ’lQx. . Les lois pQx généralisent les lois Qx des carrés de Bessel
(obtenues en prenant {3 = 0) et partagent la même propriété d’additivité à /3
fixé. On trouvera des propriétés et des formules concernant ces lois dans l’article
[I7] de J. Pitman et M. Yor. En particulier, la formule (6c) donne les densités
de transition sur R+ pour un processus de loi . Cette formule comporte
une erreur de signe et doit être rectifiée comme suit : :

03B2q (t, x, y) = 03B2(y/x)03BD/2 2sh(03B2t) exp ((( 1- 03BD)t-xe03B2t+ye-03B2t 2sh(03B2t)) I03BD (03B2xy sh(03B2)) ,

avec v = J/2 - 1. Signalons que lorsque 6 = 0, les probabilités de transitions
comportent un atome en 0.

Venons-en maintenant à la la démonstration théorème 3.8. Elle se fait en
deux étapes, la première consistant à démontrer le résultat lorsque F est une
partie finie du segment [a ; b~ contenant a. On procède par récurrence sur le
nombre de points, grâce au lemme suivant : :

Lemme 3.11 Soient xl et x2 deux points de E. Pour rt>_3, considérons des
points x3, ... , xn+1 appartenant au segment ; x2] ordonnés de xl vers x2,
avec x3 = ri . Notons dn = Cn,nCn+l,n+1 - Cn,n+1Cn+l,n et = g(xz, xj) pour
i, j E [3... n + 1]. Alors pour tout complexe a de partie réelle négative, on a

Ex1,x2[exp(03B1Lxn+103B6)|03C3(Lx103B6,...,Lxn03B6)] = cn,n cn,n-dn03B1 exp (cn,n+1cn+1,n03B1 cn,n(cn,n-dn03B1)Lxn03B6).C C ... C cn’n _dna Cn’n (Cn’n _dna) C .
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Démonstration. Soient 03,.... et a des complexes de partie réelle néga-
tive. D’après la proposition et les formules de Cramer, on a

Cl ,2 0 -01,303 ... 

C2,2 1 -C2,3~3 ... 

c3,2 0 1-c3,303B13 ... 

cn,2 0 -cn,303B13 ... 1-cn,n03B1nEx1,x2[exp(03B1kLxh03B6)] = 1 c1,2 1 0 -c1,303B13 ... -c1,n03B1n

0 1 -c2,303B13 ... 

0 0 1-C3,3CÏ3 ... -C3,n0n

0 0 -cn,303B13 ... 1 - 

Dans le déterminant du numérateur, ajoutons c1,j c1,203B1j fois la première colonne à
la j-ième pour tout j C [3 " ’ n]. Comme est nul pour 3 ~ i ~ j ~ n,
on trouve que ce déterminant vaut 01,2. . Donc

~ 
1 - ~3,3~3 ... 

E~[exp(~a~)]=~ avec D~= ~ -.. : .

~=~ 
~ 

-C~,3~3 ... 1 - 

De même,

=-~-, >
~=3 

"’ 

avec

1-03,303 ... 

~ ’’ . 

, 

~ ~ 
.

"0~,30~3 ... 1 2014 

- 0~+1,303 ... 

Dans l’expression de multiplions la dernière ligne par cn,n et

retranchons-lui l’avant-dernière multipliée par En développant le déter-
minant obtenu suivant la dernière ligne et en utilisant l’égalité Cn+i,nCnj =

pour ~ ~ [3 " -~, on trouve
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1 - c3,303B13 ... 

’ ’’ ~ 1
- cn,303B13 ... 1 - cn,n03B1n -cn,n+103B1

0 ’-0 

1-c3,303B13 ... 1 

~ ’., : :

... 

1 - c3,303B13 ... 

1 ,30E3 ... -cn-1,n-103B1n-1 -cn-1 ,n03B1n
-cn,303B13 ... 1 - 

1 - ... + /?)

... ’’ 1-C~-i~-ia~-i ~ #) 
~

... + ~)
OÙ

~ == .

dna)
Par conséquent

n

k=3

n

= cn,n cn,n-dn03B1Ex1,x2[exp(03A303B1kLxk03B6) exp (03B2Lxn03B6)].’ n 
~=3

Comme cette égalité a lieu quels que soient les complexes de partie réelle négative
" ’ on obtient le résultat annoncé. D

Les lemmes 3.10 et 3.11 permettent de montrer le résultat du théorème 3.8
lorsque la partie F est incluse dans le segment [a ; &#x26;] : on procède par récurrence
sur le nombre de points. La seconde étape de la démonstration du théorème
consiste à étendre le résultat à une partie quelconque vérifiant les hypothèses
du théorème, en raisonnant par récurrence sur le nombre de points en dehors
du segment [a ; &#x26;]. La récurrence repose sur lemme suivant :
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Lemme 3.12 Soit F une partie finie de E contenant strictement le segment
[a ; b], stable pour l’opérateur c. Soit v une feuille de l’arbre (F, A) n’appartenant
pas au segment [a ; b] , et soit u le prédécesseur de v . Alors pour tout complexe
a de partie réelle négative, on a

Ea,b[exp (03B1vLv03B6) 1 03C3(( Lx)x~FB{v}] = exp  gu, lll>ilJl a> Lv03B6) ,

avec du,, = g(u, u)g(v, v) - g(u, v)g(v, u) .

Démonstration. Notons zi , ... , zn+i les points de F, avec zi = a, z2 =

b, zn = U, xn+1 = V, certains de ces points pouvant être confondus. Soient

Ci,j " 9(Zi> Zj) pour 1> j E li ° ° ° ’l+ il et dn " " du,,.
Alors pour tous complexes ai , ... an et a de partie réelle négative, on a

c1,2Ex1,x2[exp(03B1hLxk03B6 )] = A B,

k=1

avec

c1,2 -c1,203B12 ... -c1,n03B1n -c1 ,n+103B1
C2,2 1 - c2,2a2 ... -c2,n03B1n -C2,n+l a

A =
Cn,2 -cn,203B12 ... 1 - cn,n03B1n -cn,n+103B1

Cn+1 ,2 ... 1 ~ Cn+1 ,n+l OE

1- c1,103B11 ... -c1,n03B1n -c1,n+103B1

B = 
... I ~ ,n"n 
... 

Dans chacun des déterminants A et B, effectuons les mêmes opérations que
celles effectuées dans la démonstration du lemme 3. I l sur le déterminant Dn+i .
On obtient de la même façon :

cn,nA = (cn,n - dna)A’ et cn,nB = (cn,n - dna)B’ ,

avec

c1,2 1- c1,203B12 ... + #)

A’ =
cn-1,2 -cn-1,203B12 ... 1- cn-1,n-103B1n-1 -cn-1,n(03B1n + #) 
,2 -cn,203B12 ... 1- ,n(OEn + #)

1- c1,103B11 ... + #)

B’ - ( ° . , i 1
-cn-1,103B11 ... + #) 
-cn,103B11 ... -cn,n-103B1n-1 1- cn,n(03B1n + #)
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où

/? 2014 cn+1,n03B1
.

dna) 
.

Par conséquent

n n

Ex1,x2 [exp( L, exP (03B1Lxn+103B6)] = [exp(03A303B1kLxk03B6) exp .

k=1 ~=1

Comme cette égalité a lieu quels que soient les complexes de partie réelle négative
ai , ... , an, on a bien

i > .. 
= exp ( ~+1 

,

. n

ce qui est le résultat annoncé. D
Remarque. L’hypothèse que l’espace E est arborescent pour le processus

X entraîne qu’on peut rendre la fonction de Green symétrique en normalisant
convenablement les temps locaux. En effet, soit f l’application de E dans R
définie par f (x) = g(x, a) j g( a, x), où a est un point fixé de E. Alors pour tous
points x, y E E, on a en notant z le carrefour de a, x, y

y) = y) x y)

~ 

g(z,z) . g(z,z) g(a,z)g(z,y)
_ ~ 

g(z, z) 
’

d’où f(y)g(x, y) = f(x)g(y,x). Pour rendre la fonction de Green symétrique, il
suffit donc de renormaliser les temps locaux en multipliant par f(x) le temps
local en x.

4 Application au mouvement brownien
Dans cette partie, on considère un mouvement brownien (Bt)t>o et une

variable R indépendante de B, de loi exponentielle de paramètre 92 /2. On
note (LZ)zeR une version continue des temps locaux de B. Soient  une
mesure positive non nulle, localement finie sur R et L~ la fonctionnelle additive
définie par Lf = fR Pour b E R et r > 0, considérons les instants
Tb = inf {t > 0 : Lt > r} et Tf = inf {t > 0 : : Lt > r}. Nous allons décrire
la loi des temps locaux du mouvement brownien B à l’instant T. Pour cela,
nous appliquons les résultats de la troisième partie au processus de Markov X
obtenu en tuant le mouvement brownien à cet instant. Nous utilisons également
l’identité en loi suivante, qui nous a déjà servi dans [13] à obtenir un théorème
de Ray-Knight à temps fixe.
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Lemme 4.1 Pour tout instant aléatoire T, notons la loi du mouvement
brownien issu de a tué à l’instant T. Alors

j°° P ra dr = j ( j°° dr )p(db). .
Démonstration. Pour tout instant aléatoire T, notons BT le mouvement

brownien tué à l’instant T (autrement dit B/ = Bt sur [t  T] et B/ = il
sur [t > T]) . Alors pour toute fonctionnelle mesurable positive F,

/~ dr = dLf]
= Ea [ / ~~_ ( /~ ~ F(Bt)dL)) p(db)]
" / Ea [ /~ dT] >(db)

D
Le lemme ci-dessus permet de décrire la loi de Xç- = B R à l’aide de la

fonction de Green: :

Lemme 4.2 La loi de la position pour un mouvement brownien issu de a

est donnée par E db] = (8~ /2)g(a, b) p(db) .

Démonstration. Pour toute application borélienne bornée f : R - R, on a
d’après le lemme 4. 1,

= Ea f(Bro ) dr]
= 03B82 2 ~0E03B1[f(b r)exp(-03B82L r/2)] dr

= 
03B82 2 R 

( 
~0

Ea [ ) /2)] dl) p(db)
= 03B82 2 / f(b) (~0 Ea [ exp( -03B82 L bl/2)] dl) p(db)

Or pour tout 1 E 

Ea[exp(-03B82 2L bl)] = ~0P[r>L bl]exp(-03B82r 2 )03B82dr 2 = P[R>L bl]
= P[ R>bl] * P[L$, >1].

Ainsi,
fl2 f fl2 f

= 

, / R >db> = 1 / R fb>ga, b> >db>.
11

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement de la fonction de
Green vis-à-vis de la seconde variable.
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Lemme 4.3 Si z, y E R et z E [z ; y], alors 0  g(z, z) - g(z, y)  2)z - y).
Par conséquent, pour tout z E R, l’application y e g(z, y) est continue sur R,
croissante sur ] - ~ ; z] et décroissante sur [z ; +oo[.

Démonstration. D’après la formule de Tanaka, on a pour tout instant t > 0

Ez = Ez [lBtAr, - zl- |Bt^ R - vl] - lz - z l + lz - vl>

Comme )z - y) - )z - z) = )y - z) on a donc

0  Ez  21z - vl ,

d’après l’inégalité triangulaire. En faisant tendre t vers +cxJ, on obtient le

résultat annoncé par convergence dominée. D

Nous allons maintenant établir quelques formules concernant la fonction de
Green et la distance d définie au lemme 2. 1 :

Lemme 4.4 fl existe deux applications continues U et V de R dans R, stricte-
ment positives, respectivement croissante et décroissante, vérifiant U" = 03B82U
et V" = 03B82V  au sens des distributions telles que pour tous z, y E R,

| U(x)V(y) 1’ 1 ~ ig(x ,y) U(y)V(x) si y $ x

De plus la distance d définie au lemme 2.1 est donnée par la formule d(z, y) =
)s(y) - s(z)), où l’application s est définie par s(z) = (ln U(z) - In v(z)) /2.
L’application s est une primitive de l’application z e 1 /g(z, z) et est une bijec-
tion de R dans R. 

’

Démonstration. Soit z E R. Notons fz l’application de R dans R définie
par fz (y) = g(z, y) et montrons que f£’ = 03B82 fx  - 203B4x au sens des distributions.
Pour cela, considérons une fonction test §. Alors

/ R fz§" = Ez [ / R dy ) .
Or d’après la formule de Tanaka,

§Brù > = §Bo> + / o 
r# 

§’ (Bs)dBs + 1 2 R03C6" Y> Li, dY.
Comme d’après le lemme 4.3, on a

Ex[ R003C6’(Bs)2 ds] " Ez ( / dY ) " / Y) dY  +°°>

on en déduit que

/ R " «80)] " 03B82 / R «Y)fz (Y)P(dY) - 2§(Z»
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grâce au lemme 4.2.
L’application fz est donc solution de l’équation différentielle f" = ~/~ sur

chacun des intervalles ] - ~ ; x] et [x ; +oo[. D’après le lemme 4.3, l’application
fz est strictement positive et continue sur R, croissante sur ] - ~ ; x] et décrois-
sante sur [~ ; +oo[. Or on montre facilement que le wronskien de deux solutions
de l’équation différentielle /~ = est constant, ce qui entraîne que deux
solutions positives croissantes (ou décroissantes) sont proportionnelles. Donc
l’application fz est proportionnelle à U sur ] - oo ; ~] et à V sur [~ ; +oo[, où U
et V deux applications de R dans R indépendantes de ~, continues, strictement
positives, respectivement croissante et décroissante, solutions de l’équation dif-
férentielle /~ = ~//~. Comme l’application fz est continue au point ~, il existe
donc une constante E R+ telle que pour tout y E R,

~~~- 1 si 
Or on a

2 03B82 = Ex [R] = Ex[ LV, p(dy)]
= Rg(x,y) (dy)

. 

= / + / V(2/) 
;z] jz ;+oo]

Comme le wronskien des applications U et V est constant, on en déduit que
la constante C(.c) ne dépend pas du réel a: : : plus précisément, = c, où c
est le réel tel que le wronskien t/~V 2014 UV’ soit constant égal à 2/c. On peut
s’arranger à obtenir c = 1 en choisissant convenablement les applications U et
V.

Considérons maintenant l’application s z ~ Alors

pour E R tels que x ~ y,

d(x,y) = 1 2lng(x,x)g(y,y) g(x,y)g(y,x) = 1 2lnV(x)U(y) U(x)V(y) = ....

D’autre part, par continuité des applications U et V,

~ . _ 
1 /~(~) ~(~) B _ 1

’ ’" 2 
~ 

7 " 
" 

Pour montrer que l’application s est une bijection de R dans R, il reste à

vérifier que l’intégrale de l/~(~,a:) diverge en l’infini. Cela vient du fait que
o  ~(~r,~) ~ + 2)~j ~ + pour tout a? E R, d’après le
lemme 4.3. Q
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Soit u la bijection réciproque de s. Alors d’après le théorème 3.8, le corol-
laire 3.9 et le lemme 3.10, la loi des temps locaux conditionnellement

à se décrit de la façon suivante : 

Théorème 4.5 Quels que soient a, bER, le processus )zeR est markovien

inhomogène sous Pa,b. . Si a  b, alors

* Le processus ~ 0 ,1 -y L°~-y) TR ) y~-8(Q) a pour générateur 2u d - 2u d ;

* Le processus ( ,1 a pour générateur 2u d +(2-2u) d ;
* Le processus >8 b apour générateur 2ud2 du2 - 2ud du.

Si a > b, on a des formules symétriques.

5 Une identité en loi entre variables classiques et
variables quantiques

Dans cette partie, on garde les hypothèses et les notations de la section 2 et
on suppose que la fonction de Green est symétrique, c’est-à-dire que g(x, y) =

g(y, x) pour tous points x, y E E. Soient xl, ... , x" E E des points non néces-
sairement distincts. Nous nous intéressons ici à la loi d’une combinaison linéaire

de temps locaux les matrices an sont des réels quelconques.
Introduisons les matrices C = = (9(xs?xj))1z,jn et D diag-

onale de coefficients diagonaux ai , .. , an . Alors la matrice symétrique réelle
C = (g(xi, est positive. En effet, pour tout réel négatif a, la matrice
I - aC est inversible d’après la proposition 2.4 appliquée ~ ai = ~ ~ ~ = an = a.
Donc les valeurs propres réelles de la matrice C sont toutes positives.

Posons S = C1~2. . Alors on a pour tout réel t et pour tous i, j E [1 ~ ~ ~ nj, ,
n

exp (it = = 

(s~~) 
.

k=1 
IJ

La matrice SDS étant symétrique réelle, elle admet une décomposition spectrale

SDS = ~ aEa,

où A est le spectre de SDS et Ea la matrice de projection orthogonale sur le
sous-espace propre associé à la valeur propre À. En écrivant

(I - itSDS)-1 = 03A3(1 - it03BB)-1 Ea, ,

on obtient
n

[exp (it 03A3 03B1kLxk03B6 _ 03A3(1 - it03BB)-1[SE03BBS](i,j).
k=1 aEA
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Pour tout réel À, notons ~~B la mesure image de la loi exponentielle de
paramétre 1 par l’application a: ~ Â:c. La loi ~o est la masse de Dirac en 0,
tandis que pour À > 0, la loi e~ est la loi exponentielle de paramètre 1/Â et
la loi la symétrique par rapport à 0 de 6~. Dans ce qui suit, nous quali-
fierons toutes ces lois de lois exponentielles, la loi ~~ étant la loi exponentielle
d’espérance À.

Par injectivité de la transformation de Fourier, on voit donc que sous ,

la loi de la variable + " - + est

- ~ ~A
Nous pouvons donc énoncer :

Proposition 5.1 Supposons que la fonction de Green soit symétrique et partout
strictement positive. Soit n ~ N*. . Alors quels que soient les réels 03B11,..., 03B1n, les
points x1,...,xn ~ E et les indices i,j ~[!,... ,n], la loi de +’ ...+03B1nLxn03B6
sous Pxi,xj peut s’écrire comme barycentre de n lois exponentielles.

Remarque. Certains coenicients du barycentre peuvent être négatifs, bien
que le résultat soit toujours une probabilité. Par exemple pour la variable

Ex1,x2[exp(itA)] = 1 c1,2
1 2014 ~

d’où, en posant p = = (~~)~~ ,
= ~~~~~2

1 / 1-t-~ 1-~ B
~ 2/Ai-~(i+~ i-(i-~7’ ’

si bien que la loi de la variable ~4 sous est

1+p 
"2~~~ ’ ’~’"~’

La dépendance des coenicients barycentriques et des espérances des expo-
nentielles par rapport aux réels ai,.... est complexe, puisqu’elle se fait par
l’intermédiaire de la décomposition spectrale de la matrice 5’D5’. . On peut cepen-
dant remarquer que lorsque les points ~i..... sont distincts deux-à-deux, les
matrices C et 9 == C~ sont inversibles, d’après la démonstration probabiliste
de la proposition 1.6 ; les matrices D et SDS sont alors congruentes et ont donc
autant de valeurs propres de chaque signe.
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Dans le cas où l’on conditionne le processus de Markov X à finir à son

point de départ, cette dépendance s’exprime de façon simple en terme de vari-
ables quantiques. Rappelons que toute matrice symétrique réelle A peut être
vue comme une variable aléatoire quantique. Un état pur 03BE est alors un vecteur
colonne unitaire La loi de la variable A dans l’état ~ est par définition ~ ~ j Ea~ ( I2 ~a, ,
où A = 03A3 aEa est la décomposition spectrale de A. . Si f est une fonction boréli-
enne de R dans R définie en tout point du spectre de A, l’espérance de la variable

f (A) dans l’état 03BE est donc

~ ~ f (a)~Ea~~ ~~ - ~f (A)~~ ~5~

Notons (sz, j ) les coefficients de la matrice S, et considérons les vecteurs
unitaireS suivantS :

s l,j
03BEj=c-1/2ij

> ~~9 1 ; ~ .

Le vecteur ~j est donc la j-ième colonne de S normalisée. Soit SDS = aEa
la décomposition spectrale de SDS. On a vu que la loi de +...+ 03B1nLXn03B6
sous Pxj,xj est

1 cj,j 03A3[SE03BBS] ,9 ,j)~03BB,

tandis que la loi de la variable SDS dans l’état 03BEj est

£ = 1 , [SE03BBS] (j,j)03B403BB.
AEA AEA 

Introduisons maintenant la matrice diagonale Dk, dont le k-ième coefficient
diagonal vaut 1 et les autres sont nuls, et

Ak = SDkS = .

Alors SDS = alAl +~ ~ ~+anAn. . Nous pouvons énoncer l’identité en loi suivante .

Proposition 5.2 Supposons que la f onction de Green soit symétrique et partout
strictement positive. Soient n E N~, ... , xn E E, et ai ... , an E R. Con-
sidérons les matrices

C - = 
>

S - (si,j)1~i,j~n = C1/2,
Ak = (si,ksk,j)1~i,j~n.

Alors la loi de la variable 03B11LX103B6 + ... + sous est le produit de
convolution multiplicative de la loi de la variable ai Ai + ~ ~ + a n A n dans l’état

03BE1 par la loi exponentielle de paramètre 1. . Autrement dit, pour toute application
mesurable positive de R dans R,

Ex1,x1LX103B6+.. + = 0 E03BE1[f(t(03B11A1 +... + e’t dt.
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6 Une preuve rapide du théorème d’isomor-

phisme de Dynkin
Comme dans la partie précédente, on suppose que la fonction de Green est

symétrique. On sait alors (voir le début de la partie précédente) que pour tous
:ri,... ,a~ ~ E, la matrice symétrique C = est positive. En
remplaçant l’espace canonique sur lequel est défini le processus X par un espace
probabilisé plus gros, on peut donc construire un processus gaussien qui
sous chaque probabilité ~ est indépendant de X, centré et a pour fonction de
covariance g. Le théorème d’isomorphisme de Dynkin [4] est alors une identité
en loi liant les processus et qu’on peut formuler comme suit :

Théorème 6.1 Pour tous points a, b E E et pour toute fonctionnelle bornée F
de R~ dans R mesurable pour la tribu proche on a

E~~+~-)j =E.~~~F(-~-)J. °
Autrement dit, la loi du processus L~ + -~- sous la probabilité Pa,b est égale à la

du processus -~- sous la mesure signée 
Remarques.

* La mesure signée a pour masse totale 1, mais n’est une
probabilité, sauf si a = b. Cependant, sa mesure image par l’application
~ e G?(~)/2 est bien une probabilité.

* Comme sous toute probabilité Pz, le processus gaussien G est indépendant
du processus de Markov X et de loi indépendante de z, l’espérance d’une
fonctionnelle de G est la même sous n’importe quelle probabilité . On

peut alors omettre les indices ~, y.

Voyons maintenant comment les calculs de la section 2 permettent de dé-
montrer rapidement le théorème d’isomorphisme de Dynkin.

Démonstration. On vérifie l’identité en loi en comparant les transformées de

Laplace fini-dimensionnelles. Soient ~i,..., j~ des points de E tels que zi = a,
~ = b et ai,..., c~ des réels négatifs. Par indépendance des processus G et

Z~, il s’agit de vérifier l’égalité :

Ex1,x2[exp (03A303B1kLxn03B6)]E[exp (03A3 03B1k G2xk 2)]

= 1 g(x1,x2)E[Gx1Gx2 exp (03A303B1kG2xh 2)].
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Pour cela, introduisons les matrices C = = 

S = C1/2 et D diagonale de coeflicients diagonaux 03B11,...,03B1n . Alors on a 

()=S(),
,

où U1,..., Un sont des variables indépendantes de loi N(0,1). Donc

~ / ~ B 

03A303B1kG2xh = (Gx1...Gxn)D( ) =(U1...Un)SDS() .

La matrice SDS étant symétrique réelle, on peut trouver une matrice orthog-
onale Q telle que la matrice soit diagonale. ,Â~ ses
coefficients diagonaux et considérons les variables aléatoires ~,... Vn définies
par

( ) =Q-1( ).

Comme la matrice Q est orthogonale, les variables V1,..., Vn sont encore in-
dépendantes et de loi .A/’(0,1). . Et comme

03A303B1kG2xk = (U1...Un)Q( ) Q-1 ( )=03A303BBkV2k,
on a

= = ~(l-A.)-~. .
~~1

Par ailleurs,
n n

Gx1Gx2 =03A303A3(SQ)(1,i(SQ)(2,j)ViVj.
t=l j=l

En utilisant le fait que les variables ~,..., Vn sont indépendantes et de loi
symétrique par rapport à 0, on a donc .
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n ~g2
E[Gx1Gx2 exp (03A3 03B1k Gxk 2)]

= 03A3(SQ)(1,k) (SQ)(2,k) E[V2k exp (03A3 03BBl V2l 2 )]
= 03A3(SQ)(1,k) (SQ)(2,k) 2 ~ ~ 03BBk (E[ exp (03A3 03BBlV2l 2)])
= (SQ)(1,k) ( SQ)(2,k) 1 1-03BBk 

03A0
(1- 03BBl )-1 /2.

k=1 
~ l=1

Ainsi,

E[Gx1Gx2 exp (03A3nk=1 03B1kG2xk/2)] E[exp(03A3nk=103B1kG2xk/2)] = 03A3(SQ)(1,k)(SQ)(2,k) 1 1 - 03BBk

= 03A3(SQ)(1,k) 1 1 - 03BBk (Q-1S)(k,2)
k=1 k

~ ~ Î ~~~ ~ ~ _ (l,2)

= [S(I - S] (1,2)

~ ~ j _ ~ ~y ~y~-1 ~y ~ (l>2)
n

= g(x1,x2)Ex1 ,x2 [ exp ( 03A303B1kLxk03B6) ,

k=1

d’après la proposition 2.4, ce qui achève la démonstration. D
La même méthode permet de montrer la "version sans conditionnement" du

théorème d’isomorphisme de Dynkin, due à N. Eisenbaum [6] :

Théorème 6.2 Pour tout point a e E, pour tout réel non nul m et pour toute
fonctionnelle bornée F de R~ dans R mesurable pour la tribu produit, on a

~~ É ~~~ ~ ’ °

Autrement dit, la loi du processus Le + ~ sous la probabilité Pa,b est égale
à la du processus ~ sous la mesure signée 

Démonstration. Comme pour la version "avec conditionnement, on vérifie
l’identité en loi en comparant les transformées de Laplace fini-dimensionnelles.
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Soient x1,..., xn des points de E tels que :ci == a et ai,..., 03B1n des réels négatifs.
Par indépendance des processus G et il s’agit de vérifier Inégalité :

E..[exp(~:.,~)]E[exp(~.,~-~)]
~=1 Jb=l

=E[~~exp(i..~-~)]. °
Avec les notations de la démonstration précédente , considérons les réels ri,..., r~
définis par

(
)

= (SQ)-1 ( )

.

Alors on a
/ B / B

( ) = SQ ( ),

d’où 

~ + ~ = ~ + ~)~,
t=i t=i

puisque la matrice est diagonale de coefRcients diagonaux
Ai,..., An. Comme les variables Vi,..., ~ sont indépendantes et de loi .V(0,1),
on a donc

E[(exp(03A303B1k(Gxk+m)2 2)] = 03A0 E[exp(03BBk(Vk+rk)2 2)]
et

E[(Gx1+m)exp(03A303B1k(Gzk+m)2 2)]
= 03A3(SQ)(1,k) E[(Vk+rk)exp(03A303BBl(Vl+rl)2 2)]

~=1 !=l

= 03A3(SQ)(1,k) E[(Vk+rk)exp(Vk+rk)2 2)] 03A0 E[exp((Vl+rl)2 2)]
Or quels que soient la variable V de loi N(0,1), le réel r et le réel négatif À,
on a

~(~)]’’-~’-(~).
~~(~)] .~~r-~(~). °
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Ainsi,

E[(Gx1+m)exp(03A3nk=103B1kGxk+m)2 2)] E[exp(03A3nk=103B1k(Gxk+m)2 2)]

= 03A3(SQ)(1,k) rk 1-03BBk

= [(SQ)(I-Q-1SDSQ)-1 () ]1

= [(I-S2D)-1(SQ) () ]1

= [(I-CD)-1 ()]1
n

~=1

diaprés la proposi,tion 1.6, ce qui achève la démonstration. D
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