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Séminaire "Sophus LIE"
E.N.S., 1954/55

Expogé 7 Bis

RADICAUX_DES ALGEBRES DE LIE

1.~ Rodicaux des olgébres associatives.

Nous allons rappeler tout d'abord quelques définitions et résultats pas
toujours classiques sur les radicaux des algdbres cesociatives avec élément
unité,

On appelle tout d'abord radical d'une algdbre A avec unité 1'idéal

bilatére O de A défini par L'une des conditions suivuntes équivalentes

1) Ol cst L'intersection des annulateurs do tous les A-modules simples
& gauche (de rang fini ou non sur le corps de basc K )

2) ) est l'intersecction de tous les idéaux & gauche maximoux de A .

3) Ul est l'ensemble dos éléments a de A tels que pour tout xé& A,
1 - ax soit inversible a gauche.

1') 2') 3') conditions analogues obtenues en remplagant gauche par droite.

Supposons alors que A goit une algébre de rang fini sur K et soit

M un A-module fidéle de rong fini sur K (exemple : M = A muni de la

représentation régulidre gauche) ; soit M = My> M oM, > ... 2>M;‘= (0)

une suite de Jordan-HGlder du A-module M ., D'aprés le théoreme de Jordan-
H6lder, los quotients successifs d'une suite de Jordan-Holder de MP sont
les Mi/Mi+1 chacun répétés p fois ; si N est un A-module simple, il
est monogéne done c'est un module quotient du A-module & gauche A ; mais
si A est de rang s sur K, il est clair que le A-module & gauche A
est contenu dans M° done que N est isomorphe & un quotient d'un sous- -
module de M° , donc d'aprés le théoréme de Jordan-Holder, il est isomorphe

4 un des Mi/Mi+l .

On en déduit que les éléments du radical de A gont caractérisés par

les conditlons a.Mi<C Mi+ d'oli 1'on déduit immédiatement que le produit

1
de n éléments quelconques du radieal de A est nul, autrement dit que le

roadical est un idéal nilpotent de A (Hopkins)

2,~ Définition des radicoux dans unc algdbre de Lie.

Le corps K est quclcongue mais 65 est de dimension finie.

Rappelons gqu'unc algebre de Lie Cg est dite résoluble si une de ses
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algdbres dérivées est nulle et qu'elle est nilpotente si ad x est nilpo-

tent pour tout x .

Lemme 1 : Soit (ﬁ unc algébre de Lie, (# unc_sous—algdbre et l) un_idéal

de ¢ . 8i (? est_résoluble, il en est do méme de & et de U&f/ﬁi gt
n

réciproqucment si b st /}) sont_résolubles, il en est de méme de (é‘ .
Si UJ est nilpotente, & et %/ b sont nilpotontes b réciprogquement, si

l  ost_dans le centre de (/} et _que %{/ b soit _nilpotente, , il

cn eost de méne de ()3 .

La n-iéme algébre dérivéc de © étant contonuc dans 1:. n-idme algdbre
dérivée do Y} , on voit que © est résoluble si (,g l'est ; d'autre part,
par récurrence sur n , on voit que lo n-idme algébre dérivée de (4?/ b
est 1'image de la n-idme algebre dérivée de <5/ , done (éf/lz) est résolu-
ble si (] 1l'est. Enfin si b ct ()J/f’) sont résolubles, la p-iéne alge-
bre dérivée de O/ b cst nulle, ce qui signifie que la p-iéme algebre
dérivée de 01 est contenue dans b , puis si 1la g-iéme algébre dérivée
de 9 est nulle que 1o (p+q)-iéme algdbre dérivée de (g est nulle.

Si ad, x ost nilpotent pour tout x e O} s comme adg x est la

, %,

par passage au quoticnt (5{ est la- classe de x mod b ) , on voit que &

restriction a @ de S.do X pour Xxé€ & , ¢t que ad X s'obtient

et (%/ b sont nilpotentes. Supposons réciproquement que b soit dans le
centre de (J(} et que % / b gsoit nilpotente ; pour x ¢ (/B , ad OJ/h X est
nilpotent donc od?;x {2(. C b et par suite comme ad x° b = (0) ona

n+l1

ad"""x = 0 done O} est nilpotente.

Corollaire : toute algebre de Lie C{}). possdde un plus grand idéal résoluble.

e

Fn effct soient U0 et & deux idéaux résolubles de 9!
oL+ /& ~ 0L/l ~ I est résoluble done UG + & est résoluble
d'aprés le lemme 1 . Por suite la somme d'un nombre fini d*idéaux résolubles
.est un idéal résoluble et comme 05 ost de dimension finie, la somme de tous -
les idéoux résolubles est déjd la somme d'un nombre fini d'entre eux et c'est

évidemnment le plus grand idéal résoluble de (/(',' .

I1 est un 'peu meins facile de prouver 1'existence d'un plus grand idéal

. ’ .
nilpotent de Lg . On va pour cela s'oppuyer sur le lemme suivant 3

Lemme 2 : Soit Oy unc algdbre de Lie, l') un _idéal de 'u}. ;, M un O} ~module
de rang fini sur K , E 1'algdbre d'opérateurs de 11 engendrée par 1 et les
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éléments de F(@) . Alors lecs conditions suivantes sont équivalentes :

1) pour tout x€h , p(x) cst nilpotent ; 2) s’-'(b) est_contenue
dang le radical de E .

Le théorsmo de Hopkins montre que 2) implique 1) ; réciproquement
supposons la condition 1) vérifide et soit M, wnc suite do J ordan-Holder
de M considéré comme @-«module . Posons N, = Mi/}'1i+1 , ¢'est un (Jf -modu-
lc et tous les éléments de b donnent évidemment des opérateurs nilpotents
dons Ny ; d'apres le théoreme de Engel, le sous—cspace P C Ny des inva-
riants dc b est non nul, mais il e¢st invariant par U(} , car si F(a)n =0
pour tout a & b ~ on o e(a) F(g)n = ¢ ([a,gn + p(g) e(a)n =0 done
o (g)n € P, Comme N, est un U -module simple, on 2 = N, done (’)

3 \ o 1
annule N, ot (-’(b )MiC M,
radical de E ,

Corollaire : Si ({} est une algdbre de Lic et E 1'algébre d'opérateurs

1 ce qui démontre que F(b) est dans le

engendrée par les ad X , llensemble 4 des g¢< (JJ tels que 2d g sgoit
dons le radical de F est le plus grand idéal nilpotent de Cﬂ"l .

M est un iddal de (73 car le radical de” B en :st un idéa_l bilatére ;
le théoreme de Hopkins montre que ad g est nilpotent pour tout g e 4 ,
donc 4 est une ‘algébre nilpotente. Inversement si »' est un idéal nilpo-
tent de Cg et si nem , on o adkn. = (0) et adn. (gc 4’ puisque
M est un idéal donc ad n  est nilpotent dans ({} , ce qui d'aprés le lemme

prouve que ad n est dons le radical de E et que '’ C .

Définition : Etont donnde unc aledbre de Lie dﬂx , on appelle radical et

on note 7~ le plus grand des idénux résolubles dc ({f , on appelle plus

grand idéal nilpotent ot on note 4 1iidézl défini dans le corollairc pré-

cédent et on appelle enfin radical nilpotent ct on note & 1'intersection

des annulateurs de tous les Cg -modules simples de rang fini sur K .

3.~ Propriétés élémentaires des rodicoux.

Propo_sicion 1 : Lo radical % dlune algébre de Lie ‘g est _le plus petit
idéal de Q) tel que (/% soit semi-sirple ; le radical nilpotent de p
cst lo plus petit idéal de O tol gue }/% goit réductive. © est aussi
le plus grand idéal de tel que pour toute représentation (f , M) de

OZ s f»(o.) soit nilpotent pour tout a €& .

Soit OU wn idéal de ¢; et supposons /00 semi-simple ; l'image de
¢ dans 'Lgf/C)C' ost 17idéal résoluble “H+ OU/0C qui doit &tre nul
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puisque Cg/ﬂ cst semi-simple, done %" ¢ Jl'; réciproquement /4 est
semi-simple cor si 44 est lc radical de g /M 4" est extension de
4{"/4/“' par e qui. sont toutes deux résolubles et "n./" est résoluble donc

A% 4 et U{}//L," cst scri-simple. S8i mointenant v contient %<, /0l -
est isomorphe & OJ/M O/ 4/ qui est semi-simple comme algdbre quotient

d'une algebre semi-simple.

(/}/ G est éviderment réductive car les roprésentations irréductibles
de U et de / 5 gsont en correspondance biunivoque, une telle représen—
tation étant nulle sur & . Le quotient d'une algdbre réductive étont cussi
réductive, %7/06 ést réductive si (0 > 8 . Inversement supposons
UIZ /0L réductive ; =i un élément de C} est egnulé dans toute représenta-
tion irréductible de OJI , 55 classe mod UL est annulde dans touto repré-
sontotion irréductible de (g/U(, donc nulle ct 1'81lément de \')] en gues-

tion est dans Ol ce qui prouve (& < 0L .

D'aprés le lemme 2 , dire que tous les éléments d'un idéal Ol de Oc{
sont représcntés par des opératcurs nilpotents dans toute représentation
de rang fini signifie que 9(0&) est contenu dans le¢ radical de l'algeébre
d'opérateurs E engendrée par P((Z}) . I1 en est bien ainsi si ) est
annulé par toute représentation irréductible d'aprés la carac'€risation du
rodical de E donnée en 1 . Réciproquement si M est un (5 -module simple,
la représcentatior. de E dans M est irréductible et fidéle done le radical
de E est nul et F(O?;) = (0) . En résumé la condition énoncée sur 1
Céquivaut & UL c (B .

N/
Corollaire : on a les inclusions W > # 2.6

Proposition 2 : Soit /J()’ et U{)" deux’ algébros de Lie f un homomorphisme de
OJ sur (i(" . On o alors f(4)ch” fw)ca’ £(E)c €' ; on o méme
£(44) = W si le noyau b de f est_contenu dans {/‘ , P(m) = 47 si

b cst dans le centre de (K et £(§) =@ . si b cG .

En effet puisque f applique \//0( sur (g ' 1'image de tout iddal de it
est un idéal de ({f’ , en particulier f(#°) ost un idéal résoluble de 'CJ/
done £(H)c " ot £(M) ost un idéal nilpotent de ¢ done £(4) < 4.
Si l? ost contenu dans /¢, £7(4) est cxtension d'une algdbre résoluble
par une algébrc résoluble et est donc résoluble donc contenu dans 47 ,
done £(#W7) = #'. si b est dans lc centre de OJ s f—l(M-) est exton-
gion centrale d'unc algébre nilpotonte donc nilpotente et f'—l(M') c Al
done f(M) = M ' s un é1ément de 0] est annulé dens toute représerta-
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tion irrdductible de Cg , il sera annulé dons les représcntations de 9
que 1'on déduit des roprésentations irréductibles de 03' done £(G )G .
Si bC & , toute représentation irréductible de CZ[ s'annule sur h donc

définit par passcge au quoticnt unc rcprésentation de Cg‘ done [ = ({‘_’ ) .

Proposition 3 : Si ’5 est le produit des algebres ();i s chaque rodical de

(}J’ est lec produit des radicoux correspondants des Cji .

D'aprés lo proposition 2 , la projection sur Ofi d'un des radicaux
de - /ﬂd est contenu dans le radical de mémc cspdce de {gi donc chacun des
radicaux de ([ sost contcnu dans le produit des radicaux correspondants des
O)i . S8i nous identifions les OJi 3 des iddaux de 0] la démonstration
dec la proposition sera achevée si nous montrons que chacun des radicaux de
(}1 est contenu dans le radical corrcspondant de U} . Or 4;( est un
idéal résoluble de (?} done contenu dans , tandis que 41/ est un idéal
nilpotent de (}J donc contenu dans # 3 de plus toute represcntation irré-
ductible de % est semi-simple quand on la restreint a g 4 » cor si
(¢, M) est une tellc représentation de (5{ et que N est un sous-espace
invariant par ({} minimal, on obticnt un sous-espace invariant minimal
pour Ug par l'application d'un opérateur f(gJ) si g € L j pour
j #1 (noter que O(f et (g co*'mutont) et par suite la somme des sous-

espaces de M invariants pour minimaux est invariante par % s done

"’(.‘-'i
égole & M, Il résulte de ceci que @:i étant onnulé dans toute représen-
tation semi-simple de (%Ii est annulé dans ((0 , M) ot par suite que

J .
EicG C.Q.F.D.

4.- Critére de Cortan pour les olgdbres résolubles.

Théordme : Le radical nilpotent € de 1l'algdbre de Lie O] est égal 3

[4,%1=09,9]n % . Le redical 4" de ¢J est L'orthogonal de [%,9]
pour 12 forme de Killing.

Commc [Q} s U] ¢ A/, il résulte de la prop.2 que le radical de

@': G/ LG 4] oot égal & W K [Fsh] . I1 est clair que b est
contenu dans le centre de UJ " done (/;;' " est réductive puisque le quotient de
OJ' par son centre étant une wlgébre quotient de q = (g//fz/' est semi-
simple et la représcntation adjointe de @ est complétement réductible, Il
résulte de ccei et de la prop. 1 que 6 [(g, Paie [O},(g] f\%/"j = (E/G
est réductive donc [}, b] Ny =(0) si % est le centre de V) ; mais
5 est aussi le radical de ‘j done % = W/ € et ceci prouve que



7-15

[Cg , %] AKc G et par suite la premidre affirmation du théoreme est

démontrée.
Le lernme 2, éppliqué 4 la représentation adjointe, montre que pour tout

ne M et tout g € (/i} ad nead g est dans le radical de E donc nilpo-
tent et par suite B(n , g) = Tr(ad n o ad g) = 0 et par suite G'c M

et Cg sont orthogonales pour la forme de Killing B . On a done

B(6 02;) = B([% 1] 5 ¢ ) = B(’h“,[% (1)) = 0 puisque B est une forme
quadratique invariante sur g , ce qui montre que YU et [,7] sont
orthogonales. Si et 1'orthogonal de [ 7] ,OJ] , on a done /h’ ¢ W' ;
mais la prop. 10 de l'exposé 6 montre que [ & Y s ’f/—] est un idéal nilpotent
de Q} donc [, 411 C 4t ot a fortiori [4*4~] ¢4 ce qui prouve que
(4" 4+] puis que #~’est résoluble. Comme " 'est un idéal, il est donc

contenu dans @/“ et la démonstration est achevée,

Corollaire 1 : Pour gue 1l'algébre de Lie Uj soit résoluble, il faut et il
suffit que la forme trilindaire B(x, [y , 2]) soit identiquement nulle.

En effet, (ﬁ résoluble signifie (] = %" , donc d'apres le théoréme
que U] est 1l'orthogonal de [(\ al.

Corollaire 2 3 Toute dérivation de Gj applique 4/' dang 4L et @? dans g .

Formons le produit croisé de OJ avec son algebre des dérivations /z/q’
soit y) ( "f) cst 1'"holomorphe" de OJ ) . On a alors [D ,' x] = D.x si
X € U} et si D est une dérivation de % Le lemme 2 de l'exposé 5 mon-
tre alors que [1?' 1] est un idéal nilpotent de b et comme il est conte-
nu dans OJ on a [47’ 4] € M ce qui prouve que toute dérivation applique
4% dans A+ . Comme G = [J} %] , il est alors clair que toute dérivation
applique c dans CJ




