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Exposé n® 10

POIDS ET RACINES, II
(Exposé de F. BRUHAT, le 25.1.55).

1,~ Séries de racines.

K est toujours un corps algébriquenent clos de caractéristique O , ()3
une algebre de Lie semi-simple dont b est une sous-algébre de Cartan fixée

une fois pour toutes,

A #£ 0 est une racine fixe dans lo suite. Une farmille S de racines compo-
gsée de l'ensenmble des racines de la forme (F+ k % (k entier de signe quelcone
que) est azppelde une sériec (ou une "X-série"). En vertu de la formmule

o ' o +(3 _ o s v A
[03 ’ O;}Q:lc c? le sous-espace 03 = 03 S est invariant par adO&

AE S
ado&—d et adp . Soit E, € 033( » E_ € ogﬂu‘ deux €14 ments £ 0 ; on sup-
pose de plus que <E_,E _>=-1d'ol [ED( ’E-ok] = - Ho'( [HC:( ,E°-<] =

Ky X > By '[HA,E_Q =-<X>E .

> 8
Ceci nous conduit & étudier les représentations d'une algebre de Lie OC

ayant une base X,Y,H avec les relations de structure [X,Y]=-H [HX]=aX
[H,Y]=-aY¥ (avec &> 0 ). o est simple : en effet si un iddal 7 con-
tient un élément Z # 0 qui n'est pas un multiple de H [H,Z]E ] est une
combinaison lindaire # 0 de X et Y . Appliquant soit adX soit adY suiw
vant les cas on trouve un multiple de [X,Y]=-H donc HE Y mais alors

X = i[H,X:l e’ Y = - -3; (H,Y]eJ et oc=7]. Donc toute représentation
de Ot est complétement réductible et il suffit A'étudier les représentations
irréductibles de Ot .

On appelle 75/ la droite engendrfe par H et on définit une forme lindai-
re sur ,l% per £ (H) = a . Soit (P,V) une représentation de dimension finie
de Ot ; on posera F(X) =X, etc... et V, = V(H,A(H)) pour toute forme li-

;/. 1':7
né-aire A sur?g, . Ona X /\CV/\+o(

HXe = XHe + aXe = (A(H) + a)(Xe) =<N\ +L,H> Xe

car si e €V
N

De méme Y.VAC V,\_o( . Or il existe au moins un vecteur propre pour H

donc un vy #Z (0) . Mzis des for~ules XVAC, v YV, ¢

A 40X AC V/\—oL on déduit que
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Z V/\ est un sous-cspace invariant ¥ O de V donc V :;\:. vV, s8ila repré—
/\ \
sentation est irrdductible. Si elle n'est pas irréductible, elle .est complete-

nent réductible et on a encore V :E V/\ dans ce cas,
N '

Etudions le cas de V irréductible., Soit parmi les poids N de V, A%
celui pour lequel /\O(H) est maximun, Comre K (H) =a > 0 Ny +A n'est
plus un poids et si ey € V/\O Xoo = 0 ., Posons e = Yk ey 3 jleffirme que

Xey .1 =Pk

supposons cette forrmule vreie pour k< r alors

. En effet c'est vrai pour k=-1 si p, =0 e =0 3

Xe, q =XYe = e -He =M , Ye , - <A_O—rok sH> e
= M2 %
cavec p.o= ML+ < T - /\O,H > d'olu irmédiatement

"

K
M= 2o <rot-AE> = ot () - 2 A1)

= Bl - oy o(a)

T2
e

On a posé m = 2 m . Comme V est de dimension finie on a ey £0

_ = - _ _ . _ . _
ey, =0 d'ou NJeJ-XeJ+1~O Hy=0 soit m=J donc m estunen

tier >0 . Si 1'on pose £ = (-1)k € (m-k) ! pour 0 <£kg<m ona les

formules de tronsformation suivantes

Xf, =4 ko(H) £ Yf =(m-k)f

k k-1 k ~ k+1

ka=</\0—ko<,H) fk:%d(H)(m‘—2k) £, 0k

formules qui englobent le ces k = 0 ot ‘k=m ., Comme V est irréductible
et que les formules précédentes montrent que le sous-espace engendré par

f. eo. £ est invariant les f, forment une base de V ., Réciproquement on
0 n k P
vérifie facilement que les formules (2) définissent effcctivement une représen-
tation de OUU dans un espace de base fo . fm ; cette représentation est ir-
A,

réductible car un sous-espace W invariant par H est engendré par les vec-

teurs de poids’qu'il contient, donc fk €W pour un certain k mais alors
£, est multiple de x5e £, pour e £k et de Yok f, pour e > k . Donc

il n'y a pas de sous-espacc invariant propre.

Thécreéme 1.- Soit (p,V) unc représentation de dimension finie de 1'algé—
bre simple or . Elle jokit des propriétés suivantes :
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. N H .
1) V:%VA ; pour tout poids A de V ZO(J(-I?)z est un entier

2) L'enscmble des poids d¢ V est une X -gdrie d'cxirémités /\O’—/b et

"sans trous".

3) 8i N st un poids, il existe un poids A' tel que A(H) = - A'(H) et

dim V/\ = din \5\,

4) Si AN et A +ot  sont des poids p(X) v £#0 . Demlre si N et A -«
- sont des poids ¢ (Y) v £0.

5) 8i V gest irrdductible et que i soit le plus_petit cntier tel que
9(X)1+1 v=0 (v& V/\) et Jj le plus petit entier tel que fD(Y)']+1
alors p(X) P(Y) v = 3(i + 1) joA(H)v

=0

I1 est clair qu'il suffit de démontrer ces assertions lorsque V est irré-

ductible cur tcute ropréscntation de OU  est complétement rdductible. On a dé-

) 3 Ao (H)

S —— Qa e ia ! €3 £ 7 (— -
nontré que 04 () est un entier, D'autre part fo & X/\O done (ka c V/\ o-kr
donc 1l'ensemble des poids est /\0 y N oK ees /\O—mo( mais 2 o((I-T) =m donc
/\O~m°( = - f\o . De plus /\O—-kO( = - (/\O - (m-k)=) pour la méme roison. Enfin

si N= /\O—kok 2 ﬁ\-%‘% =m - 2k est un entier. Com-te tenu de coc que les

V/\ sont de dimension 1 ceci démontre 1), 2), 3).

Si A+l est un poids, c'est que A = A -—ko( avec k > 1 mais alors
P (x) f £ 0 et ka V., « De méme si A -k est un poids c'est que k < m-1
done F(Y) f # 0 . Ceci démontre 4). Enfin si v € V N = /\O—kd le plus

)1'4‘1 A

petit entJ_er i tel que p(X =0 est égeld k dembne j=m-5k et

les formulss (1) montrent que

A (H) (k+1) (m-k) £,

1"

P& p(Y) £ = (m - k) pX) f11

]

bot () (141)5 £,
Ceci acheve la démonstration du théorome. '

On va appliquer le tldorime & la r prisentation dé la sous-algsbre

gEo( s B ) HC;} dans O} + Pour l'appliquer remerquons que (H' ) £ Q.- done

que deux racines d'une X -série prennent des velours différentes pour H' done

,

que les racines < d'une série sont repérées par CP(Hd) = <>

Proposition 1.~ 8i « , QP sent deux racincs de % y o £ 0, la A -gérie

gqui contient C? Se_compoge coxactement de 1'ensemble des (F + koA avec




10-04

Lel>
TRl TP

La forme de la ol -série résulte Au théoréme 1, De plus avec les notations
du théoréme 1 /\ (n ) (p+ gt ) (HY) - N ( o<) (cp+ pQ()(H&) d'olr en

adaitionnant

0 C.Q.F.D.

i

2<P, R >+ (D +q) <Al

Propogsition 2.~ [O{ ,o;}B] O('!,
On sait que [Oj (3] c Of G et ain
alors que ad B 03(5 £0 .

ia, 3 ,x+[3 sont 3 racincs £0 .
@___. 1 . Le 4) du t!éoréme 1 montre

09-,0_ |m

Propositicn 3.~ 3i o est une racine # 0 , les scules racines proportion-
- I\ +
nelles & o4 gont O, - .

Tout d'abord 1l'ensemble des rocines mok , mr entier de signe quelconque )
forme. une o -série "sans trous". Donc les m)télé que mol soit racine,for=
ment un intervalle [p,q] « Meis ad E, o&d = 0 donc ( 4) du théoréme 1) 2
n'est pas racine; De méme ad E_do&— = 0 donc -2X n'est pas racine. On a
donc p=1 gq=-1 car on s.it qu¢ - est rccine,

Soit maintonant (3 = et (¢ € K) une rceine de of . On sait que

< oD

2
<Ayl >
" la forme des o -séries, la A -série contcnant (3 contient 2 et -t ,

= 2¢ est un .enticr, Si c¢ n'est pas entiecr ¢ =k + + et d'aprés

Mais o est un multiple entier de 4ol et A est racine ; ceci est donc in-

terdit d'aeprés la premiére partie de le dfmonstrztion.

2.~ Systemes de racines simples.

Nous noterons - bo' 1'ensemble des combinaisons linda‘res 4 coefficients
retionnels des H' 5 V)O. @st un espace vectoriel sur Q , contenu dans 1'al-
gébre de Cartan 9 . On désignera par Y)O le dual (sur Q) de \’)O .
Proposition 4.~ La dimension de ')O sur K est égale & se dimension sur

Q « Lo restriction & DO d¢ la forme de Xilling <H,H'> est définie positi~

ve, & valeurs rotionnelles. Sur DO » toute racine prend des velcurs ration-
nelles.
Scit A 1'ensemble des racines non nullcs. Rappelons que 1l'on a ¢

g e
<HH' ip%a P (H) cp(n')

En particulier : <H(;{ , Ho'<> :ZC - QP( ) ng = Ij;ok«d o())
I
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et co me <Ho" , Ho'(> = <A, >, on cn tirc : <o(,o<>=,_—=—._1-—2— S Q, .
T
pen P

On peut d'asilleurs avoir uhe évcluation plus précise de < ,oL > ¢en ayant re-

ccurs a lz proposition 1, Notons p ’ 187 qe&{'lggl?rent dans 1'énoncé de
@A qq’:o(

cette proposition, On a :
2

(o, , + ) :
' 2
S (B oy *+ o)
d'Ofl : <D< ,O(>: (:_,______ (OS( 4 CPQd )‘-1 .
PEN

Si B#£A, ona:

+ q )
B2 x> €Q

D,
<HY, HE D = <(3,%> = #2

A2 o
puisque <A ,A>EQ .

Alors, si Xepo,ona )(:02:—_Z a H', (03(6 Q) , donc
) =2Zg pHIEQ ,

ce qui prouve en pessant la derniére partie de 1'énoncé,
Mais de plus :
<XX»> = & pEXTFeq .
rr g P +
Si <X,X> =0, ccla veut dire que (B(X) = 0 pour toute (5 € & nous

avons vu (Exposé n® 9) que ceci implique X =0,

Enfin d:’LmK bo = dimQ i’)o . I1 suffit de montrer qu'un systéme {H&l% s
libre sur Q , 1l'est aussi sur K . S'il ne 1'était pas, il existersit des
)\i € K , non tous nuls, ‘tels que 2 /\i }i"(i = 0 ., On en déduirait
E_/\:.L < Ho'(i , Ho'(.> ‘= 0 . Les coefficicnts de ce svstéme sont rationnels. Donc,
s'il admrettait dis solutions non nulles dans K , il admettreit des solutions
dens Q , ce qui est impossible (car les Hg(. sercient 1ids dans Q ).

i
C.Q.F.D.
Soit H1 9 evey Hr unc base gquelconque de DO . Etant données deux formes

linéaires A , f4 sur. bO 3 velours rationnclles, derivens A7 M si .
. = . = 2 oo e s %) - . S ai i

/\(Hl) ..M(Hl) pour i =1, 2, , ket /\(Hk+1)> J (Hk+l) Y)O est ainsi

muni d'une structure d'ordre total compatible avee sa structure d'espoce vecto-

riel (toute structure d'ordre de cetie espece sc construit ainsi).

Définition : Nous dirons gu'une recine N2 > 0 ost simple s'il est
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impossible de lg mettre sous la forme & =d + (} , QU <, Q sont 2 racines >O.

Théoreme 2.- Il v o exccterent r ra .cines simples | 5 eeey A gqui

Y

constituent unc base de //‘S Toute racine est de 1o forme (5 2 ms o( ou

les mi sont des enticrs de mlne signe.

Nous allons d'sbord démontrer que les rocircs simples sont lindairement

indépendantes, ce qui entrainers qu'il y cen a au plus r .

Si Ay s 5 sont 2 racincs simples, oLy Ay n'est pas une racine, Si-
non on surzit oy -t {SEA Si (5)0, cn aurait L\41:0L +(% ;
(3)‘3\ 0, on aurait dg =dy - @ , choses toutecs deux impossibles (purcc que ¢ .

et o(j sont simples).

Appliquons alors la proposition 1, en prenont @ =HA ;0 o} :dj « On

voit que nécessairerent p=0. Donec ¢

Ly >
_2_—_._.___1__: = enticr > 0 .
<o(j ’dj> © oz

Donc <o{i ’°\j> est < O,

Sunposons qu'on ait un systeme 1ié de racines simples. Cela équivaut a
dire que 1'on a : > aidi = 2 bjo\j , ou les Ay o d\j sont distinctes et

ol tous les &y et bj sont > O .

Posons Y :2. aio{ i On voit que :
l ——
fox> =2 ooty 2 b > = 2 ag bl >
1 J i,J
or <y,y>20, a, B2 0, <y ol >K 0. Cothe égelité n'est donc
possible que si <y, x> =0, donc si ¥ =0.

Enfin toute racine (5 > 0 c¢st combinaison linéaire & coefficients entiers
7z 0 des K ;0 Car les racines (5 > 0 étant en nombre fini et totalement or-
données,'on pcut raisonner par recurrence ; si (3 > 0 n'est pas simple
{b = )+ ) X s & '< {5 et par hypothése de récurrence 2(1 et 8§ sont des
combinaisons lindzires & coecfficients entiers positifs des o{i » En particulier

* .
comme les (3 sous-tendent bO , 11 en est de méme des <><i .

Le théorime cst dénmontré.

Les racines simples X, , ees , X p forment un systéme fondamental de
\"41 y X >

(X:L ’ :L)

sont appelés entiers de Cartane

racines j les al‘] = -
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On verra dans un exposé ultérieur (cf. groupe de Weyl) que le systéme 'T
des racines simples détormine de manidre sinple le systéme 2 des racines po-

sitives.

On dire que le systéme |1 est ddcomposeble si 1T = TT' U TT" ot si les

sous-espaces vectoriels E et engendrés resypectivement par les o, € TT!
by | Al ) i

et par les oljé T("  sont orthogonaux (nu sens de la forme de Killing).

Provosition 5.- Soit of une algébre de Lic semi~simple, Les deux proprié-

tég suivantes sont égquivalsntses.:

a) og ogt simple ;

b) T7 st non décomposable.

Montrons que a)==b). Pour cela supposons que V1 = TI' o T" et que
E“_,-L E‘;rr" . Soient '€ TT! , L "e TT" . Je dis que Iot ZA " ne peut &tre
une racine. Nous avons d<ja vu que ' —o" n'était pas une racine ; il suffit
de 1'¢tablir pour <K' +" , |

Introduisons les nombres p et g qui entrent dans la propesition 1,
lorsqu'on prend ¢ ==tf , of =ol" , Comre ' - n'est pas recine, on a né-
Eé«,iu Emsona <Xt "> =0, dlob
- q =0, Ceel signific que (' +xX" nc saurcit &tre une racine,

cessaircment p = O , Mais du feit que

;1

' - ‘ .
Soient g,e o s 1&,,60&" . Puisque o' +oA"E# /A , on a

O(i un ,
[of ,of( 1= 0 . Done [%(,,%,,] = 0 , Scit alors %' (resp. o&") 1'idéal
de oa ongendré par les }&, resp. par les F&,,) s ona : [o; ',03"] =0 .

Comme 03 est semi-simple, cela équivaut a oa'n o;}" = EO% . Corme
03,"@3 o&" C 03 ; cela signifie gue c(;[ n'est pas simple.

tontrens que b)==>a), Supposohs pour cela que 03 = q‘ @o&" . S0it

+
&

S Y _ N I o @
E, & q} $ on a une dwonpomhpn unique E_ = '“,_; N L;( € 03,' N
" o N : s -~ .
Eo(eo&o( . Mais si HCD :
| 0=[HEJ-o(H) B, = [H,E}] - () B! + [H,E}] - (H) &
1 IV | r
Or [H,E,*]C 0} 5 LH’EO'ZJQ (g,"
I1 fuut donc nécesseirement que l'on ait
A B T oo ] ] =
[H,E) ] -=(H) B} =0 [H,E" ] -~((H) BY =0,
Autrenent dit, EO'(E O&"{ s E& & O%Ok ; et comme dim 03’{ =1, cela exige que

ou bien E"’z-, cu bien’ E!( scit nul, Supposons que E" = 0 , Alors

0=
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O'}O(C O}, 3 et 1'on voit tout de suite quo 1l'cn a aussi of ~< of !

Si done &  est une racine quelconque E et E—ot apvarticnnent tous

deux 3 03' ou cg" nais H' = ~[E 0B o ] est dons 03' ou o(—JL" .

Soit A" (resp. A") 1l'ensomble des racines A tclles que o& cg
(rcsp.O\} c " )e Sialen' Rea" <<'>(,j>-—<H°( (3)_0 car
<04 ! OJ"> = O . Donc TT= (TAAN) L (TT aA") et EyCo' Eawc %"

sont orthogonaux.

(1o démonstration yprac que b = (b A o}') @® (}7 no}") )e C.Q.F.D.

3¢~ Bases dc Weyl provicoires,

On evpellers pr~v*soirenment base de Weyl d'une elgébre semi-simple % ’

un syst& c formé d' .. base (Hl s eeey Hr) de 1'algébre de Carten D de
OJ' ot d'éléments 35 € 03"( (ol o4 parcourt lc systéme des racines non nulles
de 041 ), choisi de manidre 3 satisfaire sux conditions
—— - = Tt
<Eo{,E_o(>_ 1 [1!«:0(,E_§(]~ H!,
Les constantes do structure sont dennées par :

[H,E, J=cA(H) E

[E, sE
‘ LE ] d,ﬁ d*@
Si A+ n‘est»pgs unc racine, alors Eo{ ’ {3_t = ). On convicnt, dans ce

cas, de poser No(,ﬁ =G,

RECTIFICATIFS : 1) - Dens le théoréme 1 on a supposé que [H,X]= aX avec

2 > 0 . Pour pouvoir appliquer ce thioréme, il faut savoir que

Qﬁ(HO'{) =<al,o> > 0. Le raisonnement pour &tre corrsct doit s'derire ainsi
si &X,a>> 0 on prend X:EN Y=E H:H‘;<

-o{
si <o ,0> < O on prend sz_O( Y=FE, H=H

2) - On pourrait, anpeler o —séric 1'cnsermbde des racines
f&+ cA avec ¢ € K (non seulement ¢ entier), Les reuisonnements faits prou-
vent cependant que c¢ est ndécessairement entier ou demi-entior ot on peut

prouver qu'il est nécessairsment cntier.



