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Exposé n° 10

POIDS ET RACINES, II

F. BRUHAT,(Exposé de F. BRUHAT, le 25.1.55).

1954/55. 

1.- Séries de racines.

K est toujours un corps algébriquement clos de caractéristique 0 ~ (Xt-
une algèbre de Lie semi-simple dont h est une sous-algèbre de Cartan fixée
une fois pour toutes.

c?( ~ o est une racine fixe dans la suite. Une famille S de racines compo-

sée de l’ensemble des racines de la forme 03C6+ k 03B1 (k entier de signe quelcon-

que) est appelée une série (ou une ~-série"). En vertu de la formule
le sous-espace 03B1=S est invariant par 

ad g-03B1 et ad  . Soit E deux élé ments ~ 0 ; en sup-
pose de plus que E~ ,E~~> = - 1 d’où = - [H~ =

~~>E~ t~F~=-~~>E~ .
Ceci nous conduit à étudier les représentations d’une algèbre de Lie ’Ot’

ayant une base X,Y,H avec les relations de structure [X,Y] = - H [H,X] = aX
. = - a Y (avec a > 0 ). oc est simple : en effet si un idéal 0 con-

tient un élément 0 qui n’est pas un multiple de H est une

combinaison linéaire / 0 do X et Y . Appliquant soit adX soit adY suif

vaut les cas on trouve un multiple do = - H donc H mais alors

X = "[H~X] 6 ~ Y = - ~- [H~Y] ~ 0 et 06 = ~ . Donc toute représentation
de OC est complètement réductible et il suffit d’étudier les représentations
irréductibles de 06 .

On appelle ~~- la droite engendrée par H et on définit une forme linéai-
re sur par ~(H) = a . Soit (p~V) une représentation de dimension finie
de  ; on posera = X , etc... et VA = pour toute forme li-

A a car 

HXe = XHe + aXe = (A(H) + a)(Xe) = +03B1H> Xe ..

De même Y.VA C V_~ * Or il existe au moins un vecteur propre pour . H
donc un (0) . Mais des formules XV. c YV. c V.. on déduit que



V. est un sous-espace invariant ~ 0 de V donc V =  V.. si la repré-
sentation est irréductible. Si elle n’est pas irréductible, elle est complète-

ment réductible et on a encore V =3. V dans ce cas.
A ~ .

Etudions le cas de V irréductible. Soit parmi les poids A de 

celui pour lequel est maximum. Comme 03B1(H) = a > 0 A.. n’est

plus un poids et si e.. ~ Xe0 = 0 . Posons e, = j’affirme que

:=~ k effet c’est vrai si u. = 0 e~ = 0 ;
supposons cette formule vraie pour k  r alors

. avec 
r 

= ) u +  r03B1 - n , 0 H ? d’ où immédiatement

A~(H) 
’

On ér posé m = 2 0 03B1 (H) . Comme V est de dimension finie on a 0

* PJ ~J * * ° rJ * ° " ~~~ ’~~ ~~~

tier > 0 . Si l’on pose fk = (-i)k ek (m-k) 1 pour 0 5 k  n on a les

formules de transformation suivantes

formules qui englobent le cas k = 0 et ’~~ ~ m . Comme V est irréductible

et que les formules précédentes montrent q~~e le sous-espace engendré par 
"

f ~ . e . f~ est invariant les fk forment une base de V . Réciproquement on
vérifie facilement que les formules (2) définissent effectivement une représen-
tation de ~G dans un espace de base f 0 .., f r~ ; cette représentation est ir-
réductible car un sous-espace W invariant par H est engendré par les vec-
teurs de poids" qu’il contient, donc pour un certain k mais alors

fe est multiple de X k-e pour e ~ k et de Y e-k fk pour e ~ k . Donc

il n’y a pas de sous-espace invariant propre.

Théorème 1.- Soit (03C1,V) une représentation de dimension finie 
bre simple Elle jouit des propriétés suivantes :



1) V= V ; pour tout poids  de V 2 (H) 03B1(H) est un entier

2) L’ensemble des poids de V est une o( -série d’extrémités et
"sans trous". .

3) Si A est un poids, il existe un poids A’ tel que A(H) =-A’(H) ~
dimV t

4) si A et +03B1 sont des ~ 0 . De même si A si -03B1
. sont des poids ~0 .

5) Si V est irréductible et que i soit le plus petit entier tel que

03C1(X)i+1 v=0 le plus petit entier tel que 03C1(Y)j+1 v = 0
. alors p (X) p(Y) v = ~(i + 

Il est clair qu’il suffit de démontrer ces assertions lorsque V est irré-
ductible car toute représentation de C~ est complètement réductible. On a de-
- 

~ ~ , Ao(H)
montré que 203B1

(H) est un entier. D’autre part VA 0 donc 
donc l’ensemble des poids est A~ ~ ~Q-~... mais 2 °~ = m donc

= - De plus = - (A~ - (m-k)~ ) pour la même raison. Enfin

si A = ~o"~ 2 ~(~) = m - 2k est un entier. Compte tenu de ce que les
V~ sont de dimension 1 ceci démontre 1)~ 2)~ 3).

Si A+c est un poids, c’est que A avec k ~1 mais alors
0 et De même si A -c est un poids c’est que k m-1

donc 0 . Ceci démontre 4). Enfin si v ~ VA A = le plus
petit entier i tel que p(X)~v=0 est égal à k d-emême j=:m-k et
les formules (1) montrent que

Ceci achève la démonstration du théorème. 
’ 

’

On va appliquer le théorème à la représentation d&#x26; la sous-algèbre
} ~c ~ ~. ~ ~~ dans Pour l’appliquer remarquons que o~ (H~ ) ~ 0 donc
que deux racines d’une prennent des valeurs différentes pour H’ donc
que les racines p d’une série sont repérées par = 

Proposition 1.- sont deux racines de o~ ~ 0 ~a ~ -série
qui contient se compose exactement de l’ensemble des M + k c avec



p ~ q . De plus

La forme de la ~-série résulta du théorème 1. De plus avec les notations

du théorème 1 ~(H,) = (~+ q~)(H~) - ~n~ ) = (~+ P~)(H~) d’où en

additionnant

2CP~ > + (p + q) ~~> = 0 C.Q.F.D.

Proposition 2.- = C~~~ ai ~ ~ f3 ~-~ sont 3 racines ~ 0 .
On sait que c et dim 03B1 ’ = 1 . Le 4) du tléorème 1 montre

alors que ad E~ . 0 .

. Proposition 3.- ~i est une racine / 0 , les seules racines proportion-
nelles à ~( sont 0 ~ 

Tout d’abord l’ensemble des racines .entier d’e signe quelconque
forme, une 03B1-série "sans trous". Donc les m.tôls que m03B1 soit racine, for
ment un intervalle [p,q] . Mais ad = 0 donc ( 4) du théorème 1), 203B1

n’est pas racine; De même ad E (H = 0 donc -2= n’est pas racine. On a

donc p = 1 q = -1 car on que est racine.

Soit maintenant ~ = (c ~: K) une racine de CH . On sait que
~ 2 = 2c est un .entier. Si c n’est pas entier c = k + ~- et d’après

° 

la forme des 03B1 -séries, la 03B1-série contenant 03B2 contient et -1 203B1 .
Mais d est un multiple entier de et 03B1 est racine ; ceci es.t. donc in-

terdit d’après la première partie de démonstration.

2.- Systèmes de racines simples. 
,

. 

Nous noterons n~ l’ensemble des combinaisons linéaires à coefficients

rationnels des H’03B1 ; 0 est un espace vectoriel sur Q , contenu dans l’al-

gèbre de Cartan h . On désignera par h ~ le dual (sur Q) de B1 .
Proposition 4.- La dimension de 0 sur K est égale à sa dimension sur

Q . La restriction dé la forme de Killing H,H’> est définie Dositi-

ve, à valeurs rationnelles. Sur 0 , toute racine prend des valeurs ration-
nelles. 

Scit A l’ensemble des racines non nulles. Rappelons que l’on a :

En particulier :



et come H’03B1 , H’> = 03B1,03B1>, on en tire : t 03B1,03B1>= 1 r203C6,03B1 ~ Q *
On peut d’ailleurs avoir une évaluation plus précise de 03B1 ,03B1> en ayant re-

cours à la proposition 1. Notons p . dans l’énoncé de
tp~

cette proposition. On a :

o

Si (~~d, on a :

. 

ce qui prouve en passant la dernière partie de l’énoncé.

Mais de plus:

Si  X,X > = 0 , cola veut dire = 0 pour toute (à C 4ô ; nous
avons vu (Exposé n° 9) que ceci implique X = 0 .

. Enfin dimK 
0 
= Il suffit de montrer qu ’un système 1 HJA . i ,

libre sur Q , l ’est aussi sur K . S ’il ne l’était pas, il existerait des

À. C K , non tous nuls, . tels que à /X , = 0 o On en déduirait
i i i..

£ /N.  X’ , H’ b = 0 . Les coefficients de ce système sont rationnels. Donc,i «. « ....
i j .

s ’il admettait des solutions non nul los dans K , il admettra.it des solutions

da,ns Q , ce qv.i est impossible (car les HJy seraient liés dans Q ) .
~ 

c.Q.F.D.
. Soit H1 , ... , X une base quelconque de 0 . Etant données deux formes

linéaires 1’ , j> sur § o à valeurs r:?t sonne i i e s , écrivons " F F si 
.

03BB(Hi) = (Hi) pour 1 = 1, 2, ... , k et 3 (Hk+1)> ji (Hk+1) . *0 est ainsi

muni d’une structuré d’ordre total compatible avec sa structure d’espace vecto-
riel (toute structure d’ordre de cette espèce sc construit ainsi).

Définition : Nous dirons qu’une racine 03C6 ~ 0 est simple s’il est



impossible de la mettre sous la forme 03C6 = ci + , où 03B1 , 03B2 sont 2 racines > 0.
-° ’ . - . 

’ 

..-- 

1

Théorème 2.- Il y a exactement r racines simples 03B11 , .. ,, 03B1r gui

constituent unc base do y *0 . Toute racine ost de la forme 03B2 = 03A3 m. 03B1 . où
o I 1 1 .

les m. sont dos entiers de même signe.

Nous allons d’ démontrer que les sont linéairement

indépendantes, ce qui entraînera qu.’ il y en û au r . 
’

Si 03B1i , 03B1j sont 2 racines simples, 03B1i -03B1j n’est pas une Si--
. j i j

non on 03B1i - 03B1j = @ ~ 0394 . Si ; o , cn 03B1i = 03B1j + 03B2 ; si

03B2  ~ 0 , on 03B2 , choses toutes deux impossibles que 03B1 .’ 

j i 1 
. 

1

et 4~ . 

. Appliquons alors la proposition . 1, en 03C6 = 03B1i , ci = oC .. On
voit que nécessairement p = 4 . Donc :

Donc cg . i ,« . j > est  O .

Supposons qu’on ait un système lié de racines simples. Cela équivaut à
dire que l’on a : 1 a. ci . = à b , c% . , où les cfi . , c£ . sont distinctes et

. i i . j j i j
i éy

où tous les a. et b . sont  G .
. i j

Posons g = 2 a. cK .. On voit que:
; i 1

Or 03B3,03B3>  0 , ai bj  0 , 03B1i ,03B1j>  0 . Cette égalité n’est donc

possible que si 03B3,03B3> = 0 , donc si Y=0 .
Enfin toute racine 0 est combinaison linéaire à coefficients entiers

~ 0 des c? .. Car les racines ~3 r 0 étant en nombre fini et totalement or-

données, on peut raisonner par récurrence ; si (3 ~’ 0 n’est pas simple

/~=:y~0 ~5’’~~ et par hypothèse de récurrence Y. et § sont des

combinaisons linéaires à coefficients entiers positifs des En particulier
comme les 03B2 sous-tendent *0 , il en est de même des 

Le théorème est démontré.

Les racines simples 03B11 , ... , 03B1r forment un système fondamental de

racines ; les aij = -203B1i , 03B1j> 03B1i , 03B1i>  0 sont appelés entiers de 



on verra dans un exposé ultérieur (cf, groupe de Weyl) que le système "

des racines simples de manière simple le système X dcs recines po-

sitives.

On dira que le système Î J est décomposable si Ti = T’ v " Il et si les

sous-espaces vectoriels et g,, engendrés respectivement par les E W

et par les c£ . E Ù " sont orthogonaux (au sens de le. forme de Killing).. 

J 
~’

Proposition 5.- Soit une algèbre de Lie semi-simple. Les deux proprié-
tés suivantes sont équivalentes.:

a) est simple ;

b ) Î 1 est non décomposable.

Montrons que o Pour cela supposons qv.e W = W’ w T" et que

E , w L E,, o soient « ’ r G TT ’ , c/ " ~ rT " . Je dis que ± x4 ’ ne peut être

une racine. Nous avons déjà vu quc fl ’ - d"’ n’était pas une r acine ; il suffit

de 1 ’ établir pour C£ ’ + « " e

Introduisons les nombres p et q ’ qui entrent dans li, proposition 1,
lorsqu’on prend £p = 03B1’ , c£ = cl " . Comme d ’ - a " n ’ e st pas rac ine , on a né -

cessairement P = ° . Mais dU ft=-it que E03B1’  E03B1" , On a « ’ ,? Il > = 0 , d’où
. q = 0 . Ceci signifie que « ’ +cz" 11 né sa,ura.it être une racine.

Soient E03B1 , ~ % 
03B1’ 

> E03B1" E 
. ii 

 Puisque  ’ t +C/ " / E > On a

[03B1’,03B1" ] = 0 v Donc [ E , , E ,, 1 = 0 . Soit a,lors qg 
Y (resp. ") l’idéal

de Cg engendré par les E03B1, r >.-£’SPe Par les J On a t 1% ’ , j " 1 = 0 .
Comme y est semi-simple, cela équi .ra,ut à  

" m qJ" 
Ii = (0) o Comme

Cy. ’ . © qg" ç  , cela signifie que cj n ’est pas simpl-°i ,

Montrons que b) = a ) . Supposons pour cela que q = q t ~ " . Soit
E03B1 ~ % " on a une décomposition unique E03B1 * E’03B1 + £l ’ ~ ’ ,

EI G "03B1 . Mais 54 x 

’ ~ ~~" ’~- ~’~d~ ~ ~~~ ~tÀ ~ °’°’fl~~ ~~~ ~à ~ 
Or [H,E’03B1 i OE w ’ > i ;> En i e v" o

Il faut donc nécessairement qu l’on ait i

-.fl (H) E’03B1 - Q ] çg (x) £il - Q

Autrement E’03B1 ~ 03B1 , Él Él 03B1 ; et comme ài" * 1 , cela exige qUÙ
OU bien E§ . , ou bien. E"03B1 soit nul. Supposons que Ej = o . Alors
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1 
; et l’on voit tout de suite que l’on a aussi o~ c (X ’ .

Si donc est une racine quelconque et E~ appartionnent tous
deux à ’ ou 

" mais H’03B1 = - [E03B1,E] est dans t ou " 
.

Soit 1:1’ Il) des racines 03B1 telles que cÇ c_ ’
(risp. q." ) . Si à G > ’ ) e à" 1 =  = 0 car

 ’,"> = 0 . Donc { Tr n 0394’)  (03C0  0394") et 

sont orthogonaux. ’

(la démonstration = (h no~’) ~)( h C.Q.F.D.

3 ;- Bases do Weyl provi soires.

On appellera soirement ba se de d’une algèbre semi-simple g ,
un formé base (H , , . ,, H ) de l’algèbre de Cartan de

et (où parcourt 10 système des racines non nulles
), choisi de manière à satisfaire aux conditions

E~ ~ ~ ~- 1 ~ E ~ E~] =-H~
’ 

Les constantes d~ structure sont données par Q

[H,E03B1]=03B1(H) E03B1
[E03B1 ,E03B2]= N E 

().

Si 03B1+03B2 n’est pas une racine, On conviant, dans ce
cas, de poser ~~~, ~- ~~ ,

RECTIFICATIFS: 1) - Dans le théorème 1 on a supposé que = aX avec

~ > 0 ~ Pour pouvoir appliquer ce il faut savoir que 
.

~ (H’ j _ ~ c~ ,o~ ~ ~ 0 . Le raisonnement pour être correct doit s’écrire ainsi :
si ~c~ ~a > ~, 0 on prend X=E 

oe 
Y = E^ H = H t/

si ~’~ sa ~ ~ 0 on prend 

. 2) - On pourrait appeler at -série des racines

~3 + col avec c E K (non seulement c entier). Les raisonnements faits prou-
vent cependant que c est nécessairement entier ou demi-entier et on peut
prouver qu’il est nécessairement entier.


