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Exposé n° 15

THEOREME_DE GONJUGAISON DES ALGEBRES DE CARTAN
(Exposé de P. CARTIER, le &,3.1955)

le~ Préliminaires de géométrie algébrique

Nous rappellerons quelques définitions et résultats du livre de Chevalley
sur les groupes algébriques.

Soit V un espace vectoriel de dimengion finie sur un corps K infini ;
K [V] désigne 1'algebre de fonctions (& valeurs dans K ) engendrée par les
fonctions constantes et les fonctions linéaires. K [V] est une algébre gradude
isomorphe & l'algsbre symétrique sur le dual V* de V , les éléments de degré

0 {tant les constantes et ceux de degré 1 les fonctions lindaires. Les é16-

ments de K [V] s'appellent les fonctions polynomes sur V ce sont les fonc-

tlons qui s'éerivent sous la forme d'un polynome par rapport & un systéme de
coordonnées quelconque,

Une application f de V dans un espace W de dimension finie est dite
polynomiale si Pof €K [V] pour toute P€K [W] ; pour qu'il en soit ainsi, il
suffit que Pof €K [V] pour P lindaire sur W . P —3 Pof est un homomor-
phisme de K [W] dans K [V] qui envoie 1 sur 1 ; réciproquement, soit Lf)
un homomorphisme de K [W] dans K [V] avec q;(l) =1.98L F est Lindaire
sur W (P(P)(v) est pour vEV fixe une fonction lindaire en P done
¢ (P)(v) = <P, £(v)> ob f est donc une application polynomiale de V
dans W ; or on a <P(P) = Pof pour P constante et P linéaire, donc pour
toute P €K [W] pulsque ces fonctions engendrent X [W] . En particulier si
V=(0) K[V]aK donc les homomorphismes # 0 de K [W] dans K corres-
pondent aux éléments de W . ' ,

81 £ : V.- W est polynomiale, pour toute P linéaire sur W , on peut

décomposer Pof en ses composantes homogenes, d'od 1l'on voit facilement que
£=5 £, £, étant une application polynomiale telle que Pof =~ soit la
n

composante de degré n de Pof . Si f et g sont polynomiales, il est clair

que gof 1l'est aussi.

Soit f = E £ et g= E g, (mo>/1) , je vais montrer que les com-
m;mO n),nO : .

posantes de degrd {mpn, de h= gof sont nulles et gque h = of
0 = TN gmo ’
0"0 "o
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comme il faut examiner les composantes de Poh = (Pog)of pour P lindaire
on se raméne tout de suite au cas ol g est & valeurs dans K . Soit d'abord

g homogine de degré n g =g ‘frPi 3 ol les P sont linéaires. Mais alors
o7

P, .of =2 P, ,of et gof =2 [IP, .of =g o [|B, .of  chaque terme
i
de cette somme ayant le degré z:inﬁx;nmb car les m, sont au moins égaux

N

& My, f n'ayant pas de termes de degré (m, . Donc il n'y a pas de termes
de degré < myi dans h et pour obtenir lec terme de degré myn 5 il faut faire

tous les my Sgaux & m,
c'est-a~dire qu'on obtient les tcrmes du développement de gofm . Comme
e

g =2 g, les g étant homogines de degré n , on passe de 1& immédiatement

car £ n'a pas de termes de degré 0 (m ;,1)

au cas général.

Si f est une application polynomiale de V dens W, £(v + X) - £(v) =
= Af(X , v) est polynomiale en X pour v€V fixé et sa conposante de
degré 1, soit af(X , v) = (df)V(X) stappelle la différentielle de f en v ;

(df)v est une fonction lindaire de X . Soit h = gof et w = f(v) on a alors

(1) Ahn(x, v)

g(f(v + X)) - g(£(v)) = glw + AfEX , v)) - glw)
Ag(Af(X ) V)a W)

Or Z& f et ZX g sont sans termes constants donc en prenant les termes de
degré 1 dans 1'égalité (1) on trouve (dh)v = (dg)wo(df)v‘ '

I}

Supposons que pour wm v donné, (df)v epplique V sur W ot prenons
dans la formule (1) une fonction polynome P pour h ., Si P #£0,
APX,w #£0; soit A P~ son terme de plus bes degré. D'aprés la formule
(1) et ce qu'on a déja démontfé, le terme de degré n de A h est égal a
A Pmo(df)v qui est différent de O car (df)v applique V gur W , donc
Ah#0 ot h=Pof £0,

Lemme : Soit f une application polynome de V dans W telle gue pour
un v donné (df)v ggpl;ggg V sur W . Alors si le corps K est algébrique-
ment clos pour toute fonction polynome P # 0 sur V , il existe une fonction
" polynome Q #0 gur W telle que si w n'onnule poe Q , il soit 1'image par

f d'un veV gui n'annule pas P .

a) D'aprés ce qu'on vient de voir, P — Pof est une application biunivoque
de K [W] dans K [V] . Les éléments de V correspondant aux homomorphismes
#0 de K[V] dans K , il suffit de montrer qu'on peut trouver Q€K [W]
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non nul tecl que tout homomorphisme de K [W] dans K qui n'annule pas Q
se prolonge en un homomorphisme de X [V] dans K qui n'ennule pas P .

b) Posons & = K [V] ¢t appelons B 1l'image de K [iW] dans 4 . &4 o un
nombre fini By ees Zp de générateurs ; posons Ak =B [Zk+1""’zh] donc

L . . A , ;. Y
By=h, Ly =B et & ., =4 [zk] . Si 1l'on suppose qu'on soche faire le pas

de Ak a Ak+1 on trouvera successivemcnt PldEAl s tecl que tout homomor-

1 dans K qui n'annule pas P1 se prolonge e¢n un homomorphisme
de A dans K qui n'annule pas PO =P , puis Pz\_Az tel que tout homomor-
phisme de A2 dans K qui n'annule pas P2 s¢ prolonge en un homomorphisme

rhisme de 4

de Al deans K qui n'annule pas Pl s ete...

¢) Soit donc € et D = C [z] deux anncaux d'intdgrité et p# 0 dans D .

Si 2z ne vérific aucunc équation algébrique & coefficients dens C , D est
1'anncau des poiynomes cn z o coefficients dans C et p a au moins un
coefficient a2 #0 . Soit f un homomorphisme de G"dans K et P 1le poly-
nome & coefficients dens K obtenu en appliquant f aux coefficients de p .
Si f(a) #0, ona P #£0, donc il existe b€K avec P(b) #0 et si T
est l'homomorphisme bicn déterminé de D dans K qui prolonge f et envoie
z sur b, ona f(p) =P(b) #0 , donc tout homomorphisme de C dans K
qui n'annule pas o se prolonge en un homormorphismc de D dans K qui
n'annule pas P .

Si z vérifie au moins une Squation algébrique sur C , pour définir un
homomorphisme f de D dans K prolongeant un homomorphisme donné £ de
C dans K et vérifiant E(z) = b, il faut chercher beK vérifiant toutes
les équations §(b) =0 oi P ocst le polynome obtenu en appliquant f aux
coefficients d'un polynome P nnule par Z Soif P(z) = 0 une équation

de degré minimal pour z , P(Z) = :E: a4 z* s s1 Q est un autre polynome 
i=

[

1t'identité de la division s'éerit al;Q(Z) = U(2)P(Z) + V(Z) avec k assez
grand et deg V <deg P . Si Q(z) =0 , on on déduit V(z) =0 , donc V=0,
par raison de degré et akQ(Z) U(Z)P(Z) ; par suite si :f‘(L~ ) #0 ot

P(b) = 0 on en déduit f(u )k Q(b) =0 ot donc Q(b) = 0 . Or puisque K

est_algébriquement clos, il existe b<&K avee P(b) =0, donc f auw

prolongement f pourvu que f(an) # 0 . Maintcnant tout élément de D vérifie
une équation algébrique sur C puisque le corps des quotients de D est
algébrique sur celui de C ; soit done H(p) = 0 , H étant une éguation de
degré minimum pour p , donc en particulier H(0) #0 . Or de H(p) = 0 on
tire H(f(p)) =0 d'ob si £(H{0)) £0 T(p) £0 car H(0) = £(H(0)) £O .
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En résuné si f n'annule pas anH(O) , elle n'annule ni 1'un ni 1l'autre et

se prolonge on f avee f£(p) £0
P & C.Q.F.D.

2.~ Application aux algébres de Lie

. Le corps K est algébriqucment clos de ceractéristique O . Soit (g
une a.lgébre de Lie sur K et tj une sous-clgébre dec Carten de C }

J— (, oL la décomposition associée. On sait que

[(ﬁ C}ﬁ ] 'd (,A U} , done pour Xc?]"( , ad{ applique %[3 dans OC;OH/B

et ade applique Jﬁ dans (f +het s comme les racines de 0} sont en
nombre fini, il en résultc quec adX¥ cst nilpotent. On peut done former
exp ad X = o(X) qui cst un outomorphisme de ? (cf. Exp. 5 ) ; numérotons

les racines de g de maniére arbitraire et considdrons l'application

s o
£ (X » Tys H) = - (X)) oos (R )H do 9

jor e 4 X ve C} nx' b

dans UC; . Nous cllons caleculer la différentiolle de £ ocou point

(O,...,O,HO),or
m,

m
. 1 2
(2) f(x1 goeee s X, H# HO) =D [xl , [X2 ... H] ...V Thm !+

ml ' ' Kk
‘. [Xl s Leew HO] ]/Tli m, ! olt 1'on pose [X, Y] = ade.Y

les termes contonemt H sont de degré m1 Feee ¥+ 1 et ceux contenant

Hy de degré mg + ..s +m . Les termes de degré 1 de (2) sont done H et

[%; 5 HyJ dome Qf(X, , oo , X, H; 0, ., H)—-H+Z[X,HJ
supposons que H o® (H ) # 0 =alors le déterminant de adH dans Z %

qui est égal & d‘x(HO) est différent de 0 et df(X , H; O, HO) =0
implique Xi =0 . df est donc un isomorphismc de % dans %L au point
(o, HO) ce qui permet d'appliquer le lemme : donc si G est le groupe
d'sutomorphismes de (g engendré par les o (X) pour Xe Cg"(, il existe
un polynome Q # 0 sur OJL tel que tout élément de (g qui n'annule pas
Q soit conjugud par G d'un élément H de avec "o((H) 75 0.
L'ensemble des élements réguliers de UZ , soit R, est def1n1 par la condi~
tion (f)k(x) £0 ou LPk est une fonction nolynome sur q non nulle ;
d'autre part K est invariant par tous les automorphismes de Q} par sa
définition méme, en particulicr il cst invariant par G . Soit done xng
avee Q(x) (?k(x) £0 , ona C?k(x) #0 done x est régulier et Q(x) # O
done x = g-H avee Z[O((H) #0 et g&G done H ost régulier.
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or (g(H UZ(H' si TN «(H') #0 done H' est aussi
régulier ; en rcsum tout xé(g régulier tel que Q(x) # 0 est conjugué
par G df'un élément régulier de h . si ' est une autre algebre de
Cartan, il existe de méme Q' tcl que si Q'(x) £0 , x régulicr est conju-
gué par G' d'un élénent régulier de l/} ' . G ot G' sont tous deux contc-
nus dans le groupe 4 d'automorphismes/de (] engendré par les exp ad X
pour ad X nilpotent. Si Q(x)Q'(x) cst non nul, x »dgulier est conjugué
per A4 & la fois d'un é1lément régulier H de et d'un é1ément régulier
H' do W ', Donc H et H' sont conjugués par 4 et comme b: Cg(H e |
' (= , 0) Loet b' sont conjuguées par 4 . Finalement, on 2 le

théorgne suivant

Théoréme s Soit une sous—algébre dec Cartan de 73 tout 8lément H
de b gui n zmnulu aucune des racines dc (g suivant l/ cgt régulier ct
don (g/(H . Do plus deux sous-algdbres de Cartan de \)} sont

conjugiées par un clcment du groupe & d'automorphismes de (? engendré
par les exp ad X ( ad X étant nilpotent)




