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3-01

EXEMPLES D’HYPERALGÈBRES

P. CARTIER,(Exposé de P. CARTIER, le 3.2.56)

Faculté des Sciences de Paris
Séminaire "Sophus LIE"

Année 1955/1956 Exposé n° 3

1.- Rappels sur les algèbres de Lie.

Rappelons qu’une algèbre de Lie sur un anneau K est une algèbre non
associative ~~ sur K qui vérifie les identités génériques :

Un exemple quasi-universel d’algèbre de Lie est le suivant : si A est une

algèbre associative et C? un sous-module de A qui contient ab - ba avec

a et b~ on posera : [a ~ bJ =ab-ba .

L’algèbre enveloppante universelle de ~ est le quotient de l’algèbre
tensorielle T(g) du module g par l’idéal bilatère J engendre par les
éléments u(x ~ y) =x y]~ (x ~ y eC~ ) on la notera

U(g) ; si la classe de x module J sera notée i(x) d’où la

relation : 

de plus pour toute application linéaire f de dans une algèbre associa-
tive A telle que f([x, y]) == f(x) f(y) - f(y) f(x), il existe un homo-

et un seul U( (V) dans A tel 

Si f est un homomorphisme de l’algèbre de Lie g dans l’algèbre de Lie
~ ~ on peut alors définir un homomorphisme U(f) de dans U( h )

par la condition U(f)(i(x)) = i(f(x)) pour on a’ U(fo g) =~
=: U(f) oU(g) et U(I) = 1 (I étant Si gi (i = 1, 2) sont

deux algèbres de Lie et si fi désigne l’injection de dans g1  g2 ,
on définit un homomorphisme h de U(g1) ~ U(g2) dans. U( 0;  g2) 

1 

par
la condition

mais si l’on définit h’ : U( g1  g2) -.--> U( g1) ~ U((Y ) par
h’(i(x~ , x~)) = i(x~) ~ 1 + 1 ~ i(x~) (x~6- ~-~) ~ on vérifie facilement que h

et h’ sont des isomorphianes réciproques par lesquels on identifie

U(~x~) > à U(~) > ~.U(~) .



On introduit comme d’habitude une filtration croissante dans U(~t) com-

patible avec la structure d’algèbre en appelant le sous-module de

U(cy) engendré par les produits de m ~ n éléments i(x,) 6 L~ . Il est alors

clair que dans l’identification de U( C? x U(~) ~ U( h) ~n~ ~
d’identifie à 52014 U x. U (h) . o Par ailleurs la formule (2) montre

que les classes Tr(x) = i(x) mod commutent deux à deux dans l’algèbre

graduée G associée à l’algèbre filtrée U(g) . Il en résulte que l’applica-
tion x ~ 03C0(x) se prolonge en un homomorphisme de l’algèbre symétrique

dans G. On a alors le théorème fondamental suivant :

Théorème 1 (Poincaré-Witt) : Si l’algèbre de Lie g admet une base sur l’an-

neau K , 1’homomorphisme canonique de S(g) dans G est bijectif.

Corollaire 1 : l’application x 2014> i(x) de g dans U(g) est injective si
. 

6f est un module libre. 

- .. - 

’ j 

.

Corollaire 2 s est une algèbre de Lie sur un corps K de caractéristique

0 ~ T(~) est somme directe de l’idéal J et du sous-espace des tenseurs

symétriques.

Cela résulte de ce que le sous-espace des tenseurs symétriques est supplé-
mentaire dans de l’idéal 1 engendré par les tenseurs 

de ce que 1 est le noyau de l’application T(A) 2014-> S(J.) et de techniques
usuelles de filtration.

Du théorème 1, on déduit facilement que si une base totalement

Ordonnée, U(~) admet pour base les monômes ~ et que U (C~) admet pour

base les monômes u x.- avec |03B1| 1 = 03A3 03B1i  n . Si K est un corps de carac-

téristique 0 , U(g) admet aussi pour base les monômes Z03B1 = H i xi i/03B1i l

pour 03B1 = (o,.)6N ’ (monoïde abélien libre construit sur I).
2.- p-algèbres de Lie. o

Rappelons qu’on appelle alternant une expression constituée en itérant

l’opération de crocheta par exemple : [x ~[j~y ~ [t , un monôme

non associatif en des variables x , y , ... pour une opération notée f.~.~] .

Proposition 1 (Jacobson) : Il existe une somme y) bien déterminée

d’alternants en des variables x et y , telle que dans tout anneau de carac-

téristique p ~ où l’on pose y] = xy - yx , on ait l’identité :



Dans toute algèbre associative à , on posera Gxy = xy = Dyx et

ad x.y = xy - yx ; on a alors G D = D G et adx=G -D , d’où par la
x z z x x x

formule du binôme: 1 ~

Si A est de caractéristique p ~ on déduit de cette formule et des congruen-

ces (P)~0 mod p pour et (P~) p pour 

quel~ona s 
’

. 

Ceci dit, noue allons considérer des polynômes à coefficients entiers

module p en des variables x , y , ... qui ne commutent pas entre elles.

Nous poserons ... ~ x.) = V’ ~ (1~ ’" ~ (k~ ~ sommation étant
étendue à toutes les permutations ~ des k premiers entiers ; f, n’est autre

que la somme des termes multilinéaires de (x. + ... + De même, on

appellera g.. (x , y) la somme des monômes distincts de degré (i ,j) en

(x , y) , la composante de degré (i , j) de (x + Le nombre des

permutations rr" de l’intervalle [l ~ k~j compatibles avec la partition

[l,k]=[l,i]u[i+l,k] étant égal à i : (k - i) : , , on voit que si

l’on remplace ... , x. par x et ... , x. par y dans f.
on trouve i 1 (k - i) 1 " 

g.. , (x , y ) .
J. ~ -1

Or l’identité (7) où l’on fait x = x. + ... xp-1 et y = x et où l’on

ne considère que les termes multilinéaires donne :

car au second membre de (7) y prend chaque place une fois et une seule.
Faisant ... = x. = x , et x . + = ... = x ~ y , on 

d’où résulte la formule (4) si l’on tient compte de :

Les formules (9) et (10) donnent même une formule explicite pour 



Nous pouvons maintenant définir les p-algèbres de Lieo

Définition 1 : or. appelle p-algèbre de Lie j sur un anneau K de caracté-

ristique p 9 la donnée d’une algèbre de Lie ~ et d’une application x.~.~ xp
de ~’ dans elle-même dite p-application qui vérifie les axiomes :

Exemple ~ un sous-module d’une algèbre associative stable pour les opérations
[x , y] = xy - yx. et 

Soit x 2014>x" une seconde p-application définie dans ) et

f(x) = x=- - . Les formules a) à c) montrent alors que f(x) est dans le

centre de g pour tout x ~ g , et que f(03BB x) = 03BBpf(x) , f(x + y) =
= f(x) + f(y) et que réciproquement si f(x) vérifie ces conditions

x- + f(x) est une p-application ; Donc, l’ensemble des applications vérifiant
les axiomes a) à c) est donné par x f est une application
semi-linéaire (par rapport à )B _>~ ) dans son centre.

Proposition 2 : t Soit g une algèbre de Lie sur l’anneau K de caractéristique
p , que l’on peut identifier à un sous-module de U(~) . Pour qu’une applica-
tion de 0152 dans ~ vérifie les axiomes b) , c) précédents, il

faut et il suffit que l’application x _> p(x)=x~-x~ soit une applica-
tion dans le centre de U( ~.) .

Compte tenu de la formule (6) et de [x ~ y] =xy - yx pour x , 

on voit que a) équivaut à p(x)y = y p(x) pour x, ye~ ~ donc au fait
que p(x) appartient au centre de U(~) qui est l’algèbre engendrée par

(~ . De même comme (~x)~ = b) équivaut à ~(~ x) = ~P P(x) . Enfin
d’après la formule (4) appliquée à l’anneau U(c~) ~ on a y) =
= (x + x" - y" ~ donc c) équivaut à la condition f (x + y) = P(y) .
Corollaire : soit ~ une algèbre de Lie sur l’anneau K de caractéristique p

ayant une Pour que g puisse être munie d’une structure de p-al-
gèbre de Lie, il faut et il suffit que pour tout i , il existe avec

= ad b.. La condition x- =b. détermine alors entièrement x~
pour tout ~.. .

On peut identifier / à un sous-module de U((~) d’après le corollaire
du théorème 1 . 

"



Posons alors 03BBixi) == 03A3 03BBpi(xpi - bi) ; comme on a (ad xi)p = ad bi
la formule (6) montre que p(x) est dans le centre de U(g) . Comme par ail-
leurs, il est clair que p(x) dépend semi-lineairement de x et comme la pro-

position 1 montre que (~")).x.)~ - ~~~~x~0152 ~ il en résulte que:r" i i 
i 

i ~
x~ = x~ - et que x -~>x~ est 1~ unique application vérifiant les
axiomes a) à c) telle que x~- == b..

Nous allons maintenant introduire la notion d’algèbre enveloppante res-
treinte d’une p-algèbre de Lie g : cette algèbre notée U(4) est le quotient

de par l’idéal bilatere J engendré par les éléments i(x) - xp
ou encore le quotient de l’algèbre tensorielle T(g) par l’idéal bilatere en-

gendré par les tenseurs y - y ~ x - [~x ~ y] et x"’ P - x~ (où l’on dé-

signe par x" ~’~ la puissance m~ de x dans T(~)) ~ on notera 
l’image de dans U(cy) ; on a donc

Réciproquement si. f est une application linéaire de la p-algèbre de Lie

) dans une algèbre associative à vérifiant les conditions f([ x , y] ) =
= f(x) f(y) - f(y) f(x) et = il existe un homomorphisme f’

et un seul de Îii( y) dans À tel que f = f’ o Î . Comme dans le cas des al-
gèbres de Lie usuelles paragraphe 1) on en déduit la défini.tion de ùiÎ(f) :
Ù( ].) --> ùiÎ( )) ) pour un homomorphisme f dans b tel que
f(1" ) = f(x)É ( £§ et b étant deux p-algèbres de Lie) et de même si l ’on
définit sur le produit g1 x g2 de deux p-algèbres une p-application par
’~~fl ’ ~2~Ùll ~ ~~’ ’ ~Î~~ ’ de ~~ sur

U( §fi) G U( $ ~) . .
"- 

Enfin, on introduit une filtration croissante dans ùÙi( g) en appelant
Il ( fl ) 1 ’ image de U ( fl ) par 1 ’ homomorphisme canonique de U ( )) sur V ( à/ ) .n 

,, n g ae j ’cette filtration a les mêmes propriétés que celle de U( jq) . 
’ ’

Ceci dit, en nOUS appUYant SUr le théorème 1, nous allons démontrer un

théorème analogue pour les p-algèbres de Lie.

Théorème 2 t Si y est UnG P-algèbre admettant Une base {xi } i ~I (que nous
ordonnerons totalement), l’application ÔÎl est injective, et si l’on identifie
x e fl et "Î’’(x) é iÎ( j) , les monômes % x03B1ii (0  03B1i d p) forment une base de

U(g) .



Soit = ~N(I) un indice compose ; posons 03B1i = P 03B3i avec

0 ~ ~.  p et dans U(~)= U définissons l’élément T~ 

avec les notations de la proposition 2. Si ( = ~" c_ = n , il est clair

_ 
o(. 

~ 

i 
, 

~ 

, 2014 
que T03B1 J = 03C0i Î xi1 mod U n2014i .. donc comme par le théorème 1, les monômes ’J -L 
avec |03B1| ( = n forment une base de U 

n 
mod Un-1 , il en résulte que les T03B1

avec |03B1| = n forment une base de U mod Un-1 , et par suite que U(-Y) admet

les T03B1 pour base. Or l’idéal J engendré par les f (x) est aussi engendré

par les et ces éléments sont centraux, d’où résulte que J’ admet

pour base les T03B1 avec 1( = (03B3i) ~ 0 et finalement que les avec 03B3 = 0
i.e 0 ~ ~.  p forment une base de U module J’ , d’où le théorème.

Remarque: de la démonstration résulte que U ( ~) admet pour base les monômes

03C0 x03B1ii avec et  p .Mais si 03B1i p , 1/03B1i ! existe

puisque K est un anneau de caractéristique p , et admet aussi pour

base les monômes Z~ = ’.’ x.-y~. ! avec 0 ~  p ~

Nous allons terminer ce paragraphe en montrant comment on ramène l’étude

des algèbres de Lie sur un anneau de caractéristique p à celle des p-algèbres
de Lie.

Proposition 3 : Soit $ une a1gèbrede Lie sur un anneau K de caractéristique

p ayant une base ; le sous-module g de U(g) engendré par les xph
(x &#x26; g , h tN) est une p-algèbre de Lie pour la p-application x 2014=> xP , et
l’application identique de 1 dans U(g) se prolonge en un isomorphisme de

() sur U(g).
La formule (6) montre que ad xP = (ad x) , d’où [xph , yP ]=

== (ad x)ph-1 (-ad .x pour x , y ~ g , ce qui prouve que est stable* (ad (-ad pour x , y e_ j , ce qui prouve que est stable

pour le crochet ; i par ailleurs, la formule de Jacobson (4) , montre que l’en-
semble des x ~  tels que x" est un sous-module donc est égal

à g ’ puisqu’il contient les xP pour Soit enfin une base de

toujours par la formule (4) et le théorème 1, on voit que les xphi = x..
forment une base de 0152 ; si on pose alors pour « - ( ce )

h 
" 

2014 

~i == ~ ~~h.i ~ ~ ~ ~ = ~i~r ~ ~ ~
congru.à Z~ module des termes de filtration !o. ) ( d’après le théorème 1 ~

donc les forment une base de U(0f) ; si l’on compare {T03B1} à la base de
() attachée à la base j de  (remarque suivant le théorème 2), on
voit que l’application canonique de U((~) dans U(~) est bijective.



3.- Algèbres de puissances divisées.

Soit K un anneau commutatif (avec unité comme toujours) M un K-module

unitaire; suivant Cartan et d’autres, on définira l’algèbre commutative F(M)

des puissances divisées construite sur M de la manière suivante :

r(M) est définie par les générateurs (m M ; h entier ) 0) et par

les relations :

entre ces générateurs.(On a posé pour abréger ((h , k)) = (h +k) !/h:k: ) . o

Si l’on attribue le degré h à m’~ , les relations écrites sont isobares
et il existe donc une graduation sur compatible avec la structure d’al-

gèbre pour laquelle est de degré h. Les seules relations entre les

qui sont de degré 1 sont conséquence linéaire des suivantes :

et on peut donc identifier par m ~m~ M à l’ensemble FB(M) des élé-

ments de degré 1 de ~(M) .

De la formule (14), on tire (h 1 ( k: 1 = (h + k) :m~ " ~ d’où
si K contient le corps des rationnels, on pourra poser

= 1 et les relations (12) et (13) seront conséquence de cette défi-

nition, ce qui prouve amplement que !’(M) n’est autre dans ce cas que l’algè-

bre symétrique S(M) du module M ; en tout cas, le nom de "puissances divisées~

est maintenant justifié. 
’

Si f est une application linéaire de M dans N ~ il existe un homomor-

phisme de l’algèbre dans P(N) et un seul noté qui envoie

sur (f(m))~ ; il est clair que F(f o g) = F(f) o et Fd) =1

et est compatible avec les graduations.

Proposition 4 : Si M est somme directe des sous-modules M~ ~ et si f~ est

l’injection de M. dans M ~ l’application f = ~ ~(f-) de ’~ ~ (M.)201420142014~201420142014201420142014 i 20142014 201420142014201420142014201420142014 ~ ~ "’(I)

dans F(M) définit un isomorphisme de la première algèbre graduée sur la

seconde.



Rappelons que x; 0393(Mi) est le produit tensoriel infini (éventuellement)

des algèbres 0393(Mi) (Bourbaki, Alg. III , App. I) et que 03C6 est défini par

~(~a~ = ~J ~~)(a~). 
’ 

’

Introduisant la série formelle à une indéterminée T à coefficients dans

0393(M) , o(m , T) = 03A3 m(h) Th , les relations (12) à (14) prennent la for-

me équivalente.

où T’ est une nouvelle indéterminée indépendante de T .

Les m. étant nuls sauf un nombre fini, la définition de 03C6 s’écrit

03C6 (~ e(mi , T)) = U e (m. ,T) = e(03A3 mi , T) . Inversement, nous allons défi-

nir un homomorphisme 03A8 de i(M) dans ~ F par la formule symbo-

lique suivante il (e(m y T)) = ~ e(m. ~ T) si m= (m. 6-M.) ~

formule qui signifie que autre que le coefficient de T
dans le second membre. Pour quu Y soit bien définie il faut et il suffit qu’on
ait:

identités dont la vérification est parfaitement triviale.

D’autre part, il est clair que r( T))) = ~ e(mi’ T) et

T)) = e(m , T) d’où comme les éléments en question engendrent les

algèbres qui les contiennent, le fait que lf et Y sont des applications ré-
ciproques.

Corollaire : si M admet une base ~ e. ~ ~ (M) admet pour base les monômes

Posa,nt M. ~ I~e. ~ on voit que ~~~M~ est isomorphe à, c~~ (~ (M. ~ donci 1 p 
. 

(r) 
.

admet pour base le produit tensoriel des bases des ~~M.) ce qui ramène1 ’ q 
.

immédiatement au cas où M a unE base d’un élément e , or dans ce cas on voit



tout de suite que les relations (12’) à (14’) sont conséquences des relations

e(~e , T) =e(e , ~T) et e(e, T)e(e, TI) = e(e, T+T’) Le. (~e)"~ =
=~ e et = ((h y k)) e ce qui prouve que a pour

base les e avec la table de multiplication désirée.

Nous allons maintenant définir une algèbre analogue à ~(M) . Si
T(M) est l’algèbre tensorielle de M , on fait agir le groupe symétrique @n
sur T (M) par cr( x m.) = ë d’où 03C3(03C4(x)) = (03C303C4)(x)

i=l 
’

pour et on dénote par l’ensemble des tels que

o-(x) = x pour . Nous noterons H 
nt~~~~ n 

le sous-groupe de 

(n = ni + ... + n.) défini par les conditions pour

n~i~n~~~ (l~r~k) .
Soient et comme x ~ y est in-

variant par les ~y) ne dépend que de la classe et

on peut former x * y = V_ y) . On définit ainsi sur TS(M) =

= Y par linéarité une multiplication associative et commutative. comme
n~O 

’

on le voit facilement.

Proposition 5 : Il existe un homomorphisme ~ et un seul de P(M) dans TS(M)
qui envoie m~ ’ sur est bijectif si M est libre.

Il suffit évidemment de vérifier que k est compatible avec les relations

entre les m(h) : +m2 , on a m~h = 03A3 ~ mf(i) où la somme esten re es m : S1 m = ml + m2 ’ on a m = 

f i=l 
ou a somme est

étendue à toutes les applications f de [l ~ h] dans [l ~ 2] ~ or les mo-
nômes de cette somme pour lesquels 2 intervient i fois et j intervient j fois
(i + j = h) sont tous les monômes m~) formellement distincts
donc la somme de ces monômes vaut m~j2 et par suite k((m1 + m2)(h)) =

Si M admet une base e. , admet pour base les monômes

ein pour les suites S = ... , in} , et pour que
x = Ç x(S)eg sott invariant par (5 , il faut et il suffit que

... , = x(i/~B , ... , i / ~) pour tout o2014 . Ceci prouve que



admet pour base les éléments T~ somme des Og pour lesquels il y a

c. indices dans S égaux à i . o Si on appelle i1 , ... , i les indices dis-
tincts pour lesquels 03B1i ~ 0 y on a T = ) 03C3(e~03B1i1j ~ ... ~ e03B1ipj) = * e~03B1ii.

i 0~ ~2014~ i~ 
’" 

~p i -L

Il en résulte que k applique la base Z c~ de t (M) biunivoquement sur la

base T~ de TS(M) et par suite k est bijectif.

Nous allons terminer ce paragraphe en élucidant la structure des algèbres
t (M) lorsque K est un corps.

Théorème 3 : Soit M un espace vectoriel sur un corps K ;

s-) est de caractéristique 0 , r(M) est canoniquement isomorphe à

l’algèbre symétrique S(M)
b) si K est de caractéristique p ~ 0 ~ et si M admet une base ~j ~ ~

t(M) est engendrée par les éléments X.. et l’idéal des relations
algébriques entre les X, . est engendré par les relations X" . =0 ’(M) ad-

met pour base les monômes X03B1 = 03A003B1h, i/03B1h,i! pour o(. = 03A303B1h,i p

(0 03B1h,i p).
Le a) a été démontré dans les remarques suivant la définition de ~(M).

Pour démontrer le b), on prouve d’abord un lemme arithmétique :
Lemme : si a , b , c sont des entiers et p un nombre premier tels que
0~ap ~ 0-~bp~ 0~cp~ on a les congruences module p :

Les congruences étant prises modulo p on a :

où a’~a et b’ r donc b’ p- a’ r = 0 équivaut à a’ = b’ = 0 ;
le coefficient de vaut donc ((a y bp )) au premier membre et 1 dans

le second d’où la congruence (16).



Désignant par Z 1’anneau des fractions a/b avec b non divisible par

p , on sait que pZ = 

pZ . Or de . 
u w 

v 
mod p 9 on déduit vc mod p

pour 0 ~ c  p et u _ v mod p , de la congruence (03A3xi)pk ~ 03A3 xpki mod pp 1 _

o n déduit donc ~. k k

La congruence (17) se déduit de ceci en comparant les coefficients de

(x....x )P~ dans les deux membres, en utilisant le fait que le premier mem-

bre de (17) est entier et l’égalité pZ = pZ .

Ce lemme étant démontré, soit a = 03A303BBkpk un entier  0 (0  03BBk  p)
et m un élément de M ; nous poserons m. = m " et ak = ) _ 03BBhph . La
relation (14) mo ntr e alors que l’on a :

Ces formules et le lemme montrent que si K est un anneau de caractéristique p

on a et °

L’assertion sur la base de résulte alors de ce qui précède et du

corollaire de la proposition 4. Enfin, le fait que les relations entre les

Xh,i soient conséquence des relations = 0 résulte de ce que module ces

relations, tout polynôme en les est congru à un polynôme de degré  p

en chaque variable, et le fait que les X03B1 forment une base de t (M) .

4.- Définition d’hyperalgèbres.

Soit c7 une algèbre de Lie, son algèbre enveloppante 3 on a iden-
tifié C7) à U((F) au paragraphe 1, et par suite si $ est

l’homomorphisme x --> (x ~ x) est un

homomorphisme de dans U(~) ’~U((~) . Do plus si on identifie U(û) à

K , l’application ~ : x ~ 0 de g dans (0) définit un homomorphisme

~ = U(’Y~) de sur K , i.e. une augmentation. Enfin, on a défini une



filtration sur au paragraphe 1 . Nous allons voir que muni de

l’application 0394 et de l’augmentation ~ vérifie les axiomes des hyperalgèbres:

a) ~ ~ ~~: T ) o ~’~ = ~U~ ~ ) ~x: U(I) ) o U~ ~ ) = U~ ~ ,~ X I ) Q = U~ r~’ ) . o Or

~’ (x) = (x ? 9 x, x) et un calcul analogue montre que ~I ;X 6,) o ~, = U( ,~’ )
d’où l’associativité de ~~.. Si S est la symétrie b ..~.~~ b ~X., a de

U~ t~ ) ~~x.: U ( ~.’1 ) on a U~ ~- ) - S avec ~T) - ~~r 9 x) et par suite

03C3.03B4= (") 
. 

et S ce qui prouve que 0394 est symétrique.

c) on a i(1) = 1 et /)(1) = 1 > 1

d) enfin la filtration est compatible avec la structure d’algèbre et aussin

avec 0394 par la formule U ( Ç x Ç ) - 03A3 V k> V ( OE°) .

Al’ aide des "foncteurs" U« j.) pour les p-algèbres de Lie et (M) , on
définit de la même manière des hyperalgèbres et la vérification des axiomes
est parfaitement analogue. Î’ (M) est même une hyperalgèbre graduée au sens
de l’exposé 2 .

Faisant l’hypothèse que les modules qui interviennent ont des bases, novs
allons déterminer la filtration canonique de ces hyperalgèbres et la structure
de l’algèbre duale. Nous nous appuyerons pour cela sur le lemme suivant:

Lemme 2 : Soit A une coalgèbre ayant pour base des éléments Za tels ue

= £I Z03B2 ~ zy pour ’OE = (03B1i) é et o ~03B1i  03BBi , > .~ °°°~’° 

étant fini ou non; l’algèbre duale de A ejt_ isomorphe au quotient de l’jl-
gèbre des séries formelles K[[X. ]] par l’idéal engendré par les X03BBii et

le module An de la filtration canonique a pour base les Z 03B1 avec |03B1 |  n .

Définissons P03B1 par la formule £ Z03B1 , P03B2 > = j5 ; toute forme linéaire
sur À s’écrit alors d’une manière et d’une seule sous la forme de la série
simplement convergente 03A3 c( a )P03B1 . De plus, on a t



_. 0( .

Si l’on pose X. = P , on a alors immédiatement P03B1 = i xi1 pour 03B1i  03BBi
et il faut négliger tous les monômes de degré  03BBi en Xi pour au moins un

i ~ ce qui montre bien que A’ 1 est isomorphe à 

P~ étant élément unité de A’ il en résulte que = donc que

A~ a pour base les Z~ avec ~ ~ 0 de plus ~ (zo) A(Zo) =
= Z~ donc Z~ est élément unité de A ; supposons alors démontré que

pour n==0,l~...~kA~ a pour base les avec c~ ~ 0 et i , n et

soit x = ~" x(o~) un élément de A . On a 1

donc pour que x~A.. ~ il faut et il suffit que l’on ait x(~+y) = 0 pour

j~~~O et ) ~ + B ! 1 > k + 1 ; comme l’assertion sur A~ est triviale,

on a donc k ~ 0 et comme tout indice ~ avec t~t ~ 2 s’écrit c~ ’/

avec j5 ~ ~ ~ 0 , on en conclut que l’appartenance de x à A~~ équivaut

à x(c~) = 0 pour )~!>k+l ~ donc admet pour base les Z~ avec

Soit alors K un anneau contenant le corps des rationnels une il-

gèbre de Lie sur K ayant une base $ x.? . On a vu au paragraphe 1 que U(g)
admet pour base les éléments Z03B1 = i x03B1ii/03B1i ! pour tous les et le

théorème 2 montre que si g est une p-algèbre de Lie sur un anneau K de

caractéristique p , ayant une base { xi } , les définis . de la même manière
que précédemment pour 0 ~o(.  p forment une base de U(C?) ’ Or la défini-
tion de ~ montre que l’on a ~(x) = 1 + 1 pour x donc

comme 6. est multiplicative ~(x~/m : ) = ]" x~/j 1 si ceci a

i+j=m
un sens et donc immédiatement ~(Z~ ) = Z~ ~ o On en déduit alors : i

Proposition 6 : Si g est une algèbre de Lie sur un anneau contenant les nom-
bres rationnels (resp. une p-algèbre de Lie sur un anneau K de caractéristi-

que p) ayant une base, la filtration canonique sur l’hyperalgèbre U(g)
(resp. U(g) ) est la filtration U (g) (resp. Un (c/)) et en particulier

(~ est l’ensemble des éléments primitifs de (resp. L’algèbre
duale de est isomorphe à l’algèbre des séries formelles en des varia-

bles X. (resp. les séries formelles en les Xi mod Xpi ) en correspondance

biunivoque avec les éléments d’une base de g .



Corollaire : Si est une algèbre de Lie ayant une base sur l’anneau K de
caractéristique p, la sous-algèbre de Lie sous-tendue par les xP pour

et h entier 0 , est l’ensemble des éléments primitifs de U( ) ,.
Etudions maintenant le cas de l’algèbre explicitant 0394 , on voit

que 0394(m(h)) = 03A3 m(i) ~ m(j) . Si M admet les e. pour base, 

admet les pour base et de ce qui précède et du fait que 0394 est
multiplicative, on déduit que 0394(Z03B1) = Z .. 9 mais ici on peut expli-
citer l’application diagonale 0394’ dans le dual F de 0393(M) . En effet dé-
finissant les par . Z~ 9 P~ > = â~~, ~ on a

Proposition 7 ô Si M est un module sur l’anneau K ayant une base {ei} ,
l’algèbre duale de l’hyperalgèbre 0393(M) est isomorphe à 1 ’ algèbre des séri e s
formelles en des variables X. et l’application diagonale ~’ du dual

de 1’(M) est définie par 0394’(Xi) = x. ~ 1 + 1 ~ Xi .

Autrement dit, " est l’ hyperalgèbre du groupe additif de défini

(on peut donner un sens intrinsèque à cette affir-
mation à l’aide de la notion de "fonction analytique dans un mo~.ule" ) . 0

Remarque : on étudiera de plus près l’hyperalgèbre U(C~) d’une algèbre de Lie
sur un corps de caractéristique 0 et on déterminera le groupe formel strict

correspondant à l’exposé 6).

5.- Algèbres de Lie des hyperalgèbres. .

Nous allons appliquer les résultats du paragraphe 4 à une première étude
de la structure d’une hyperalgèbre quelconque. Des résultats plus précis ne
pourront pas être obtenus avant les exposés 6,7,8.

Lemme 3 x Soit U une hyp;;ralgèbre sur un anneau K (resp. de caractéristique
p). Les éléments primitifs de U constituent une algèbre de Lie pour le crochet
[x , y] = xy - yx (resp. une p-algèbre de Lie avec xE = xP) 0
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Si x et y sont primitifs, on a ~(x) + l~x ~ A (y) ==

=y ~ 1 + 1 ~ y , d’où A(xy) = xy ~ 1 + + x ~ y + y ~ x et par suite

~([x , y])= [x , 1 + l~[x , y] et [x , y] est bien primitif. 0 Si

K est de caractéristique p , comme x ~ 1 et 1 ~ x commutent, on a i

+ l~x)~= 1-~x~ ~1 et x~ est primitif.

Proposition 8 : Soient U une hyperalg.bre sur un corps K et ~ l’algèbre
de Lie des éléments primitifs de U (resp. la p-algèbre de Lie si K est de

caractéristique p ~ 0 ). 0 L’injection canonique dans U se prolonge en

un monomorphisme d’hyperalgèbres de U(g) (rosp. (g)) dans U .

D’après ce qu’on a vu dans la définition de et de (g) , il
existe un homomorphisme d’algèbres f de U(g) (resp. (g) ) dans U pro-

longeant l’injection de g dans U ; cet homomorphisme est compatible avec les

applications diagonales car (f x)f) o A et Ao f prennent la même va-

leur f(x) ~ 1 + 1 ~ f(x) sur les donc sont égaux puisque ce sont des

homomorphismes d’algèbres et que g engendre U(oy) (resp. U(CY)) . Pour dé-
montrer la compatibilité avec l’augmentation de il suffit de remarquer

que si x 6 U est primitif, on a ~(x) = 0 :

Enfin le fait que f soit injectif résulte d’un résultat de l’exposé 2.


