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11 -01 Séminaire de Théorie des Nombres 
(J. LESCA) 

Année 1968/69 , n° 11 21 Février 1969 

THEOREME DE BAKER-BRUMER SUR LES UNITES 

D'UN CORPS DE NOMBRES ALGEBRIQUES 

par 

Bernard ROUSSEAU 

Soit p un nombre premier, (Q^ le corps des nombres p-adiques5 

un complété d'une clôture algébrique de Q „ Soit x-» |xj la valeur 

absolue de Q normalisée par Ipl = l/p . Soient A l'anneau de valuation p 1 1 p 
de Q TTL son idéal de valuation, U le groupe des unités de A 

P ' P P P 
Alors la fonction logarithme p-adique définie sur 1 -fÏÏ]̂  par 

« ( l~v) P  

log v = - S N -, f -
k=l k 

se prolonge fonctionnellement sur U selon [12]. 
P 

THEOREME. [3] - Soit a, . a éléments de U algébriques sur Q 
— 1 n - — — — — — p -—c———L— — 

dont les logarithmes p-adique s sont linéairement indépendants sur Q . 
Alors ces logarithmes sont linéairement indépendants sur la cloture algé-

brique de A de Q dans Cl . a _ _ — - p 
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Soit donc a, o o o a éléments de U liés sur A , il existe l n p 
a, . o o a non tous nuls Ç A tels que 

1 n 

S a. log oc, = 0 „ 
I L 

On peut supposer que les a. sont des unités principales puisque 

log do = log a,//, \ où CL./^f \ est une unité principale,, & i i' 0(0^) i Oiaj) 

On peut de plus supposer, quitte à multiplier l'expression précé

dente par un rationnel convenable que chacun des ou est suffisamment 

voisin de 1 plus précisément que 

1 i 1 1/p-l 
P 

On peut donc trouver des entiers de algébriques sur Q tels 

q U e h Pn-1 
oc i . . o a . = a 1 n-1 n 

Pour démontrer ce théorème, on va montrer qu'il existe 

des entiers q et L , 

un système de (L+l) n entiers rationnels non tous nuls , 

p(X X ) pour 0 L i = 1, . „ . , n , 1 n i 

tels que 
A. -, K ^ 

S ^ . £ p(X ) [ a q . . . a q n ] = 0 , 
X=0 X =0 n i n 

1 n 
n 

pour tout entier l compris entre 1 et (L+l) » 

Le déterminant de ce système est un déterminant de VD d» M0 

nul, il existe deux systèmes d'entiers distincts tels que 

X, X X ' T X? 

q l qn q l q n 
a, oo^a = a, .„„ a 1 n 1 n 
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ce qui est la relation de dépendance linéaire sur Q des logarithmes des 

a, ce qui termine le théorème, î 

Notations 

Si m, . o „ m , sont des entiers, on écrit 
1 n-1 

m = (rrij c . . ^ ) 

Iml = m. +m 0 0 +m 1 1 1 2 n-1 
I l m i m i 

r n . \ , . m U-w-x 1 ~ n-1 
A F(z. . o . z ) = (m ! 0 ffl . m _ !)ô 1 ' F / â z . . . . ôz . 1 n-1 1 n-1 1 n-1 

d est le degré du corps engendré par les a. et g. sur Q , 
a v . 8d 1 J" q = p ou a est un entier tel que q > e 0 Si h est un entier, on pose 

2 J_ 
L = L(h) , L(h) = [h 2 n ] . 

LEMME 1. Il existe une constante c^ tel que pour h > c^ on puisse 

trouver des entiers rationnels p(X-, ° o „ X ) 0 l \ . I L de valeur absolue ~ 1 n 1 
2h 

au plus égale à e non tous nuls simultanément et qui vérifient la condi 

tion suivante. Si 
L L Y,z y z. 

•m/ \ « _ /o , % 1 1 n-1 n-1 
F ( z . , . . . , z )= E ... E p(X. ... X )a. ... a 

1 n _ 1 x=o x =o 1 n 1 n - ! 

1 n 
où Y ° - X. + p. X 

1 1 i n 

Alors (m) , n fl . x . 

pour tous les entiers l , m n 0 0 „ m , tel que -c _ l n-1 ' — 

l Ë l i h et |m| ^ h 2 „ 
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Démonstration du lemme 1. 

Efens[2], Baker a montré que sous les hypothèses du lemme, il existe des 

entiers p(L . . „ X ) non tous nuls, tel que r 1 n 
L L q U x qU m j ^ j 

Q((m),>L) = S ... I! p ( X R . . X ) a . . . » ocn — Y X = 0 . 
X=0 X =0 

1 n 

les hypothèses sur CL et g impliquent que 

a = exp (y i z log eu) , 

est une fonction analytique sur Q qui converge ainsi que ses dérivées pour 

| z . | a i . 

On remarque enfin que 
m i 

(m) Sll ( L ° g a i ) 
AV ; F(q* f q* , . . . , q4) = ( | | m t ) Q ( ( m U ) . 

1=1 m i 

Fixons pour chaque h > c^ une fonction F qui vérifie les condi

tions du lemme „ 

Notation 

Si E est un corps de nombres et si x ê E on appelle dénominateur 

de x le plus petit entier rationnel > 0 tel que D,x soit entier algébrique, 

On appelle taille de x le nombre s (x) = sup (D, j a (x) | ^ ) ou a par

court l'ensemble des isomorphismes de E dans (C „ 

Soit M un nombre + grand que la taille des a, et des g. ; le 

dénominateur D de Q((m)?£) est plus petit que 

al Ln+n jm | 
M 1 
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D'autre part ^ 

\B(Q)\œ* ( L + l ) n e 2 h M n ^ L ( M + l ) l m l L l m | . 

quand h est assez grand |QJ > D ^ s(Q) ^ si Q / 0 » 

Nous obtenons donc le lemme suivante 

2 

LEMME 20 Si_ l est un entier positif arbitraire et |m| $ h , 

on a soit 

A ^ F ( q £ , . . . , ql) = 0 , 

^ ^ ( q ^ , . . . , ql) S ( c ! - ! + q ^ e

2 d h 3

L d ( n + | m | ) r l , 

ou c^ ne dépend que de M , n , d . 

LEMME 3« Il existe c^ tel que pour tout h > c^ la fonction F du lem 

me 1 possède la propriété suivante : 

/ 2 

si e = 1 /4n e_t_ J un entier, 0 Ë JS 12n 

Alors , v 
A i m ) F ( q ^ , „ . . ,qt,) = 0 

1+sJ v , pour tout entier l , l^£ = h et tout système (m, . 0 0 m ) positif — _ ——— 1 n - l £ L — 
avec |m j ^ h /2J 0 

La démonstration se fait par récurrence sur J le cas J = 0 corres

pond à la fonction du lemme 1 „ 

Supposons le lemme vérifié pour J ^ K , 

soit I ml ^ S„ et soit f (z) = A m F(z , . . „ , z) . 
1 rL+1 
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f(z) est une fonction analytique pour |z| û 1 qui vérifie 
m. 

n-1 (LogoO 1 L L \ z * z m 1 rr̂  
l £ ( z ) l = l TT ( m ) , S - S p fc r . .X n )a ...a Y l . . . Y n _ ï l * l 

i=l V V ' X=0 X =0 1 n 

i (s),w x „ , m l + J K , m n - l + Jn-K (m)+(j) w , 
(AV ;f)(z)= E ( ) . . . ( _ ) AV F(z, . . . ,z ) , 

0*j.=is m i " V l 

|J| = b 
Phypothèse de récurrence implique que A f(ÇLr) - 0 si 

° ^ s = s k + i • 

1 i r S R 

K , en effet 2 S

K + 1 - S

K > 

en particulier f possède au moins R^^K-fl^ zéros dans le cercle | z | ë q \ 

Grâce au lemme de Schwartz et Mahler [10] 

-R (S +1) -R (S +1) 
|f(q^)!-q K l sup |f(z)| * q K + 1 

|zjlll 
pour tout entier £ . 

Soit l tel que R = £ ^ R supposons que 
K K+1 

f(q-t) = AmF(q^,„ . . ,ql) ^ 0 y 

grâce au lemme 2 , 

R K ( V l 1 ) L ° g q = 2 d h 3 + ( S

K + l + q L R K + l ) l 0 g C 2 

+ d(n + S K + 1 ) log L , 

mais i , -r , 
l/ 2 h 1 + 6 j , R j , h 1 + Ê J 

h 2 2 
( 7 ) - i ^ s T ë h 
2 J 
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de telle sorte que 
h l + eK h 2 

Log A- — °~^77^ 2dh +2d(n+h2)Logh 
2 i,3 + 6 ( k - 1 )m 

+ (h +qh ') log c 2 , 

Logq^K+2 i 2dh + 0(h) , 

ce qui est impossible si KÊ 1 et aussi pour K - 0 à cause du choix de q , 

2 
La démonstration du théorème devient alors si h> 3 , J = lZn , 

L L qx, qX 
F ( q £ , „ e a ,ql) = S ... ? p(X x )(a \ . . < x r = 0 , 

x=o X =0 1 n n 

1 n 
! ,3n+l 

pour ig £ = h , mais 

( L + l ) n ^ ( h 2 - 2 e + l ) n < h 2 n < h 3 ' n + 1 , 

et le système précédent est valable pour 1 * £ £ (L+l ) n . 
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