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THEORIE ADDITIVE DES NOMBRES
ET
PROBLEME DE WARING

par

Francois DRESS

§.I. - INTRODUCTION HISTORIQUE

Depuis Pythagore, de trés nombreux mathématiciens se sont intéres-
sés aux propriétés ''magiques' des nombres entiers, en particulier des nom-
bres triangulaires, des nombres carrés, des nombres m -gonaux (les nombres
triangulaires sont les entiers de la forme n(nt+1)/2 : nombre des éléments d'un

o

triangle de points de base n, ,':':‘, par exemple, les nombres carrés sont les

carrés : nombres d'éléments d'un carré de points, etc...).

C'est Bachet qui semble avoir remarqué le premier, en 1621, que °
tout entier positif pouvait s'écrire comme somme de 4 carrés (certains étant
éventuellement nuls), encore qu'il y ait quelques raisons de penser que
Diophante connaissait déja ce résultat empirique. Ensuite Fermat a noté, en

\< @, que tout entier positif pouvait s'écrire comme somme de 3 nombres
triangulaires, de 4 carrés, de m nombres m -gonaux (on s'apercevra plus

tard que le résultat général n'est pas le meilleur possible).
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Ainsi, pour les nombres triangulaires :

............

6+6+0=6+3+3
6+6+1

—
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+
[
+
p—
1l

13=10+3+0

i

14 =10 +3 +1
15=15+0+0=6+6+3
16 =15+1+0=10+6+0=10+3+3

et pour les carrés

12=9+1+141=4+4+4+0
13=9+4+0+0=4+4+4+1
14=9+4+1+0
15=9+4+1+1
16 =16+0+0+0=4+4+4+4

Fermat avait ajouté, dans la lettre a2 Mersenne ou il indiquait cette
découverte, qu'il n'avait pas la place d'en donner la démonstration, mais
qu'il y consacrerait un livre entier. Le livre ne fut jamais publié... On peut
d'ailleurs douter que Fermat ait été en possession d'une démonstration cor -
recte car des efforts infructueux furent déployés pendant plus d'un siecle, par
Euler en particulier, pour tenter de résoudre ce probleme. C'est finalement

Lagrange, en 1770, qui en donna la premiere démonstration.

En méme temps d'autres théorémes empiriques, de nature additive
également, étaient énoncés. Les deux plus célebres sont le probleme de
Goldbach, formulé en 1742 dans une lettre a Euler : tout entier pair est-il
somme de 2 nombres premiers ? et le probleme de Waring, formulé en
1770 dans un livre (avec addition du "etc. .. ' dans 1'édition de 1782 ! ) : tout

entier positif est-il somme de 9 cubes, de 19 bicarrés, etc... ?

Ces questions sont, malgré la simplicité de leur énoncé, extréme -
ment ardues et l'intervalle qui sépare 1'énoncé empirique de sa démonstra-
tion se compte en dizaines d'années ou plus souvent en si¢cles (phénomene as-

sez courant en arithmétique !).
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§. II. - NOTIONS FONDAMENTALES EN THEORIE ADDITIVE DES NOMBRES

En donnant le premier résultat partiel intéressant dans le probleme de
Godbach, Schnirelman esquissa, en 1930, un cadre général pour tous les pro-

blemes additifs relatifs a des suites d'entiers.

Etant donné deux suites croissantes d'entiers scritement positifs

A={a1<a <...} et B:{b1<b2<...}, on appelle somme de A et B et

2
on note A+ B la suite croissante obtenue en réordonnant l'ensemble
AUBU {ai+ bj I aiEA , bj € B} (on convient parfois que a_ = 0 €A, bo =0€B,

auquel cas on considére simplement l'ensemble {ai+ bj .

On peut en particulier effectuer les sommes A+ A = 2A ,
A+A+A=3A, A+...+A=hA, ... Ondit alors que la suite A est une base
des entiers (d'ordre < h) s'il existe h telque hA =IN (A est exactement
d'ordre h si (h-1)A ¢ IN ). On peut également définir la notion de base rela-
tivement & une sous-suite de IN (les entiers pairs dans le probléeme de

Goldbach, par exemple).

Etant donné une suite A = {ak} , on définit la fonction A(n)= T 1=
l€a, <n
nombre des ay compris entre 1 et n. On définit ensuite la densité de

Schnirelman de la suite A par:

d(a) = inf 200
n n

Cette définition appelle deux remarques. Primo, ona 1€A deés que

d(A) >0 . Secundo, la notion de densité de Schnirelman est tres différente de

A‘éﬂ.En

particulier, d(A) =1 équivauta A = IN, tandis que d.asympt. (A) =1 équi-

celle, classique, de densité asymptotique, définie par lim inf

vaut a ""presque tous les entiers appartiennent a A '. Indiquons enfin une
notion intermédiaire, ''tous les entiers assez grands appartiennenta A ",
fréquemment utilisée en théorie additive (théoréme de Vinogradov sur les
entiers impairs sommes de 3 nombres premiers, constantes G(k) du pro-

bleme de Waring).
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§. III. - THEOREMES DE SCHNIRELMAN ET DE MANN

La densité de Schnirelman est un outil remarquable pour prouver que
certaines suites sont des bases. Il ne faut pas cependant en attendre plus que
des résultats d'existence, avec au mieux une majoration délirante de 1l'ordre
(2. 1010 pour les nombres premiers, nettement pire dans le probleme de
Waring par la méthode de Linnik et Khintchine, par exemple), en raison de
l'influence tr&s pathologique des premiers termes de la suite (et comme
"premiers' n'est jamais que le contraire de '"a 1'infini'', cela peut entrainer

fortloin ... !).

Les principaux théorémes en la matiére sont les suivants :
THEOREME. (Schnirelman [2] 1930). d{A+B)=2 d(A) + d(B) - d(A)d(B) .

La démonstration, que nous ne donnerons pas ici, est fort simple et
s'appuie, modulo la minoration ¥n[A(n) 2 n. d(A)], sur un dénombrement tres

banal.

LEMME. d(A)+d(B)21 = A+B=IN.

Une simple affaire de tiroirs tout aussi banale.

COROLLAIRE. Toute suite de densité de Schhirelman strictément positive

est une base.

En effet, 1'inégalité de Schnirelman peut s'écrire
(1-d(A+B)) = (1-d(A))(1-d(B)).

I1 s'ensuit, en particulier, que (1-d(hA)) = (1 —d(A))h < -;— si d(A)>0 et

h 2 ho . Et le lemme précédent entraine immédiatement que ZhOA =IN.

Schnirelman [2] a ainsi prouvé que la suite P = {1}y{nombres pre-

miers} était une base en démontrant par une méthode de crible que d(2P)>0 .
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THEOREME (Mann [5], 1942).  d(A+B) = min(d(A)+d(B), 1) .

La démonstration de ce théoréme est assez ardue et il faut ajouter
qu'il représente en un sens le meilleur résultat possible. Si 1l'on a par exem-
ple ( k étant un entier = 2)

A =B =(1, k+1, 2k+1, ...),

alors
A+ B =(1, 2, ktl, k+2, 2k+1, 2k+2, ...),

cependant que l'on a d(A)= d(B) ='112 et d(A+B) = % = d(A) + d(B) .

§. IV. - COMPOSANTES ESSENTIELLES

Une conséquence des théorémes de Schnirelman et de Mann est qu'une
suite M de densité strictement positive augmente la densité de toute suite A

telle que 0<d(A)<1 : d(A+M)> d(A) .

Mais il existe des suites de densité nulle qui poss&dent également
cette propriété (par exemple la suite des carrés des entiers : Khintchine [37).

Toute suite possédant cette propriété s'appelle une composante essentielle.

Erdés a démontré que toute base était une composante essentielle ou,

plus précisément, le résultat suivant ([4], 1936) :

THEOREME, Si B est une base d'ordre h alors, pour toute suite A tel-
d(A)(1-d(A))
2h '

le que 0<d(A)<1l, ona d(A+B)= d(A) +

Cette inégalité a été améliorée, mais pas trés sensiblement. De fait,
d(A)(1-d(A))
h

on a montré que 1l'inégalité d(A+B) = d(A) + était fausse.

Apres ce théoreme d'Erdos, la question qui se pose naturellement
est de savoir s'il existe des composantes essentielles qui ne soient pas des
bases (ni, a fortiori, des suites de densité positive). Il en existe un exemple
trivial :

M=(2, 3, 4,5, ...).
M n'est pas une base car 1§ M ni 1 ¢ hM pour tout h, mais
d(A+M) =1 >d(A) des que d(A)>0, car alors 1€A et A+M=IN.
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Le premier exemple "'intéressant' de composante essentielle M qui
ne soit pas une base est di & Linnik ([6], 1942). Cet exemple satisfait
M(n) = o(xe) pour tout €>0 mais il n'est pas constructible avec des méthodes

"élémentaires''.

Stohr et Wirsing ([10], 1956) ont donné un exemple élémentaire véri-
fiant seulement M(n) = o(n) . Leur construction est fondée sur wn résultat
précédent de Stdhr montrant qu'il est possible d'obtenir des base B, d'ordre

h
h , vérifiant Bh(n) = o(n) et augmentant uniformément la densité de toute

d(A)(1-d(A
suite de densité positive (i.e. d(A)>0= d(A+Bh) = d(A) + ( )2( (A)) pour
toute Bh).
§. V. - GENERALITES SUR LE PROBLEME DE WARING
Nous en avons déja vu 1'énoncé : pour k =2, 3, 4, ... , la suite des

puissances k -ieémes est-elle une base ? La réponse est affirmative, et 1l'on
désigne traditionnellement par g(k) l'ordre de cette base. Pour les premigres
valeurs de k , 1'évidence empirique conduit a conjecturer les valeurs suivan-

tes :

En exceptant le théoréme des 4 carrés de Lagrange, la premiere
démonstration d'existence, dans le cas particulier des bicarrés, est due a

Liouville, en 1859, avec la majoration g(4) s 53 .

Puis on s'apercevra assez vite que, moyennant une identité algé-
brique '"convenable' (que l'on découvrira effectivement pour les petites va-
leurs de k ), l'existence de g(k) entraine celle de g(2k) , avec une majora-
tion du style g(2k) < akg(k) + bk .

Par contre, les valeurs impaires de k posent des problemes déli-
cats, car les identités ont alors une tendance ficheuse a fournir des sommes

de puissances k -iémes dont certaines sont négatives ! Enfin Maillet réussit

en 1895, a démontrer l'existence dans le cas des cubes, et donne la majoration

g(3)=s21.
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De nouveaux cas sont résolus, les majorations sont petit a petit amélio-
rées, puis Hilbert([1], 1909), démontre le théoreme général d'existence de
g(k) . Le théoréme de Hilbert ne donnant aucune majoration explicite, la course
aux majorations continue donc, et continue toujours... mais surtout pour une

autre constante dont nous allons parler maintenant.

En 1909 également, Wieferich prouve que g(3) = 9 , cependant que
Landau montre qu'il existe N0 tel que tout entier supérieur a No soit som-
me d'au plus 8 cubes. En d'autres termes, la valeur de g(3) dépend d'un
nombre fini d'entiers -en fait 23 et 239 - qui sont seuls a exiger 9 cubes,
et ne réflete nullement les propriétés ''a l'infini''. Plus généralement on est
amené 3 définir G(k) le minimum de p, tel que tout entier suffisamment
grand soit somme d'au plus P puissances k-iémes. La disproportion
entre les deux constantes est énorme : on sait actuellement que g(k) est
équivalent a Zk , tandis que l'on dispose pour G(k) de majorations de l'ordre

de k Logk.

Pour en terminer avec le probleme de Waring, on notera que Hardy
et Littlewood en 1920, puis Vinogradov en 1924, ont introduit des méthodes
analytiques extrémement puissantes qui permettent d'obtenir des résultats
numériques remarquables ; cependant qu'une démonstration du théoréeme de
Hilbert par la méthode de Schhirelman (il existe &k tel que d({,kA(k)) >0,

A ) k .k

étant la suite {1, 27, 37, ...}) a été trouvée en 1943 par Linnik ([7]),

puis améliorée par Khintchine ([8]).

§. VI. - PROBLEMES DIVERS

L'imagination des mathématiciens s'est donnée libre cours pour
poser, et parfois résoudre, de nombreux problemes en théorie additive des
nombres.

On en donnera juste un exemple (Lorentz, [9]) :
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THEOREME. A toute suite A on peut associer une suite B qui vérifie :

- tous les entiers assez grands appartiennenta A+ B ;

n
- B(n)sc T EE_A_(_ISL.

k=1 AW

log A(k) _ log &
< (
A(k) dk
A(k) 2 8k ), et donc que la suite B est assez rare : B(n) <c' logzn (inégalité

Si d(A) =06>0 par exemple, on en déduit car

qui ne peut étre améliorée, comme l'a montré Erddés par des arguments pro-

babilistes, (i. e. en mettant une mesure sur l'espace des suites).

P L
« ™. .
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