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Année 1970-1971 , exposé n® 2 27 Octobre 1970

INDEPENDANCE ALGEBRIQUE D'EXPONENTIELLES
par

Michel WALDSCHMIDT

[ G
P .

Dans le premier exposé [12], nous avons vu plusieurs théoremes de
transcendance concernant les valeurs de la fonction exponentielle, Pour com-
pléter l'information sur la transcendance d'un nombre complexe a, deux
voies nous sont offertes. La premiére consiste a chercher une mesure de
transcendance de @, c'est-a-dire une borne inférieure de la fonction

®d(a, n, H) = min IP(G.)I
n, H

ol le minimum est pris sur les polyndmes non nuls P € Z[X] de degré in-
férieur ou égal a n et de hauteur au plus H . La deuxieme voie consiste a
étudier l'indépendance algébrique de plusieurs nombres transcendants et nous
pe ~ . . ] ° o
verrons que, pour résoudre ce probleme, il est utile d'avoir des renseigne -

ments précis sur le premier.

Le résultat le plus ancien sur l'indépendance algébrique des valeurs
de la fonction exponentielle est celui de Lindemann-Weierstrass, en 1885
[12]; 1a démonstration, qui se fait par 1'absurde, repose sur 1'étude de formes

linéaires d'exponentielles, et utilise essentiellement le fait que les nombres



étudiés sont les valeurs a des points algébriques de fonctions qui satisfont
une équation différentielle linéaire a coefficients algébriques : y' =y . Les
généralisations ultérieures de cette méthode pour 1'étude de E fonctions
par Siegel, Sidlovskij, ... conservent ces hypotheéses et sont insuffisantes
pour étudier des propriétés de transcendance quand les arguments des expo-
nentielles ne sont plus algébriques, par exemple pour ab = exp(b Log a) ou

a et b sont algébriques, a 7—10 , 1 et b irrationnel.

Néanmoins toutes les démonstrations de transcendance de ces théo-
remes utilisent un principe commun : soit K une extension de ) contenant
les nombres étudiés ; on suppose que K est un corps de nombres et on cons-
truit, en utilisant les hypotheses faites sur K , un élément non nul a de K,
entier sur Z , qui vérifie les relations

]ql < g et ICUOLISh

pour tous les conjugués oo de a, avec €Xx I l h < 1. La relation

|N 0.)[ 21 permet d'obtenir une contradlctlon qui montre que l'un au moins

K/(D

des nombres considérés est transcendant.

Nous voulons, en utilisant les mémes principes, obtenir un théoréme
d'indépendance algébrique. On est alors amené 2 minorer un polyndme
P

s O.q) ou Q5. .. ,(lq sont des nombres complexes algébriquement in-

e L
dépendants. Pour cela, Lang [3,4] introduit les définitions suivantes :

Soit P € Z[Xl, cees Xq]. On définit la taille de P par :
t(P) = max[d(P), Log H(P)],
ou d(P) estle degré total de P et H(P) sa hauteur.

Soient Qo ,aq des nombres complexes algébriquement indépen-

dants sur @ . On dit que (a , o.q) a un type de transcendance supérieur

TR
ou égal a T s'il existe deux réels positifs t, et k tels que, pour t(P)>t ,
o

on ait

Log IP(OL L, 0 )I -k [t( P)]

17"

pour tout polyndme non nul P de taille t(P).



Le principe de Dirichlet et 1'indépendance algébrique de a.,..., OLq

1,
montrent que T 2 g+1 . On voit alors apparaitre une différence essentielle

avec le cas ou a est algébrique : on a dans ce cas
Log |P(@) | > -k t(P) pour t(P) >t et Plo) £ 0

C'est en grande partie a cause de cette différence que les résultats

que nous allons obtenir sont moins précis que les résultats de transcendance,

Avec cette définition, Lang obtient le

THEOREME 1 [3,4]. Soient a,,..., ey des nombres complexes algébri-

quement indépendants de type de transcendance T=q+l . Soient Xpsewos X

(resp. Yyreees ym) des nombres complexes M -linéairement indépendants.

Si mn 27T (m+n), alors l'un au moins des nombres exp(xi yj) est

transcendant sur (D(o.l, e aq) .

Ce résultat est un complément du théoréme que nous avons vu dans
[12] sur la transcendance des valeurs de la fonction exponentielle (Lang [3],
[4]) ; Ramachandra [5]) correspondant au cas q = 0 et qui peuts'énoncer
ainsi :

Si Xpseees X (resp. ERIE y3) sont des nombres complexes N-li-
néairement indépendants, parmi les 3n nombres exp(xi yj) , 1si<n,
1<j<3, n-1 sont transcendants. Ramachandra [5] conjecture que n-1 de
ces nombres sont algébriquement indépendants. On en déduirait la solution
d'une conjecture de Gel'fond (qu'il a lui-méme résolu pour d = 3 , comme
nous le verrons) : si a est un nombre algébrique, a #0, 1 etsi b est
un nombre algébrique de degré d =23, les d-1 nombres

d-1

b b
a , ..., a

sont algébriquement indépendants (voir aussi probléme 7 de Schneider [6]).

Ces conjectures sont des cas particuliers de la suivante :

Soient Xl’ ey Xn (resE. Yl , yz) des nombres complexes M -linéairement

indépendants. Alors n-1 des 2n nombres exp(xi yj) doivent étre algé-

briquement indépendants.




Dans le cas n = 2, ce probleme a été posé par Alaogh et Erdds, Lang et

Schneider [12].

Enfin la conjecture la plus générale, contenant tous les résultats et
toutes les conjectures concernant la fonction exponentielle (par exemple 1'in-
e e m i e
dépendance algébrique de nombres tels que e , 2 , 2 , 1, T ,LogT) a

été faite par Schanuel [1, 6].

Conjecture de Schanuel : Si o ,..., cxn sont des nombres complexes Q-liné-

1
airement indépendants, le degré de transcendance sur @ du corps

OL1 an
Q(al,...,an, e ,...,e )

est supérieur ou égal 3 n .

Le théoreme 1 constitue une approche de cette conjecture et il a
l'avantage de s'étendre a des fonctions autres que la fonction exponentielle
(4], mais il faut, pour 1l'utiliser, déterminer le type de transcendance de
nombres complexes, et c'est 12 un probléme tres difficile, méme dans le
cas q =1 . Dans ce cas (et, actuellement, dans ce cas seulement), on connait
un critere valable pour tout nombre complexe a - Ce résultat a d'abord été
trouvé par Gel'fond en 1949 [2] qui considere une suite de polyndmes
PN € 2[X] . La difficulté vient de 1l'existence de nombres transcendants (par
exemple les nombres de Liouville [6], ou, plus généralement, les U-nombres
de Mahler [6]) qui vérifient :
pour tout réel £>0 et tout entier n = no(e), il existe une suite (Hk)

220

A2 0 de polyndmes a coefficients entiers,
; d(P)\) <n; lim H =+e et 0 <|P>\(a)l <H>:e' "

d'entiers positifs, et une suite (PK)

avec H(Pk) < H>\

Pour obtenir son critere, Gel'fond suppose que € C est tel qu'il

existe une suite ""assez dense' (P de polynédmes non nuls de Z[X] tels que

N
[P @) | < exp - IR )T°

oi C(N) » +». La conclusion est alors que a est algébrique. On peut rempla-
cer C(N) par une constante assez grande (Lang [4], Tijdeman [8]) mais on
peut surtout améliorer ce résultat en dissociant le degré et la hauteur de PN.
On obtient alors le



Critéere de transcendance [9, 14]. Soient 0 un nombre complexe, Ol et

02 deux fonctions réelles de variable réelle x , strictement croissantes, qui

tendent vers +o avec x ; solent al(x) EE a

(x) deux fonctions réelles de x ;

2
on suppose que, pour tout x>0, on a

Oz(x)sol(x) ; Ui(x)s ai(x) Gi(x-l) , i=1 ou 2.

On suppose qu'il existe un entier NO >0 et, pour tout entier N >NO , un po-

lynome PNE Z[ X] de hauteur HN et de degré dN avec

(N) s do.<q (N)

IPN(OL)I < exp - C(N) Gl(N) OZ(N) ; Log HNS o NS Ty

1

ou C(N) = max [8, 4a1(N) aZ(N)] .

Alors o est algébrique et il existe un entier N1 tel que, pour tout
> i =
N> N, , onait PN(G.) 0.
Rappelons qu'on ne connait pas de tel critéere d'indépendance algébrique

de q nombres (q=2),

Une des difficultés que 1'on rencontre dans l'application de ce critere
est la recherche d'une majoration pour ai(N) , exprimant que la suite oi(N)
ne tend pas trop vite vers +« . En particulier il parait difficile, a cause de
cette condition, d'utiliser ce critéere dans une démonstration par récurrence
comme celles de Baker. D'autre part on est amener & majorer le nombre de
zéros de la fonction auxiliaire utilisée dans la méthode de Gel'fond [ 12], ce
qui n'a été fait jusqu'a présent que pour la fonction exponentielle. Dans ce

cas, la fonction auxiliaire s'écrit

L Wiz
F: z = P.(z) e
i=1 1
ol Pl" . ,P& sont des polyndmes de C[X] non tous nuls de degré
Opseees cL , et Wl’ cee s W!; des nombres complexes deux a deux distincts.

Une évaluation du déterminant de la matrice

ds-—l : 1 Wiz I3
L (zJ e ) 1 (1sj<o , 1<i=4)(lss< T o.)
s-1 z=0 i . 1
dz i=1
permet d'obtenir une majoration du nombre N de zéros de F dans un disque
£
Iz-z | <R enfonctionde R, Q= max |[W.|], n=% o, , et
° IESEF A i=1 !

A= inlW,—W.l.
17 i)



Turan avait conjecturé que N pouvait étre majoré indépendemment de A.

On peut effectivement majorer N par [ 14] :

A
N<m1n[2+ 2lltn (1+Q.R)].

x>0 A A Logn
Tijdeman a obtenu la majoration suivante : N<3n+ 4Q. R .

Grace a l'une ou l'autre de ces majorations, on peut améliorer le
cas q =1 du théoréme 1, et supprimer des hypotheses inutiles de deux
théoremes de Gel'fond [2] et d'un théoréme de émelev [7]. On obtiendra de

plus un nouveau résultat [9, 15].

ENONCES DES THEOREMES ET CONSEQUENCES

Soient x., ..., x_ C Vs , -linéai
indépendzlnts. N (resp vy yM) des nombres complexes @ -linéairement
THEOREME 2 [11, 14]. Si MN =2 2(M+N), alors deux au moins des
nombres X. Vs

e 17 (1sisN ; 1sjsS M)

sont algébriquement indépendants.

THEOREME 3 [8, 11, 14]. Si MN2 M+ 2N, alors deux au moins des

nombres X.V.
y; e YJ (1sisN ; 1jsM)
sont algébriquement indépendants.

THEOREME 4 [8, 11, 14]. Si MN>M+N, alors deux au moins des

nombres
R —— xiy.
X, yj; e ) (1sisN ; 1<js M)

sont algébriquement indépendants.

On peut compléter le théoréme 3 de la maniére suivante :

THEOREME 5 [9, 15]. Soient X5 %, (resp. yl,yz) des nombres complexes

D linéairement indépendants. Si les deux nombres
172 %22
e , e

sont algébriques, alors deux au moins des nombres




1) i NP
xi,yj,e (i=1,25;j=1,2)
sont algébriquement indépendants.

Remarques.

1) La condition MN 2 2(M+N) du théoreme 2 s'écrit (puisque M et
N jouent des réles symétriques) M=23 et N26 ou M=4 et N24 ., Un

énoncé équivalent au théoréme 1 est le suivant :

Soient al, e am des nombres complexes dont les logarithmes sont

D-linéairement indépendants. Soient bl’ RN bn des nombres complexes

D-linéairement indépendants. Si mn = 2(m+n), alors deux des nombres
b.
ai‘] (Isism ; 1< j<n)

sont algébriquement indépendants.

Les principaux corollaires sont les suivants :

COROLLAIRE 2.1. Soient bl’ et bm des nombres complexes @-linéaire-

ment indépendants. Pour n=4=4 (resp. n=6 et £=3), deux des 10

nombres (resp. des 15 nombres)

exp(bibj) , lsisn ; 1<js4

sont algébriquement indépendants.

Par exemple, si t est transcendantet a €C, a # 0, 1 , deux des

sept nombres
exp(atl) ; 0<is 6

sont algébriquement indépendants.

COROLLAIRE 2.2. Soient bo, ...:b.  des nombres complexes 0Q-linéaire-

k

ment indépendants, et a sa_ des nombres complexes dont les logarith-

17
mes sont linéairement indépendants sur Z bo+ Z b1 (res_'e. Z bo+ Zb1 + Z bZ)'

_S_l_ mk>m+k (resp. m =k =2), alors deux des nombres
b.b

aiJ Y i=1,..,m;j=0,..,k ;2=0,1 (resp.2=0,1,2))

sont algébriquement indépendants.




Par exemple, si ¢ est un nombre irrationnel quadratique et si
a_»a; (resp. a s az) sont des nombres algébriques dont les logarithmes
sont M -linéairement indépendants, deux des 5 nombres
Log al Log a,

c
, X

c c c
a ,a, ,a  , X=exp

2

Log a,

sont algébriquement indépendants. Plus généralement, on a :

COROLLAIRE 2. 3. Soit ¢ un nombre irrationnel quadratique. Soient

a2y b des nombres complexes tels que 1, b, ¢, bc (resp. Log a_

Log a;»c Log aj» ¢ Log al) soient @ -linéairement indépendants. Alors

deux des huit nombres

b c be
a-. 3 a-. 2 a‘- 3 a'-
i i i i

sont algébriquement indépendants.

COROLLAIRE 2. 4. Soient Y, et Y, deux nombres complexes, et K une

extension de @ de degré de transcendance inférieur ou égala 1. Si
y Yy

x €K et x €K pour tout entier x, alors 1, Yy Y, sont linéairement

dépendants sur @Q .

2) La condition MN 2 M+ 2N du théoreme 3 est équivalente 2
Mz 3 et Nz23 ou M2 4 et N2 2. Le premier cas améliore un théoreme

de Gel'fond [2] , le second cas un théoreme de émelev L7].

Les principaux corollaires sont, pour M 23 et N 23 :

COROLLAIRE 3.1. Soient o et 8 des nombres algébriques tels que

a0, a1 et [@{E) ;D] =23. Alors deux au moins des 4 nombres
2 3 4

CXB,(IB,GB,G.B

sont algébriquement indépendants.

COROLLAIRE 3.2. Soient & un nombre algébrique, a #0 et a1, et

X un nombre transcendant. Alors deux au moins des 5 nombres
2 3 4
x x X X
x,oa ,a ,Q , Q

sont algébriquement indépendants.




COROLLAIRE 3. 3. Soient a, . o, , a, (resp. By [32) des nombres algé-

briques tels que Log al , Log OLZ , Logcx3 (resEa 1, Bl . BZ) soient O -1li-

néairement indépendants. Alors deux au moins des six nombres

B;
O.i (i:192,3;j:1,2)

sont algébriquement indépendants.

Pour M2 4 et N =2 2, on obtient les conséquences suivantes :

COROLLAIRE 3. 4. Soient O.l , (12 , Bl , BZ s 83 des nombres algébriques

tels que Log a; . Log a, (resp. 1, Bl ) [32 ) 53) soient M -linéairement

indépendants. Alors deux au moins des six nombres

o) (i=1,2; j=1,2,3)

sont algébriquement indépendants.

COROLLAIRE 3. 5. Soient al , a2

Log a; Log a, sont M@ -linéairement indépendants et si B est irrationnel,

, B des nombres algébriques. Si

alors deux au moins des 5 nombres

Log a 2 2
e WY B - B R
Loga2 17 727 ’ ’

sont algébriquement indépendants.

COROLLAIRE 3. 6, Soient b et ¢ deux nombres algébriques, tels que

1, b, c et bc soient O -linéairement indépendants. Soit a € C , az0,1.

Le degré de transcendance de

b ~. b
Q(asa 9acaabcyac,ac‘)

est supérieur ou égal 3 deux.

3) La condition MN > M+ N du théoreéme 4 s'écrit (puisque M et
N jouent des rdles symétriques) M =23 et N>2 . On améliore ainsi un
théoreéme de Gel'fond [2].

Les principaux corollaires sont les suivants :



COROLLAIRE 4.1. Soient a et t deux nombres complexes, a £0 et t
transcendant. Alors deux des 6 nombres
2 3
a at at at
a, t, e s € y € s e

sont algébriquement indépendants.

En particulier, si a est algébrique Z0 , 1 etsi r est rationnel
non nul, deux des nombres

+1 2r+1 3r+l
Log a, exp(Log @), exp(Loga)”™, exp(Loga) '

(resp. deux des nombres
r T 3r
e , expe , expe , expe )

sont algébriquement indépendants.

COROLLAIRE 4. 2. Soient a et b deux nombres algébriques, a £0, 1

et (M():@]= 3. Deux des nombres

2 3
b b
Loga,ab,a , a

sont algébriquement indépendants sur Q.

4) Le théoréme 5 peut s'énoncer ainsi :

Soient a1 , az

ment indépendants sur @Q , et soit x un nombre complexe irrationnel. Alors

deux nombres algébriques dont les logarithmes sont linéaire-

deux des 5 nombres

X

X
x Logal, Logaz, a >

1 0@

sont algébriquement indépendants.

Ce théoreme admet de nombreux corollaires. En particulier :

COROLLAIRE 5. 1. Soient o et B deux nombres algébriques, a # 0, 1

et B# 0, et soit r un nombre rationnel non nul. Alors 1'un au moins des

deux nombres

Bloga)  s(Log)™”

?

est transcendant.




2-11

On en déduit que, pour & et B algébriques, B 74 0, les trois nombres

a 20, 3a
Be , eBe ’ eBe

e ne sont pas tous algébriques. Dans le cas ou =8, on

peut améliorer ce résultat :

COROLLAIRE 5. 2. Soient x et y deux nombres complexes, x £0,1
2

et y irrationnel. On suppose x7 et xY algébriques. Alors deux des trois

nombres x, y, Log x sont algébriquement indépendants.

En particulier, si a # 0 est algébrique, 1'un au moins des deux nom-
Q 2 .oz
bres exp(ae ), explae O{') est transcendant. Pour o= 1, ceci résoud le

huititme probledme de Schneider [6].
Le corollaire 5. 2. estune conséquence du

COROLLAIRE 5. 3. Soient a, B, Y des nombres algébriques. Si

Loga, Logy (resp. Log B, Logy) sont @ -linéairement indépendants, le

degré de transcendance de

Log a Log ﬁ)
Logy

D (Loga, LogB, Logy , exp

est supérieur ou égala 2.

Ainsi, pour r rationnel, l'un au moins des deux nombres
T 2-r ..r . 2-r

T 1T 11T .
e , e (resp. e , € si r 751) est transcendant.

COROLLAIRE 5. 4. Soient a et x deux nombres complexes a £0, 1.

Si x et Loga sontalgébriquement dépendants, 1'un au moins des trois

X :
nombres a  , a¥ , a¥ est transcendant.

r+l1 1_T2r+1

?

. . . ™
Par exemple si r est rationnel, les trois nombres e e )

mr+l
e

ne sont pas tous algébriques.

COROLLAIRE 5.5. Soient o et B deux nombres algébriques, a0,

1
B;f 0, 1. Sile nombre exp &' (Log B)Z est algébrique, les deux nombres e

et Log g sont algébriquement indépendants.




Par suite 1'une au moins des deux propriétés suivantes est vraie :

TT 1 s . <
e est transcendant, e et T sont algébriquement indépendants.

Citons une derniére conséquence du théoreme 5 :

COROLLAIRE 5. 6. Soient o et B deux nombres algébriques, a?Z 0,1

et 8# 0. L'un des deux nombres

2
Log Log OLB » €exp (Log Q)B

Log Log &
est transcendant.

2

Donc 1'un des deux nombres Log T, exp est transcendant.

Log
Le corollaire 5. 6. revient a dire que, pour ¢ et B algébriques
non nuls, 1'un des deux nombres
2 2
0 B o c0
eB ) &
est transcendant (cf. corollaire 5. 2.).

Avant d'étudier les démonstrations, indiquons quelques problemes

(qui sont tous des conséquences de la conjecture de Schanuel).

1) Soient X, XZk (resp. v, yz) des nombres complexes @ -linéaire-
X
ment indépendants. Montrer que, si e 171 est algébrique, alors deux au

moins des nombres
x. . vy, . e ) (A=1,2;ji=1,2)
1 J
sont algébriquement indépendants.
En particulier, si a estalgébrique, a#0, a#1, etsi b est
irrationnel quadratique, montrer que les deux nombres
Log a, ab

sont algébriquement indépendants. (exemple : 1 et eﬂ).

2) Soient a., a_,, b b, des nombres algébriques, tels que

17 72 17 72

Log ay - Log a, (resp. 1, b, bZ) soient @ - linéairement indépendants.

1
Montrer que deux au moins des quatre nombres

ad (i=1,2; =1, 2)



sont algébriquement indépendants.

(Ceci généraliserait les corollaires 3.3. et 3.4.).

3) Montrer que, si x est un nombre complexe, x £20 et x#£1,
l'un au moins des deux nombres

e
X , X

est transcendant.

4) Soit x un nombre complexe irrationnel. Montrer que l'un au moins

des deux nombres

est transcendant.

APERCU DES DEMONSTRATIONS

Les démonstrations suivent le schéma que nous avions donné dans 1l'ex-
posé précédent, la partie 4 étant remplacée par le critéere de transcendance.
La démonstration complete du théoreme 2 se trouve dans [14] (pour un cas
particulier, voir [13]) ; celle du théoreéme 5 est exposée en détail dans [15]
et succintement dans [9] . Les théoremes 3 et 4 sont démontrés par
Tijdeman [8] qui distingue, dans le théoreme 3, les deux cas M =3, N =3
et M =4, N=2. Nous allons simplement montrer comment une seule dé-

monstration permet de résoudre ces deux cas.

Démonstration du théoreme 3

Soient x.,... Xy (resp. IAERER ) des nombres complexes D-

1 M
linéairement indépendants, et K une extension de @ de degré de transcen-
dance inférieur & 2 , et contenant les M(N+1) nombres uE exp(xi yj)

(1<isN; 1<jsM).

I1 existe a s O €K tels que K = (D(cxo ) al) ol OLO est entier sur
Z[al]. Supposons MN = M+ 2N (c'est-a-dire M =N =3 ou M =4 et N=2)

Nous voulons obtenir une contradiction. D'apres le théoreme de Gel'fond-



b
Schneider sur la transcendance de a [2, 6], le nombre @, esttranscen-

1

dant sur @ . Soit d—[K Q(OL )]. Les nombres {y , exp(x y )| 1=sisN,

1sjsM} s'écrivent {—J‘- | 12512} o N
de zlo ,a ].
o 1

k(O Sk £12) estun élément
o

Ainsi il s'écrit de manieére unique

Soit r le maximum des degrés des N

comme polyndmes en «

d-1 h h
z Y a o Qa , ou a € Z .

0 h o 1 o 1

h
o 1

d
K (0sk =« M(N+1)) et de al s

. Soit X un nombre entier arbitrairement grand ;

1
ko ) k1 , .. désigneront des constantes indépendantes de X . On pose
M
=36 r°x™M .
1. - Il existe des entiers rationnels non tous nuls, P >‘1’ >‘M+2 )

définis pour

(1)

majorés par IP

(2)

OS)\iSZXZ—l , 1=isM
< <Y-1
0 )‘M+1 Y

0= A= d-t

()\)I <exp ko XM , et tels que la fonction F définie par

M Hw+2

F(z) =2 P(\) exp(Z X y z) .

vérifie () J=1
oj
d
(3) ;—‘ (a1x1+ tagx )—O pour OSGSX -l
dz M-2
1SaiSX , 1 <isN .
En effet, en notant a.x la somme alxl +...0+ an¥y » Ona
o} M alx, A A
d'F i N+ "TNH2
(4) - (a.x) =& P(N. (Z Avy.) TTﬂ[exp (x, y J, ap; e
dz () j=1 1 =1 =1 J
M
9X (0) 2 et s
Donc N0 . F7/(a.x) est un élément de Z[Cxo, al] . Ainsi il s'écrit
d-1 2Y-1 hO h1
z z (Z PMA )a o«
— _ >\: h, a,ag o 1 ’
h =0 h =0 ()
ol A €Z et |A I <expk XM
Ash a,o Ah,a,0 1 :



Considérons le systéme linéaire homogene en P()) :

0sosxM 1,

P = -
(;?) (>\) Ax, h,a,o 0 lsaiSXM 2 ;1 <i<N

OShIS 2Y-1; OShOSd-l .

2M 2
Nous avons 2dYX équations a ZMdYX M inconnues a coefficients
entiers. Le lemme de Siegel [12] montre qu'il existe une solution dans Z non

triviale telle que

M
(5) [PV < exp kOX .
1
M+3
2. - Soit k2 =[2 * ]N . Pour X assez grand, il existe des entiers
0y bl’ ce e bN tels que
XM M-2
< = - ; <b.= ; <j
Oolzl,lbijX ; 1sj<N
t
et O
F(b.x) #0.
%
dz
N
Notons B, .., B (resp. Wi ,Wn) les nombres 121 b.x. pour
M-2 . M 2 -
1sb. <k, X , 1<i<N (resp. T )\j y; pour OS)\jSZX -1, 1<sjsM).
i=1
2
Ona n-= ZM X M et m = 2M+3 X . Le nombre (11 étant transcendant, il
existe des nombres complexes 9q>---»9, mnon tous nuls tels que
n W&Z
F(z)= ¢ q, e
£=1
Soit 0 = max IW{J . Le nombre de zéros de F dans le disque
lzl <p, avec p = kZXM+2. N max lxl est major é par
Isj<N
1+/m M+2 _2M

2n + 4 . (1 +Qp)< 2 X

Logn
Donc 1'un des ZM+2 XZM nombres
o} M
M-2
d F(b. x), Oscs—}—%—-l, lsbjskZX , 1<jsN

dzo

est non nul.



3. - On a la majoration suivante :
B
1 2M
Id—F(b.x)|< exp -—— X Log X
o 8k
1 2
dz o}

1
En effet, la fonction z = 5 F(z) admet les zéros a. x

dz1

- M
(lsaiSXM 2 , 1<i<N) d'ordre au moins —;—X Ecrivons l I pour
a
g
XM 2 XM 2 dol __g_
1T 7 ...1 . ona G F(b. x) = G(b. x) . i | (bx-ax)  , oula fonc-
a,= 1 aN:I dz a
tion entiere G est définie par
dCyl
F(z)
)
dz !
G =
(2) -
~ -°
_I_T(z - ax)
2 M
On utilise le principe du maximum sur le disque de rayon X .
M ~
Pour |z| =X , ona, dapres (1), (2), (4), (5):
%
d M+2 M-2
|—— F(z)| < expk, X * ; Iz-a.leXM—k X
o 3 4
dz !
D'ou
B!
d 1 2M
(6) |—— F®b.y)| < exp -— X Log X .
o) 8k
1 2
dz
4. - Le nombre al vérifie les hypothéses du critere de transcendance.
On pose
9k2XM R
(7) qle , a) =N . F(b.y) .
o o
1
dz

Ainsi q(ao, al) est un élément non nul de Z[ao, a1] et sa norme
P =N s
X(a]. ) KIQ(QI) q(afo al )

est un polynéme non nul de Z[alj , de degré dX et de hauteur H'x' avec,

d'apres (1), (2), (8), (6), (7):



M M
< .
d <k, X ; LogH <k X
1 2M
< _ m—
|PX((11)| exp 16k2 X Log X
M
On pose Gi(X) = k5 X, ai(N) =2.
Le théoreme 3 est démontré.
Remarque : On peut également démontrer le théoreéme 3 en utilisant une fonc-
tion auxiliaire du type
A N
(2) zw»w £ Pz exp(Z kixiz).
i=1
On lui impose la condition
3) . =
(3) Fb,y, + t by V) =0

(les dérivées n'intervenant plus) .

D'autre part, pour obtenir la majoration (6), on peut également utiliser

une formule d'interpolation [2, 7, 8].
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