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Séminaire de Théorie des Nombres 11.1

Marie-José FERTON
24 mai 1973

SUR LES IDEAUX D'UNE EXTENSION CYCLIQUE DE DEGRE
PREMIER D'UN CORPS LOCAL

On se propose, pour une extension cycliqgue K de degré premier
d'un corps local k , de caractériser parmi les idéaux de l'anneau des en-
tiers de K ceux qui sont libres sur leurs ordres associés dans l'algébre

k[G] du groupe G = Gal(K/k) sur le corps k .

On retrouvera en particulier le théoréme de (1], cf. remarque 2.

1. PRELIMINAIRES SUR LES ORDRES ASSOCIES AUX IDEAUX D'UNE EXTENSION
CYCLIQUE DE DEGRE p .

Soit k un corps local de caractéristique 0 , de caractéristique
résiduelle le nombre premier p et d'indice de ramification absolu e
K est une extension cyclique de degré p de k , G est le groupe de
Galois de cette extension et ¢ est un générateur de G . On désigne par
A l'anneau des entiers de k et par BO la cl6ture intégrale de A dans

On note respectivement w et ¢ des uniformisantes de A et de BO

On définit pour tout entier rationnel r :

B={(},EK,V

r (@) =2 r} ot v, estla valuation normalisée dans K .

K K

La famille des Br est celle des idéaux de Bo
Dr désigne 1l'ordre associé & Br dans kI[G] c'est-a-dire :

9 =i eklG, B cB} .
r r r
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Proposition 1.

Soient r et r' des entiers rationnels vérifiant r = r' (mod p)

a) ona 9 =9, , ,
-/ r r

b) 1l'application § de Br' dans Br définie par y(x) =@~ x est

un isomorphisme de Dr modules.,

Démonstration de la proposition 1 : Supposons que r = r'+kp avec

k=20.
a) Nous avons : B = ka et par suite :

r r'
k
kB,ch,}=D,
r r r

, _ _ k
b) Si Br Dra , o € Br on aura Br' Qr,CUq,

o = ek [G] , \w

La proposition 1 permet de limiter 1'étude aux idéaux B avec

0 <h< p-1

h 4

2. ETUDE _DES IDEAUX Bh AVEC 0 < h < p-1

m 2.1, Soit t le nombre de ramification de l'extension K/k . On note a le

plus petit entier positif ou nul congru & t modulo p et on pose : t = aop+a ;
t . .
on note aussi 5 = [ao,al,. . ,an] avec a, > 1 , le développement en fraction
continue de L , c'est-a-dire Lo a 1 . On suppose dans toute
p P a . +__1
1 1
a, +
2 4 4+

la suite que t = 1 (cf. remarque 3 3 la fin).

Rappels.
- S8i a =0, on sait que k contient les racines p-iémes de l'unité
et qu'on peut choisir @ et 7w telles que w = ﬂp , les éléments eh définis
h+1 -1 h-1
pour 0 < h < p-1 par:eh=nh+n +...+1-rp +w +or +.. .+ T '
engendrent alors tous une base normale de K/k . (1)

a . a
- Si a#0, 1'¢lément 1w de BO (respectivement wn ) engendre

une base normale de X/k (1)



Définition.
On pose :
pour a # 0 : eh=na si 0<h<a, eh=uma si a<h < p-1
pour a =0 : eh = nh + nh+1 +..,F ﬂp-l + @ + on +...+un-rh_1
et dans tous les cas 91h = {x € kI[G] , xeh € Bh}

Proposition 2 (cf(1), proposition 1).

a) Pour tout 0 < h < p-1 , on a l'inclusion O, c ¥ et 9

h h — h
est un idéal & gauche de Dh .
b) On a Bh =91h-eh .
c) Si iuh est un anneau, alors Bh est un Dh—module libre et on a
Dh = zuh
d} B est un O, -module libre si et seulement si % est idéal &

h h h
gauche principal de

ho*

s 2.2, Etude de 1'idéal = de Dh .

Si o est un générateur de G on pose f = g-1 . On note [x] ,

la partie entiére d'un nombre réel x .

Proposition 3.

a) Si a =0, 3 coincide avec l'ordre maximal de kI([G] .

h
b) Si a# 0, %Ih est le sous-A-module de k[G] engendré par la
i
famille ¢ f(h)) ol pour tout i , 0 <i < p-1 ona :
A O<i<p-1
[i1)
e i +1)am
- si Oshsa,\)i(h)= [lt—J’;a—-}-’]=iao+ [ﬁl)f—h]

e
- si a<hsp_1,vi(h)=[1t_+a_g_h]

- ia [(i+1 )a+p-h]

P o) P

Démonstration de la proposition 3 :

a) Si a =0 , d'aprés [2] ch.II §2.1 proposition 1.b), l'ordre maximal

de k[G] est le sous-A-module de kI[G] engendré par les idempotents,
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p-1 -
1 -
0 <i< p-1 1X = ; 2 ¢ JloJ , ¢ étant une racine primitive p-éme de
. J=0 m si h<is< p-1
1'unité. D'autre part, on a 1 eh = i ; les 1 Gh .
X3 @m si 0s<i<h X4
0 <i < p-1 , forment donc une A-base de Bh' et zuh coincide avec l'or-
dre maximal.
b) Si 0<h<a,6 a#£?0, na engendre une base normale de

K/k et ﬂa € Bh . On a VK(flna) = it+ta (ou Vg est la valuation norma-

lisée dans K) cf.[2] ch.Il §2.1 lemme 1 .. Les p. éléments, 'flna , O<gigp-1,

sont de valuations toutes différentes modulo p , on en déduit que la famille

i
—_— = t - ’ 'ou t'
V(h))Osisp-l avec v, ["'—'p ] est une A-base de Bh d'ou le résulta
o i
Si a <hg<p-1l, uma engendre une base normale de K/k et
zm-ra € Bh , de plus, vK(fluma) = jt+a+p . Pour la mé&me raison la famille
i it+a+p-
(—f—(—h)) avec \)i(h) = [M] est une A-base de Bh
i Osisp-l P
Proposition 4.
LA [a ,a,,...,a] , a > 1 étant le développement en fraction
p o 1 n n
continue de .é on a :
a) si a=20, %A coincide avec O, pour tout h , 0s<h<p-l
b) si a=1, iuh coincide avec Dh si et seulement si h =0 ,
h =1 , ou encore h>-9-;il— avec t<})p_'el——1

h h

c) si a#0 e a# 1,9 coincide avec ©  si et seulement
(C) suivante :

si h vérifie la condition

pour n pair : h = a ou h=a—an

) . 1
pour n impair : a - Ean < h < a

Démonstration de la proposition 4 :

s Le résultat du a) est évident d'aprés la proposition 2 a) et la pro-

position 3 a) .



s Si a#£0, 49 coincide avec 9 si et seulement si Y est un

h h h

anneau. Pour que iuh soit un anneau, il faut et il suffit que pour tout couple

(i,j) d'entiers compris entre 0 et p-1 les relations suivantes soient vérifiées.
C h h (h
(1) si i+ s p-1 , v.()+v§) sv.?

1 i+j

j
(h) (h) (h)

(2) si iti>p ., v, tvy, se+vy

i i i+j+1-p ’ cf. [2], chapitre 1II,
§2.2, lemme 2

Démontrons que si a# 0 , a# 1 et n pair, alors dans le cas

0<h<a, %Ih ne colincide avec q’n que si h=a ot h = a-a

On vérifie aisément que, dans le cas h < a , les conditions (2) sont
toujours satisfaites en effet, 1'inégalité : t < _p_p:eT implique que : a < e-(p--l)aO

Les conditions (1) s'écrivent :

[jiil)a—h] + {(j+1)a-h] < [(i+j+1)a—h]

1 i+j < p-1 ,
(1) j £ p D o D

Elles sont satisfaites de maniére évidente si h = a , dans la suite nous suppo-
serons donc h # a et nous démontrerons premiérement que si h # a-a_ . il
existe un couple (i,j) ne vérifiant pas (1) , ensuite que si h = a-a_ les

inégalités (1) sont vérifiées,

Si X désigne la partie fractionnaire d'un nombre réel x , les condi-
1

tions (1) s'écrivent aussi :

(i+1)a-h 4 (j+1)a-h . a-h + (i+j+1)a-h
\p/ \p/ P \p/,

1} P . pd 1] ] t
Soient g, les dénominateurs des réduites successives de ; ,
1

(1') si i+j < p-1 ,

- 1 I = + e & o ¢ = N + ¥ 7 o e o = - i i t
q 9 a1 qi aiql_l ql_2 qrl p On sait que si n es
pair : @ = P——;l , Posons g 1'entier compris entre 0 et p-1 tel que

a h
(q+l), = D
\/
On voit que h = a-a si et seulement si ¢ 2 = p-q ; en effet

(_)§_=a_—h et = —arl et par suite q na=?ﬂ
& p p 9h-2 P h9h-1 P n-2 p D

~ N
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@ Si h # a-a_ montrons qu'il existe un couple (i,j) ne vérifiant

si q+qn—1 <p, lecouple i =q, j= q _, ne vérifie pas (1')
i -+ i = - i = — Arifi
si ag+tq _, 2P, le couple i =g 9y q, 179, ne vérifie
pas (1') car :
- + -
(g-q__,+l)a-h 1
\p/ p
et puisque a ash, (an-1-9p-g*1)ah a-p
s qn\_z/p P \p/ ) p
m Si h = a-a ., ona: g=agq . et seuls les couples (i,j)
i+1)a-h i+1)a-h a- i+j+1)a-
tels que : i I)J + KL ;a = ph + (it] p)a h - 1 peuvent ne pas véri-
. . N7 NS " (4l)ash  ash
fier (1') ; c'est-a-dire les couples (i,j) ou - < . et
(j+1)a-h a-h . (i+1)a-h a-h . \/
< . Si < , Cc'est que i = xq avec 0 <« x<a .
p p ~L - p n-1 n
Soit 'donc un couple (i,j) avec i = an_1 , J o= yqn_ ; comme i+j < p on a
i - a-h
x+ty < a_ , en effet p < (@ +1l)qg . Par suite M < — ., Comme
n n n-1 \p/ p
P-4 = g ona a-h g p-1 et par suite

n-2 2

(itl)a-h _ (j+l)a-h _ a-h _ (i+j+l)a-h

~ - 2 D 8-

Tout couple (i,j) , i+j < p-1 vérifie donc la condition (1') .

D'aprés le (c) de la proposition 2, pour les valeurs de h telles que
%Ih coincide avec Dh , valeurs données par la proposition 4, Bh est un Dh-
module libre. En particulier, on peut déduire de la proposition 4 un corollaire
qui répond & la question suivante de H. Jacobinski : "Existe-t-il toujours pour
une extension cyclique de degré premier d'un corps local un idéal qui soit li-

bre sur son ordre associé ? ".

Corollaire.

K/k étant une extension cyclique de degré premier p d'un corps

local, si t est le nombre de ramification de K/k , alors tout idéal Br ,

ol r est un entier rationnel congru & t modulo p , est libre sur son

ordre associé dans l'algébre k[G] du groupe G = Gal(K/k) sur le corps k
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8 2.3. Détermination de 1'ordre associé Dh . (cf.(1) proposition 4).

Proposition 5.

pe

Sit< 5_—1 - , C'est-a-dire si l'indice de ramification n'est pas
presque maximal (cf.1l §2, Remarque ), l'ordre Dh est le sous-A-module de
i
) . f .o (h) _ (h) (h)
k [G] engendré par la famille ¢ h) o nt = MmOsjsp—l—i Vi+j \)j )

n. «
i O<i<p-1
- p

Remarque 1.
Lorsque l'indice de ramification est presque maximal, c'est-a-dire
e pd v ]
t 2 —pp_—l— - 1 , on obtient un résultat analogue pour l'ordre associé Dh mais

pour les entiers h tels que h > a , dans les formules donnant les entiers

(h)

n, interviennent les indices j tels que i+j = p .

s 2.4, Proposition 6 (cf.(l) proposition 6).

a) si lst<£—l , 81 0<h<a etsi ﬂlh ne coincide pas
avec Dh alors mh n'est pas un idéal principal de Dh

b) si 1 <t< -5_31— , 81 a<h < p-1 et si th ne cofncide
pas avec Dh alors mh n'est pas un idéal principal de Dh

3. On peut déduire des résultats obtenus le théoréme :

Théoréme.

a) si t =0 (mod p) , B est un © -module libre quel gque soit h ,

h — "h
0 <h < p-1
b) si t =1 (mod p) et si lst<p—IieT- ’Bh est libre sur Dh
i et 1 tsi h=0,h-=1 h > P,
si_et seulement si ou > B
c) si t#Z0 e t#£1 (mod p) alors :
, pe
—g_lst<p—_—1—- pour des h tels que Oshsa,Bh
n'est libre sur 9 que si h vérifie la condition (c) de

h de
la proposition 4.

- si lst<—pi1—2 pour des h tels que a < h < p-1 ,Bh

n'est pas libre sur 9

h
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Remarque 2.
Si h =0 , le théoréme précédent permet de retrouver le résultat
~ 0] ] e . I

de (1) , & savoir si t < % - , BO est libre sur Do si et seulement

si a =0 ou a divise p-1

Remargue 3.
Si t=-1, l'extension K/k est modérément ramifiée, on sait
que BO est libre sur A[G] , son ordre associé, et on peut facilement

voir que tous les idéaux de Bo sont libres aussi sur A[G] .

Remarque 4.
Bh est libre sur A[G] si et seulement si Bh est libre sur Dh
et 9 = A[G]

Si l'indice n'est pas presque maximal, on démontre que ces condi-

tions ne sont réalisées que dans deux cas :

1°) t = -1 ; voir remarque 3.

2°) t =1 alors B1 est libre AI[G] .

On retrouve ainsi, dans un cas particulier, les résultats de S. Ullom [3] ,

[ —a_A; . ] . s = B .
c'est-a-dire : Bh n'est libre sur A[G] que si TraceK/k Bh hﬂk
Exemples :

Si P = 7 , Lt =a = 1 , € = 3 . BO+)\_ P Bl+>\ . B5+)\ P B6+)\
p p p p

pour ) € Z , sont les seuls idéaux libres sur leurs ordres associés.

Si p=13 ,t=a =5 ,e =6, B3+)\ , B5+>\p pour ) € Z sont
les seuls idéaux libres sur leurs ordres associés car i§3— = [0,2,1,1,2]

Si p=13 ,t=a =7 , e =8 , les idéaux libres sur leurs ordres

associés sont B4+)\ , B , BG+)\ et B7+>\ pour ) € Z , en effet
7 p P p p

13 = [0,1,1,6] .
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