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II.1 Séminaire de Théorie des Nombres 

Marie-José FERTON 

24 mai 1973 

SUR LES IDEAUX D'UNE EXTENSION CYCLIQUE DE DEGRE 

PREMIER D'UN CORPS LOCAL 

On se propose, pour une extension cyclique K de degré premier 

d'un corps local k , de caractériser parmi les idéaux de l'anneau des en­

tiers de K ceux qui sont libres sur leurs ordres associés dans l'algèbre 

k [G] du groupe G = Gal(K/k) sur le corps k . 

On retrouvera en particulier le théorème de [1], cf . remarque 2. 

1. PRELIMINAIRES SUR LES ORDRES ASSOCIES AUX IDEAUX D'UNE EXTENSION  

CYCLIQUE DE DEGRE p . 

Soit k un corps local de caractéristique 0 , de caractéristique 

résiduelle le nombre premier p et d'indice de ramification absolu e . 

K est une extension cyclique de degré p de k , G est le groupe de 

Galois de cette extension et G est un générateur de G . On désigne par 

A l'anneau des entiers de k et par B la clôture intégrale de A dans K . 
o 

On note respectivement m et TT des uniformisantes de A et de . 

On définit pour tout entier rationnel r : 
B

r

 = {a € K , v

K ( a ) 2> rj où v^ est la valuation normalisée dans K . 

La famille des B est celle des idéaux de B 
r o 

O désigne l'ordre associé à B dans k [G] c'est-à-dire : 
r r 

0 = \\ € k[G] , \B c B j . r ( r r* 
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Proposition 1 . 

Soient r et r1 des entiers rationnels vérifiant r s r' (mod p) 

a) on a £ > = £ > , , 

r r' r-r' 

b) l'application \jj de B^, dans définie par \|/(x) = m P x est  

un isomorphisme de O modules. 
c r  

Démonstration^ de la proposition 1 : Supposons que r = r'+kp avec 

k ^ 0 . 

a) Nous avons : 8 = 0 0 6 , et par suite : 
r r' 

k k 
0 = |X€k[G] , . \ / B c or B } = 0 , . 

b) Si B r = O r-a / a € B^ on aura B = © -m a . 

La proposition 1 permet de limiter l'étude aux idéaux B, , avec 
n 

0 £ h <; p-1 . 

2 . ETUDE DES IDEAUX B u AVEC 0 <; h <. p-1 . 
h 

• 2 . 1 . Soit t le nombre de ramification de l'extension K/k . On note a le 

plus petit entier positif ou nul congru à t modulo p et on pose : t = a

Q P + a ) 

on note aussi ~ = [a ,a^ , . . . ,a ] avec a„ > 1 , le développement en fraction 
P o 1 n n 

continue de — , c'est-à-dire — = a + 1 . On suppose dans toute 
p p 0 y 1 

la suite que t s> 1 (cf. remarque 3 à la fin). 

Rappels. 

- Si a = 0 , on sait que k contient les racines p-ièmes de l'unité 

et qu'on peut choisir m et TT telles que ÏÏÏ = TT P , les éléments 0^ définis 

pour 0 £ h ^ p-1 par : 0^ = TT*1 + T^*^ + . . . + TT P * + 07 + am + . . .+ JJJT^1 * / 

engendrent alors tous une base normale de K/k . (1) 

a a 
- Si a 4 0 , l'élément rr de B (respectivement am ) engendre 

o 
une base normale de K/k (1) . 
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Définition. 

On pose : 

pour a ^ 0 : e

h

 = JLL 0 £ h <s a , 6 ^ = ŒTT 0 si a < h p-1 

h h+1 p-1 h-1 
pour a = 0 : Q H = TT + TT + . . , + TT + or + nm +. . . + am 

et dans tous les cas 91 = ix Ç k [G] , X0, ç B, j 
h 1 h h* 

Proposition 2 (cf( l ) , proposition 1) . 

a) Pour tout 0 £ h ^ p-1 , on a l'inclusion O, c 9L et 9L 
n n n 

est un idéal à gauche de . 

b) On a B, = Î L - e , . 
n n n 

c) Si 91, est un anneau, alors B, est un g, -module libre et on a 

n n n 

°h - «h • 

d) B, est un g, -module libre si et seulement si 91, est idéal à 
n ~ n ~ n 

gauche principal de . 
• 2 . 2 . Etude de l'idéal 9L de £> . 

h — h 

Si a est un générateur de G on pose f = a-1 . On note [x] , 

la partie entière d'un nombre réel x . 

Proposition 3. 

a) Si a = 0 , 91, coi'ncide avec l'ordre maximal de k [G] . 
n 

b) Si_ a f 0 , 91̂  est le sous-A-module de k [G] engendré par la 

f1 

famille (—jr\) où pour tout i , 0 ^ i £ p-1 on a : 
V 0<û<;p-l 

or 
n u (h) rit+a-h-, ^ r(i+l)a-h, 

- s i 0 <; h ^ a , v = L J = ia + L J 
î p o p 

u 1 (h) rit+a+p-h, . ^ r(i+l)a+p-h-, 
- si a < h <; p-1 , v = [ = ia + L 7 ~ — J . 

î p o P 
Démonstration de_ la_proposition 3 : 

a) Si a = 0 , d'après [2] ch.II §2.1 proposition l . b ) , l'ordre maximal 

de k [G] est le sous-A-module de k [G] engendré par les idempotents, 
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1 P" 1 - ' i ' 
0 £ i £ p-1 : 1 = — L Q J 1g , Q étant une racine primitive p-ème de 

X i P J = 0 r i • V, 1 
[ T T 1 S I h ^ I ^ p-1 

l'unité. D'autre part, on a : 1 0, = < ; les 1 0, , 
\ . n i y, h 
*i lâTTT si 0 £ i < h *i 

0 ^ i £ p-1 , forment donc une A-base de B, et 91, coïncide avec Tor­
ri n 

dre maximal. 

b) Si 0 ^ h ^ a , a ^ 0 / ri"3 engendre une base normale de 
a i a 

K/k et n 6 B, . On a v_,(f n ) = it+a (où v__ est la valuation norma­
li K K 

lisée dans K) cf . [2] ch.II §2.1 lemme 1 ... Les p éléments, f TT / 0<:i£p-l , 

sont de valuations toutes différentes modulo p , on en déduit que la famille 

(-^7T\K , , avec = [* t + a ^] e s t u n e A-base de B, , d'où le résultat, 
(h) 0<a<;p-l i p h 

m 

Si a < h £ p-1 , am engendre une base normale de K/k et 
a i a 

HTTT € B, / de plus, v (f HJTT ) = it+a+p . Pour la même raison la famille 
n K 

/ f1 x (h) rit+a+p-h. , . , , 
(—77"J avec v. = L — J est une A-base de B, . 

N1(n) . i p n 
Vi 0<a<£p-l 

Proposition 4 . 

— = [a ,a, , . . . ,a ] , a > 1 étant le développement en fraction  
p o i n n 

continue de — on a : 
P 

a) si a = 0 , 2JL coïncide avec 0_ pour tout h , 0 <> h ^ p-1 . 
n 1 n 

b) si a = 1 , 2J. coïncide avec O, si et seulement si h = 0 , — n n 
h = 1 , ou encore h > avec t < - 1 . 

2 p-1 

c) si a é 0 et a ^ 1 / si, coi'ncide avec O, si et seulement  

si h vérifie la condition (C) suivante : 

pour n pair : h = a ou h = a ~ ^ n  

pour n impair : a - * ^ a

n £ h <> a . 

Démonstration^ de__ la proposition 4 : 

• Le résultat du a) est évident d'après la proposition 2 a) et la pro­

position 3 a) . 
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• Si a é 0 , 2IU coi'ncide avec £)_ si et seulement si 2L est un n n n 

anneau. Pour que 21̂  soit un anneau, il faut et il suffit que pour tout couple 

( i , j ) d'entiers compris entre 0 et p-1 les relations suivantes soient vérifiées. 

m . _ , (h) ^ (h) (h) 
(1) S I 1+j £ p-1 , v. + V . £ v.^. 

1 J 1 + J 

(2) si i+j > p , v

( h ) + v ( h ) * e + v ï L i / c f - [23/ chapitre II , 
î j i+j+1-p 

§ 2 . 2 , lemme 2 . 

Démontrons que si a ^ 0 , a ^ 1 et n pair, alors dans le cas 

0 <. h <. a , 21̂  ne coi'ncide avec £^ que si h = a où h = a ~ ^ n • 

On vérifie aisément que, dans le cas h £ a , les conditions (2) sont 
De 

toujours satisfaites en effet, l'inégalité : t <> -j^-y implique que : a ^ e- (p- l )a Q 

Les conditions (1) s'écrivent : 
m . . . ! rd+Da-h-, , r ( j+l)a-h, r(i+j+l)a-h n (I) 1+J £ P-1 , L J + L J ^ [ J . 

p p p 

Elles sont satisfaites de manière évidente si h = a , dans la suite nous suppo­

serons donc h ^ a et nous démontrerons premièrement que si h jt a " a

n ' ^ 

existe un couple ( i , j ) ne vérifiant pas (1) , ensuite que si h = a-a^ les 

inégalités (1) sont vérifiées. 

Si désigne la partie fractionnaire d'un nombre réel x , les condi­

tions (1) s'écrivent aussi : 

. * (i+l)a-h ^ (j+l)a-h a-h ^ (i+j+l)a-h 
( I I ) si i+j <; p-1 , 1 + — 1 > + — 1 — £  

P ^<t^ 
Soient q, les dénominateurs des réduites successives de ~ , 

i P 
q = 1 , q, = a. , . . . , q, = a,q, +q, n , . . . , q = p . On sait que si n est 
o 1 1 i l î - l \-L n 

pair : q ^ = f Posons q l'entier compris entre 0 et p-1 tel que 

On voit que h = a-a si et seulement si q 0 = p-q ; en effet 
a a-h n n a 

(p-q)"" = et q = p-a q 1 et par suite q a = — . 
^ ^ p ^ p n-2 n n-1 j^-2^j^ p 
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• Si h ^ a " " a

n montrons qu'il existe un couple ( i , j ) ne vérifiant 

pas (1') . 

si q+q < p , le couple i = q , j = q ne vérifie pas ( l 1 ) 
n-i n-1 

si q+q 2> p , le couple i = q-q , j = q -q ne vérifie 
n-i n-1 n-1 n-Z 

pas ( r ) car : 
( q - V l + l ) a - h _ x 

a a-h ( q n - l " q n - 2 + 1 ) a " h a-h 
et puisque q ~ < : < . 

n-2P^ p ^ ^ J ? ^ ^ ^ P 

• Si h = a-a , on a : q = a q 1 et seuls les couples ( i , j ) 
n n n-1 

. . (i+l)a-h ^ (j+l)a-h a-h ^ (i+j+l)a-h 
tels que : + — L = + 1 — 1 - 1 peuvent ne pas ven-

N ^ P / P 

fier ( l 1 ) ; c'est-à-dire les couples ( i , j ) où ( i + 1 ) Q h

 < iLJi e t 

(j+Da-h a-h Q , (i+l)a-h a-h , + < . Si < , c est que i = xq avec 0 £ x £ a 
P p n-1 n 

Soit donc un couple ( i , j ) avec i = xq i , j = yq • comme i+j < p on a 
n-1 n-1 

x+y <; a , en effet p < (a +l)q , . Par suite v 1 + J + 1 ) a " h Comme 
n n n-1 ^ ^ P ^ ^ p 

p-q = q n on a a-h ^ et par suite 
n-z z 

(i+l)a-h + (j+l)a-h _ a-h (i+j+l)a-h 

Tout couple ( i , j ) , i+j £ p-1 vérifie donc la condition ( l 1 ) . 

D'après le (c) de la proposition 2, pour les valeurs de h telles que 

81, coi'ncide avec O, , valeurs données par la proposition 4 , est un O, -
n n h h 

module libre. En particulier, on peut déduire de la proposition 4 un corollaire 

qui répond à la question suivante de H. Jacobinski : "Existe-t-il toujours pour 

une extension cyclique de degré premier d'un corps local un idéal qui soit l i ­

bre sur son ordre associé ? " . 

Corollaire. 

K/k étant une extension cyclique de degré premier p d'un corps  

local, si t est le nombre de ramification de K/k , alors tout idéal , 

où r est un entier rationnel congru à t modulo p , est libre sur son  

ordre associé dans l'algèbre k [G] du groupe G = Gai (K/k) sur le corps k . 
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• 2 . 3 . Détermination de l'ordre associé o . (cf . ( l ) proposition 4 ) . 
h 

Proposition 5 . 

pe 
Si t < — r - 1 , c'est-à-dire si l'indice de ramification n'est pas _ p-l — 

presque maximal (cf . l §2 , Remarque ) , l'ordre 0^ est le sous-A-module de 

k [G] engendré par la famille (~"^7M) OÙ = Min„ , i . ( v f^ -v f^ ) . 
n i h ) 0 ^ p - l ~ 1 O ^ p - l - i i+j j 

m 

Remarque 1. 

Lorsque l'indice de ramification est presque maximal, c'est-à-dire 
pe 

t ^ -^-y - 1 , on obtient un résultat analogue pour l'ordre associé mais 

pour les entiers h tels que h > a , dans les formules donnant les entiers 
(h) 

n interviennent les indices j tels que i+j ^ p . 
• 2 . 4 . Proposition 6 (cf . ( l ) proposition 6 ) . 

pe 
a) si 1 £ t < -z-rr-1 , si 0 ^ h ^ a et si 81. ne coïncide pas p-l n 

avec 0^ alors y n'est pas un idéal principal de 0^ . 

pe 
b) si 1 £ t < -^—7- 2 , si a < h £ p-l et si 2L ne coïncide p-l n 

pas avec alors gj^ n'est pas un idéal principal de 0^ . 

3 . On peut déduire des résultats obtenus le théorème : 

Théorème. 

a) si t = 0 (mod p) , B. est un .Q, -module libre quel que soit h , 
h n 

0 <; h <> p-l . 
pe 

b) si t = 1 (mod p) et si 1 <; t < -2 , B, est libre sur £> 
— p-l h h 

si et seulement si h = 0 , h = 1 ou h > JBiL . 

c) si t ^ O et t ^ l (mod p) alors : 

pe 
si 1 ^ t < - 1 pour des h tels que 0 £ h <. a , B. 
— p-l h 
n'est libre sur o que si h vérifie la condition (c) de 

h 
la proposition 4 . 

pe 

- si 1 <. t < -^-y - 2 pour des h tels que a < h ^ p-l , B^ 

n'est pas libre sur . 
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Remarque 2 . 

Si h = 0 , le théorème précédent permet de retrouver le résultat 
De 

de (1) , à savoir si t < - 1 , B est libre sur O si et seulement p-1 o o 

si a = 0 ou a divise p-1 . 

Remarque 3. 

Si t = -1 , l'extension K/k est modérément ramifiée, on sait 

que B q est libre sur A [G] , son ordre associé, et on peut facilement 

voir que tous les idéaux de B sont libres aussi sur A [G] . 
o 

Remarque 4 . 
B, est libre sur A [G] si et seulement si B. est libre sur £>. 
n n n 

et O = A [G] . 

h 

Si l'indice n'est pas presque maximal, on démontre que ces condi­

tions ne sont réalisées que dans deux cas : 
1°) t = -1 ; voir remarque 3. 

2°) t = 1 alors B est libre A [G] . 

On retrouve ainsi, dans un cas particulier, les résultats de S, Ullom [3] , 

c'est-à-dire : B, n'est libre sur A [G] que si TraceT^ A B = B. nk . 
h K/k h h 

Exemples : 

Si p = 7 , t = a = l , e = 3 , B , B , B , B 
o+\ 1+X 5+X 6+X 

P P P P 
pour X ç Z , sont les seuls idéaux libres sur leurs ordres associés . 

Si p = 1 3 , t = a = 5 , e = 6 , B , B pour \ ç Z sont 
O +\ o H" A. 

P g P 
les seuls idéaux libres sur leurs ordres associés car — = [0 ,2,1 ,1 ,2] . 

Si p = 1 3 , t = a = 7 , e = 8 , les idéaux libres sur leurs ordres 

associés sont B. , , B r , , B^ , et B^ ^ pour \ g Z , en effet 
5+X 6+X 7+X 

7 P P P P 
= [0,1,1,6] . 
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