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Séminaire de Théorie des Nombres II -1
4 octobre 1973

Grenoble

SUR L'ANNEAU DES ENTIERS D'UNE EXTENSION
BIQUADRATIQUE D'UN CORPS 2-ADIQUE

par Bruno MARTEL

L'objet de cette étude est de caractériser, a l'aide des nombres
de ramification, les extensions biquadratiques d'une corps 2-adique dont

l'anneau des entiers est libre sur l'ordre qui lui est associé,

1. GENERALITES.

Soit A 1l'anneau de valuation d'un corps local k de caracté-
ristique nulle. Soit K une extension galoisienne finie de k , d'anneau de
valuation B . Soit G le groupe de Galois de K/k , et © l'ordre de A

dans k[G] associé & B par :
o= {: ¢ klG]; ABc=B} .
On sait [4 et 5] que les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) K/k modérément ramifiée.
(i) o = AlG] .
(iii) B est un A[G]-module libre.

Soit § un entier de K engendrant une base normale de K/k . On définit :

zue={xek[G];xeeB}-

PROPOSITION 1.

a) me est un idéal & gauche de o , isomorphe &8 B en tant

que O-module.
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~

b) © est l'ordre & gauche associé & U

8"

c) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) B est un 9-module libre ;

(ii) il existe 8 tel que Qle soit un anneau (et alors

me=D);

(iii) pour tout 6 , ﬁle est un idéal & gauche principal

de 9.

d) Si G est abélien, et si Sm désigne l'ordre maximal de

A dans k[G] , les inclusions Y, < U, <O entrafnent

Démontrons d) (cf. [2] pour les trois premiers points).

Puisque B = 9169 = iue,e' , 11 existe € € U

tel que f' =mg . On a donc mg =1 .

e

Montrons que m e © . Soit € ¥ un € iuec U donc

8"’ 8"’

a

n appartient a l'ordre associé a 919.
Montrons que £ ¢ © . Puisque E est entier sur A il vérifie

n n-1

On en déduit que zue, c 919 .

On suppose désormais que k est un corps 2-adique, et K une
extension biquadratique de k . On note e 1'indice de ramification absolu

de k , f son degré résiduel, (Ki) les trois extensions quadratiques

1<i<3

de k contenues dans K , Vg (resp. vK) la valuation normalisée de K
i

(resp. Ki) , T (resp. Ti) la trace de l'extension K/k (resp. K/Ki) . On

note 1 (resp. w) une uniformisante de K (resp. k) .
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PROPOSITION 2.  L'ordre maximal © ~ de A dans k[G] est

engendré comme A-module par :

R B
’ 2 1 Z I 4
T T
En effet 1 , 71 , —72 , i-‘ est une base de k[G] sur k .

N

Soit ) ¢ k[G] , déterminons la matrice, relativement & cette base, de

1'endomorphisme m, de kI[G] , multiplication par 3 . Si

A= aO + a1 T—21 + a2 _'.[;_2 + as% , on obtient la matrice triangulaire :
a 0 0 0
a, ao+a1 0 0
a, 0 ao+a2 0
a, a2+a3 a1+a3 }i:,ai

Le polynbme caractéristique de m)\ est donc :
- [} - + o - + [ - N i i
(X ao) X (ao al)) (X (aO az)) X iZ}ai) Or ) est entier sur A si et

seulement si ce polynéme est & coefficients dans A [1].

2. NOMBRES DE RAMIFICATION.

On définit [6] la suite (G,) des sous-groupes de ramifica-

i'ix-1
tion de G par :
G, = (e G;WedG vK(g—l)x > it+1} .

Un nombre t est dit nombre de ramification de 1l'extension si
t+1
2.1. Si l'extension K/k a un seul nombre de ramification,

Alors : f>1 et t vérifie : (1) t nombre impair, 0 <t < 2e .

En effet, G = Gt/Gt+1 se plonge dans le groupe additif du
corps résiduel de K , donc de k . D'autre part, t est le nombre de

ramifications des extensions quadratiques intermédiaires. On en déduit que
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[6] : t < 2¢ , avec égalité si t est pair. Montrons que t est impair.
Soit 51 le générateur du groupe de Galois de K/K1 . Tlrr = (01-1)n+ 2m ,
donc vKTln =t+1 =0 mod2

Réciproquement, étant donné un corps 2-adique k de degré ré-
siduel f > 1 , il existe des extensions biquadratiques de k avec un seul

nombre de ramification vérifiant (1). Plus généralement :

PROPOSITION 3. Soit k " un corps p-adique d'indice de ramifi-

cation absolu e , de degré résiduel f . Soit (r,t) un couple d'entiers

e
vérifiant : O <r<f, 0 <t <_€_ et t£Z0 modp . Il existe une ex-

p-1
tension abélienne de k & groupe de Galois (Z/pZ)r , ayant t comme

seul nombre de ramification.

On ne restreint pas le probléme en supposant r = f ., On note
p l'idéal maximal de l'anneau des entiers de k et, pour tout entier i ,
Ui =1+ pi . On sait que les (Ui)120 forment une suite décroissante de
sous-groupe de k™ , et on s'intéresse & la suite (Uik*p)izo . Le groupe
k*/UI+1k*p

comme un espace vectoriel sur F . En choisissant un supplémentaire du

est un p-groupe abélien élémentaire, on peut le considérer

t+1 P
sous-espace Utk*p/U K *P , on met en évidence un sous-groupe N de
k*  qui vérifie :

+
t 1k*p

NnUk® =y et N.UKP = k* .

Utilisons les résultats de la théorie du corps de classe local [6].
Soit K l'extension abélienne de k dont N est le groupe des normes, G

le groupe de Galois de K/k . On a :

+
G ~k*N = N.UK*/N =~ U*PauttieP
' i+
Le calcul des indices (Uk*® : U™ N%*®)  provient de [3] § 15.
En particulier, si 0 «<i < p_p_e_l et i£Z0 modp , l'indice est égal & pf

On rappelle que l'application de réciprocité, de noyau N , qui envoie k¥

sur G , envoie la suite (Ul), sur la suite (Gl)izo des groupes de ra-

i>0
mification de G en notation supérieure. En utilisant les théorémes d'homo-
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morphisme ; on obtient :
a/ct ~ k*/NUt = (1)
+
a/Gt! o~ k¥ /NUttL = KN = G

K est donc une extension abélienne de k , & groupe de Galois (Z/pZ)f

ayant t comme seul nombre de ramification.

Exemple : Soit k = @,() , (¢ racine cubique de l'unité .
Soit K = k(/-1, ,/1-2¢) . L'extension biquadratique K/k admet 1 comme

seul saut de ramification.

2.2. Si l'extension K/k a deux nombres de ramification,

t <t . Ils vérifient :
(2) t=-1, t' < 2e avec égalité si t' est pair,
ou
(3) t et t' impairs, t+t' < 4e avec égalité si t+t' = 0 mod4.

En effet, si l'extension est non totalement ramifiée, en notant

K3 le corps d'inertie, t' est le nombre de ramification des extensions

(Ki/k)i=12 . Si 1'extension est totalement ramifiée, notons K3 le corps
1 ) + ]
fixe par Gt' . Alors t est le nombre de ramification de K3/k ' iz—L

celui de (Ki/k)i= La méme démonstration qu'en 2.1, montre que t

1,2 7
est impair.

Réciproquement, étant donné un corps 2-adique k , il existe
des extensions biquadratiques de k avec deux nombres de ramification vé-

rifiant (2) ou (3). Il suffit de composer deux extensions quadratiques ayant

+t .
-1 et t' ou tT— et t comme nombres de ramification.
Exemples : -1 et 2 sont les nombres de ramification de

Qz(ﬁ,ﬁ)/ﬂ)z , 1 et 3 ceux de Qz(a/i_’:,ﬁ)/(l?z
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2.3. On utilisera ultérieurement les deux résultats suivants :

LEMME 1. Soit K/k une extension galoisienne totalement ra-

mifiée de corps p-adigque. Soit (Gi)iz- la suite des groupes de ramifica-

1
tion, et v, la valuation normalisée de K . Soit x ¢ K et ¢ ¢ Gt\Gt+1 ,

alors :
VK(G—l)X = vK(x) +t si vK(x) #Z 0 modp
- +t+ i

VK(o' 1)x > vK(x) t+ 1 sinon.

LEMME 2. Soit K/k une extension de corps p-adique d'indice
de ramification relatif e' . Soit P (resp. p) 1'idéal maximal de l'anneau
des entiers de K (resp. k) . Soit m la valuation de la différente 'bK/k .

‘m+
| e [
a) Pour tout entier r=>0, TrP =1p .

b) Si l'extension est totalement ramifiée, et si u est un saut

de la suite des idéaux (Tr 1Sr)r20 , alors les entiers de K

de valuation u ont pour trace des entiers de valuation dans

k celle de Tr ‘Du .

En effet,
a) Posons Tr ‘pr = ps . 8 est le plus grand entier n tel que
b oTrP . Or, Trp cp =9 c pnﬁi}k =ne'-m < &

m+r

+
b) Supposons que ps = Tr '.pu 2 Ir ‘Du ! . Soit x de valuation
s dans k . Il existe y de valuation u dans K tel que
Try = x . Soit z de valuation u dans K . Il existe a ,

unité de k , telle que (y+taz) >u . Alors,

v
K
Tr(y+az) = vk(Try+a Trz) >s . Donc v,Trz = s .,

v k

k
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3. EXTENSION NON TOTALEMENT RAMIFIEE,

PROPOSITION 4. Si l'extension K/k est non totalement ramifiée,

B est un 9-module libre.

Démonstration : Les nombres de ramification sont -1 et t'

—— e ———————————

Soient y une uniformisante de k , K3 le corps d'inertie de l'extension,
€ une unité de K3 telle que Tlg =1.
Si t''=1 mod2 , posons t'=2q'+ 1.

Comme vKlﬁKl/k =t +1 = 2q" + 2 , toute uniformisante 1

1
de K1 est telle que VkT3”1 = q'+1 (lemme 2). Soit 1 une uniformisante
de K de la forme = §1‘r1 . Alors :
I+ |+
T11'r=1-r1 , T3n=€qu 1 ( u unité de k), T = uw 4 ! .

Donc 1 engendre une base normale de K/k , et iuﬂ est le

sous A-module de k[G] engendré par :

1 T T3 !
7 1 1 q|+1 ' q|+1
W W
Comme t' < 2e , ——,2———— €A, et % estun anneau. Donc
wq +1 1T
2# =9 et B est libre sur o (proposition 1).
m
Si t' =0 mod2 , soit t'=2e .
= 2e+ i i i isant d
Comme vKlﬁKl/k 2e+1 , il existe une uniformisante ™ e
K1 telle que va3ﬁ1 = e+1 . Soit 1 l'uniformisante de K définie par
m= gnl .

Comme ci-dessus, 1 engendre une base normale de K/k , et
u_ est le sous A-module de k[G] engendré par :

T3 T

]-ITI%I—Z-(;

1
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9 n'est pas un anneau. On détermine facilement l'ordre 9 . C'est le
i

sous A-module de k[G] engendré par :

I3 I
2 ' 2

On vérifie que 9 est 1'idéal principal de 9 engendré par
I
T
3

1 +2—w . Donc B est libre sur © (proposition 1).

4., EXTENSION TOTALEMENT RAMIFIEE.

On suppose l'extension K/k totalement ramifiée. On note t et t'

les deux nombres de ramification (éventuellement égaux) de l'extension, ¢

, . t+1 . t'-1 e
la partie entiére de 2 g celle de '—4— . Lorsque t < t' , on définit
K3 comme le corps fixe par Gt' . On note toujours ¢ une uniformisante
de k . L'énoncé des résultats dépend des congruences de t et t' modu-

lo 4

PROPOSITION 5. On suppose t =t' =1 mod 4 (resp. 3 mod 4).

Tout entier § de K de valuation 1 (resp. 3) engendre une base normale

de K/k , et il existe des entiers a et b de k tels que :

(i) 916 soit le sous A-module de kI[G] engendré par :

+
I T g2 1
q ' 2g+g'+l ' a 3g+q’
(3} w w w

r

(ii} © soit le sous A-module de kI[G] engendré par :

, T T B
) _—d P 2q+q|+l ' Ww
w w

avec q = q+q' (resp. g+q'+l)

Max {0,2q+q'-e} (resp. Max{0,2g+q'+l-e}).

™
H

Démonstration : Désormais V désigne un systéme de représentants

du corps résiduel de k , et o; un générateur du groupe de Galois de K/Ki .

Traitons par exemple le cas ot t = 4g+1 et t' = 4q'+l . Comme
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VK-BK/k = 3(t+1) + t' -t = 8q + 4q' + 6 , toute uniformisante 1 de K

est telle que v.Tnm = 29 + q' + 1 (lemme 2). Pour i =1 ou 2,

k
= t+ - = = !
VKTin‘ t+1 , car vK(ci 1)g = t+1  (lemme 1) et VKZ 4e > t+t' . De
+ = = 1 vt = . . N
méme, VK(T2 Tl)rr vKT3rr t'+l ., Posons t'-t = 4r , il existe areV
+ r ' i -
tel que VK(Tz T1+arw Tl)n > t'+2 . Appliquons o, 1,
T t+1 t+t'
- +T_ + = - = gt Tt
VK(O'l 1)('I‘2 'I‘1 aw Tl)n ZVKZ(ol 1)T2n 2 2 + 5 )

On en déduit (lemme 1) que :

r ou paire, inférieure 3 t+t'
(T T, +aw Tl)rr est

Vgt
ou impaire, égale & t+t'+l
T
Comme vK —2—"— = t'+3 , le méme raisonnement montre qu'il existe une uni-

2

té a et un entier b de k tels que VK(T2+aT +b %C—I)ﬂ = t+'+1 . On

w
T
obtient donc une base du A-module B formée des entiers n , L .

q

Tn 1 T w
_— +aT . +b—— i i iti
2qtq+l ey (T2 aTl b 2q)Tr . La premiére partie de la proposition en
w w w

1

T
résulte. L'ordre © contient les éléments 1 , —L , ..T—l_
q 2q+q'+1
w W

T
pd Pd T .
élément de mn de la forme o + B—q + v TS| + 683 (u,B.,y,6 entiers
w w

. Donc un

de k) appartfent a4 9 si et seulement si GSZn est entier. On montre que
VK(T2+82T1)1T = t'+1 , puisque VKSZn =4e + 5 - 2t - t' ., La deuxiéme
partie s'en déduit.

PROPOSITION 6. On suppose t =1 mod 4 et t' = 3 mod 4 . Sauf

dans le cas ou t' =t+2 et f =1, il existe une uniformisante ™ de K
telle que :
T,m
v, 3 1) =2 et v -
K" qg'+l - K 2g+g'+2
w W

Une telle uniformisante engendre une base normale de K/k , et il existe des

unités a et b de k telles que :

(i) u soit le sous A-module de k[G] engendré par :
m
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T T T
1 T _ 3 1 + T

1, =, =y S =——= +a— _r
q 2g+q'+2 5 at+q'+1 a 2q b 3g+q'+2
w w W w w

(ii) © soit le sous A-module de kI[G] engendré par :
T

I S dg
q 1 2q+q|+2 1 UJ
w

w

Démonstration : Soit t = 4qg+l , t' = 4q'+3 , donc e = gq+q'+l

Comme VK‘BK/K = t'+1 , pour toute unité u de k et toute uniformi-

(L de K3 , 1l existe une uniformisante ™ de K telle que

'+
Tn=wq 1

3 (1 +umr

4
) . Alors Tﬂ=wq 1(2+uTTr et v,T. m —t—;i=2q+1

3 13/ k'13
A condition, si q' = q , de supposer le degré résiduel f > 1 et de bien
choisir u , l'uniformisante m satisfait aux conditions de 1'énoncé.

T3 T

. V' = (e ————
11 existe alors bo € tel que Rm (wq.ﬂ"' bo w2q+q.+2

)

soit une uniformisante de K3 . Comme vK = 2 , il existe aO € A
W

T

tel que (R +ao ——i{-)n > 3 . Appliquons o, - 1
W

VK

H

- +a L)g = - =
VK(G1 1R a q)rr ZVK3(01 1)Rm = 2(t+1) .
w

On en déduit que :

T ou paire, inférieure a t+l
1

VK(R+aO—)n est
9 ou impaire, égale a t+2

Les mémes techniques montrent l'existence d'unités a et b de k telles

T3 Tl T
_ —_— 4+t b————)T = t+ i -
que v, C.['+1+ a 3 b ) ) t+2 . On obtient une base du A
w w W T T,m T m
module B formée des entiers 17 il ( 3 +a 1 +b—-————-Tﬂ )
T q * 2g+q'+2 ' ' gtq+l ° 2q 3q+q'+2
w W w w W

La premiére partie de la proposition en résulte. L'ordre 9 contient les

T
éléments 1 , —}- ' T—, , et la recherche de © se raméne, comme
q 2q+q'+2
précédemment, au calcul de la valuation de S 1 . On montre que v, S m = 1-t .

K
La deuxiéme partie s'en déduit.
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Remarque : Si t' =t+2 et f =1 , il existe une uniformisante

m de K telle que

Tam Trr

VK(_E:]. - l) =2 et VK m
w w

=0 .

Les mémes méthodes montrent que ™ engendre une base normale de K/k ,

et qu'il existe des unités a et b de k telles que U (resp. ©) soit

m
le A-module engendré par 1 Tl —T—— S = T3 + Tl + b T
u g P © g ' "3q+3 ’ 2+l 2 T2q 4q+3
T Tw W w W w
(resp 1 -+ T 3 )
' g 3g+2 ' g+l
w w W

PROPOSITION 7. On suppose t =3 mod 4 et t' =1 mod 4 . Sauf

dans le cas ou t' =t+2 et f =1 , il existe une uniformisante i de K
telle que : Tle Tz”
vK(—q——l) = VK(—q—l) = 2
w w

Une telle uniformisante engendre une base normale de K/k , et il existe

des entiers a et b de k tels que :

(i) ¥« soit le sous A-module de kI[G] engendré par :

R U NN S N S
" aq ' 2qtq' ' qt+q' 2q+2q'
w w [$)] 1]

(ii) © soit le sous A-module de kI[G] engendré par :

1 T

g ' 2q+q'
w w

1 ) ’ qu

Démonstration : Soit t = 4g-1 et t' = 4qg'+l , donc e = g+q'

= t+ = 3 i s :

Comme VK’BK/KI t+1 4q , pour toute umforIr‘mT::,ante uf de K1 il
1

existe une uniformisante  de K telle que 5 = 1+1-r1 . Soit ™, une
w

uniformisante de K2 , écrivons le développement de Hensel de

Tzn

— = + + ..., B, eV, 0 . Comme

q Bo T BT, B; € B, #
w +
K o m K g !
w w
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on en déduit que Bo =1 et Bl # 0 si t'-t > 2 ., Supposons que

t'-t = 2 et que B, = 0 (cas défavorable). Soit 7" une uniformisante de
K de la forme ¥ =n + un3 , U unité de k . On a :
Tlrr* T TT3 Tzn* T TT3
=1+, +u , et =1 +u + .
q 1 q q
w w w w
Tl'rr3 T2n3
Comme Vg 3 = Ve g = 2 , on peut, en supposant le degré résiduel
w w T
f > 1 , choisir u afin que ¢* convienne., Alors Vk .m' =0, et il
T W
. 1 T
. - L 4 . . .
existe bo EV tel que Rm ( q bO _2q+q' ) soit une uniformisante
w W
de K1 . Posons t'-t = 4r+2 , il existe a eV tel que
T1+T2 .
+ -
VK( i aru) R)m > t'-t .

En appliquant 0'1—]. , on montre que

T +T

1 ou paire, inférieure a t'+1

v (

r
+ R
K aw Ym  est {

w ou impaire, égale & 1t'+2

Les mémes méthodes montrent qu'il existe des entiers a et b de k tels

T T
1 T

que : VK(—& + a —E + b—m)n = t'+2 . On obtient une base du A-module

W W W
B formée des entiers (:r—l + b T \Eii al

To,d o 2g+qt T 2qbqt
Tz+aT1 T w
(Tq, + b —W )om . La premiére partie de la proposition en résulte,
L'ordre © contient les éléments 1 , — , ——— , et la recherche de
02 w2q+q

© se raméne au calcul de la valuation de Szn . On montre que

ve2y = 1-t

Remarque : Si t' =t+2 et f =1 , il existe un entier 8 de KX

de valuation 3 tel que :

(3
UJq+1

T6

1) =2 et Vg w3q+2

VK =0.

Les mémes méthodes montrent que 6 engendre une base normale de K/k et
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qu'il existe des unités a et b de k telles que U _(resp. ) soit le

T T T
. 1 T _ 3 1 T
A-module engendré par 1 , o 3+ 2 S = 201 + a g + b—4c—1_|_—2
w ) W w w
T T
(resp- 1 ’ _—1' 7 __T— 7 _3)
q 3q q
w 0] w

THEOREME. Si l'extension K/k est totalement ramifiée, B est

O-module libre si et seulement si l'on a :

t =1 si t £t mod 4
t-1

2t+t' < 4e+3(-1) 2 si t=1t" mod 4

E)_éln_q_r}_s_tfgat_i_op : Dans le cas général, on a mis en évidence un
entier 6 engendrant une base normale de K/k tel que ﬂle soit contenu
dans l'ordre maximal Dm . D'aprés la proposition 1, B est un O-module
libre si et seulement si 916 =9 , On obtient donc comme critére : g = 0

si tt#tmod4, g =0 si t' =1tmod4

Dans les cas particuliers ot t' =t+2 et f =1 , on étudie
1'application A-linéaire de 9 dans Qle définie comme la multiplication par
un élément ) de ‘ue . Soit m}\ cette application, ﬂle est un idéal prin-
cipal de » si et seulement s'il existe ) tel que le déterminant de m>\
soit une unité de A . Or ceci est impossible sauf si k = (Dz et t =1

Traitons par exemple le cas ol t = 4q+l (cf. proposition 6, rem%rque).
3

g+l ’
T
3g+3

w .

Choissons comme A-base de o (resp. ¥4 ) les éléments 1 ,
i
W
T—l' T (res 1 S i -T——) Soit =q+BS+ h + 8
q ’ 3q+2 pc 1 ’ q ’ 3q+3 )\. a B Y_q
w w w w

La matrice de m est triangulaire inférieure, 1'élément de la 2e ligne et
q

2e colonne étant (g + eS| Blw

w

Remarques :

1. L'anneau des entiers d'une extension quadratique d'un corps 2-
adique est toujours libre sur l'ordre qui lui est associé [2] . Donc, la pro-

2

priété, pour une extension galoisienne de corps locaux, que l'anneau des
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entiers soit libre sur l'ordre qui leurest associé, ne se conserve pas par

composition.

2. Les mémes méthodes permettent d'étudier les idéaux de B
comme module sur l'ordre qui lui est associé. On obtient des cas ol aucun
des idéaux n'est libre ; par exemple si l'extension K/k a un seul nombre

de ramification t =1 mod 4 et si 3t » 4e+3

3. L'ordre © ne dépend pas seulement des nombres de ramifica-
2(f}/f,j) , j racine pri-
mitive cubique de 1 , Soit w = %/E X =1+Hw , v = 141»3 A 1+jw3

Les corps K = ki/X,/y) et K' = k(/x./y') sont deux extension biquadra-

tion de l'extension K/k . Par exemple, soit k = @

tiques distinctes de k admettant 5 et 9 comme nombres de ramification.
On montre que l'ordre O (resp. D') est le sous A-module de kI[G] engen-
T T, +yT T +j2wT
, T 3 1 3 1 .
dré par 1 , — , s . T o3 (resp. _—'—3—") . Détaillons un peu
w w w

les calculs relatifs & l'extension K/k . Soit A =.x-1 , c'est une uni-
formisante de K1 = k{/X) , qui vérifie )\2+ 2\ -w =0 . On écrit

v = 1+ = 103042)° = 10 H? + e 2um? = un %2 . Donc

KIW) = Kl(,fz-) avec z = l+u Xll F unité de K1 . Jz-1 est

. 1

un élément de K de valuation 11 , et on peut prendre comme uniformisante

de X : ¢ =a‘-) (ﬁ-l—k?’) . On a alors : Tlﬂ = )y mod n7 et

T.m = )\3w mod nll . On en déduit que

3 v (T3 +wT1)n > 10 , et on est assuré

K

2
de l'existence d'un élément de wvaluation 15 de la forme (T3 +wT1 +-£2-+ w Tl)n .
w

On en déduit des générateurs de ¥ et donc de 9 .
™



[1]
[2]
[3]
[4]
[s]
[6]
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