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IV.1 Séminaire de Théorie des Nombres 
1976-1977 
Grenoble 

F O R M U L E S S O M M A T O I R E S , D I S T R I B U T I O N S P E R I O D I Q U E S 

ET A P P L I C A T I O N S A R I T H M E T I Q U E S , I 

par 

Jean-René JOLY 

[Cette rédaction regroupe plusieurs exposés faits au Séminaire 

de Théorie des Nombres (Grenoble, 8 et 15 avril 1976, 14 avril 

et 5 mai 1977) et au Groupe de travail de Théorie multiplicative 

des Nombres (Grenoble, octobre 1976, avril-mai 1977) . ] 

1. INTRODUCTION 

1.1 . - Objet de ce travail : donner une présentation systématique de la 

notion de formule sommatoire. Une te l le présentation possède divers avan

tages : 

i ) e l l e rend naturels l 'énoncé et la démonstration des formules 

classiques (Abel , Poisson, Euler-Maclaurin) et la définition des outils 

correspondants (fonctions sommatoires ; nombres, polynômes et fonctions 

de Bernoulli) ; c 'est un avantage p é d a g o g i q u e . . . 

i i ) e l le suggère une définition canonique des nombres, polynômes 

et fonctions de Bernoulli associés à un caractère de Dirichlet , ou, plus 

généralement, à une suite périodique, et e l l e permet de démontrer ins

tantanément les formules de Poisson et d'Euler-Maclaurin périodiques à 

partir des formules classiques correspondantes ; 
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i i i ) e l l e é l imine, dans l'écriture de ces formules, un certain nom

bre de phénomènes parasites : non-invariance par x -x ( A b e l ) , appari

tion de termes du type ^ ( f ( a ) +f(b)) (Poisson, Euler-Maclaurin) , mauvaise 

numérotation ou mauvaise signature des nombres de Bernoulli ordinaires, 

définition non canonique des br(x) ou des (B r(x ,x) / e t c . . 

iv ) e l l e suggère enfin une interprétation des formules sommatoires 

périodiques en termes de distributions périodiques, et permet ainsi de r e 

placer leur énoncé et leur démonstration dans le bon cadre : l 'analyse de  

Fourier sur R . 

1 . 2 . - Origine de ce travail : une tentative pour comprendre et généraliser 

le mécanisme de divers calculs de sommes du type £ x ( n ) f ( n ) (x : carac

tère de Dirichlet) à l 'aide de développements en série de Fourier, notam

ment dans la subtile démonstration de l ' inégal i té de Polya ( [24] , ou [16] , 

chap .4 ) . L 'explicat ion cherchée étant grosso modo la suivante : 

si \ : 22 - (C est une suite k-périodique (par exemple un carac

tère de Dirichlet mod k) et si \ : Z - (C est la suite k-périodique 

des coefficients de Fourier de \ , alors on a, dans l 'espace des d i s 

tributions k-périodiques sur R , la double égal i té suivante (avec 

b Q ( x ) = X(0) , 0 i è m e nombre de Bernoulli associé à \ ) : 

£X (n)ô(x-n) = £ H n ) e 2 n i n x A = b Q U) - < B ' ( X , X ) . 
-oo - c e 

2 T T i n x / k 
CB!.(x,X.) = - 2 X(n)e désigne la dérivée au sens des 

n^ 0 x r G 

distributions de © ^ ( x A ) , 1 fonction de Bernoulli associée à X • 

La première égal i té est la formule de Poisson périodique (en termes 

de distributions) ; la seconde donne la formule d'Euler-Maclaurin 

périodique après un certain nombre d'intégrations par parties ; e l l e 

implique immédiatement les développements de Fourier 

2îTinxA 
( u ( x , \ ) = -r ! E X(n) . 

n^O (2ninA) 
- 1 k 

Noter (puisque b Q ( \ ) = k 1 £ X(h)) que a ' ( x A ) mesure tout 
h=l 
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simplement l 'écart entre " \ fois Dirac" (discrète , de masse moyen

ne b Q ( x ) ) et " b 0 ( \ ) fois Lebesgue" (qui en est une approximation 

continue et homogène, également de masse moyenne b Q U ) ) • En 

d'autres termes, ( B j f a A ) mesure l 'écart entre une somme discrète 

et sa meilleure approximation par une somme continue (= une inté

grale définie) dans une formule du type 

b b 
£ \ ( n ) f ( n ) = coeff . P f ( x ) d x + res te . 
a J a 

Ce type d 'explicat ion est également valable pour des formules som-

matoires te l les que ce l les de Voronoi' (à ce sujet, voir par exemple [ 3 ] , 

pp. 21-23) ; on y reviendra dans une prochaine rédaction [20] . 

1.3. - Lien avec d'autres travaux récents ; applications : les formules de  

Poisson et d'Euler-Maclaurin périodiques ont été obtenues simultanément 

par Berndt, Rosser, Schoenfeld et l'auteur ( [4 ] , [ 7 ] , [18] , [19] , [ 2 5 ] ) . 

Elles permettent de redémontrer et de généraliser de façon simple et é légan

te une foule de résultats relatifs aux restes et non-restes quadratiques, aux 

sommes de caractères, aux séries L de Dir ichlet , aux fonctions zêta de 

Kronecker avec caractère, e t c . . A ce sujet, voir les références c i -dessus , 

ainsi que [ 5 ] , [ 6 ] , et le §7 c i -après . Les nombres de Bernoulli et les 

polynômes de Bernoulli avec caractère apparaissent dans la théorie des s é 

ries L p-adiques de Leopoldt-IwasawaHFresnel : voir à ce sujet le rapport 

d 'Iwasawa et le récent livre de Lang ([17] ; [22] , notamment chap. 13-14 

et bibl iographie) . Les formules sommatoires de Voronoi' ont été étudiées 

en détail par Berndt ( [3 ] , et sa bibliographie) : on y reviendra (du point 

de vue adopté i c i ) dans [2 0] . Indiquons enfin que certains des calculs 

faits i c i , et aussi dans [20] (notamment ceux suggérés par le chap. 20, 

§ § 3 - 4 , de [ 2 1 ] ) recoupent une remarque faite par W e i l dans son récent 

livre ( [29] , chap. 6-7) sur l 'util isation des distributions dans la somma

tion des séries de Kronecker. 
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2. FORMULES SOMMATOIRES NORMALISEES 

Soit f une fonction complexe d'une variable réel le x , définie 

sur un intervalle I , et soient a , b ( a < b ) deux éléments de I . L ' idée 

de base des formules sommatoires classiques est d'approcher une somme 

b 
discrète S(f) du type £ f(n) par une somme continue R(f) du type 

u n=a 
b 

J f ( x ) d x , et plus précisément d'écrire une égal i té du type 
a 

S(f) = R(f) + E R K) , ( i ) 
v 

avec des termes de reste R^tf) faci les à évaluer, individuellement ou 

globalement. Exemple : la formule de Poisson 

b , b oo b 

Z f(n) = J f ( x )dx + E J 2 f ( x ) c o s 2TTVX dx , (2) 
n=a a v = l a 

valable (sous cette forme) pour f continue et à variations bornées. (Le 

signe 2 ' indique que si a ou b est entier, le terme f(n) corres

pondant doit être affecté du coefficient y ; cf. [10] , pp. 15-16) . 

Une formule du type (1) appelle une série de remarques. 

2 . 1 . - Une te l l e formule est en général valable pour toute f appartenant 

à un sous-espace vector ie l y convenable de l 'espace des fonctions 

complexes sur I ; S(f) , R(f) et les R v ( f ) sont alors des formes (C-

linéaires sur y . (Dans ( 2 ) , par exemple , g; est l 'espace des fonctions 

continues et localement à variations bornées sur I . ) 

2 . 2 . - Si y est muni d'une topologie J convenable (plus forte à la 

fois que ce l le de la convergence simple et que ce l le de la convergence L 1 

l o c a l e ) , les formes linéaires S(f) , R(f) et R^(f) sont continues. (Dans 

( 2 ) , par exemple , i l est raisonnable de choisir pour la topologie de la 

convergence uniforme l o c a l e , c 'es t -à-di re sur tout compact . ) On dira que 

J est adaptée à (1) . On peut cependant remarquer que l 'écriture et la  

val idi té de (1) sont indépendantes de toute topologie sur y . D'où un pre-
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mier principe de démonstration de formules te l les que (1) : 

(Pj) On choisit une famille Q de fonctions de y et une topologie J 

sur y te l les que J soit adaptée à (1) (et plus précisément, 

si les R V U ) sont en nombre infini, que le second membre de (1) 

soit continu en f pour J ) , que les combinaisons linéaires des 

fonctions de Q forment un sous-espace de y dense pour j , 

et que la formule (1) soit valable pour toute f 6 Q . Alors (1) est  

valable pour toute f 6 y . 

2 . 3 . - Dans la formule ( 1 ) , la fonction f n'intervient que par sa restr ic

tion aux intervalles de la forme ] a - c , b+e[ , e > 0 ; d'où un nouveau 

principe évident : 

(P2) Pour démontrer une formule du type ( 1 ) , i l suffit de la démontrer 

pour f à support compact. 

2 . 4 . - Les divers termes de (1) dépendent non seulement de f , mais 

aussi de l ' intervalle de sommation [ a , b ] : si (1) est bien écr i te , chaque 

terme doit être fonction additive de [ a , b ] . (Ainsi , (2) est bien écrite : 

b 
e l l e ne le serait pas si son premier membre était f ( n ) / sans accent . ) 

n=a 
D'où un nouveau principe : 

(P ) Pour démontrer une formule (bien écri te) du type ( 1 ) , i l suffit (par 

partage arbitrairement fin de [ a , b ] ) de la démontrer localement. 

On peut par exemple se borner à envisager des intervalles du type 

[n,n+e] , [ n - e , n ] et [n+e ,n+ l - e ] {0<e<j) . 

Noter que si y est l 'espace des fonctions m fois continûment dérivables 

( O ^ m ^ ® ) , l ' exis tence de partitions c°° de l'unité arbitrairement fines 

fait de (P3) une conséquence de (Pj) ou de (P2) . 
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2 . 5 . - Certaines formules sommatoires (Abel , Euler-Maclaurin et Poisson 

périodiques, Voronoi') ont un premier membre S(f) avec coeff ic ients , de 

b 
la forme £ x (n ) f (n ) , où \ : Z - (C est une suite à valeurs complexes ; 

n=a 

les termes du second membre, tels que R(f) et R v ( f ) / dépendent alors 

également de A. , e t , si la formule est bien écr i te , chacun d'eux en d é 

pend linéairement. D'où un dernier principe : 

(P4) Pour démontrer une formule (bien écri te) du type 

s ( f , x ) = R ( f , x ) + z R v ( f A ) . (3) 
V Z 

valable pour toute suite \ ç g (g = un sous-espace de (C ) , i l 

suffit de la démontrer sur une base de § . 

Ajoutons une remarque d'un autre ordre : dans les applications des 

formules sommatoires à la Théorie des Nombres, les fonctions f env isa 

gées sont généralement analytiques par morceaux (donc de la c lasse de  

Dir ichlet , donc a fortiori localement à variations bornées) , ou même tout 

simplement analytiques (donc de classe c m pour tout m ^ 0 , et de  

classe c 0 0) • Dans ce qui suit, on prendra le plus souvent y = © (les 

fonctions localement à variations bornées) , ou g? = c m / O ^ m ^ » . On 

aura donc j c ( B / et toute f g j sera différence de deux fonctions mo

notones, donc intéqrable au sens de Riemann, et munie de limites à droite 

et à gauche f ( x + ) et f ( x " ) en tout x € I . Si alors on veut écrire une 
b 

formule sommatoire ayant un premier membre du type £ ^ ( n ) f ( n ) , on sera 
n=a 

amené (cf. §2 .4 et 2 .5) à normaliser ce premier membre en l 'écrivant 

b , 
S(f,X ; a , b ) = S X(n)f(n) (4) 

a 

avec les deux conventions suivantes (indiquées par l 'accent) : 

( C ^ ) Si a < n < b , et si f est discontinue en n , f(n) signifie 

| [ f ( n + ) + f ( n - ) ] ; 
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( C 2 ) Si a (ou b) est entier, et si n = a (ou b) , f(n) signifie 

± f ( a + ) (ou ^ f ( b - ) ) . 

Moyennent ces deux conventions, S ( f , À . ; a , b ) est fonction additive de 

[ a , b ] (bien entendu, la convention ( C ^ ) est vide si f est continue). 

Cela étant : 

DEFINITION 1. - Nous appellerons formule sommatoire normalisée 

toute formule sommatoire du type 

S ( f , x ; a , b ) = R ( f , X ; a , b ) + £ R (f , \ ; a ,b) (5) 
v 

ayant la propriété suivante : chaque terme du second membre est 

linéaire par rapport à f , linéaire par rapport à \ , et fonction  

additive de [ a , b ] . 

Dans ce qui suit, nous allons écrire sous forme normalisée les 

formules sommatoires usuelles ( § 3 ) , puis en déduire (par (P 0 „ ) ) , les for-
* 3,4 

mules sommatoires de Poisson et d'Euler-Maclaurin périodiques ( § 4 ) en 

introduisant les fonctions de Bernoulli périodiques ; aux § § 5 - 6 , nous r e 

prendrons tout cec i en termes de distributions périodiques, et nous appli

querons ce point de vue à l'interprétation intuitive et au développement  

en série de Fourier des fonctions de Bernoulli périodiques. Enfin ( § 7 ) , 

nous terminerons en indiquant un certain nombre d'applications et de pro

longements des idées et résultats des §§ 2-6. 

3. FORMULES SOMMATOIRES CLASSIQUES : POISSON, ABEL, EULER-
MACLAURIN 

3 . 1 . - Préliminaires : dans tout ce qui suit, nous utiliserons les conven

tions suivantes : H(x) désignera la fonction de Heav is ide , égale à 0 , 

1 b 
ou 1 selon que x < 0 , x = 0 ou x > 0 ; s i a < b , rr (x) dés i -

2 A 
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gnera la fonction égale à 0 , ou 1 selon que x £ [ a , b ] , x = a 

ou b , ou a < x < b ; noter que 

n

b ( x ) = H ( x - a ) - H ( x - b ) . (7) 

a 

[ x ] signifiera partie entière de x ; p(x) désignera la fonction égale à 

0 ou [ x ] - - j - selon que x est entier ou non entier. D'autre part, les 
» N N 

notations £ et £ * signifieront respectivement lim £ e t  

N n = - œ n=-N N - ° ° n=-N 
£ . On a alors le lemme suivant : 

n=-N 
n^O 

LEMME 3 . 1 . 1 . - Pour tout x r ée l , 

oo 2rrinx 

— 00 

Démonstration : la méthode la plus simple consiste à remarquer 

que g(x) (1-périodique) est partout égale à sa série de Fourier, et à 

calculer les coefficients de ladite série à l 'a ide d'une intégration par par

t i e s . Voici une autre méthode, indépendante de la théorie des séries de 
N 2 î T i n x 

Fourier : posons E X T (x ) = "T"^ #' P ° u r x entier, on a 
N -jsj ^mn 

E (x) = 0 = g (x) : i l n 'y a donc rien à prouver ; pour x non entier, un 
1 

argument de périodicité (et de symétrie par rapport à la valeur x = -g* ) 

montre qu'on peut se limiter à 0 < x £ ^ : mais on a évidemment 

2 r r i n x 2 n i n ( l / 2 ) x 0 . * 

~~~7s ;— - 7T~. = \ e dt 
2mn 2mn 1/2 

pour tout n ± 0 , d 'où, par sommation de - N à N , 

. x sin(2N+l)rt x 
J l / 2 S m n t J l / 2 

ou encore 

E ( x , + p ( x ) = j x »m(2N + Dm d t ^ ( 3 , , 

Le membre de droite tend vers 0 quand N -» » (Riemann-Lebesgue ; on 
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a supposé 0 < x ^ -j ) ; d'où 

œ 2rrinx 
3(x) = - lim E. . (x) = - £ * e , , 

N - œ N 2mn 

c 'es t -à-dire l ' éga l i té (8) à démontrer. • 

La démonstration de (8) par l 'intermédiaire de (8 ' ) a un avantage : 

toujours sous l 'hypothèse 0 < x s | , on peut appliquer au second membre 

de (8 ' ) la seconde formule de la moyenne 

J b f ( t ) g ( t ) d t = f(a) J § g ( t ) d t 
a a 

([28] , pp.94-95 ) avec f (x) = , a = x et b = ; (8") mène alors 
sm rrx l 

à 
N * 2rrinx 

valable pour tout x non entier avec la notation ||x|| = distance de x 

à l 'entier le plus proche. (8") montre en particulier que dans (8) , la 

convergence de la série vers g (x) est uniforme sur tout compact ne  

contenant aucun entier. 

3 . 2 . - Formule de Poisson classique : son écriture normalisée est la sui

vante (valable pour f à variations bornées sur [ a , b ] ) : 

b i ao b ?TTiv)V-

£ f(n) = £ f f (x ) e Z 1 V X d x . (9) 
a - œ

 J a 

b 0 0 

Péjno nsjtr at ions : ( i ) Poser f ^ x ) = T M X ) f (x) , puis F(x) = E f ^ x + n ) 
— oo 

(somme localement finie ; F(x) est la série de Poisson de f̂  : voir § 5 ) ; 

développer F(x) (1-périodique et à variations bornées) en série de Fourier; 

b , 
enfin faire x = 0 et noter que F(0) = YJ f(n) . • 

a 

( i i ) Pour a £ n < n+1 £ b , développer en série de Fourier la fonc

tion 1-périodique égale à f (x ) pour n < x < n+1 ; faire x = 0 (d'où 
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1 » n+1 2 -n iVx 
| [ f ( n ) + f ( n + l ) ] = Z J f ( x ) e Z m V X d x ) ; 

-oo n 

enfin, sommer sur n (en faisant attention aux extrémités a et b ) . • 

[ ( i ) et ( i i ) sont les démonstrations habituelles : [25] , c h a p . 3 , 

et [10] , pp. 15-16 ; ( i i ) est essentiellement une démonstration locale 

utilisant (P3 ) . ] 

3 . 3 . - Formule d'Abel : soit \ : 7L (D une suite complexe, et notons 

A une primitive de X , c 'es t -à-dire une fonction constante sur 

tout intervalle du type ] n , n + l [ ( n ç Z ) et t e l l e que 

A ( n + ) - A ( n - ) = x(n) , A ( n ) = | [ A ( n + ) + A ( i T ) ] , (11) 

pour tout n . Soit par ailleurs f une fonction de classe c 1 

sur [ a , b ] . L'écriture normalisée de la formule d'Abel est alors 

la suivante : 

b b b 
E \ ( n ) f ( n ) = [A(x)£(x)] a - J A ( x ) f ' ( x ) d x . (12) 
a a 

Démonstrations : ( i ) Util iser la théorie de l ' intégrale de Stieltjès 

et effectuer une intégration par part ies. • 

( i i ) Effectuer une transformation d 'Abel . • 

( i i i ) Voici une démonstration de (12) par local isa t ion, c 'es t -à-di re 

utilisant (Pg) ; i l suffit de prouver (12 ) , de la forme 

S = R r R 2 , (12') 

pour un intervalle [ a , b ] contenant au plus un entier ; supposons donc 

par exemple a = n - e , b = n + e , 0 < e < l ; o n a alors A ( b ) = A ( n + ) , 

A ( a ) = A ( n " ) , d'où (puisque A ( n + ) = A(n") + X(n)) 

R x = X(n)f(b) + A ( n " ) [ f ( b ) - f ( a ) ] , 

n b 
R 2 = J A(n-)f ' (x)dx + J A ( n + ) f ' ( x ) d x = A ( n " ) [ f ( b ) - f ( a ) ] + \ ( n ) [ f ( b ) - f ( n ) ] , 

a n 
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et par conséquent 

Rj - R 2 = \ ( n ) f ( n ) = S : 

(12') se trouve ainsi démontrée. • 

3 . 4 . - Formule d'Euler-Maclaurin à l'ordre 1 : son écriture normalisée est 

la suivante (valable pour f de classe c 1 sur [ a . b ] ) : 

b , b b b 
£ f ( n ) = J f(x)dx - [p(x)f(x)] a + J p ( x ) f ( x ) d x . ( 1 4 ) 
a a a 

Démonstrations : ( i ) A partir de la formule de Poisson (9) : isoler 

le terme correspondant à v = 0 (dans le membre de dro i te ) , soit 

f f (x)dx ; effectuer sur chaque terme avec v ^ u u n e intégration par par-
J a 
t ies : 

a a 

sommer ensuite sur \> ̂  0 , en remarquant que la série du membre de 

droite de (8) a des sommes partielles bornées, d'où (par le théorème de 

la convergence bornée) 

b f 2 T U V X \ B 

? * J V 2m~ ) F , ( X ) D X = J P(x)f (x)dx ; 

et regrouper enfin le terme avec y = 0 et la somme des termes avec 

v ï 0 . • 

( i i ) A partir de la formule d'Abel ( 1 2 ) : le premier membre de ( 1 4 ) 

est un cas particulier du premier membre de ( 1 2 ) , \ étant la suite cons

tante égale à 1 . On peut appliquer ( 1 2 ) avec a ( X ) = [ x ] = x - P ( x ) , 

ce qui donne 

E'f(n) = [ x f ( x ) ] b - [ p ( x ) f ( x ) ] b - f b x f ' ( x ) d x + fb p ( x ) f ' ( x ) d x ; ( 1 5 ) 
a a a J a J a 

une intégration par parties donne par ailleurs 

b b b 
J x f ' ( x ) d x = [ x f ( x ) ] a - J f(x)dx , ( 1 6 ) 
a a 
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et il suffit de porter (16) dans (15) pour obtenir (14) . a 

( i i i ) Exercices suggérés : démontrer (15) par localisat ion ( c f . (Pg ) ) 

ou par linéarité par rapport à \ (cf . (P^)) : prendre pour S l 'espace des 

suites nulles hors de [ a - e , b+e] , et normaliser les primitives de ma

nière que X h-./v soit l inéaire, par exemple en choisissant 

A ( x ) = £ X(n )H(x -n ) ) . • 
— 00 

3 . 5 . - Formule d'Euler-Maclaurin à l'ordre m : la formule (14) contient 
b 

un terme P p ( x ) f ' ( x ) d x : si on veut transformer ce terme par intégration 
•Ja 

par parties répétée , i l est raisonnable d'introduire une suite de fonctions 

(ffi ) j ayant les propriétés suivantes : 

(a) (B^x) = 3(x) (cf. 3 .1) ; 

(b) pour tout r £ 2 , (B^x) est continue et 1-périodique ; 

(c) pour tout r ^ 2 , (B r(x) est (à peu près) une primitive de © ^ ( x ) ; 

en pratique, pour simplifier l 'écriture des formules, on impose 

(B 1 ( x ) = r(B , (x) . r r-1 

Si alors f est de classe ( m ^ l ) sur [ a , b ] , une succession 

de m-1 intégrations par parties donne (à partir de (14)) la formule  

d'Euler-Maclaurin (normalisée) à l'ordre m : 

£f(n) = P f (x )dx + S ^ U W f ^ " ( x ) ! 
a

 J a r=l r ! L r Ja 
(18) 

( - l ) m + 1 b ( r ) 
+ L J ± — f (B ( x ) r ' ( x ) d x . 

m J r 
a 

3 .6 . - Nombres, polynômes et fonctions de Bernoulli (rappels) : CBr(x) est 

la r i e m e fonction de Bernoulli. Si on se limite à l ' intervalle ouvert ] 0 , 1 [ , 

et si on note B r (x ) la restriction de (S^ix) à cet in terval le , on a 

B^(x) = x--g- / et on voit (par récurrence, en utilisant (a) et ( c ) ) que B r (x ) 

est un polynôme unitaire de degré r pour tout r ^1 : c 'est le r po -
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lvnôme de Bernoulli. Il se calcule de la façon suivante : 

• On pose b Q = 1 , b 1 = - j (d'où B ^ x ) = b Q x + b i ) ; la re la 

tion (17) (avec r = 2 , 3 , . . . ) donne alors B 0 ( x ) = b x 2 + 2 b . x + b n , 
¿ o 1 2 

Bg(x) = b Q x 3 + 3b±x2 + 3 b 2 x + b 3 ou, plus généralement, et avec 

Cj = r i / j ! ( r - j ) ! , 

B (x) = S d b x r " j . (19) 
r j=0 J 

Il reste à déterminer les constantes d'intégration successives b 9 , b 

qui sont par définition les nombres de Bernoulli (notation de Bourbaki [ 9 ] ) : 

cec i se fait à l 'aide de (b) , en écrivant b r = B r (0 ) = B r ( l ) , soit 

(cf . (19)) 

L C J b . = b , 
j=0 r J r 

ou encore, avec une notation symbolique évidente , 

( l + b ) r = b r . (20) 

Faisant r = 3 , 4 , 5 , . . . , on obtient ainsi successivement b r = -g- , b^ = 0 , 

^4 = ~ JÔ ' • • • c e q u i donne l e s *MX) e t l e s ® r ^
x ^ correspondants (par 

(19 ) ) . 

Rappelons les deux propriétés les plus importantes des b r et des 

<Br(x) : 

• Les b r sont (à peu près) les coefficients de Taylor de 

x / ( e x - 1) ; plus précisément, on a 

— = S 77 x • (21) 
e x - l r=0 r " 

Démonstration (indications) : appeler g (x ) le membre de gauche 

de (21) , et définir provisoirement les b r à l 'aide de (21) ; écrire 

alors ( e x - l ) g ( x ) = x , et égaler les termes de degré 0 , 1 , et r ^ 2 : 

on trouve respectivement b Q = 1 , b^ = , et la relation (20) . • 
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• Le développement de Fourier des (B r(x) est donné par 

co 2TT1VX 

fflr(x) = -r ! £ * 2 . (22) 

-oo (2niv) 

Démonstration (indications) : c 'est vrai pour (B^(x) = g(x) (lemme 3 . 1 ) ; 

c'est également vrai pour &^{x) : intégration terme à terme avec appl ica

tion du théorème de la convergence bornée - ou, plus simplement, calcul 

des coefficients de Fourier de ® 9 ( x ) par c = ? (x^-x+4)e 2 n i v X d x ; 

c 'est vrai enfin pour tout (B r(x) (r^ 3) : intégration terme à terme de séries 

normalement convergentes - ou, encore une f o i s , calcul des coefficients de 

Fourier (simplifié par intégration par parties et utilisation de ( 1 7 ) ) . (Pour 

une démonstration plus "conceptuel le" , voir les § § 5 - 6 . ) 

Pour d'autres propriétés des b r et des CBr(x) , voir les deux pre

miers chapitres de [25] ; voir également [ 9 ] , [ 1 2 ] , [13] et [14] . 

4 . FORMULES DE POISSON ET D'EULER-MACLAURIN PERIODIQUES 

Dans ce qui suit, k désigne un entier f ixé ^ 1 , et désigne 

l 'ensemble des suites k-périodiques # c 'es t -à-di re des applications 

\ : Z -> (C te l les que \ (n+k) = \{n) pour tout n Ç Z . est év idem-

ment un espace vector ie l complexe, isomorphe à (D : cette simple remar

que va nous permettre (en utilisant le principe (P^) du § 2 avec S = A ^ ) 

d 'établir des versions périodiques (c ' es t -à -d i re à coefficients périodiques) 

des formules de Poisson et d'Euler-Maclaurin à partir des versions c l a s s i 

ques de ces formules rappelées au § 3 . 

4 . 1 . - Bases naturelles de A ^ • Si on identifie A ^ à l 'espace vector ie l 

des fonctions complexes sur l 'ensemble { l , 2 , . . . , k } , on obtient une pre

mière base naturelle de Ai : la famille ( ô j - . , définie par 
K. 1 l^j^k 
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I l si n s j (mod k) , 
(23) 

0 sinon. 

Si d'autre part on identifie A ^ . à l 'espace vector ie l des fonctions complexes 

sur le groupe chinois TSL/Y& , on obtient une deuxième base naturelle de A ^ : 

la famille (e .L . , définie par vVl£j£k 

e . ( n ) = e 2 m j n A , n € Z , (24) 

essentiellement identique à la famille des caractères du groupe Z/kZ ; 

si X 6 Ai , on notera x ( j ) la composante de X sur e, : x ( j ) est donc 

le j l e m e coefficient de Fourier de X , donné par 

, - 1 ] i v -2mjhA 
x(j) = k 1 £ x ( h ) e 

h=l 

([1] , p .160 , t h . 8 . 4 ) . Plus généralement, on posera, pour tout \ ç a^ e t 

tout n g Z , 

X ( n ) = k - ! S X ( h ) e " 2 m n h A ; (25) 
h=l 

X est alors une suite k-périodique (autrement di t , x € h^.) / et x X 

est une application (D-linéaire de A , dans A , . Pour X = ô. , (25) se 
K K. J 

réduit à 

ô.(n) = k - l e - 2 T T i n ^ . (26) 
J 

4 . 2 . - Formule de Poisson périodique. 

THEOREME 4 .2 .1 ( [4 ] , [18] , [19] ) . - Soient k un entier s 1 , 

X une suite k-périodique , et f : [ a , b ] _ (C une fonction à v a 

riations bornées. On a alors (avec les conventions de sommation 

habituelles : c f . f c j ) , ( C 2 ) et § 3 . 1 ) 

L ' x ( n ) f ( n ) = S £(v) J b f ( x ) e 2 T T i V x A d x . (27) 
a -oo a 

Demembration : si a , b et f sont supposés f i x é s , les deux mem

bres de (2 7) (qu'on notera respectivement S (x ) et I ( X ) ) sont des formes 
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(D-linéaires sur A ^ : il suffit donc de prouver S(x) = sur une base 

de / et par exemple , en utilisant la première base naturelle, de prou

ver 

S ( ô . ) = 1(6 ) , j = l , 2 , . . . , k . (28) 

Mais si on pose â  = ( a - j ) A / bj = ( b - j ) A et f . ( y ) = f( j+ky) , on a 

évidemment, par définition de 6j , 

S(ô. ) = 2: f(J-Hcn) = £ f (n) . (29) 

D'autre part, fj est à variations bornées, ce qui permet d'appliquer au 

dernier membre de (29) la formule de Poisson ( § 3 . 1 , ( 9 ) ) ; d'où 

b • 
S(ô.) = £ J } î^y) e2r]ivYdy . (3 0) 

-oo 

Si alors on effectue dans chaque intégrale du membre de droite de (3 0) 

le changement de variable y = ( x - j ) / k , on obtient 

o / c \ i - l - 2 T Ù V J A r° r, \ 2nivxA , S(ô.) = £ k e f ( x ) e dx , 

soit (en utilisant (26)) 

S ( ô . ) = £ ô . ( v ) f b f (x ) e 2 r T i v x A d x = 1(6.) , 

et la formule (28) se trouve effectivement é tab l ie . • 

Pour d'autres démonstrations, voir [ 4 ] , [18] (et sans doute [25] , 

à paraître). La démonstration I , dans [18] , p . 8 , est une démonstration 

par localisation ; la démonstration I I I , p . 9 , est une transposition naturelle 

de la démonstration habituelle (cf. § 3 . 2 , ( i ) ) de la formule de Poisson 

ordinaire (développement en série de Fourier de la série de Poisson 

£ nNx+n)\(n)f(x+n) , 
a 

— 00 

laquelle est ic i k-pér iodique) . 
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4 . 3 . - Formule d'Euler-Maclaurin périodique. 

DEFINITION 4 . 3 . 1 . - Soient k un entier ;» 1 et \ une suite 

k-périodique. On posera 

b (X) = ¡.(0) = k " 1 £ X(h) , (31) 
h=l 

et (pour tout entier r s 1 ) 

« (x,x) = k r _ 1 Z x(h) ( B j 2 ^ 1 ) (32) 
h=l 

( r ième fonction de Bernoulli associée à la suite k-périodique \ ) . 

THEOREME 4 . 3 . 2 . ( [4 ] , [ 1 9 ] ) . - Mêmes données qu'au t h . 4 . 2 . 1 . 

Supposons f m fois continûment dérivable sur [ a , b ] . On a alors 

(avec les conventions habituelles) 

b b m / i \ r

 r ( r _i \ -ib 
T'\(n)t(n) = b (X) J f ( x ) d x + S ^ < B ( x , x ) r r '(x)\ 
a a r=l ! L J a 

m+1 b

 ( 3 3 ) 

+ J ® ( x , x ) f ( m ) ( x ) d x . 
m ^ m 

a 

Démonstration : si S ( \ ) et ] { \ ) désignent les deux membres de 

(33 ) , i l suffit (comme pour le th. 4 . 2 . 1 ) de démontrer 

S(6 ) = J(ô.) , j = l , 2 , . . . , k . (34) 

Appliquons au dernier membre de (29) la formule d'Euler-Maclaurin ( § 3 . 5 , 

(18)) ; i l vient 

8(« ) = j " 1 £ (y)dy + S ^ K ly l f f " 1 1 (y)], ' 
J cl. r= l ' j 

(35) 

+ j b j v y ) f ! m ) ( y ) d y • 
m ! j _ m ] 

Dans chaque terme du membre de droite , effectuons le changement de v a -

. i i x - j , , -1 , r ( r - l ) / \ , r - l . ( r - l ) / x riable y = -r-L : comme dy = k dx , comme f. (y) = k fv (x) , 

et comme par définition 
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k " 1 = b Q ( ô ) , k " " 1 ^ ^ ) = (B r (x ,ô . ) , 

(35) se transforme alors en S(ô ) = J(ô ) , et (34) se trouve effectivement 

é tabl ie . • 

4 . 4 . - Etude des © ( x , \ ) . w r 

THEOREME 4 . 4 . 1 . - Pour tout r ^ 2 et tout x (non entier si 

r = 2 ) , on a 

ffl'(xA) = r® Ax,\) . (36) 
r r-1 

Démonstration : la formule (32) donne en effet d'une part 

(B' ( x , x î = k"" 1 E \(h)k"V (nr) , 
r h=l r K 

et d'autre part 

r-2 k x-h 
a r - 1 ( x A ) = k £ x ( h ) ( B r - 1 ( — ) ; 

h=l 

d'où immédiatement (36) , puisque, pour les fonctions de Bernoulli ordi
naires, (B1 = r® - (cf. £ 3 . 6 ) . 

r r-1 * 

COROLLAIRE. - Pour tout r ^ 2 , la fonction ( B r ( x , \ ) est l'unique  

primitive de la fonction r© ^ ( x f X ) de moyenne nulle (sur une pér iode) . 

Ce corollaire implique une définition récurrente naturelle (analogue 

à ce l le du § 3 . 6 ) des ( B r ( x , \ ) à partir de ( B ^ x , ^ ) . Cherchons donc 

maintenant à caractériser de façon simple la fonction (B^(x,x.) . Par k-

pér iodici té , on peut se limiter à 0 ^ x <> k ; mais on sait que pour 

-1 < y < 1 et y £ 0 , on a ffl^y) = y + j si y < 0 , et ® (y) = y - y 

si y > 0 ; si donc on suppose x non entier et si on pose [ x ] = j 

(d'où 0 £ j < x < j+1 ^ k ) , on a, par (32) , la représentation 

( B ^ x A ) = 2 ^ h ) [ ^ - - | ] + S ^ h ) [ 2 Y 1 + l ] 
h£j h>j 

qui peut se réécrire 
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( B j t x A ) = b Q ( \ ) x - b'^X) - A ( x ) , 

k k 
avec b ( x ) = k" 1 £ x ( h ) ( rappel) , b'{\) = k" 1 £ h x ( h ) , et A ( X ) = la 

h=l h=l k 

primitive de la suite \ (cf . § 3 . 3 ) te l le que A ( 0 + ) = y £ X(h) . 

h=l 

D 'où , en résumé : 

THEOREME 4 . 4 . 2 . - La fonction ffl^xA) est la fonction k-

périodique et affine par morceaux définie sur l ' intervalle [ 0 , k ] 

par 

( B ^ X A ) = b Q (X)x - b ' j U ) - A ( x ) , (37) 

b^CO et A ( x ) étant définis plus haut dans le t ex te . 

COROLLAIRE. - La fonction ( B ^ X A ) est l'unique fonction de 

moyenne nulle avant pour dérivée au sens des distributions la me

sure k-périodique ® 0 ( x , X ) définie par 

(B o (x ,X) = b Q ( x ) d x - £ \ ( n ) 6 ( x - n ) (38) 
—co 

(dx désigant la mesure de Lebesgue, et ô(x-n) la masse-unité 

de Dirac en x = n ) . 

i eme 

La 0 distribution de Bernoulli (B 0 (x ,x . ) associée à X admet 

une interprétation évidente (cf . Introduction) : e l l e mesure l'écart entre 

la distribution discrète (de densité moyenne b Q ( ) J sur une période) 

consistant à placer la masse \(n) en x = n pour tout n € 7L , et la 

distribution continue et homogène (de densité k Q ( \ ) ) égale à b Q (x . ) fols  

la mesure de Lebesgue. Elle permet de définir ( B i ( x , \ ) comme l'unique pri

mitive de moyenne nulle de ( B 0 ( x , ) , ) • Plus généralement, e l l e donne la dé f i 

nition récurrente suivante des CB r (x / x) (déduite des deux corollaires c i -

dessus) : 
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THEOREME 4 . 4 . 3 . - Pour tout r s 1 , la fonction ( ^ ( X A ) est l 'u

nique primitive de moyenne nulle de r ( B r - 1 ( x # \ ) ( ( B 0 ( x , \ ) étant d é 

finie par (38 ) ) . 

On notera que pour tout r ^1 , la restriction de (B (xA) à cha

que intervalle entier ] n , n + l [ est un polynôme. En particulier, en faisant 

n = 0 et en se restreignant donc à l ' intervalle ] 0 , 1 [ , on peut définir 

ainsi (un peu artificiellement) les polynômes de Bernoulli périodiques 

B r ( x , \ ) associés à la suite \ € (c 'es t le point de vue adopté dans 

[ 7 ] , p . 2 4 , d é f . l ; voir aussi [ 4 ] , p . 422 , d é f . 2 ) . En particulier, pour 

r = 1 , on a (cf. (37)) 

B j ( x , M = b Q (x )x - b j U ) , 

avec b j ( \ ) = b^{\) - j b ^ X . ) # ^ n p e u t également définir ainsi les nombres  

de Bernoulli périodiques b r ( \ ) associés à la suite \ € : 

DEFINITION 4 . 4 . 4 . - Pour toute suite k-périodique \ et tout  

entier r ^ 0 , on note b r (X) le nombre complexe défini par 

-1 k 
b (X) = \{0) = k £ \{h) (r = 0) , 

0 h=l 

b ( \ ) = CBjtOA) (r = l ) , (on aurait pu décider © ^ 0 , /J) 

b r ( X ) = ( B r ( 0 A ) ( r ^ 2 ) . 

Bien entendu, on a b ( \ ) = B r(0,X.) pour tout r ^ 2 . Le meilleur 

moyen d'étudier les b r ( \ ) n'est pourtant pas de calculer les B r ( x , x ) , 

mais de développer en série de Fourier les fonctions k-périodiques (B (x # >.) 

puis de faire tendre x vers 0 + : voir § 6 . 
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5. DISTRIBUTIONS PERIODIQUES 

5 . 1 . - Distributions : on suppose connus les rudiments de la théorie des 

distributions (sur R ) . Rappelons seulement quelques définitions et nota

tions : 

& désigne l 'espace des fonctions R - (D indéfiniment différen- 

t iables à support compact, topologif ié de la manière suivante : une suite 

( f , ) d'éléments de jfr tend vers 0 si et seulement si ( i ) toutes les 
J (m) 

f., ont leur support dans un même compact ; ( i i ) toutes les suites (f̂  ) 

(pour m = 0 , 1 , 2 , . . . ) convergent uniformément vers 0 . 

j>1 désigne l 'espace des formes linéaires continues sur £ , lui-

même topologif ié de la façon suivante : une suite (aJ d'éléments de 

tend vers 0 si et seulement s i , pour toute f € $ , la suite (cij(f)) tend 

vers 0 dans (D . Une distribution est un élément de jfr* . Si a est 

une distribution, on écrira <a,f> au lieu de a ( f ) ; on écrira aussi a (x) 
00 

au lieu de a , et ( a ( x ) , f ( x ) > , ou même P f ( x ) a ( x ) d x , au lieu de 

( c i / f ) / cette dernière écriture n'étant correcte que si a est une distr i

bution définie par une fonction localement integrable. 

Soient a une distribution, g un élément de £ , m un entier 

;> 0 . Le produit ag est par définition la distribution p te l le que 

<M> = <a,gf> Pour toute f € £ . La dérivée m l è m e

 a ^ est par d é 

finition la distribution y te l le que (y ,f) = ( - l ) m < o c / f ^ ) pour toute 

f € 3 . Avec cette définition, la règle d'intégration par parties reste v a 

lable pour les distributions. De plus : si cp est une fonction de classe 

C 1 et si cp^ et sa dérivée au sens habituel, cp^ est aussi sa d é 

r ivée au sens des distributions ; toute fonction localement integrable est 

indéfiniment dérivable au sens des distributions ; enfin, si une suite (cij) 

j . . i i / (mK ( m ) j converge vers a dans , la suite (cij ) converge vers a dans 

jfr* ; en particulier, toute série (de distributions) convergente peut être d é 

rivée terme à terme (au sens des distributions) ( [27] , chap .1 -2 ) . 
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5 . 2 . - Distributions périodiques : soit k > 0 un nombre réel f i x é . Une 

fonction f (x) est dite k-périodique si f(x+k) = f (x ) pour tout x . Une 

distribution a(x) est dite de même k-périodique si a(x+k) = a (x ) , 

a(x+k) étant par définition la distribution g(x) te l le que 

<3(x) , f (x )> = <a (x ) , f ( x -k )> . 

On notera respectivement p^ et ^ l 'espace des fonctions k-périodiques 

indéfiniment diffère ntiab le s, et l 'espace des distributions k-pér iodiques . 

Notre objectif est de faire opérer les éléments de ^ sur P^ (une te l le 

opération n 'existe pas a priori, puisque les fonctions périodiques non nulles 

ne sont pas à support c o m p a c t . . . ) . La méthode est la suivante (pour les 

détails et les démonstrations, voir [27] , c h a p . l l ) : soit u une fonction 

00 

k-unitaire, c 'es t -à-dire une fonction u f ¿ et t e l le que £ u(x+nk) = 1 
—00 

(ça ex is te ) ; supposons f € i \ ; alors : ( i ) on a uf 6 j> ; ( i i ) on a 

(pour tout x € R) 

f (x ) = £ (uf)(x + nk) (série "de Poisson") ; 
—oo 

( i i i ) si a G l / ( c i / U f ) ne dépend que de a et f (et non de u) . 

L'accouplement (ct,f) <a ,uf ) es t l 'opération annoncée de sur 

p (si on topologif ie P comme £ , s ' identifie ainsi à l 'espace 
N. K K K. 

des formes linéaires continues sur p^) . S i a = , fonction localement 

integrable et k-périodique, on a le calcul suivant 
00 

(cp/Uf) = J f (x) cp(x) u(x) dx 
—oo 

0 0 (n+l)k 
= S J f(x)cp(x)u(x)dx 

_ 0 ° nk 

= £ fk f(x)cp(x)u(x+nk)dx 
-o. J 0 

(changement de variable et k-périodici té de f et cp) d'où facilement 

k 

<cp,uf> = f f(x)cp(x) dx . 

Cec i justifie la notation 
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k 
<a,uf> = f f ( x ) a ( x ) d x 

J 0 

que nous emploierons (assez abusivement) dans ce qui suit, et rend in

tuitive l 'action des a € 3\ sur les f € p, . 
k k 

5 . 3 . - Développement en série de Fourier d'une distribution k-périodique : 

les rappels des deux §§ ci-dessus permettent d'énoncer le théorème que 

nous avions en vue : 

THEOREME 5 . 3 . 1 . - Soit (a ) „ une suite complexe avant la 
V v€Z 

propriété suivante (croissance modérée) : i l exis te un entier r > 0 

. te l que j a^ | = 0 ( | v | r ) (pour v - 0 0 ) . Alors la série 

L a v e 2 T T i v x A (39) 
—oo 

converge dans Jp vers une distribution k-périodique a / et on a 

a = k - 1 f k a ( x ) e - 2 T T i v x A d x . (40) 

Réciproquement, si a est une distribution k-périodique, et si on 

définit les a par (40) (coefficients de Fourier de a ) / alors 
v — 

la suite (a ) est à croissance modérée, et la série (39) conver-
v 

qe dans j}1 vers la distribution a . 

Démonstration (indications ; pour les dé ta i l s , voir [27] , c h a p . l l ) . 

Partie directe : supposons pour simplifier a = 0 , et posons 
o 

r / 2 n i v N " r " 2 , . 
f = a ( — — ) . (41) 
v v k 

Alors | f | = 0 ( | v | ~ 2 ) / et la série 

T f e 2 n i v x A (42) 
v 

—oo 

converge uniformément, donc aussi au sens des distributions, vers une 

fonction continue k-périodique cp : il en résulte immédiatement (par r + 2 

dérivations terme à terme de (42)) que (39) converge au sens des 
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distributions vers cp^r+^ , dérivée ( r + 2 ) ^ m e de cp au sens des d i s 

tributions : d'où a = cp( r +2) . n 

2 

Partie réciproque : si a = cp , fonction k-périodique de classe C , 

i l est faci le de prouver (double intégration par parties) que | a^ | = 0 ( | v | ~ ^ ) # 

donc que (39) converge uniformément ; par ai l leurs , on sait (théorème de 

Dirichlet , cas particulier faci le du théorème de Dini-Jordan) que (39) 

converge simplement vers cp : par suite, (39) converge uniformément, 

donc aussi au sens des distributions, vers cp = a : d'où la partie r é c i 

proque dans ce cas particulier. Le cas général s'en déduit en appliquant 

à au (voir § 5 . 2 ) le fait (non t r ivial) que toute distribution à support 

compact est du type cp̂ m^ , avec cp de classe , et en raisonnant 

comme dans la partie d i recte . • 

5 .4 . - Application 1 : formule de Poisson classique : on suppose ic i k = l . 

THEOREME 5 . 4 . 1 . - La distribution périodique "masse-unité de  

Dirac en tout point entier n" admet le développement de Fourier  

suivant : 

T. ô (x-n) = £ e 2 T T i v X . (43) 
—oo —o° 

Démonstration : Soit a le premier membre de (43) . D'après le 

théorème 5 . 3 . 1 , i l suffit pour prouver (43) de montrer que si u(x) 6 jfr 

est une fonction 1-unitaire et si a = r°° a ( x ) u ( x ) e ^ n i v X d x , on a 
V J-oo 

a = 1 pour tout v € Z . Mais , par définition même de a , 
v 

* ( v -2rrivu fi ( N 

a = zJ u(n)e = 2J u(n) , 
v 

-00 -oo 

et cette dernière somme vaut effectivement 1 , puisque u est 1-unitaire.• 

COROLLAIRE. - Si f est indéfiniment différentiable à support  

compact contenu dans [ a , b ] , on a 

v \ £ r b */ \ 2nivx , L f (n) = 2J f (x) e dx . 
a -oo a 
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5 . 5 . - Application 2 : formule de Poisson "à pas variable" : soient à nou

veau k > 0 un nombre réel f i x é , q ^ 1 un nombre entier, # À . 2 , . . . , X q 

une suite de coefficients complexes , et a , a 9 , . . . , a une suite de nom-

bres réels qu'on pourra, sans diminuer la général i té , supposer te ls que 

0 ^ a. < a 0 < . . . < a < k . 
1 2 q 

q 
Soient g(x) la distribution E X . ô ( x - a . ) , a(x) la distribution k-pér io-

j = l J 3 

00 

dique £ p(x-nk) , et posons pour tout v 6 Z 
—oo 

L = k " ^ . (45) 
j = l 3 

Alors : 

THEOREME 5 . 5 . 1 . - La distribution périodique a admet le d é v e 

loppement de Fourier 

" - 2nivxA lA,s a = L X e . (46) 
- m V ""00 

Démonstration : appliquer comme ci-dessus le théorème 5 . 3 . 1 . • 

COROLLAIRE. - Si f est indéfiniment différentiable à support  

compact contenu dans [ a , b ] , on a la formule sommatoire 

L S X.f(a .+nk) = £ \ f b f ( x ) e 2 n i V x A dx . (47) 

Si q = k et a.. = j (0 <> j £ k-1) , la formule (47) se réduit é v i 

demment à la formule de Poisson périodique (27) du §4 (pour f de classe 

C°° à support dans [ a , b ] ) . Bien entendu, (47) peut aussi se démontrer 

comme (27) , et reste v ra ie , mutatis mutandis, pour f à variations bor

nées quelconque. 

5 .6 . - Noyau de Dirichlet , interférences et diffraction : revenons à la 

formule (43) : e l l e a été démontrée de gauche à droite conformément à 

l 'objectif énoncé au § 2 : approcher du discret par du continu. Il est c e -
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pendant plus naturel de la lire de droite à gauche : e l l e admet alors en 

effet diverses interprétations intuitives donc vo ic i (pour mémoire) les plus 

connues : 

N 2irïivx 

Noyau de Dirichlet : posons D M ( X ) = S e . On a 
N - N 

D ^ ( x ) = s in (2N+l )nx / s in TTX ; le graphe de E ^ x ) présente donc e s sen 

tiellement un pic de hauteur 2N + 1 , de largeur 2 / (2N + l ) et d'aire 

voisine de 1 en chaque point entier n ; un te l pic est une approxima

tion de ô(x-n) , et on arrive ainsi intuitivement (pour N -» <*. ) à l ' é g a 

lité (43) . Bien entendu, la relation 
00 

lim D N ( x ) = £ ô(x-n) (43') 

N-•00 -oo 

se démontre directement sans difficulté (c 'es t le lemme central du théo

rème de Dirichlet sur les séries de Fourier) : on pourrait ainsi éviter 

l 'util isation du théorème 5 . 3 . 1 . 

Interférences, diffraction : considérons un dispositif radioélectrigue du 

type antenne de té lév is ion formé (par exemple) de 2N + 1 oscil lateurs 

harmoniques verticaux numérotés de - N à N , séparés par une même d i s 

tance 1 , et émettant en phase avec l'amplitude 1 sur une longueur d 'on

de \ petite par rapport à 1 . Si T désigne la pér iode, le signal 

reçu à l'instant t , à l ' inf ini , dans l'azimut 6 (voir figure) est évidem

ment (à un facteur constant près) 

N 2 n i ( i r + f s i n e ) 

s „ e = 8 V t - ' • 
n=-N 

On reçoit donc (cf. Noyau de Dirichlet) un signal de grande amplitude (pro

portionnelle à 2N + 1 ) dans les azimuts mesurés en radians par 9 = 0 , 

±X / ±2\ et un signal pratiquement nul (interférences) dans les 

zones séparant ces azimuts. Pour N -» 00 , on a ainsi une distribution 

azimutale d'amplitude décrite par le premier membre de (43) . On laisse 

au lecteur le plaisir d'interpréter de la même manière le phénomène optique 

des franges d'interférence provoqué par le passage d'un faisceau de lumière 
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5 . 7 . - Application 3 : développement de Fourier des fonctions de Bernoulli  

classiques : on a évidemment ic i k = 1 . On sait que la distribution 

(B^x) est égale à la fonction g(x) définie au § 3 . 1 . Les coefficients de 

Fourier a^ correspondants sont donc donnés (pour v ^ 0) par 

a = ( x 4 ) e " 2 ^ X d x = - * 

(intégration par par t ies) . Comme p(x) est de moyenne nulle sur [ 0 , 1 ] , 

on a d'autre part a = 0 . D'où 
o 

co 2nivx 

©>) = - £* VT~ ( 4 8 ) 

1 2mv 
—oo 

(au sens des distributions). Les développements de Fourier de (&^{x) / 

(Bg(x) s'en déduisent de proche en proche en intégrant terme à terme 

(au sens des distributions : pas de problème de convergence uniforme) et 

en remarquant à chaque fois que la constante d'intégration à prendre est 

0 , puisque chaque (B.(x) est de moyenne nulle sur [ 0 , 1 ] , et que le 

terme constant dans le développement de Fourier correspondant est donc 0 . 

On retrouve ainsi (voir (22) , § 3 . 6 ) 

(B r(x) = -r ! S * - r (49) 
-oo (2rriv) 

(au sens des distributions). Le fait que (48) et (49) soient vraies au 

sens des fonctions ne présente alors aucune difficulté (convergence uni

forme pour r ^ 2 ; lemme 3 .1 .1 et formule (8" ) (par exemple) pour r = 1 ) . 

à travers un réseau plan (diffraction). 
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Remarque : le résultat (48) peut aussi se déduire directement de 

00 

(43) , en remarquant que si on pose (B (x) = 1 - X) ô(x-n) , on a (par (43)) 
^ —oo . 

(B (x) = - £ * e 2 n i v X ' 
o _^ —oo 

et que (B, (x) est Tunique primitive de œ (x) (au sens des distributions) 
1 o 

de moyenne nulle sur [ 0 , 1 ] . Inversement, (43) peut se déduire de (48) : 

Exercice suggéré : démontrer (43) sans utiliser le t h . 5 . 3 . 1 en d é 

duisant du lemme 3 .1 .1 et de (8") la relation 

/ \ , 2rrivx / f % . 
x - ffi1(x) = x + £ e /2niv 

—oo 

(au sens des distributions) et en la dérivant terme à terme (toujours au 

sens des distributions). 

5 .8 . - Application 4 : développement de Fourier des fonctions de Bernoulli  

périodiques ( B ^ x A ) • On en vient au but essent ie l de ce §5 (annoncé 

aux § § 4 . 3 et 4 . 4 , dont on reprend les notations et les hypothèses) : 

développer en série de Fourier les CB r(x,X) . D'après (38 ) , on a (compte 

tenu de la k-périodici té de la suite X ) 

k oo 

<B ( x , \ ) = X(0) - Z X(h) S ô (x -h -vk ) ; 
h=l v = - o o 

d'après (43) , et par un changement de variable évident (ou directement, par 

application du t h . 5 . 3 . 1 ) 

£ ô(x-h-vk) = k - l £ e 2 n i v ( x - h ) A . 
\ } = — 00 —00 

en combinant ces deux résultats, on arrive à 

t , i ïtn\ £ / £ i -K iu\ -2îTivhA\ 2 m v x A (B ( x A ) = x(0) - S ( Z) k \(h)e )e 

° - co h-1 

ou encore, en remplaçant la parenthèse par x ( v ) et en remarquant que 

le terme constant disparaît (ce qui correspond au fait que ® (x , ) J est de 
o 

moyenne nulle sur une période) 
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(B (x,X) = - Z X(v)e 
—co 

Par r intégrations (au sens des distributions) et r applications de l 'ar

gument de moyenne nulle sur une période (voir th. 4 . 4 . 3 ) , on obtient alors 

le résultat cherché : 

THEOREME 5 . 8 . 1 . - Pour toute suite k-périodique X et tout en

tier r £ 0 , on a (au sens des distributions) 

œ 2nivxA 
CB ( x , X ) = -r ! £ * \ ( v ) - . (50) 

r - 0 0 (2n ivA) r 

(Pour r £ 2 , i l y a en fait convergence uniforme ; pour r = 1 , 

i l y a convergence simple et aussi L.1 : utilisation du lemme 
loc 

3 .1 .1 et de (8" ) ) . 

COROLLAIRE. - Pour r ^ 2 , on a (voir le §4 .4 ) 

b ( x ) = ^ £ * % > . (51) 
r ( 2 T T / t f -oo v r 

Exercice suggéré : écrire une "théorie de Bernoulli-Euler-Maclaurin 

périodique à pas variable" en partant de la situation décrite au § 5 . 5 . (Les 

fonctions de Bernoulli correspondant à cette situation sont évidemment les 

q x-a 
(B ( x ; ( X . , a , ) ) = E X.ffl {—~ ) . ) (52) 

r j j j r k 

Donner notamment une interprétation intuitive de (BQ et de la formule 

d'Euler-Maclaurin à l'ordre 1 généralisant ce l le indiquée dans l 'introduc

tion et au §4.4 . 
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6. FORMULES SOMMATOIRES PERIODIQUES ASSOCIEES A UN CARACTERE 
DE DIRICHLET 

Dans ce paragraphe, on spécial ise les résultats des §§4-5 au cas 

où \ = x / caractère de Dirichlet primitif de conducteur k ; on suppose 

en outre x n o n principal, donc k > 1 . 

6 . 1 . - Formules de Poisson et d'Euler-Maclaurin avec caractère : 

k 2TTih/1c 

LE MME 6 . 1 . 1 . - Soit x(x) = S x (h)e la somme de Gauss 
h=l 

fondamentale associée à x • Alors 

X(n) = k^xt- l îxWxtn) • (53) 

En particulier, si x est réel pair, on a 

X(n) = k -^xOi) ; (54) 

si x est réel impair, on a 

X(n) = - i k " 1 / 2

X ( n ) . (54«) 

Démonstration : D'après les propriétés classiques des sommes de 

Gauss ( [1 ] , chap .8 ) , on a 

X(n) = k - 1

T ( - n , x ) = k"" 1 x ( -n)x(X) , 

d'où (53) , puisque X(-n) = x("!)x(n) , et que x(~D = ± 1 = x("D . 

D'autre part, tout caractère de Dirichlet primitif réel est un caractère de 
1 /2 

Kronecker, et on sait que pour un tel caractère, x(x) = k si x 
1 / 2 

est pair et T(X) = ik si X e s t inipair : d'où (54) et ( 5 4 ' ) . • 

THEOREME 6 . 1 . 2 . - Soit f : [ a , b ] - (C une fonction à variations  

bornées. Alors , avec les conventions habituel les , on a. 

£ x ( n ) f ( n ) = A ( X ) £ X(v) ^ f ( x ) J ' n

S 2 i 7 V x A dx (55) 
a l a 

avec les deux précisions suivantes : ( i ) sj. X est pair (resp. 
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impair) , la fonction trigonométrigue à choisir est le cosinus (resp. 

le sinus) ; ( i i ) le facteur A(x) est égal à 2k~ 1 T (x) si x 

est pair et à - 2 i k - 1 x ( x ) M X est impair ; en particulier, sj, x 

est réel (pair ou impair) , on a 

A ( X ) = 2 k ~ 1 / 2 . (56) 

Démonstration : Supposons par exemple x Pair : le lemme 6.1 .1 

donne alors x(n) = k " 1 x ( x ) X ( n ) , et le t h . 4 . 2 . 1 s'écrit 

X)'\(n)f(n) = k " 1 x ( X ) £ x ( v ) J b f ( x ) e 2 n i v x A d x . (57) 
a -oo a 

La formule (55) se déduit immédiatement de (5 7) en remarquant que 

x(0) = 0 , que x ( ~ v ) = x (v) / et en regroupant les termes correspondant à 

l ' indice v et à l ' indice -v pour v = 1 , 2 , . . . . Calcul analogue pour 

X impair. Enfin, (5 6) résulte des évaluations de A(x) / et de la valeur 
1/2 1/2 

T(X) = ^ ou ik (pour x réel pair ou impair) déjà util isée dans 

la démonstration du lemme 6 . 1 . 1 . • 

THEOREME 6 . 1 . 3 . - Soit f : [ a , b ] - (C une fonction de classe 

C m , m £ 1 . A lo r s , avec les conventions habituelles, on a 

S 'x(n)f(n) = E ffi r

( x ' X ) f '(x) + 
a r=l L J a 

a + i (58) 

/ 1 vlïl + l b ( \ 
+ 4 t T — I < B m ( x . X ) f ( m ) ( x ) d x 

a 
Démonstration : I l suffit de recopier la formule (33) du t h . 4 . 3 . 2 

en remplaçant \ par x e t e n remarquant que puisque x e s t n o n prin-

k 
c ipa l , on a b (x) = £ x(h) = 0 . • 

0 h=l 

COROLLAIRE. - Si a et b sont entiers et multiples de k , on a 

b, m b (x) r ( 1 } -,b 
2 X(n)f(n) = E (-D [R i ; (x)J + 
a r=l ' a (59) 

+ 1 b <B_(x,x) im\ 
+ < - " m + 1 J f ( m ) ( x ) d x . 

a 
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Démonstration : La k-périodici té de (B (x ,x) implique en effet 

(B (a ,x) = <B.(b,x) = ® r (0 , x ) = br(x) (voir §4 , d é f . 4 . 4 . 4 ) . • 

6 .2 . - Etude des (B r(x ,x) et des br(x) : 

THEOREME 6 . 2 . 1 . - Pour tout r ;> 1 , la fonction (B r(x ,x) est  

développable en série triqonométrique selon la formule 

o / m r ~ ! / \ . 0 0 X ( V ) C O S 2 T T V X A 
a ( x , x ) = 2 P ( r . x ) k x(x)n E _ s i S . ( 6 0 ) 

r (2rr) r 1 v 

avec les deux précisions suivantes : ( i ) si x et r sont de 

même parité (resp. de parités opposées ) , la fonction triqonométrique 

à choisir est le cosinus (resp. le sinus) ; ( i i ) le coefficient p(r,x) 

est une puissance de i donnée en fonction de la parité de x et 

de la c lasse de r modulo 4 par le tableau suivant : 

r = 0 1 2 3 (mod 4) 

-1 -1 +1 +1 x("D = + 1 

p(r,x) = 

+i - i - i +i X(-D = - 1 

Démonstration : Même démarche que pour le th. 6 .1 .2 : on combine 

le t h . 5 . 8 . 1 et le lemme 6 . 1 . 1 , et on simplifie le résultat en remarquant 

que x(0) = 0 et que les termes correspondant à l ' indice v et à l ' i n 

dice - v pour v = 1 / 2 , . . . se regroupent pour donner (à cause du f a c -

— r 

teur x ( v ) / v ) un terme en cos 2-rrvx/k si x et r ont même parité, et 

un terme en sin 2TTVXA si X et r ont des parités opposées , b 

COROLLAIRE 1. - Si x et r sont de même parité, on a 

b (X) = Mrf^rWrl L ( r / x } . ( 6 1 ) 

R ( 2 t t ) F 

si au contraire x et r sont de parités opposées , on a tout s imple

ment b̂ Cx) = 0 . 
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Ç J i ^ l ^ l Ë ^ P i 1 : ^ suffit de faire x = 0 dans la formule (60) et 
00 

d'utiliser les deux définitions b (x) = (B (0,x) et L(s ,x) = L x ( v ) v ~ S • • 
r r 1 

COROLLAIRE 2 . - Dans la formule d'Euler-Maclaurin avec caractère 

(59) , seuls apparaissent en fait les termes avec r pair si x est 

pair, et ceux avec r impair si x est impair. D'autre part, le 

premier facteur figurant dans le terme intégral admet la majoration 

® ( x , x ) 9 1 m - l / 2 . . 
m _ 2k C(m) 

l m! I ( 2 n ) m 

Démonstration : Il suffit d'utiliser les formules (59) , (60) , le 

oo 

corollaire 1 et la définition ç(s ) = 2 j V ~ S . • 
1 

6 .3 . - Remarques et compléments : les résultats des § § 6 . 1 - 6 . 2 ont été 

obtenus indépendamment par Berndt [ 4 ] , par une démarche complètement 

différente : la méthode de Berndt a pour point de départ une identité géné 

rale due à Chandrasekharan et Narasimhan, et donnant le développement 

en fonctions de Bessel de sommes du type Jj a ( n ) ( x - \ ) q ( l o c . c i t . , 

p.414) ; Berndt redémontre cette identité pour a(n) = x( n) o u nX(n) , 
2 

\ = TTn A et q > 0 (pp. 415-416) , puis l 'étend au cas q = 0 par 
n 

une méthode due à Hardy et Landau (pp. 417-419) , et déduit de là la 

formule de Poisson avec caractère (pp. 419-42 0) ; la formule d'Euler-

Maclaurin avec caractère s'en déduit alors par l'argument habituel (voir 

c i-dessus § 3 . 4 , d é m . ( i ) ) . Berndt introduit les fonctions de Bernoulli par 

leur développement trigonométrique : signalons que cec i équivaut (p . 421) 

à les définir comme étant 

k r - 1 £ x(h)cs ( ^ ) = x ( - i ) ^ 1 £ x i h l œ ^ ) ; 

h=l h=l r K 

par rapport à la définition adoptée i c i # i l y a donc changement de x e n 

son conjugué x / e t (pour x inipair) différence de s igne . 

Les résultats de [ 4 ] ont été généralisés par Berndt et Schœnfeld 
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au cas d'une suite périodique quelconque [ 7 ] ; les formules (4 .13) et 

(3 .1 ) de [ 7 ] coïncident essentiellement avec les formules (27) et (33) 

des §§ 4 . 2 - 4 . 3 ci-dessus ; les démonstrations / différentes de ce l l es 

proposées i c i , consistent en calculs élémentaires, avec recours à la for

mule de Poisson c lass ique . Voir sans doute également l 'ar t icle de Rosser 

et Schœnfeld [26] (annoncé dans [ 7 ] , à paraître). 

Les articles [ 4 ] et [ 7 ] contiennent une étude détai l lée des fc^(x) , 

des B (x ,x) et des s ( x , y ) , les démonstrations et les résultats géné -
r r 

ralisant ceux, bien connus ( [9 ] , [12] , [ 2 5 ] ) , relatifs à la "quincaillerie 

de Bernoulli" classique ( s ignes , parités ; expression des B r à l 'aide 

des b^ ; fonctions génératrices des suites b r et B r ; formules de dif

férences f in ie s , e t c . . ) ; on constate ainsi en particulier que les b r(x) 

coïncident avec les nombres de Bernoulli généralisés de Leopoldt - Iwasawa-

Fresnel. Le lecteur pourra reconstituer ces résultats à titre d 'exerc ices sur 

les §§ 6 . 1 - 6 . 2 , ou se reporter à [ 4 ] , § 6 et à [7] , § 9 . Voir é g a l e 

ment le § 7 c i -dessous . 

7. APPLICATIONS A LA THEORIE MULTIPLICATIVE DES NOMBRES 

Du point de vue analytique, la théorie multiplicative des nombres 

consiste essentiellement à manipuler des séries de Dirichlet (fonctions 

zê ta , séries L , fonctions génératrices de fonctions arithmétiques), dont 

la principale caractéristique est de converger très lentement : i l est donc 

important de disposer de techniques sommatoires accélérant (en un sens 

quelconque) la convergence de ces sé r ies , ou permettant d'en exprimer la 

somme sous une forme " f in ie" . Des exemples de te l les techniques sont 

( i ) la sommation d 'Abel , qui permet généralement de remplacer une 

convergence conditionnelle (semi-convergence) par une convergence abso

lue ; 
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( i i ) la formule d'Euler-Maclaurin (pour une s é r i e ) , où le reste 

d'ordre m , pour m donné, converge généralement mieux que la série 

de départ, et qui fournit souvent un développement asymptotique divergent 

mais plus maniable que la sé r ie , si c e l l e - c i converge trop lentement ; 

( i i i ) la transformation de Mel l in ( inverse) qui "remplace" une série 

de Dirichlet a (s) = S a

n

n " S lentement convergente par une série d ' expo

nentielles A(y) = 2 a R e n y rapidement convergente ; 

( iv ) la formule des résidus, qui est par essence une formule som-

matoire, et qui d 'a i l leurs , dans le cadre analytique complexe, "contient" 

en un certain sens M e l l i n , Euler-Maclaurin et Abe l . 

De ce point de vue , les formules de Poisson et d'Euler-Maclaurin 

avec caractère sont un outil commode pour l'étude des séries L(s ,x) de 

k 

Dir ichlet , et aussi pour l'étude de sommes de la forme L x (n)f(n) , ou 
b , 1 

plus généralement de la forme £ x(n) f(n) , donc (arithmétiquement) pour 
a 

l'étude des corps quadratiques et cyclotomiques, des restes et non-reste s  

quadratiques, de la distribution des nombres premiers, e t c . . : même si 

e l l e s ne contiennent rien d'essentiellement nouveau (en fai t , Dirichlet lu i -

même aurait pu les écr i re , d isons , en 1839), ces formules simplifient 

nettement l 'util isation des techniques sommatoires habituelles ; de façon 

générale , e l l es permettent des calculs "compacts" et donnent souvent, 

pour une série ou une somme S x W ^ n ) / u n e expression "exac te" , ou 

une évaluation, beaucoup plus simple que ce qu'on aurait pu supposer a 

priori. 

Le but de ce paragraphe est d'illustrer les assertions précédentes 

par un certain nombre d'exemples et d 'applicat ions, dus à Berndt, à 

Schœnfeld et à l'auteur. Pour les dé ta i l s , pour des énoncés plus géné 

raux, ou pour d'autres résultats, voir [ 4 ] , [ 5 ] , [ 7 ] , [18] , [19] , [20] . 

7 . 1 . - Restes et non-restes quadratiques : soit p un nombre premier = 3 

(mod 4 ) , et soit x I e caractère de Legendre associé à p . Comme x 
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est réel impair, la formule de Poisson avec caractère (55) donne 

p/2 -1 /2 0 0 p/2 

Z x<n> = 2 P Z x(v) f sin 2TTVX/P dx . (63) 
0 1 0 

Les intégrales du membre de droite se calculent instantanément par le 

changement de variable § = 2nvx/p , ce qui transforme (63) en 

- 1 /2 0 0 Y i ( v ) 

Z 'x(n) = 4 T T " 1 ? V ' Z ^ — , (63 1 ) 
0 1 v 

X ^ v ) valant par définition 0 si v est pair et x(v) si v est impair. 

Mais X"| e s t alors un caractère (non primitif) de conducteur 2p , d'où 

0 0 X i l v ) p /2 , 

Z > 0 et donc Z x( n) > 0 ; on retrouve ainsi en quelques l ignes 
1 v 0 

ce résultat de Dirichlet : si p s 3 (mod 4) , l ' intervalle [ 0 , p / 2 ] contient  

davantage de restes que de non-restes quadratiques modulo p . Exercice  

suggéré : démontrer un résultat analogue avec p = 1 (mod 4) et 

[ 0 , p / 4 ] , ou encore avec p quelconque (impair) et [ 0 , p / 3 ] (voir [ 5 ] ) . 

Pour une étude systématique de la répartition des restes et non-restes 

quadratiques, voir [ 6 ] . 

7 .2 . - Sommes de caractères : Soit x u n caractère de Dirichlet modulo 

k . Pour 0 < a < b , la formule de Poisson avec caractère donne 

| 2 ' X(n)| * ( 2 T T ) _ 1 k 1 / 2 i | T a | + | T b | } (64) 
a 

i * rp £ 2nivx x (v) Tv/r • • w \ 2rrivx , x avec la notation T = Z e —— . Mais si on pose X ( v ) = e y ( v K 
X \j 

—oo 

on a évidemment 

T = S — / (65) 
x v 

—oo 

et \ est une suite k-périodique te l le que ( i ) | x ( v ) | £ 1 pour tout 

v 6 Z ; ( i i ) \ ( v ) = 0 pour tout v = 0 (mod k) . Un argument de "l inéari

té-pér iodic i té" analogue à ceux du §4 donne 

k - i 
T = Z X(h) Z - (65') 

h=l v = h ( k ) v 
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puis (en remarquant que £ 1 est une série alternée) 
v n h ( k ) v 

k/2 , 
| T x | <; 2 S ^ < 2 log k . (66) 

D'où finalement (en combinant (64 ) , (65) et (66)) 

| L ' x ( n ) | < 2 T r " 1 k 1 / 2 l o g k . (67) 
a 

Cette formule (67) n'est autre que l ' inégal i té de Pblya (sous une forme 

d'ailleurs un peu meilleure que ce l les figurant dans la littérature : [ 1 ] , 

pp. 173-174 et 176 ; [ 2 ] , pp. 320-321 ; [16] , pp. 14-17) . Pour a = 0 

et x Pair, (64) montre également que la fonction sommatoire de x e s t 

majorée par n" 1^ log k . Pour les dé ta i l s , voir [19] . 

7 . 3 . - Equations fonctionnelles : soient x un caractère réel et 

s = a + i t ( 0 < a < l ) une variable de Dirichlet dans la bande crit ique. Sup

posons par exemple X pair. L'application formelle à Zi' ^ ! ¡ n ^ de la 
0 n S 

formule de Poisson avec caractère donne 

L ( l - s , x ) = 2 k " l / 2 £ x ( v ) f x S " 1 c o s 2 T T V x A d x . (68) 

1 Jo 

Les intégrales du membre de droite se calculent par le changement de v a 

riable ? = 2 T T V X A , en utilisant la formule classique ([25] , pp.82-83) 

f (cos Ç)§S 1 di = r ( s ) c o s ^ - . 
J o 2 

La formule (68) devient alors 

L ( l - s / X ) = 2 k ~ 1 / 2 ( Y L f S F ( s ) c o s y L ( s / X ) : (69) 

c 'est l 'équation fonctionnelle de L(s ,x) pour x r é e l pair ; calcul ana

logue pour x impair, ou pour X complexe (voir [ 1 8 ] ) . (Il reste naturel

lement à justifier le passage à la limite implicite b -> » , ce qui peut se 

faire par intégration par parties et sommation d ' A b e l . ) Berndt et Schœnfeld 

ont traité plus généralement le cas de l 'équation fonctionnelle des séries 

de Lerch-Hurwitz périodiques et des fonctions thêta périodiques : [ 4 ] , [7 ] . 
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On peut également traiter ainsi les séries de Kronecker périodiques (déf i 

nies au § 7 . 9 ) . 

7 .4 . - Valeurs de L(s ,x) aux points entiers : la définition même des 

fc^(x) ( § 4 . 4 ) donne immédiatement la valeur de L(r ,x) en fonction de 

fc^(x) pour r pair si x est pair, et pour r impair si x e s t impair. 

L'équation fonctionnelle (69) donne alors L ( l - r , x ) en fonction é g a l e 

ment de fc^(x) . Voir le § 6 c i -dessus , ainsi que [ 4 ] , et aussi naturel

lement [17] . 

7 .5 . - Moments d'un caractère : soient x u n caractère modulo k et 

m ;> 0 un entier. On appelle moment d'ordre m de x ^ a somme 

k 

M (x) = T x ( n ) n m . (70) 
1 

k 

Cette somme est de la forme x ( n ) f ( n ) avec f (x) = x et donc 

(m+1) ° 

f (x) = 0 . La formule d'Euler-Maclaurin avec caractère (59) , combi

née avec l 'expression des b^x) en fonction des L(r ,x) (voir § 7 . 4 ) , 

donne ainsi (pour x Pair) 
m/2 , n r - l ( 

M ( X ) = 2 x ( X ) k m Z , r

 m t L(2r ,x) . 
m r=l (2TT ) (m-2 r+ l ) ! 

Formule analogue pour x impair. Voir [ 4 ] . Ces formules règlent en 

particulier le problème du signe des moments M (x) pour x réel : 

voir [5 ] . 

7 .6 . - Signe des "paguets" de la série L ( l , x ) : pour m ^ 0 , posons 
(m+l)k ^ , è m e 

L (s ,x) = T - — ( m i e m e "paquet" de longueur k dans L(s ,x)) . 
m mk n

S 

Davenport [11] a établi que si x est réel et pair, on a L ^ U ^ ) > 0 

pour tout m ^ 0 : on peut donc dire alors que l ' inégal i té de Dirichlet 

L ( l , x ) > 0 "reste vraie paquet par paquet". La formule de Poisson avec 

caractère, combinée avec une suite d'intégrations par parties (application 

déguisée d 'Euler-Maclaurin), montre que pour m ;> 1 , L m ( s , x ) reste en 

fait positif sur tout l ' intervalle réel 0 < s < 1 : voir [18] , pp. 11-14. Rap-
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pelons ( [11] , [ 1 8 ] ) que si x e s t réel et impair, on a L 0 ( l , x ) > 0 

et (pour chaque x) L

m ^ ' X ) > 0 P o u r m ;> mQ(x) / mais que, pour 

L ( l / X ) assez peti t , on peut réaliser L 1 ( l / x ) < 0 , L 2 ( 1 , X ) < 0 , e t c . . 

("phénomène de Davenport") . Par exemple , si L ( l , x ) < ^ / on a certai

nement L ^ l / X ) < 0 . 

k 

7 .7 . - Signe de la somme £ x( n) log n : notons S(x) cette somme 
1 

(c 'es t le 0 i e m e "paquet" de -L ' (0 ,x ) ) . Si x est réel et £air , la formu

le de Poisson avec caractère, combinée avec une suite d'intégrations par 

parties (voir § 7 . 6 ) permet de montrer que sj. L ( l , x ) > 1/6 , on a 

S(x) < 0 , mais que si L ( l , x ) est assez petit ( L ( l , x ) < 1/20) , on a  

au contraire S(x) > 0 (nouvel exemple de "phénomène de Davenport") . 

Ç9Dsu e n ce_ arit hjn etj.que : soit p un nombre premier = 1 (mod 4 ) , 

et notons R (resp. N) le produit des restes (resp. des non-restes) qua

dratiques modulo p contenus dans [ l , p - l ] . Alors , si L ( l , x ) > 1/6 

(resp. < 1/20), on a R < N (resp. R > N ) . (Ce résultat complète en un 

certain sens ceux du § 7 . 1 , et aussi le fait que pour x pair, 

k 
£ nX(n) = 0 : somme des restes égale somme des non-restes. Le nombre 
1 

L ( l , x ) est une sorte de mesure de l'accumulation des non-restes "vers  

le bas" : contempler la formule 

log L ( l , x ) = £ ^ + O ( l ) . ) 
P P 

Exercice^ suggéré : faire les calculs décrits ci-dessus (en s ' inspi-

rant de [18] ou de [11 ] ) et lire la littérature consacrée à l'ordre de gran

deur de L ( l , x ) (réf. [ 3 ] , [ 5 ] , [ 8 ] , [10] , [11] et [13] dans la b ib l io 

graphie de notre exposé "Petite analyse de Fourier" = [ 1 8 ] ) . 

7 .8 . - Signe de sommes Z)x(n)f(n) : soient x u n caractère réel modu

lo k , et f : ] 0,oo [ -» R une fonction réel le C 0 0 par morceaux vérifiant 

(pour fixer les idées) f (x ) 2> 0 ; f (x ) - 0 (quand x - oo) ; f ' ( x ) ^ 0 ; 

f " ( x ) :> 0 . Pour a et b f i x é s , 0 £ a < b £ oo , posons 
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b 
S ( f , X ) = Z 'x (n ) f (n ) . 

a 

Un problème classique est le suivant : étudier le signe de S(f ,x) / et  

éventuellement (pour f f ixée ) l ' influence de l'ordre de grandeur de L ( l , x ) 

sur ce signe (comparer d'ailleurs avec les § § 7 . 5 - 7 . 6 - 7 . 7 ) . Il est clair 

que les formules sommatoires avec caractère permettent de "déblayer" 

considérablement ce problème : on y reviendra dans des exposés ultérieurs. 

Bornons-nous i c i à signaler que se rattachent à ce problème, directement 

ou indirectement, les questions suivantes : ( i ) les "phénomènes de 

Davenport" (pour Z x ( n ) / n
 et L x ( n ) 1°9 n ) v u s a u x §§ 7 . 6 - 7 . 7 ; ( i i ) 

le problème du signe des sommes Xix(n) e " n y pour y > 0 vois in de 0 ; 

( i i i ) le contre-exemple de Heilbronn à une conjecture de Chowla concer

nant les fonctions sommatoires itérées de caractères de Dirichlet ; et na

turellement ( iv ) le problème des zéros réels (exceptionnels ou non) de 

L(s ,x) sur 0 < s < 1 . 

7 .9 , - Sommation (ou accélération de la convergence) des séries de 
2 o 

Kronecker : soit F ( x , y ) = ax + bxy + cy^ une forme quadratique binaire 

indécomposable, définie posit ive et à coefficients ent iers . Soit d'autre 

part x u n caractère de conducteur k (on ne suppose aucune relation 

spéciale entre k et le discriminant de F ) . Posons 

Z p ( s , X ) = E E } ? , F = F(m,n) ; 
r m n p b 

si k = 1 (x = X Q / caractère principal) , et si (pour fixer les idées) le 

discriminant -d de F est supposé fondamental, Zp est la fonction 

zêta d'une classe d'idéaux du corps quadratique imaginaire QCs/-d) , et 

on sait ([21] , pp. 273-275) que la formule de Poisson classique permet 

de transformer Zp en série rapidement convergente de fonctions de Bessel 

K . Cette technique d'accélération de la convergence donne le prolon-

gement analytique et l 'équation fonctionnelle de Zp et fournit une démons

tration naturelle de la première formule-limite de Kronecker. Elle a é g a l e 

ment permis à Low de démontrer la non-existence de zéros réels (sur 

0 < s < 1) pour la fonction £„ ( s ) de tous les corps quadratiques imagi-
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naires K = QL/^) avec d < 581000 (à une exception près ) . (Rappelons 

que ç R ( s ) = Ç ( s ) L ( s , x _ d ) , avec X_d(
n) = ( ~ ) / caractère de Kronecker 

de K , et que d'autre part r (s) = S Z _ ( s , ) ( ) , F décrivant une famil-

le de h( -d) formes non équivalentes de discriminant -d . ) Une applica

tion intéressante de la formule de Poisson périodique (27) es t , plus géné 

ralement, de donner de la même manière un développement de Zp(s,x) 

en série rapidement convergente de fonctions K - , et de simplifier 
S T 

ainsi certains calculs faits notamment par Baker et Stark à propos du pro

blème "h( -d) = 1 " : il suffit de remarquer que dans Zp(s,x) / chaque 

0 0 x(F) 
série partielle £ (pour s et m ^ 0 f ixés) est de la forme 

n=-oo F S 

Z \ ( n ) f ( n ) , avec \{n) = x(F(m,n)) (Xest donc k-périodique) et 
— CD 

f (x) = F (m,x ) " " s . 

7 .10. - Résultats de Rosser et Low : terminons sur une remarque relative 

aux § § 7 . 8 et 7 .9 . D'après Rosser, si x est un caractère primitif réel 

pair de discriminant < 980 , L(s,x) n'admet pas de zéro réel sur 0 < s < 1. 

D'après Low, ce même résultat est vrai pour x impair de discriminant 

< 581000 : la supériorité des performances de Low sur ce l le de Rosser i l 

lustre bien la supériorité de la formule de Poisson (util isée implicitement 

par Low : § 7 . 9 ) sur la formule d'Abel (util isée par Rosser) en tant qu ' ins

trument d 'accélération de la convergence. A ce propos, on peut observer 

que si x e s t u n caractère réel pair de conducteur k , et si on prend 

F ( x , y ) = x^ (par exemple et pour s impli f ier) , et \|/(n) = ( ^ ~ ) (carac

tère de Kronecker de CPC/̂ T)) , on a 

4 L ( s , x ) L ( s , \ | i ) = Z p ( s , x ) • 

Le problème des zéros réels de L(s,x) # X Pair (c ' es t -à -d i re le pro

blème des zéros réels de Çv(s) / K = QC\/k) , quadratique r é e l ) , est donc 

le même que celui des zéros réels de Zp(s,x) / ce qui fournirait peut-

être à un calculateur astucieux un moyen d'étendre le domaine de val idi té 

des résultats numériques de Rosser grâce à des calculs "à la L o w " . Signa

lons cependant que les coefficients du développement de Bessel de Zp(s,x) 
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Certaines des questions évoquées rapidement dans les § § 7 . 7 à 

7.10 seront évidemment reprises en détail dans des exposés ultérieurs. 

Signalons par ailleurs que la sommation de Poisson des Zp (§§ 7.9 et 

7.10) et l 'apparition de "sommes de Riesz" et de fonctions de Bessel 

J^(x) dans la méthode de Berndt (ainsi que l'apparition de J Q ( X ) dans 

la formule sommatoire de Voronoi ' re lat ive à S r ^ n j f W : voir par exemple 

[ 3 ] ) suggèrent l ' idée d'appliquer la formule de Poisson et plus généra le

ment le calcul des distributions dans R N à la fabrication de formules 

sommatoires, périodiques ou non, à une seule dimension. Pour des d é v e 

loppements de cette remarque 9 voir [2 0] . 

sont compliqués -essentiellement des sommes de Kloosterman- et qu'on 

risque bien de perdre ainsi du côté de la simplicité des calculs ce qu'on 

a gagné du côté de la v i tesse de convergence. 
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