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I I I . 1 Séminaire de Théorie des Nombres 
3 novembre 1977 

GRENOBLE 

U N I T E S C Y C L O T O M I Q U E S 

par 

Roland GILLARD 

Le but de cet exposé est d'améliorer et de comparer des résultats 

de H . HASSE ( [ 3 ] ) et de H . LEOPOLDT ( [ 5 ] ) sur les unités cyclotomiques 

d'un corps de nombres abélien réel K . 

§ 1 . - NOTATIONS 

1.1. Soit |i le groupe des racines de 1 dans une clôture algébrique 

de Q . On choisit un isomorphisme de Q / Z dans | JL et on note £ 

l ' image de 1/n . On désigne par J la conjugaison complexe dans CP(|a) . 

Soit K un corps de nombres abélien réel et G le groupe de 

Galois , E le groupe des unités et h le nombre de classes de K . 

Désignons par § Q le caractère unité de G . Pour tout caractère % 

de G , défini et irréductible sur Q , introduisons 

ker § = [oeG \ ?(a) = § ( 1 ) } , le sous-corps de K fixé par ker : 

et G^ le quotient de G par ker § . Le groupe G^ est cyclique : 

notons g . son ordre, d le discriminant du polynôme cyclotomique 

P a d'indice g? et choisissons un générateur a(Ç) de G - parmi les 

cp(g^) poss ib les . Soit f £ le conducteur (resp. E e le groupe des unités) 

du corps . Pour § î ? / choissons pour tout automorphisme sur , 
^ o r 

a , du sous-corps réel maximum de Q(Cfp) ' u n prolongement g à 

Q(r ) et définissons un entier de Q(^2f ) ( c f - t 5 l § 8 ) P a r : 
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e = Tl 5(c2f -CM ) • (i) 
a *=> b 

Notons d'une part que J opère sur ( ^ f " C2f ) e n changeant son s igne . 

D'autre part, on déduit de l'écriture de ce nombre sous la forme (l~Cf 

la relation : 

Des remarques précédentes on tire les égal i tés 

e l . ( - D ' < « e 5 , 4 = ( - 1 ) S < % ( c f 5 ) A ?

( 1 - V ( 2 ) 

avec s (§ ) = cp(f^)/2g^ . Cec i montre que 9^ est dans . Pour a 

dans Gp (resp. dans G ) désignons par 0<x une racine carrée de 

a ( e f ) . On prolonge par multiplicativité cette définition à Z [ G Ç ] 
^ Ci ~~ 1 " 

(resp. Z [ G ] ) ; pour a dans G* (resp. dans G ) , 9 est dans K_ . 

Si 21. est un idéal de 2E[Ge] , notons 9 l ' image de 31 - par 

^ a 
l 'application a -* 8,- . 

1 . 2 . Pour tout groupe fini X , désignons par [X] son ordre. Pour 

chaque % , introduisons l'idempotent correspondant de Q [ G ] 

e = y ± T £ ç t o ' ^ a , (3) 
9 [ G ] a€G 

et u = [ G ] . e » . Désignons par N p l ' indice de Z [ G ] dans la som-

me directe © e^2£[G] où § parcourt l 'ensemble de tous les caractères 

de G définis et irréductibles sur Q . Le discriminant de la Z-a lgèbre 

Z [ G ] est [ G ] 1 " 0 - 1 ; celui de © e Z [ G ] est ] ~ | d p . On a donc 

(cf [ 5 ] , § 1 . 3 ) : 5 

On introduit aussi l 'entier (cf [ 3 ] §14 et §15) : 

I T ^ M *• Z fq -El] 

c G = y ^ Ç ( f ) ' - n - ^ ' P P <5> 
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où q est la fonction qui à un entier m associe le nombre d'éléments 

de G d'ordre divisant m ; dans le produit p parcourt l 'ensemble des 

diviseurs premiers de [ G ] . En effectuant le produit et la division de 

N par C et en tenant compte de la valeur de d_ et de la relation 

[ G ] = Zcp(g^) / on obtient : 

TG1 ^ge} 
N p . C r = T T ^ ) § 

G G e 9ç 

et cp(g ) (6) 

g F c p ( g . ) / p - i V C G = ri-I-= n n p 5 • 

§ 2 . - RESULTATS DE LEOPOLDT 

2 . 1 . Pour chaque % , l^lQ > considérons l 'élément de 2Z[G-] : 

y = J ! U - a ( 5 ) 5 ) • 
1 p | g § 

L'élément 9 est dans K- et on vérif ie qu'on a : 

[ G ] .y? u= Yç 

Q s = ± © avec 0 = fi e? * ( 7 ) 

1(G) 
Désignons par ±© le sous-groupe de E des éléments de la forme 

± ® a où a appartient à l ' idéal d'augmentation 1(G) de 2£[G] . Son 
KG) 

indice est le quotient du régulateur du groupe ® par le régulateur 

R de E . D'après le résultat classique sur les déterminants de groupes 

(cf [ 3 ] §11(3)) on a donc : 

[E : ± © I ( G ) 1 = ± £ f i S(X) , 

où dans le produit x parcourt l 'ensemble des caractères de G définis 

et irréductibles sur CE , avec 

S(x) = T. xio'1) log \ ® a \ . 
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Pour évaluer S(x) prolongeons x par linéarité à Z£[G] et utilisons 

le lemme : 

LE M ME 1. - Soit L une application Z- l inéa i re de 2Z[G] 

dans R ; alors pour tout u dans 2Z[G] , on a : 

S x(c~l)Uuo) = X ( u ) E x ^ ' M U a ) . 
açG a<EG 

Démonstration : cec i se voit par un changement de sommation si 

u est dans G . Le lemme se déduit alors par Z£-linéarité. 

Si x intervient dans la décomposition de § sur (E , on a 

^ ( U ç ) = [ G ] , si bien qu'on peut écrire : 

1 -1 2 a u £ 
S(x> = 2[G] Z X ( G ) l 0 g \® \ 

QêG 
1 , 2[G] Y=O 

" 2[GÎ S Xto- ' l log le 4 | 
aÇG 

x ( y ç } FG1 f * -1 a 

? a=l x 

( a / f K ) = l 

Dans ces éga l i t é s , on a considéré x comme un caractère de G^ , ce 

qui permet de définir x (Y^) par linéarité ; puis on a remplacé le carac

tère x P a r * e caractère de Dirichlet x (de conducteur = f ) qu' i l 
A, b 

définit et utilisé (2) . D'après [ 3 ] 5 ( 1 . a ) , on a la formule analytique 

du nombre de classes : 

fi h • E x ( a f ^ o g j l - c * | ) = ± h.R . 

( a # f x ) = l 

Pour chaque caractère 5 , 5 / 5 Q , le produit des éléments x(ï^) / 

pris sur l 'ensemble des caractères x figurant dans la décomposition de 

% sur (D , est la norme entre ®{Çn ) et Q de T l ( l - Ç ^ ) • Comme 
y F

 1 1 P 
* p 
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) est de degré cp(g ) / p - l sur Q(f ) et que la norme de 1-C 
y* § P p 

entre" Q(£ ) et Cp est p , on obtient : 
P 

[E : ± ® I ( G ) ] = h . n (^1) 5 ]-] p ? 

c 'es t -à-di re d'après (6) : 

[E : ± © I ( G ) ] = ^ ( N G ) 2 . (8) 

Considérons l 'application de I(G) dans E : a -* ® ; c 'est 

un homomorphisme dont l ' image est d'indice fini donc est encore Z -
[G ] -1 

isomorphe à 2£ . Son noyau est donc nul. 

2 . 2 . Désignons pour tout l , % £ § q , par 51° l ' idéal de Z [ G - ] 

engendré par et posons 

91° 

D'après [ 5 ] on a : 

N G 

THEOREME 1. - [E :F° ] = h - ^ . 
J 

KG) 

Démonstration : il résulte de 2 .1 que l 'application I(G) -» ® 

définie par a -> est in jec t ive . On a donc d'après ( 7 ) , en élevant 

au carré pour se débarasser de ± 1 : 

[F°: ± e
I ( G ) ] - EH e f H Y ç ) :@

[ G ]- 2 I ( G )1 

= [ e u Z [ G ] : [ G ] . I ( G ) ] 

= [ © e Z [ G ] : I (G) © e 2 [ G ] ] . 

Par ai l leurs, on a des isomorphismes : 

•Z[G]+e? Z [ G ] / I ( G ) © e f Z [ G ] - (1-e? ) Z [ G ] / I ( G ) 
S o 9

0 ° 

~ ( l - e _ ) Z / I ( G ) n ( l - e _ ) Z ~ 2 / [ G ] Z 

et 
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Z [ G ] + e Z [ G ] / Z [ G ] - e Z / e Z (1 Z [ G ] - Z / [ G ] Z . 

D'où l ' éga l i té qui avec (8) prouve le théorème : 

[F° : ± © I ( G ) 1 = [ ® e § Z [ G ] : Z [ G ] ] = N Q . 

§ 3 . - RESULTATS PREPARATOIRES 

Si M est un Z-module de type f in i , on appelle rang essent ie l 

de M , la dimension sur (£> de M & Q . 

3 . 1 . Définissons une relation d'ordre partiel sur les caractères de G , 

définis et irréductibles sur CP par l 'équivalence : 

§' < % « Kç, ç K § . 

Pour § , I ' vérifiant §' < § , soit N £ la somme dans Z [ G - ] des 

éléments du noyau de la surjection G^, • Pour chaque % , d é s i 

gnons par 7\ l ' idéal de Z [ G - 1 engendré par les éléments N 

avec s' < § . Le résultat suivant est dû à J. Martinet (cf [ 2 ] , p .9 -10) : 

PROPOSITION 1. - L ' idéal est engendré par P (a ( s ) ) . 

En envoyant q(§) sur r , on obtient alors un isomorphisme : 

Z [ G Ç ] A ç - ^ [ C g § ] • 0 ) 

221? 
Ainsi par (9) , 0 ^ peut être muni d'une structure de Z| 'r ] -module 

monogène ; son rang essentiel est donc inférieur ou égal à cp(g^) . Com

me 2si| contient 2 [G] / il résulte de (7) et de la fin de 2.1 que 

2319 

le rang essent iel de 0 * est cp(gF.) , c 'es t -à-di re que ce 2£[£ ] -

module est libre de rang 1 . 
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3 . 2 . Soit § un caractère de G défini et irréductible sur Q d i s 
tinct de § . On peut énoncer 

o 

PROPOSITION 2 . - Le Z-module E / ["] E est libre de  

rang cp(g^) . 

Démontrons d'abord quelques lemmes. 

LEMME 2 . - Pour tout 5' , §' < ç , E ç / È ^ . est un 2E-module 

sans torsion. 

Démonstration : i l suffit de démontrer le lemme 2' : 

LEMME 2 ' . - Soient L une extension finie de Q , e une  

unité de L , ^/e une racine n i e m e de e . L'extension 

L' = L(^ê") n'est pas une extension cyclique réel le de Q . 

D é ^ q n s t r o n : supposons en effet que L ' / Q est cyclique 

réel le : L1 contient les racines n ^ m e s de l'unité et puisque L1 est 

r é e l l e , n est égal à 2 . Soient d = [L:(p] et a un générateur de 

d — 1 

G a l ( L ' / Q ) ; considérons a = {Je) + a + * # , + a

 # n est clair que a est 
une unité de Q donc vaut ± 1 . Puisque L' est r é e l l e , on a donc 

; ? n 0

d _ -d 
a = ± 1 . Mais la relation ( v e ) = - v e implique que a ° = -a . 

Soit p un nombre premier et désignons par £(p) le caractère 

de G défini et irréductible sur Q tel que 9ç(pj = 9f/P
 s i P d i v i 

se g . Si p ne divise pas g^ , posons Ç(p) = § q . 

LEMME 3. - Le groupe (E / ] " ] E ) ® Z est isomorphe à un 

* 5'<5 5  

sous-groupe de ( E ^ / E ^ j ) ® Z p . 

Démonstration : on peut décomposer en un produit direct 

T X A où r est un p-groupe et A un groupe d'ordre premier à p . 

Soit \ le caractère de A / défini et irréductible sur $ tel que 

{ a € A \ X(a) = = 1 e t e x l 'idempotent de 2E [ A ] associé à X. 

par une formule analogue à (3) . Le produit tensoriel de E ^ / \ \ E^, 
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avec Z, est égal -en notations addi t ives- à e^((E J ® Z _ ) qui 

est facteur direct dans ' ^ E ^ ç ( p ) ) ® ^ p * 

LEMME 4 . - L'application canonique de 0 dans Zç/ j | E ,̂ 

est in jec t ive . 

Démonstration : soit 0^ un élément du noyau, avec a 6 2sî  . 

On a alors 

u_ .a 

e . 5 = i . 

Mais d'après (7) , 9 * est égal à 9L^ J * a et la nullité de a r é 

sulte alors de la fin de 3 .1 . 

Démonstration^ de_ja_prop._ 2 : les lemmes 2 et 3 montrent que 

E / " [ " j E est sans torsion. L'application du lemme 4 est injective et 

son image est d'indice f in i , d'après le théorème 1 appliqué à K~ ; le 

rang de E^./ T l E est donc celui de 0 5 , c 'es t -à-di re cp(g ç) 

* 5'<ç 1 Ç 

d'après la fin de 3 .1 . 

§4 . - CALCULS D'INDICES 

4 . 1 . Pour chaque %ï% , considérons un idéal 51 de Z [ G ? ] 

o ° H 
contenant si., et posons F = ± 0^ , F = ± 1 , F =. T l F . On 

suppose que F̂  est inclus dans E^ et que la condition suivante est 

réal isée : 

(N) , c Y] F . 

Remarquons que F̂  ne dépend pas des choix faits en 1.1 lors de la 

définition de 0 f f (choix de 5 relevant a ) et de 0^ (choix d'une 
^ 2 

racine carrée de 0 ) . Désignons par SB l ' image de % p dans Z[£ ] 
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par l 'application déduite de (9) et N f ô J la norme de cet idéal . On 
Ç 

peut alors énoncer : 

THEOREME 2 . - L' indice de F dans E vérif ie les égal i tés : 

c r 

[ E : F ] =[ïïf(n N(JB ))h = [E: ]~~] E ] . ]~| [E : F f| E ] . 

Pour démontrer le théorème 2, nous considérerons le diagramme 

qui permet de définir une application SB - E / j \ E . Le lemme 4 

et la fin de 3.1 montrent que cette application est injective : il en r é 

sulte que p^ est un isomorphisme et que q^ est une injection. 

4 . 2 . Démontrons le lemme : 

LEMME 5. - On a [E:F] = [ E : f ] E ] | " | [E :F r i E F ' J 
5 S 

Démonstration : nous allons construire des bases de 

( | | E ^ ) / { ± 1 } et ( j ~ | F ç ) / { ± 1 } . Pour cela numérotons les caractères ç 

de façon à vérifier : ^ < § => i < j . Ceci est compatible avec la dé f i 

nition de § ( § ! ) • Observons qu'on a 

o 

\ i<k 1 § ' < § k

 5 

En ef fe t , soit a un élément de Ep qui est dans ]~] E . S a 
k i<k s i 

norme de K à est une puissance de a qui est dans ]~] E,., . 

Donc d'après la prop .2 , a est dans ]~] E , . L 'éga l i té précédente 

résulte immédiatement de l ' inclusion ainsi démontrée. Elle permet de cons-

k 
truire par récurrence une base de (f[ E= ) / { ± l ] : ayant une base de 
k-1 i=0 *i 

Ei ) / { ± l } , on la complète en remontant une base du Z-module libre 
i=0 *i 

(cf. prop.2) E- / f] E . 
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D'autre part, on a une suite d'inclusions : 

F, n fi F ç Ç F H T[ E c F fi 11 E ; . ^ F F H H F,. F

Ç
 F F • 

^k i<k *i \ i<k b i ^k V<ïk k § ' < ? k

 k i < k i 

Ces inclusions sont donc des égal i tés et on peut construire une base de 

C [ ~ | F ) / { ± 1 } par la même méthode que pour ( | ~ ] E ^ ) / { ± 1 ] . Remarquons 

que pour chaque k , les bases de F / ( [~| F ) n F £ sont en corres-
S k S ' < 5 k

5 k 
pondance avec ce l les de 8 . . 

^k 

L ' indice [ ] ~ | E : P|F^] est au signe près le déterminant de 

la matrice exprimant une base de ( ] ~ | F ) / { ± l } dans une base de 

( "PI E^)/{±1} . Avec les bases introduites plus haut cette matrice est 

triangulaire par b l o c s , i . e . de la forme : 

(un 7 \ 
o I 

V U 7 

son déterminant est égal au produit des déterminants des blocs ; or le 
ième 

k b loc , correspondant à §^ , est la matrice exprimant une base de 

F_ / F . n ]~] F , dans une base de E / j ~ | E : c 'est au signe près 

[E . :F. T l E 1 . D'où le lemme. 

4 . 3 . On suppose § f §q . 

LEMME 6. - On_a : [ E § : F ç \ \ E ç l ] - Ü E . J ^ L ' 

* % •' 1 n p 

Démonstration : grâce à l ' in ject ivi té de p ? , on voit que 

l ' indice [F- y] E

F . : F ? Tí E!r.l e s t ê<3al à • i ' e -
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o N 0 8 ? ) o H/P 

à [ 8 Ç : » Ç ] = * L ' i d é a l « ç - e s t engendré par ] ~ \ * ) = f ] (1-r ) . 

5 c p ( g j / p - l P K 9 Ç P | g

?

 P 

Sa norme est donc (cf. 2 .1) ] ~ | p 9 , d'où le lemme. 

p | g § 

4 . 4 . Le théorème 2 résulte alors du théorème 1, des deux lemmes pré

cédents et de ( 6 ) . 

§5 . - APPLICATION A DIFFERENTS GROUPES 

5 . 1 . Pour chaque § , § ^ §^ , soit 21* l ' idéal d'augmentation de G ? . 

Rappelons d'abord que d'après [5 ] , § 8 , on a : 

2 N ^ V € 2u 

v5' , 5' < 5 , e = (-D Ç (10) 

avec e = s ( § ' ) + s ( § ) g ^ / g ^ , et u = 1 si et f ont mêmes facteurs 

premiers et avec e = s ( § ) g ^ / g ^ , et u ç 21*. sinon. Dans la suite , nous 

disons qu'un nombre entier est composé s ' i l possède au moins deux facteurs 

premiers dist incts . 

5 . 2 . Définissons F 1 , F 1 , 55* comme dans 4 . 1 . D'après (10) , on a 
1 1 

SI .N âl 

ce qui, compte tenu de l ' égal i té ^ ç - ^ ç = H Tlç prouve (N) . Le théorè

me 2 s'applique et donne (puisque SB̂  = ^ " C g ) . Z [ G ç ] ) : 

COROLLAIRE 1. - On a [ E r F 1 ] = h — F I Nftj.) , où N f e . ) 
[ G ] 5 

est égal à 1 jsi g^ est composé et à £ sj. g^ est puis

sance d'un nombre premier £ . 

Exemple : si G = Z / 2 Z x Z / 2 Z x # on a : [ E : F ° ] = 27648 h 

et [ E r F 1 ] = 16h. Remarquons que si G est cyclique ] " ] N(iBç) vaut 
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[ G ] et on retrouve les résultats de [ 3 ] §17 : Hasse y définit F 1 

comme groupe engendré par un système expl ic i te : pour retrouver ce s y s 

tème, il suffit de choisir pour chaque § (§ ji E ) une base de %>[Ç0 1 
1 ^ 

d'où par multiplication par 1 - r une base de 8 et donc une base 
1 1 T-T 1 ^ de F. /F fl ( JI F ) . En procédant comme en 4 . 2 , on obtient un système 

S ? § , < § 5 

qui avec ± 1 engendre F . Ainsi nous avons rendu canonique la cons 

truction de [ 3 ] : e l l e ne dépend pas du choix de la base de ^ [ C a 1 

effectué pour chaque § . 

5 . 3 . Pour § ^ § Q soit » l ' idéal { a € ^ [ G ^ ] |±6^<EE} et définissons 

comme dans 4 . 1 , F 2 , F 2 , SB2 . Posons e p = N(S6^)/N(S^-) et donnons 

sa valeur (comparer à [ 2 ] p . 85) : 

2 1 2 1 
a) si fp est puissance d'un nombre premier, on a 8 1 - = 8 1 - / $ F F = J B ~ # 

^ § Ç t> S 

b) si fç est composé, 9^ est une unité. On sait alors que 

8lJ+2a:[GÇ] 1 

est inclus dans E . Comme l ' indice de AU + 2 Z [ G * ] 
Ç § ^ 

dans Z [ G ç ] vaut 2 , deux cas peuvent se produire : 

2 1 
i ) Q £ K , d'où 81 = 8 1 - + 2 Z [ G P ] . Si g F est composé 

83ç =85^ ^ €p = 1 ; même résultat si g^ est puissance de 2 . Si 
2 

g . est puissance d'un nombre premier impair, $ B ç = Z [ Ç g ^ ] d'où 

2 

i i ) 0 P € K , d'où 31̂  = Z [ G ^ ] . Si gç est composé £̂  vaut 

1 ; si g- est puissance d'un nombre premier Z t £F = l . 

LEMME 7. - Sj. fç est composé et g^ est une puissance de 2 , 

on a 

9ç * c ± 0 ^ 

où Ç ' est tel que [ K Ç Î K , ] = 2 . 
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ÇJi I l° I l^. t £Èt i °i 1 : s i f | e t n'ont pas les mêmes facteurs pre

miers, la formule (10) donne : 

N Z [ G , ] 

e ç

s ' 9 s ± e § , . ( i l ) 

Supposons maintenant que f̂  et f ont les mêmes facteurs premiers : 

(11) est encore vér if ié si s ( § ' ) est pair. Si s ( ç ' ) est impair, notons 

Q(Çf ) + (resp. Q{Çr ) + ) le sous-corps réel maximum de Q(fr ) (resp. 

de Q(Çf ) ) . Le diagramme des corps 
%' 

Q ( C f e

) + 

prouve que = 2f^, et que K^/K^ , est non ramifiée en dehors de 2 . 

Il en est alors de même pour K^/û) , contrairement aux hypothèses du 

lemme. Avec ces hypothèses (11) est donc toujours vé r i f i é . Puisque Ti~ 

est engendré par N - - , , on déduit de (11) 
s , s 

71 Z [ G ] Z [ G ] 

e ç *
 s n k s ( ± e ç l

 s ) n k , 

2 2 
ce qui prouve le lemme 7 d'après la définition même des idéaux 81 ̂  et -si . 

2 2 

LEMME 8. - On a 81̂  D 7̂  = 21̂  • 7^ / sauf peut-être dans le cas  

où fç est composé et est puissance de 2 . 

Démonstration : l 'assertion du lemme se voit facilement dans 
2 

les cas a et b i i ) définis plus haut. Dans le cas b i)> aî . est le 

noyau de l 'application de Z [ G | ] sur 2Z/2Z envoyant Z ^ . x ( T 

parcourant Gç) sur la classe modulo 2 de S n ^ , s i bien qu'on peut 

écrire un diagramme commutatif où les l ignes sont des suites exactes 

0 —• 81̂  — • Ï [ G J — Z / 2 Z — 0 

0 —<- SU —^ Z [ G J —- — 0 

et où les colonnes sont définies par multiplication par P ( a ( § ) ) 
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-c f . p r o p . l - ou P g ^ ( l ) . Le lemme du serpent permet d'écrire une suite 

exacte 

Z / ( 2 Z + P g ^ ( l ) Z ) — Ï [ G Ç ] / ^ . 

Comme P^ (1) est la norme de (1-C~ ) # i l n'est d ivis ible par 2 que 

si est une puissance de 2 . Si ce n'est pas le ca s , le groupe de 

gauche dans la suite exacte précédente est nul, d'où le lemme 8. 

LEMME 9. - La condition (N) est vérif iée pour la famille d'idéaux 
2 

Démonstration : d'après les lemmes 7 et 8, il suffit de démontrer 

c ± e ? ? (12) 

pour tout couple de caractères § et §' tels que K^, soit inclus dans 

avec [Kç:Kç, ] premier, ce que nous supposerons désormais. Il 

résulte de (10) que (12) est vérif ié dans les cas a) et b i ) . Dans le 
2 

cas b i i ) on a 21̂  = Z [ G ^ ] et on sait que 0^ est r é e l , donc que 

s (§ ) est pair ( c f ( 2 ) ) . Si et f n'ont pas les mêmes facteurs 

premiers, 0^ et 0^, sont dans K - u comme dans ( 1 0 ) - et 

l 'on déduit de (10) et du fait que K est réel 

0 §

 / S = ± e ç . e e çr • 

Si f et f , ont les mêmes facteurs premiers, on a 

s ( § ' ) / s ( 5 ) = . . t t ç / f ç l ) " 1 ( g ç / g ç l ) 

et s ( § ' ) est pair comme s (§ ) : c 'est clair si f ^ / f , est impair ; si 

f _ / f est pair, puisque [K :K ] est premier, on a forcément 

[ K Ç : K ] = 2 = f^/f_, d'où s (§ ) = s ( f ' ) . De la parité de s (5 ' ) on 

tire alors de (10) : 

N I [ G ] 2Ig, 

e = ± e ,. € (± e § , ) n K = ± e ^ . 
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Le lemme 9 permet d'appliquer le théorème 2 à la famille 
231? 

F- = ± 6 * ( § ^ § ) / F? = ± 1 de sous-groupes des groupes E F . En 
b b ° b o -

extrayant alors les racines carrées on obtient : 

COROLLAIRE 2. - On a [E:F Z ] = T^rf-h. f ] 2- . 

Remarquons que si G est cyclique on peut écrire les résultats 

sous la forme : 

[ E : F 2 ] - T I C E ç ^ 2 FI V = ~7T ' 

On obtient ainsi la d iv is ib i l i té de h par l : ce résultat est une 

conséquence de la théorie des genres . 

5 . 4 . Dans [ 2 ] G . Gras considère l ' idéal m = { a € « [ G ] | ± e J ê E } , 
b b b £ 

et suppose G cyc l ique . Le théorème 2 s'applique sans cette restriction : 

les résultats sont alors similaires à ceux de 5.3 en remplaçant la condi

tion 6^ € K (resp. e ^ K ) par 9^ ç (resp. 6 ^ K ^ ) . En plus par 

rapport à [ 2 ] nous avons une formule pour l ' indice de (défini 

comme dans 4 .1 ) dans E , tout à fait analogue au corollaire 2 . On peut 

remarquer que lorsque G est cyc l ique , il résulte du lemme 2' que 
2 3 

pour tout § les idéaux 21̂  et 21̂  sont égaux. 

5 . 5 . Si on pose h* = [E : F* j " ] E ] pour i = 0,1,3 , alors on 
S b ç 1 <§ 

peut écrire une formule comparable à [ 5 ] , §9 satz 21 , c 'es t -à-di re de 

la forme 
Q' 

h - - f i l » s 
G 5 

avec Q' = [E : TI E - ] (c 'es t un diviseur de l ' indice de [ 5 ] ; 
K 1 1 b . & 

Q' = 1 si G est cycl ique) et Q coefficient ne dépendant pour 
K G 

i = 0,1,3 que de la structure du groupe G . De plus h (i f ixé) est 

une fonction du couple ( K , § ) qui ne dépend que de K .̂ si i = 0,1 ou 3 . 
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§ 6 . - LOCALISATION 

Soit i un nombre premier et décomposons G en un produit 

d'un Z-groupe r Par un groupe A d'ordre premier à Z . Choisissons 

une valeur absolue dans une clôture algébrique n de (D te l le qu'on 

ait \%\ = 1/z . Soit | un caractère de A défini et irréductible sur 

, $ non t r iv ia l , d la dimension de § et 

e , = rr-, T, * ( a - D o 

l'idempotent de Z£ [ A ] correspondant. Désignons par le caractère 
Z 

de G induit par $ . 

Pour chaque idéal premier g de K au-dessus de Z , d é s i 

gnons par U le groupe des unités du complété correspondant K de 

K , qui sont congrues à 1 modulo le complété de C . Soit U le pro

duit des groupes U . Considérons (pour 1 = 0 , 1 , 2 , 3 ) l ' intersection 

de U et de l ' image de F 1 par l 'application diagonale K - "["] K Q . 

Désignons par Cj sa fermeture dans U muni de la topologie produit. 

On sait que U / C [ est un 2Z^[A] -module. Si x e s t u n caractère de G 

intervenant dans la décomposition de en caractères absolument irré

ductibles sur Q (on écrit x|$*) / notons L (s ,x) la fonction L 

£-adique associée au caractère de Dirichlet primitif x défini par x 

(cf. [ 4 ] ) . D'après [ 1 ] , le groupe e ( U / C ) est fini d'ordre 
$ o 

[e ( U / C G ) ] - < N > d fi " V - • 

X | * * 

THEOREME 3. - Pour i = 1 ,2 ,3 , on a : 

d V1'*) - 1 

[e ( U / C ) ] = (C f fl « _ 
* 1 r xl§* I 

Si r est cyclique vaut 1 et on retrouve le résultat de 

[ 1 ] , § 5 . 
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DéjncMistration : soit % un caractère de G défini et irréduc

tible sur Q . Observons d'abord que si $ ne figure pas dans la d é 

composition sur CD de la restriction de § à A on a (A opérant sur 
Z 

* [ G 1/71 via Z [ A ] — « [ G ] — JE[GÇ] — Z [ G Ç ] / f l ) : 

e ( ( « [ G ç ] / ^ ) ® ï e ) = 0 '. (13) 

Supposons maintenant que $ intervienne dans la décomposition sur (D 

Z 

de la restriction de § à A . S o i t g 1 le plus grand diviseur de g^ 

premier à Z . On voit alors que la restriction de § à r est égale à 

cp(g^) fois un caractère X de r défini et irréductible sur 0) . Notons 

g l ' indice de ker X = [ a ç r | x ( a ) = X ( 1 ) } dans r ,* <3, est la plus 
X X 

grande puissance de Z divisant g^ . De plus § est caractérisé par 

X . Soit x u n facteur de la décomposition de S sur Q ; x permet 

de définir un isomorphisme 

e 4 ( ( « [ G ç ] / n ç ) ® a ; e ) — V ^ ç 1 ; ( 1 4 ) 

à un élément e (â® 1) avec a appartenant à Z [ G ] / 7 7 , on associe 

x(a) où a est un élément d'image â par la surjection composée 
Z [ G ] I [ G Ç ] Ï [ G Ç ] A . 

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théorème 3 , 

en notant que l 'on peut supposer r non tr ivial (sinon N = 0 ^ = 1 ) . 

Il suffit de montrer que e . ( (F . /F ) ® JE ) est d'ordre (N / 0 ) d . Or en 
I 1 o Z T F 

raisonnant comme en 4.2 et 4.3 , on voit qu'on a : 

D'après (13) , on peut se restreindre aux caractères § tels que § 

intervienne dans la décomposition sur (D de leur restriction à A . On 

utilise alors 1*isomorphisme (14) : e . ((81^+7? ) ® » ) est envoyé sur 
* ç ç e 

l ' idéal de Z [Ç ] engendré par l - £ a ; mais $ étant non trivial 
Z 9ç y § 

cet idéal est TL [r ] lui-même. Pour e ( ( ^ + 7 L ) ® Z ) avec .1 = 2 ou 3, 
Z 9§ $ £ I ^ 
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le résultat est s imilaire. Par l'isomorphisme (14) , ex((Sl^+uJ ® Z J est 
$ ç> S * 

envoyé sur l ' idéal de Z Ä [ r ] engendré par "TT (1-r ) donc aussi 
l 9 P i P 

par 1-r (par 1 si X. est t r i v i a l ) . Comme le degré de Cp [r ] 

sur CP est d.cp(g, ) , la norme de 1-r (si X. est non t r iv ia l f est 
Z A» l 

égale à la puissance dcp(g-^)/(ß-l) de e . On a donc : 

/ cp(g ) A - l \ d 

t ' . W ' V = (ne ) 
où dans le produit, \ parcourt l 'ensemble des caractères non triviaux 

de r définis et irréductibles sur Q . Cec i achève la démonstration du 

théorème en vertu de (6) . 
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