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II. 1 Séminaire de Théorie des Nombres 
3 0 novembre 1978 

Grenoble 

SUR LA STRUCTURE GALOISIENNE DU GROUPE 

DES UNITES D 'UN CORPS ABELIEN REEL DE TYPE (p,p) 

(Suite du travail de Lyliane BOUVIER et Jean Jacques PAYAN [1 ,11]) . 

par 

Dominique DUVAL 

PLAN. 
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P 
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1. Q est F [G] -monogene. 
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2. Q a deux générateurs sur F [G] . 
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3. Application. 

V. Etude des F [G]-modules Q de hauteur 1 ou 2 . 
P 

1. 0 est de hauteur 1 . 
2. Q est de hauteur 2 . 

VI. Classification des ZS[G] -modules réalisables de longueur 
inférieure à 4 . 

VII. Application à l'existence d'unités de Minkowski. 
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I. RAPPELS ET NOTATIONS. 

Dans tout cet exposé, on note : 

p un nombre premier, 

C une racine primitive p ^ m e de l'unité, fixée (dans une clôture 

algébrique de Q ) , 

Q^P\=Q(G)) le P 6 m e corps cyclotomique, 

2 
G le groupe (Z/pZ) . 

Pour tout groupe fini F , on note F = S Y (c'est un élément 
r v 

de Z[F] ) . 

DEFINITION. - Un Z[G]-module M est dit réalisable (comme 

module d'unités) si M est Z-libre de type fini, et s'il existe 

un Q[G] -homomorphisme injectif de Q [ G ] ® M dans 

Q [ G ] / Q . G . 

Remarque : Soit K une extension finie galoisienne réelle de Q , 

de groupe de Galois T . Notons le groupe des unités de K mo-

dulo torsion. On sait qu'alors les deux Q[r]-modules Qlr] ® E^ et 

QLrj/Q .F sont isomorphes. 

Donc, pour un Z[G]-module M , les deux propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

i) M est réalisable. 

ii) M est Z[G]-isomorphe à un sous-Z[G]-module du groupe 

des unités modulo torsion d'une extension abélienne réelle 

de Q de type (p,p) . 

Soit M un Z[G]-module réalisable. On note alors ïi lVen-

semble des sous-groupes d'ordre p de G tels que M soit non 

nul (où M est l'ensemble des points de M fixes par H ) . On 

note r le cardinal de ; on montre [l] que c'est la longueur de 
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Q[G] ® M comme Q[G]-module. 
Z[G] 

DEFINITION. - Le cardinal r de # M est appelé la longueur 

de M . 

On a bien sûr r ^ p + 1 

PROPOSITION [ l ] . - La somme des Z[G] -modules M H (pour H 

dans 34 .̂ ) est directe dans M , et contient pM , 

• Si r = 0 , alors M = 0 . 

B Si r = 1 , notons & M = {H} . Alors M = M , donc M 

est un Z[G/H]-module, annulé par G/H . Soit y un géné

rateur de G/H . On définit un isomorphisme cp de 

Z [ G / H ] / Z . G ? H sur Z [ Ç ] en posant cp(y modZ.G/H) = Q . 

Cet isomorphisme fait de M un idéal de Q . 

THEOREME [ 2 , 3 ] . - L'isomorphisme cp induit une bijection entre  

l'ensemble des classes de z[G]-isomorphisme des Z[G]-modules  

réalisables M tels que M = {H} , et l'ensemble des classes  

d'idéaux de QKP) . 

De plus, changer de générateur y pour G/H revient à faire 

agir un élément de GaKQ^/Q) sur le groupe des classes d'idéaux 

de Q ( P ) . 

• Si r > 1 , et si H € JL K , alors M est un Z[G]-module 
M 

réalisable de longueur 1 , et }) w = (H) . On peut donc 
H M 

appliquer à M ce qui précède. 
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II. PASSAGE AUX IF [G]-MODULES. 
P 

Dans toute la suite de l'exposé, on fixe : 

- un entier r vérifiant 1 ^ r ^ p + 1 , 

- un ensemble [H^, H^} de r sous-groupes distincts 

d'ordre p de G , 

- un Z[G]-module réalisable M. , fixe par EL , pour tout i 

de 1 à r . 

On note M, le IF [G] -module p 1 M . / M . , U le groupe des 
/ \ 1 P 1 1  

unités de Q , et U. l'image de U dans Aut^ u i M , (en effet, 
i JJbp J i 

d'après I, on peut identifier 1VL à un idéal de Q^p) ; donc U agit 
sur M, , et sur M. ; on définit ainsi U. , et on vérifie que U. ne i i i i 

dépend pas du choix du générateur de G/H. qui a servi à faire l'iden

tification) . 

THEOREME. - L'application Mt-^Q = M/ © M H induit une  

bilection entre : H ^ M 

- l'ensemble des classes de 2£[G] -isomorphisme des Z [ G ] -

modules réalisables M tels que îl = [H 1 , H 9 , . . . , H } , et 
j j ̂  IV 1 x Ct r 

tels que M 1 soit Z[G]-isomorphe à M. pour tout i de 

1 à r , 
- et l'ensemble des classes des sous-IF LG1 -modules Q de © M. _ p — . = 1 Y 

tels que Q H M. soit nul pour tout i , modulo l'action de  
r i 

I I u . . 
i=l 

Déni_onstjat i on_ : 

a) Soit M un Z[G]-module réalisable tel que 3 ^ = (H^, H 2 H^} , 

et tels que M 1 M., pour tout i de 1 à r . On sait (cf. I) 

r H t r _! Hi 
au'alors on a © M c : M c = © p M . Donc le quotient 

i=l i=l 
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r Hi r 
Q = M / © M s'identifie à un sous-IF [G]-module de © M. . 

i=l p i=l 1 

Réciproquement, soit Q un sous-IF [G]-module de © M, , et 
P i = i i 

r - i 
soit M l'image réciproque de Q dans © p M. (par la projection 

i=l 1 

r -1 r — 
canonique de © p M. sur © M, ) . Il est alors clair que M est 

r i=l 1 i=l 1 

un ZLGJ-module réalisable, que Jf = [H. ,H ,H } , et que 
H * — 1 ^ 

M. c: M 1 c p M pour tout i de 1 à r . 

De plus, pour chaque i , les IF [G] -modules M V M . et 
— Hi p 1 

Q fl M, sont isomorphes. Donc M = M si et seulement si 

Q n M" = 0 . 

On vérifie enfin que les deux applications M H - Q et Q H- M 

sont réciproques l'une de l'autre. 

b) Si M et M' sont deux Z[G]-modules réalisables, avec 

WM = \ r = ^ H

1 ' H 2 " - " H

r ^ ' E T S I M 1 E T M ' 1 S O N T Z[G]-isomorphes 

à M pour tout i , on identifie M H i , M' 1 , et M par ces Z [ G ] -

isomorphismes. S'il existe un Z[G]-isomorphisme 0 de M sur M' , 
H • H • 

on a alors 9(M 1 ) = M' 1 pour tout i , donc 9 induit un Z [ G ] -
r 

automorphisme 9 de © M. . 
o 1 = 1 i 

r 
Réciproquement, si 9 est un Z[G]-automorphisme de © M, , 

o i=l i 
il se prolonge de manière unique en un Z[G]-automorphisme (encore noté 
9 ) de © p 1 M. , et induit un IF [G]-automorphisme 9 de © M, . 
o i = 1 ^ i P o 1 = 1 i 

Il est alors clair que l'image de M par 9 q est égale à M' si et 

seulement si l'image de Q par 9 q est égale à Q' (où 
r H, r H. 

Q = M / © M 1 , et Q' = M ' / © M' 1 ) . 
i=l i=l 

r 
Or on a A u t z [ G ] . ^ M . = M A u t J K [ G / H i ] M 1 , et si on identifie 

(comme en I) M. avec un idéal de , on voit que A u t ^ [ G / H . ] M i 
s'identifie à U ; donc les automorphismes 9 sont exactement les 

r o 
éléments de I I U, . 

1 1 

c.q . f.d. 
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III. QUELQUES PROPRIETES GENERALES DES ffp[G] -MODULES Q . 

Notations et définitions : 

Notons I l'idéal d'augementation de IF [G] , c'est-à-dire l'idéal 
P 

de IF [G] engendré par les éléments (g-1) (pour g € G \ { l ] ) . Pour 
P ( J ) 

tout IF [G]-module N et tout entier positif j , notons N le noyau 
. P Q\ 

de I J dans N ; . autrement dit, N est l'intersection des noyaux des 
J 

endomorphismes | | (g - 1) de N , lorsque { g , } , , parcourt 
l̂ K-̂ J 

( G \ { l } ) j . On a bien sûr N ( 0 ) = {0} , N ( 1 ) = N G , et N ( j ) c N ( j + 1 ) 

pour tout j . 

Considérons l'ensemble des entiers positifs j tels que N ^ = N . 

Si cet ensemble n'est pas vide, on dit que N est de hauteur finie, et 

on appelle hauteur de N le plus petit élément de cet ensemble (on note 

cet entier ht(N) ) . On a bien sûr ht(N) = 0 si et seulement si N = 0 . 

Soit Q un sous-IF [G]-module de © M. tel que Q H M. soit 
p i=l i i 

nul pour tout i de 1 à r . 

Remarque : Lorsqu'on identifie M, à un idéal de Q (comme 

en I) , on voit en localisant en p que M. s'identifie à IF [ ç ] / ( Ç - l ) P 1 , 
i P 

et ceci est indépendant du choix de l'identification, et de la classe de 

l'idéal de correspondant à M.. . 

PROPOSITION. - Le IF [G]-module Q vérifie la propriété suivante : 
P H G 

(*) Pour tout sous-groupe H d'ordre p de G , on a Q = Q 

Démonstration : Soient H un sous-groupe d'ordre p de G , et 

i un entier de 1 à r . On a alors 

j_ ( M T G si H / H , 
7T H \ 1 1 
M, = i 

1 M, Si H = H, , 
! i i 

donc 
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/ ( © M ) G si H I {H ,H H ] 

( r _ \ H Vi=l l) 1 2 r 
© M. = < / R \G 

1 ' / I © M. ) © M, si H = H. . 
1 \ i=l 1 1 xo xo 

tt Q 
On en déduit que Q = Q pour tout H £ [ H ^ H ^ . . . , ! ! } . Si 
H = EN (avec l ^ i ^ r ) , soient q dans et g dans G . 

o r o 
On note q = S q. , avec q. € M. . On a alors (g-l)(q.) = 0 pour 

i=l i i i i 

tout i ^ i (par ce qui précède), donc (g-l)q = (g-l)qi . Or ceci est 
° Hi G 

dans Q H Mi , c 'est donc nul. Donc Q ° = Q 
c .q . f .d . 

PROPOSITION. - Soit N un IF [G] -module vérifiant la propriété (*). 

Alors, pour tout entier positif j , et pour tout i-uple { g ^ . } ^ ^ < . 

dans (G- [ 1 } ) J , le_ noyau de l'endomorphisme (g. -1) de N 
(I) K = 1 

est égal à N U J . 

Démonstration : Par récurrence sur j . Le cas j = 0 est trivial, 

et le cas j = 1 est la propriété (*) . Supposons donc j > 2 , et 

soient toj^^j et fojjj^j deux j-upies de ( G - { l } ) J . 

S'il existe 2 indices k et k, tels que gi. = gù , en appli-
o 1 K o R l 

quant l'hypothèse de récurrence à ( g ^ ^ ^ j ^ ^ et ( 9 ^ 5 ^ ^ . 
on voit qu'on a encore : 

Ker "M" (g, - 1) = Ker T T K - D • 
k=l k k=l K 

Sinon, on peut définir fàjp^^j dans ( G \ { l } ) j en prenant 

g" = g g" = g g" quelconque pour k > 2 (c'est possible 

car j à 2 ) . On a alors, par ce qui précède, 

_i_ J _ - L 
Ker | | (g, - 1 ) = Ker | | (g" - 1 ) = Ker | | (gl - 1) . 

k=l k k=l k k=l 
c . q. f. d. 
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PROPOSITION. - La hauteur de Q est inférieure ou égale à r - 1 . 

r-1 

P^n^^J-JË^}9ï} : ^ suffit de montrer que | | (h, - 1) annule Q , 
i=l 1 

où h. est un générateur de H. pour chaque i . Soit q un élément 
i r 1 r — 

de Q , et soit q = S q. sa décomposition dans © M. . Comme 
i=l 1 1=1 x 

(hu-l)q est nul pour tout i , et G commutatif, on a 

r-1 r-1  
| | (h.-l)(q) = | | (h,-l)(q ) ; c 'est un élément de Q D M , il doit 
i=l 1 i=l 1 r r 

donc être nul. 

c . q. f. d. 

PROPOSITION. - La hauteur de Q est inférieure ou égale à p -1 . 

D ~~ 1 

Démonstration : Il suffit de montrer que (g-1) annule Q , 

pour un g € G \ [ l } . Or, pour tout g de G , et tout i de 1 à 

r , g agit sur M, (identifié à IF [Cl / (C - l ) P comme une puissance 

de C . Donc (g-1) annule M , donc il annule Q . 

c . q. f. d. 

Pour tout F [G]-module N , et tout entier positif j , notons 
p o) 

n. la dimension de N sur IF . Il est clair que, pour tout j > 0 , 
) P 

et pour tout g dans G - { l } , l'endomorphisme (g-1) de N induit 

un homomorphisme de N ^ + ^ dans N ^ . Si de plus N vérifie la 

propriété (*) , alors (g-1) induit un homomorphisme injectif de 

N ( j + 1 V N ( J ^ dans N ^ / N ^ " 1 * . On a donc n, , 1 - n. < n. - n, , . 

PROPOSITION. - Le IF [G] -module Q. vérifie la propriété suivante : 

n_. + ^ - n_, < n_, - n_._̂  pour tout entier j tel que 1 <j <ht(Q) . 

Démonstration : Notons a = ht(Q) . Pour j = a , il résulte de 
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la définition de a que l'on a n ( 1 - n = 0 / e t n -n > 0 
a+1 a a a-1 

Pour les autres j ( l < j ^ a - l ) , on a déjà 0 < n -n £ n -n : 
a a - ! j+l j 

il existe donc un élément q de Q qui n'est pas dans QO) . 

Soit g un élément de G \ ( l } . On va montrer que, pour un certain g' 

dans G \ { 1 } , l'image de l'homomorphisme injectif (g ' - l ) de 

Q ( j + 1 ) / Q ( j ) dans Q ^ / Q ^ " ^ ne contient pas l'élément (g-1) (q modQ ( j )) . 
Cela prouvera la proposition. 

Par hypothèse, (g-1) (q) n'est pas nul. Si on note q = S q, , 
— 1=1 1 

avec q. dans 1VL , il existe donc un indice i tel que 

(g-l) J(qi ) soit non nul. Et comme Q fl ]VL est nul, il existe un 
o 1o 

deuxième indice , différent de i Q , tel que ( g - l ) 3 ^ ) soit non 

nul. Or g ne peut pas être à la fois dans Hi et dans H,-
o x l 

quitte à intervertir i Q et , supposons que g n'est pas dans Hj , 

et notons g' un générateur de IL 
o 

S'il existait un élément q' de Q '̂ + ^ tel que (g-l)q et 
(g'-l)q' soient congrus modulo ^ , alors on aurait 

(g-l)^(q) = (g-1)^ ^(g'-lMq 1) . Donc en regardant les composantes sur 
M~ , cela donnerait ( g - l ) ^ ) = ( g - D ^ í g ' - D í q i ) . Or ( g - l ) 3 ^ ) Ao xo ±o xo 
est non nul, et (g'-l)(q! ) est nul, car g' est dans Hj . On a 

o 

donc montré que l'homomorphisme injectif (g ' - l ) de Q ( J + 1 ) / Q W dans 

Q ^ / Q ^ ^ n'est pas surjectif. 
c . q. f. d. 

PROPOSITION. - On a n < r . 

G G 
Ç^J^° ̂  str a 2 - : Rappelons que n = diiri Q . Or Q est 

P 
r —Q 

contenu dans © M. , qui est de dimension r sur IF . On a donc 
1=1 1 p

 r 

Q T Q 
ru £ r # avec égalité si et seulement si Q est égal à © M. Mais 

G —G 
ce dernier cas est impossible, car Q fl M. est nul pour tout i . 

c .q . f.d. 
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IV. ETUDE DES IF fa]-MODULES Q AYANT AU PLUS 2 GENERATEURS. 

1. Q est F [G] -monogène. 
p 

Notons { h , h 1 } un couple de générateurs de G . Alors 

{ ( h - l ) 1 ( h ' - l ) 1 L . forme une base de F [G] sur F , et 
., 0<a,i'<p p p 

(h-1) ( h ' - l ) = 0 dès que i ou i* est supérieur à p . Pour tout 

entier positif a , notons K le s o u s - F -espace vectoriel de F [G] 
i i- a p p 

de base {(h-1) (h"-l) } n , . 1 1 es t c lair que K est un idéal de 
0 £ i , i ' < p a 

F [G] , que K = F [G] , que K contient K , i pour tout a , et 
p o p a a+1 

que K = { 0 } pour tout j > 2 p - l . Notons enfin R le F [G] -module a J a p 
monogène F [G]/K . 

p a 

LEMME. - Pour tout entier positif a , l ' idéal K est indépen- 
a  

dant du choix du couple de générateurs {h ,h*} _de G . Pour 

0 ^ a ^ 2 p - l , le F [G] -module R es t de hauteur a et vérifie 
— p a 

la propriété (*) . Pour 0 ^ a ^ p , R^ vérifie la propriété (* * ) . 

Démonstration : On voit que le produit X a ^ x X a ^ est contenu 

dans X~ ,~ pour tous a 1 , a 0 , et que (g-1) est un élément de 
1 2 ^ ce 

X. pour tout g de G \ { l } . On en déduit que | | (g, -1) appartient 
1 k=l 

à X pour tout a et tout ^ k ^ i ^ ^ g , ^ ( G \ { l } ) a . Cec i prouve, 
d'une part que X a ne dépend pas du couple de générateurs [h, h ' } 

chois i , et d'autre part que R a es t de hauteur au plus égale à a . 

Supposons de plus que 0 ^ a ^ 2 p - l , et posons i = ] (où 

[ . ] désigne la partie entière d'un nombre rée l ) , i' = [ ^ ] si a es t 
ce 

impair, et i 1 = [ y ] - l si a es t pair. On a alors 0 £ i , i ' < p et 
i i ' 

i + i ' = a - 1 < a , donc (h-1) (h ' - l ) n'appartient pas à X^ . On en 

déduit que la hauteur de R^ est égale à a . 
Pour montrer que R vérifie (*) , il suffit de vérifier que (R ) 

H' a 

est égal à (R ) dès que H et H' sont deux sous-groupes d i s 

tincts d'ordre p de G . Notons h (resp. h 1) un générateur de 
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H (resp. de H') . Alors [h,h '} est un couple de générateurs de G . 
î i 1 

Soit X = S X. .,(h-l) (h'-l) un élément quelconque de IF [G] 
0£i,i'<p 1 , 1 P 

(les X. étant dans IF ) . Alors l'image de X dans R est fixe 
1 , 1 P i+1 i' a 

par H si et seulement si 2 X. .,(h-l) (h'-l) appartient à 
O ^ i ^ p 1 ' 1 

K , c'est-à-dire si et seulement si X appartient à X , . On a 
H H' c c ~ 1 

donc obtenu (R ) = K 1 / X , et de même (R ) = X , / X / donc 
a a-1 a a a-1 a 

R^ vérifie (*). 

De manière analogue, le noyau de (h- l ) J dans R^ est égal à 

X^_VX^ (pour O ^ j ^ a ) . Donc n̂  est égal à la dimension de 

X . / K sur IF , c'est-à-dire au nombre de couples d'entiers ( i , i ' ) a-j a p ' 
vérifiant 0 ^ i , i ' <p et a - j £ i + i ' < a . On obtient donc 

n j - n.. = in f (a - j ,p ) . Ceci prouve que la propriété (**) est vérifiée 

par R si et seulement si 0 £ a ^ p , et qu'on a alors n. - n. = a - j 
a j+1 j 

(pour 0 <, j < a ) . 

c .q . f.d. 

LEMME. - Soit a un entier vérifiant 0 ^ a ^ p , et soit R un 

I F [ G ] -module monoqène de hauteur a vérifiant (**) . Alors R est 

isomorphe à R comme IF [G] -module (donc R vérifie (*)). c a p > 

Démonstration : Notons q un générateur de R sur IF [G] , p 
et X le noyau du IF [G]-homomorphisme surjectif 9 de IF [G] sur 

P P 

R défini par 9(1) = q . Puisque R est de hauteur a , X contient 

X^ . Comme on a supposé 0 £ a <> p , cela prouve que l'on a : 

/i\ j . n/ 2 g(a+i) 
(1) dim X * p - . 

^P L 

Puisque de plus R vérifie (**) , on a n - > a - j pour tout 

j de 0 à a - 1 , et la somme de ces inégalités donne : 
/ON i. a(a+l) 
(2) dim f f R > L . 
Comme on doit avoir dim^ X + dim R = dim^ IF [ G ] = p , on 

P P P P 
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voit que les inégalités (1) et (2) sont des égalités ; donc K est égal 

à K , et R est F [G] -isomorphe à R 
a p a 

c . q. f. d. 

Pour tout entier i de l à r , tout générateur y, de G / H . , 

et tout j dans IN , le noyau de (y, - 1) J dans M i est égal à M J . 

La hauteur de M, est égale à p - 1 , et Ton a M . ^ ^ / M , ^ ~ F 
i i i p 

pour 0 ^ j ^ p - 2 . 

Pour tout élément q. de M. , on définit la hauteur de q. 
i i 

comme le plus petit entier j de IN tel que q, appartienne à M . 

r r _ 
PROPOSITION. - Soit q = S q. un élément de © M, . On 

i=l i i=l i — 
note a, = ht(q.) , a = Max a. , et Q = F [ G ] . q . Alors 

i 1 l^i^r 1 P 

Q fl M, est nul pour tout i de 1 à r si et seulement si le 

nombre d'indices i tels que = a est strictement supérieur 

à a . Si ces conditions sont réalisées, alors Q est F [ G ] -
P 

isomorphe à R a . 

Démons_tration : 

a) Supposons que Q fl M, soit nul pour tout i ; alors Q 

est de hauteur a , et (par III) Q vérifie (*) et (**) . Donc par le 

lemme qui précède, Q est F [G]-isomorphe à R 

p a 

Supposons de plus que le nombre des indices i tels que a = a 

soit inférieur ou égal à a . Quitte à modifier la numérotation, on peut 

alors supposer que l'on a a. ^ a - 1 pour tout i > a . Mais alors, si 

hj désigne un générateur de EL pour tout j , on a | | (hj-l)(q.) = 0 
j —2 

pour tout i f 1 ; en effet, pour 2 ^ i ^ a , cela vient du fait que G 
est commutatif et que (h. -l)(q.) est nul ; et pour i > o. , cela vient 

i i g g 
du fait que g. est inférieur à g - 1 . Donc | | (h.-l)(q) = | | (h.-l)(q ) , 

1 _ j=2 3 j=2 J 

et c'est un élément de Q Pi ; donc il est nul, et Q est égal à 
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Q^ a ^ . Mais on a montré que ht(Q) = a , donc ceci est impossible. 

b) Supposons maintenant que le nombre des i tels que a = a 
i 

soit strictement supérieur à a , et soit i un indice quelconque 
(0 <. i ^ r) . Quitte à modifier la numérotation, on peut supposer que 

a. = a pour l £ i ^ a + l , e t i > a + 1 . Pour montrer que Q fl M* 
i o io 

est nul, il suffit de montrer que, si X est un élément de IF [G] tel 
P 

que Xq. soit nul pour tout i de 1 à a , alors Xq. est nul. 
1 xo 

Pour tout i de 1 à a , notons h, un générateur de H. , 

et h! un élément de G \ H . . Alors { ( h . - l ) J ( h ! - 1 ) } n . forme une 
i i i l O^j, k<p 

base (B, de F [G] sur IF (pour chaque i ) . 
i p P 

Nous allons montrer, par récurrence sur £ , que X vérifie, 

pour tout i de 1 à a + 1 , la propriété suivante : 

( P j II existe un élément X n de F [ G ] tel que X = I I (h.-l)X. 
£ z p i I 

(mod K ) . a 

La propriété (P^) s'écrit X = X^ (mod K ) / donc elle est vérifiée 

en prenant X^ = X . Supposons (P^) vérifiée, avec U { ^ a , et dé

composons X, dans la base (2>o de F [ G ] sur F ; soit 
^ Z j k P P 

X = S X (h - 1 ) (h' - 1 ) cette décomposition. L'hypothèse 
E 0^j,k<p £ ' J ' k e € 

— 
X.q o = 0 s'écrit donc : j | (h.-l) E X. n .(h1 - 1) q = 0 (car 

e i=î 1 0^k<a-£+l « , 0 , k £ € 
fizl \ 

(h - 1) annule q^ , ainsi que ( | | (h.-lmh'^-l) ) . Or les éléments 

\ k \ 1 = 1 

| ^ | | (h^-l)J (h'^-l) q^| o^k<a-€+l s o n t ^""linéairement indépendants dans 

IvT, , car ht (qj = a . Donc X n , est nul pour 0 ^ k < a - £ + l , et 
t- g £ . w U , K 

l'on a X = I I (h.-lîX,,^-(mod K ) , pour un X . . - dans F [G] . Autre-1 ' i £+1 a £+1 p 
i=l 

ment dit, la propriété ( p ^ + 1 ) e s t vérifiée. 
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On a donc montré en particulier que la propriété ^ a + ^ e s t 

vérifiée, or cette propriété signifie que X est dans . Mais alors 

Xq. est nul, car ou ^ a , 
xo o 

c . q. f. d. 

r — 
COROLLAIRE. - Soit Q un sous -IF fe]-module de . ® 1

u

i * tel 

que Q Pi M, soit nul pour tout i de 1 à r . Si Q est 
1 _r__ 

IF [ G ] -monoqène, sa classe modulo | | Aut r - , M . est déterminée 
P i = l V G J 1 

de manière unique par la donnée d'un r-uple (a,), , dans IN — i l^i<r 
vérifiant, si on note a = Max a. , les deux propriétés suivantes : 

l£i<;r 1 

• a <; inf (r-1 , p-1) 

• le nombre des indices i tels que a. soit égal à a est  

strictement supérieur à a . 

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition 

précédente, en prenant pour a, la hauteur de la composante sur M, 
i /. \ ( ' 1 ) 

d'un générateur de Q , et en utilisant le fait que M. \ M forme 

une seule orbite sous l'action de Aut^ [ Q ] ^ / pour tout j dans IN . 
P c . q . f . d . 

2. Q a deux générateurs sur Ept^] • 

On montre seulement le résultat suivant : 

LEMME. - Soit a un entier vérifiant 0 ^ a ^ p , et soit R un 

IF [G]-module de hauteur a admettant deux générateurs et vérifiant 
P 

(*) et (**) . Alors tout sous-IF [G]-module de R vérifie (*). Si 
P 

l'on suppose de plus que tout sous-IF [G]-module de R vérifie 
P (* * ) , alors R est de la forme R' + R" , avec R' =* R , 

a 

R" RQ , R' fi R" ^ R , et 0 ^ Y ^ 3 ^ a • De plus, les nombres 
P Y 

P et y sont déterminés de manière unigue par R . 
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P^I^^^IË^PIL : S i R vérifie (*) , et si ht(R) = a , il est 

clair que tout sous-IF [G] -module de R vérifie (*) , et est de hauteur 
P 

inférieure à a . 

Notons { q ' , q M } un système générateur de R sur IF [G] ; 
P 

notons R' = ïïptGlq' et R" = F P [ G ] q " . Puisque R' et R" vérifient 

(*), (**) , et ht(R') (resp. ht(R")) £ a £ p , d'après (IV, 1) il existe 

deux entiers a' et a" vérifiant : 0 ^ a ' ,a" ^ a , R' R , , et 
a' 

R" R , . De plus, on a R = R' + R" , donc Max(a',a") = a . Quitte 

à modifier les notations, supposons que a' = a , et notons a" = 3 ; 

on a donc 0 £ 3 ^ a . 

Notons y le plus petit entier tel que R' H R" soit contenu dans 

R ^ (donc y * 3 ) ; il existe alors un élément q"' de R' n R" H R ^ , 

tel que q"1 n'appartienne pas à R^ ^ . D'après (IV, 1) on a alors (en 
notant R'" = F [G]qm ) R m ~ R . E t bien sûr R"' c R» n R" . Il reste 

P Y 
à montrer que R'" = R' fl R" , et que 3 et y sont déterminés par R . 

Notons 6 = (n -n* ^) - ( n j + i ~ n j ) P ° u r t o u t j de 1 à a . 

On a 6 > 1 pour tout j de 1 à a , par la propriété (*M*). D'au

tre part, on doit avoir 6 = 1 pour 3 < j ^ & ; ô_. = 2 pour Y < J ^ I 

et 6 <. 1 pour 1 £ j ^ Y . On en déduit que 6̂  = 1 pour 1 < j ^ Y / 

donc que R1" est égal à R1 Pi R" , et que 3 et Y sont déterminés 

par la suite des 6 , donc par la donnée de R . 

c . q. f. d. 

r — 
Remarque : Soit Q un sous-IF [G]-module de © M. , tel que _ p i = 1 ! 

Q n M. soit nul. Alors tout sous-IF [G]-module Q1 de Q est un 
1 r — P 

sous-F [G]-module de © M, tel que Q' 0 M. soit nul. Donc (par III) 
P i=l 1 1 

Q' vérifie (**) . 
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3. Application. 

Nous sommes maintenant en mesure d'énumérer les structures de 

IF [G]-modules possibles pour Q lorsque r € { 2 , 3 , 4 } . Elles sont 
P 

données par le tableau suivant : 

r a (n. - n. . ) , 
j j - 1 l s j sa 

structure de Q sur ff [ G ] 
P 

2 0 

1 

0 

(1) 

0 

F P 

3 0 

1 

2 
(sip* 3) 

0 

(1) 

(2) 

(2,1) 

0 

jp2 
P 

R 2 

4 
(sip^3) 

0 

1 

2 

3 
(sips5) 

0 

(1) 

(2) 

(3) 

(2,1) 

(3,1) 

(3,2) 

(3 ,2 ,1) 

0 

FFP 

W2 

P 

F P 3  

R 2 
R 2 © f f p 

R 0 + R ; avec R' =* R 0 et R 0 H R' ^ ff L L I L l 2 p 

R 3 

Le seul point non évident dans ce tableau est le fait que, pour 

des entiers (r,a,(n.-n. 1 ) 1 , ) convenables, la seule structure pos-
] j - 1 l^j^a 

sible pour Q sur IF [G] est celle qui est indiquée. Regardons par 
P 

exemple le cas où r = 4 , a = 2 , n^ = 3 , -n^ = 2 (les autres 

cas se traitent de manière analogue). 
Soit Q un sous-IF [G]-module de © M, tel que Q n M. soit 

P i=l 1 1 

nul pour tout i , et tel que Q corresponde à ces données. Soit q' 
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un élément de Ç / 2 \ Q ^ (q 1 existe car n >n ) . Notons 

Q' = IF [G]q' . Alors Q* est un sous-ff [G]-module de Q , et Q' 

est isomorphe à R 2 d'après (IV, 1). Considérons maintenant le sous-

espace Q ( 1 ) + Q ' ( 2 ) de Q ( 2 ) ; comme dim Q ( 1 ) = 3 et 
p 

dim Q ' ( 2 ) = 3 , et comme Q ( 1 ) n Q ' ^ = est de dimension 2 sur 
P (1) (2) (?) 

JF , on obtient dim (Qv ' + Q ' V ') = 4 , alors que dim Qv } = 5 . 
P P p 

Il existe donc un élément q" de Q ^ 2 \ ( Q ^ + Q ' ^ ) . Notons 

Q" = IF [G]q" . Alors Q" est un sous-ff [G]-module de 0 , et Q" 
P P 

est isomorphe à R 2 d'après (IV, 1). De plus, Q' et Q" sont dis

tincts. D'après (IV,2), l'intersection de Q' et Q" est de la forme 

R y avec Y € { 0 , 1 , 2 } . S i Y = 0 , alors Q'+ Q" = Q' © Q" , et 
dim (Q' + Q " ) ^ = 4 ; ceci est impossible, puisque ( Q ' + Q " ) ^ est 

P (1) 
contenu dans Q qui est de dimension 3 . Si Y = 2 , alors les 
dimensions de Q' fl Q" , Q' , Q" (sur F ) sont les mêmes, donc 

P 

Q'nQ" = Q' = Q" , ce qui est contraire à la construction de Q' et 

Q" . On a donc ' y = 1 # et dim^ (Q' +Q") = 5 = dim^ Q , donc 

Q' + Q" est égal à Q . P P 

Remarque : Soit une famille d'entiers [ r ,a , (n . ) 1 . } vérifiant — y l^j^a 
r ^ p+1 , a ^ inf(r - l , p-1) , et 

0 < n -n , < ... < n., 1 - n. < n . - n , 1 < ... < n 0 - n1 < n . < r . 
a a-1 j+1 j ] ] -1 2 1 1 

Considérons les problèmes suivants : existe-t-il un sous-IF [G]-module 
r — — p 

Q de © M. , tel que Q fl M. soit nul pour tout i , de hauteur a , 
1=1 1 1 (j) 

et tel que n. soit égal à dim Q pour tout j de 1 à a ? 
J P 

Si un tel module Q existe, est-il unique à IF^tG]-isomorphisme près ? 

On verra en VI qu'un tel module Q existe lorsque r ^ 4 , et 

on peut sans doute montrer que c'est encore vrai pour r > 5 . 

D'autre part, le tableau ci-dessus montre qu'un tel Q est unique 

à W [G]-isomorphisme près lorsque r £ 4 . Il est facile de montrer que 
P 

ce n'est plus vrai pour r > 5 . Prenons par exemple r ^ 5 , a = 2 , 
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n = 4 , n -n = 2 ; on peut alors avoir pour Q , à W [G]-isomor-
! ù X jp 

phi s me près : 

- ou bien R 2 © , avec ^ R 2 ; 

- ou bien (R n +Rl) © F , avec RL Rn et R^ORL F . 

Z Z p L L L L p 

V. ETUDE DES IF [G]-MODULES Q DE HAUTEUR 1 OU 2 . 

1. Q est de hauteur 1 . 

Autrement dit, Q est fixe par G et non nul, ou encore Q est 

F [G]-isomorphe à F n , avec 1 ^ n < r (cf. III). 
P P 

LEMME. - Soit n un entier tel que 1 £ n < r . Le nombre de 
—— r — 

classes , modulo I I U. , des sous-F [G ] -modules Q de © M, 

U i p - i=i i 

tels que Q fl M soit nul pour tout i de 1 à r , et tels que 

Q soit fixe par G et de dimension n sur F^ , est égal au  

nombre de classes de matrices à n lignes et r colonnes, à 

coefficients dans F , dont toutes les matrices extraites à n 
P 1 . 

lignes et (r-1) colonnes sont de rang n , modulo l'action de 
GL (F ) à gauche et de Diag*(F ) à droite, 

n p — 2 r p 

(On note Diag*(F ) le groupe des matrices carrées d'ordre r , 
r p 

diagonales, inversibles, à coefficients dans F^ ) . 

Notons N ce nombre. 
p,r,n 

r —Q 
Démonstration : Par hypothèse, Q est contenu dans © M, 

—"G 1 = 1 1 

Or M. est un F -espace vectoriel de dimension 1 (pour tout i ) . 
i P _ G Notons {m.} une base de M. sur F pour chaque i . Soit V L i J i P 

r — G 
un sous-espace vectoriel de © M, de dimension n . En associant 

1=1 1 

à toute base (B de V sur F la matrice A de 7H (F ) 
p n,r p 
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(matrices à n lignes et r colonnes à coefficients dans JF ) dont la 
ème - P 

j ligne est formée des coordonnées du j vecteur de (B dans la 
r Q 

base {m.. ,m 0 , ...,m } de © M , , on voit que la donnée de V cor-\ i r i=l i 
respond à la donnée d'une classe , modulo GL (ff ) , de matrices de 

n p 
7>l (JF ) de rang n . n,r p 

— G 
Dire que V fl M. est nul équivaut à dire que le IF -espace vec-

— G 1 P 

toriel V + M. est de dimension n + 1 ou encore que la matrice ob-î 
tenue en ajoutant à A la ligne (0, 0 , . . . , 0 , 1 , 0 , . . . , 0) (où le coefficient 

1 est dans la i colonne) est de rang (n+1) . Il est clair que ceci 
ème 

équivaut à dire que la matrice obtenue en enlevant à A sa i colon

ne est de rang n . 
— G Enfin, U. agit sur M, comme IF* , donc les classes de Q r i i p 

modulo I I U, correspondent aux classes de matrices modulo GL (IF ) et 
i=l 1 n P 

Diag*(IF) . r p 
c .q. f.d. 

On va mainteant calculer N , où r et n sont deux entiers 
p,r,n 

vérifiant n < r ^ p+1 . On aura besoin pour cela des notations suivantes : 

pour tout couple (r,n) d'entiers vérifiant n < r , on note &̂  ^ l'ensem

ble des familles 3 ~ ( l . L . , où I. est un sous-ensemble non 
° j l^j£ r-n j 

vide de [ 1 , 2 , . . . ,n} pour chaque j , et où la réunion des I 

( l < j ^ r - n ) est égale à { l , 2 , . . . , n } . 
Pour tout élément 3 = { i . } . ^ . ^ de £ , on note 

° j J l£j<r-n r, n 
r-n «2(3) «3(3) € n (3 ) 

c(3) = S Cardtt.) , et £(3) = S S ... S 1 , où £ (3) 
j=i 3 h = 1 h=h « n=«n-i k + 1 

désigne le plus petit entier j tel que L ne soit pas contenu dans 

{ l , 2 , . . . , k } (pour tout k de 1 à n-1 ) . Enfin, on définit une rela

tion d'équivalence (notée ~ ) sur l'ensemble des éléments de 3 P a r : 

I, ~ I., , s'il existe une suite d'indices j = ] , ] . , . . . , ) n = j ' , tels 
j j o 1 € 

que I. f i l . soit non vide pour tout i de 1 à £ ; et on note 
h-i h 
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v(3) le nombre de classes pour la relation ~ dans 3 • 

On peut alors énoncer : 

^ r 
PROPOSITION. - Le nombre N est égal à S ( )N' 

p,r,n s=n+l s P ' S ' n 

où N' est défini par 
N' , „ - ' S X ( 3 ) ( P - 1 ) C ( 3 , + V < 3 ) - S . 

p ' s ' n 3 « e s , n 

Démonstration (faite avec l'aide de Claude Moser) : Si N" p,s,n 
désigne le nombre de classes de matrices de 7I\ (IF ) , dont tous les 

n, s p 

vecteurs colonnes sont non nuls, et dont toutes les matrices extraites à 

n lignes et (s-1) colonnes sont de rang n , modulo l'action de GL n (F ) 

à gauche et de Diag*(F ) à droite, alors il est clair que l'on a 
r S P 

N = S ( r )N" 
p,r,n s=n+l S P /S> n 

Il suffit donc de montrer que N" = N' , pour tous les 
p,s,n P/S,n 

triplets (p,s,n) convenables. 

ème 
Soit A une matrice de ï! (IF ) ; notons A, le j vecteur 

n, s p j 
colonne de A ( U j ^ s ) , et supposons que A_, est non nul pour tout 

j , et que le rang de (A,), , est égal à n pour tout j . Définis-
j 1̂ 3 ̂ s o 

Mo 
sons la permutation a de { 1 , 2 , . . . , s} de la manière suivante : 
G (1) = 1 , G. (k) = le plus petit entier j tel que A, n'appartienne 

A k-1 J 

pas à S IF A / l X (pour 2^k<:n) , puis aA(n+l) < G,(n+2) < . . . < G a (s) 
i=l P Opii) A A A 

(l'existence de G^ est due au fait que A est de rang n ) . Par cons

truction, la matrice [A / t J est inversible ; notons AA son in-

verse (c'est donc un élément de GLn(ffp) ) . Il est alors clair que la 

matrice A / A est indépendante du choix de A modulo GL (F ) , et A n p 
détermine de manière unique la classe de A modulo GL (F ) . 

n p 

D'autre part, notons la matrice de permutation d'ordre s 

correspondant à G^ ; c'est-à-dire que P^ est définie par 
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A ° p a = ml • L a matrice A ° A o p est de la forme (I A') , 
A V °A^LL^S A A n 

où A' est un élément de 7J\ (F ) . Et les hypothèses faites sur 
n, s-n p 

A sont équivalentes au fait que chaque colonne et chaque ligne de A1 

est non nulle. 

Etant donnée une telle matrice A' , notons a! . ses coefficients 

(l^i^n , l^j^s-n) , et I A I . l'ensemble des indices i tels que a! . 

soit non nul (pour tout j de 1 à s-n ) . Il est alors clair que la 

famille 3 = [I ,} est un élément de t , et que le nom-
A A ,J l^J^S—n S,n 

bre de classes modulo GL (IF ) de matrices A "convenables" donnant 
n p 

la matrice (I A') par le procédé décrit ci-dessus est égal à £ ( 3 a , ) . 
n a. 

Soient maintenant A et B deux matrices de TU (IF ) "conve-
n, s p 

nables", congrues modulo GL (IF) et Diag*(F ) . Alors PA et P n 

n p s p a b 
sont égales, et les matrices (I A') et (I B') correspondantes sont 

n n 
congrues modulo GL^F^) et Diag^F^) , ce qui équivaut à dire que 
les matrices A' et B' sont congrues modulo Diag^(F p) à gauche, et 
Diag* (F ) à droite, s-n p 

Or, étant donnée une matrice A' = (a! . ) 1 ^ . ^ . de ^ (F ) , 
i , j l£i£n n,s-n p 

l^j^s-n 
dont toutes les lignes et toutes les colonnes sont non nulles, le nombre 
de matrices B' du même type, qui sont congrues à A1 modulo Diag*(F ) 

n+(s-n) n P 

à gauche et Diag*" ( F ) à droite, est égal à (p-1) / C A I / où 
S-n p A 

C est le cardinal de 
A 

6 ( < ) n + < S " n , / v i , v i , a ; ) ( x - V r i ) = o . 
' m S S " n v ( 3 a . ) ' 

Il est facile de voir que C = (p-1) , donc le nombre des matri-
s-v(3 A . ) 

ces B' cherchées est égal à (p-1) A 

Enfin, étant donné un 3 dans £ , le nombre de matrices A' 
° s, n 

(comme ci-dessus) telles que 3 , soit égal à 3 est bien sûr égal à 
Q(O) A 

(p-1) ° . On a donc obtenu 
N" = S ( P - 1 ) C ( 3 ) £ ( 3 ) / ( P - D S " V ( 3 ) . 

P , S , n OÇ £ 
° s,n 
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c'est-à-dire N" = N' 
p,s,n p,s,n 

c .q . f.d. 

Exemples : 

N' = 1 (pour K s sp+l ) . 
p , s , l 

N p s 2 = n S ~ 2 ' * ) 

(pour 2 < s £ p + l ) . 

N' = 1 (pour n£p) . 
p,n+1,n 

2. Q est de hauteur 2 . 

G 

Dans ce cas , Q est une extension, sur IF [G] , de Q/Q par 
G G P 

0 ; et Q/Q est fixe par G et non nul. De plus, cette extension 

est une "sous-extension" de l'extension 

o _ S M . ^ © M . ( 2 ) ^ W 2 ) / M . ( 1 ) - O , 

i=l 1 i=l 1 i=l 1 1 

au sens suivant : le diagramme de IF [G]-modules 
P 

0 - Q G ^ Q - Q / Q G - 0 

r _ r r _ r _ r _ 
o - ^ 0 M , ( 1 ) - ^ © M . ( 2 ) - * e M , ( 2 ) / M . ( 1 ) — 0 

1=1 1 1=1 1 i=i i i 
est commutatif, et ses lignes sont exactes (les inclusions "verticales" 

r — 
sont induites par l'injection de Q dans © M. ) . 

i=l i 
Notons maintenant 0 —• Y Y^ —• 0 une suite exacte 

de ff -espaces vectoriels de dimension finie, et s une section fixée de 
P 

j . On identifiera Y^ et son image i(Y^) dans Y . 

Soit X un sous-ffp-espace vectoriel de Y . Notons (resp. X^) 
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les sous-Hp-espace vectoriel de Y 1 (resp. ) égal à XDYj 

(resp. à j (X)) . Alors le diagramme suivant de ff-espaces vectoriels 
P 

est commutatif, et ses lignes sont exactes : 

0 -*- X — - X K X —- 0 

Notons s une section quelconque de j | (donc s : X - X ) , et 
X X X L 

k .̂ un IFp-homomorphisme quelconque de dans dont la restric

tion à X2 soit égale à s \^ ~ • Enfin, pour tout couple (Y'^Y^) 

où (resp. Y^ ) est un sous-ff^-espace vectoriel de Y^ (resp. Y^ ) , 

désignons par ^ 7 ^ , la relation d'équivalence sur Hom (Y ,Y ) dé-
ï 1 / ±0 Ut Ci ± 

1 ' 2 p 
finie par : k V

/ T ^ l k' si et seulement si (k-k')(Y') c: Y' . Et notons 
Y 1 ' Y 2 z 1 

le, la classe de k modulo S^„* • 
X X Y l / Y 2 

LEMME 1. - L'application $ définie par §(X) = ( X ^ X ^ k ^ , 

est une biiection entre l'ensemble des sous-ff^-espaces vectoriels 

de Y et l'ensemble des triplets (Y '^Y^k) , où Y'̂  (resp. Y^ ) 

est un sous-IF^-espace vectoriel de Y^ (resp. Y^) , et k une 

classe de Hom ( Y 0 / Y j modulo • 
Jl z 1 Y 1 ' Y 2 

-1 

L'application réciproque $ est définie par 

r V ^ Y ^ k ) = Y'x © (s-k)YJ , 

où k est un représentant quelconque de k dans Hom (Y 9 ,Y ) . 
lip z 1 

Démonstration : La démonstration de ce lemme est faite d'une 

suite de vérifications faciles ; vérifier que $ et $ 1 sont deux ap

plications bien définies, c'est-à-dire que k .̂ ne dépend pas du choix 

de s^ ni de celui de k^ , que fl (s-kjY^ est nul dans Y' et 

que Y!̂  © (s-k)Y^ ne dépend pas du choix de k ; puis vérifier que 

FXo $(X) = X , et que $ o j " 1 ^ , Y^ ,k) = (Y '^Y^k) . 

c . q. f. d. 
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Soit maintenant f un ff^-automorphisme de Y laissant stable 

Y, (c'est-à-dire tel que f ( Y j c Y 1 ) . Alors f induit un IF-automor-
1 1 1 p 

phisme f (resp. f2 ) de Y^ (resp. Y 2 ) ; si est dans Y^ , 

alors ^ ( y ^ = iiy^) ; et si y 2 est dans Y 2 , alors f

2 ( Y 2 )
 = J o f o S ^ 2 ^ • 

Notons enfin le ff^-homomorphisme de Y 2 dans Y^ égal à 

s - f o s 0 ^ 1 . 

LEMME 2. - L'application \|f définie par Hf) = (f , f 2 # h f ) , est  

une bijection entre l'ensemble des ff^-automorphismes de Y lais 

sant Y 1 stable, et l'ensemble des triplets ( f ^ f ^ h ) où 

(resp. f 2) est un IF^-automorphisme de Ŷ^ (resp. Y^) , et h un 

ff^-homomorphisme de Y 2 dans Y^ . 

L'application réciproque \|r * est définie par 

( r 1 ( f 1 , f 2 , h ) ) ( y 1 + s ( y 2 ) ) = f ^ ) + (s-h)(f 2(y 2)) , 

où (resp. y 2 ) est un élément quelconque de (resp. Y^) . 

Démonstration : Il suffit de vérifier que \|i 1 (f , f , h) est bien 
- - - - - - -1 1 Z 

un IF -automorphisme de Y , puis que \|i et \|i sont des applica-
P 

tions réciproques l'une de l'autre. 

c .q . f.d. 

LEMME 3. - Soient X,X' deux sous-IF -espaces vectoriels de Y , 
p 

et f un IF^-automorphisme de Y laissant Ŷ^ stable. Notons 

$(X) = ( X r X 2 , k ) , *(X') = ( X ' 1 # X ^ F ) , et \|r(f) = ( f r f 2 , h ) . On 

a alors f(X) = X' si et seulement si f ^ X ^ = X'j , = X 2 ' 

et ( f ^k - k'of 2 + hof 2)(X 2) c X'x . 

P f l 1 !^ 1 ! 8 - 1 !?^ ! 1 - : S i f ( x ) = x ' ' a l o r s f ( x n Y i ) =" X'n Yj , autre

ment dit f(X x) = X^ ; et jofo S (X 2 ) est contenu dans jof(X) = j(X') = X^ , 

de même jof""1os(X2) est contenu dans X 2 , donc f

2 ( x

2 ) = X 2 ' 

Supposons maintenant que = X^ et ^ 2 ( x

2 ) = ^2 ' O n a 
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alors dim^X.^ = dim^ , et dim^ X 2 = dim^ X'^ , donc 
P P P P 

dinijp X = dirrijp X' , et f(X) = X' si et seulement si f(X) c X' . 
P P 

Or, pour tout x^ dans X^ et tout x 2 dans X^ , on a : 

f (x 1 + (s-k)x 2) = f ( x : - k x 2 + s x 2 ) = f 1 ( x 1 - k x 2 ) + (s-h)(f 2(x 2)) 

= f^Xj) + (s-k')(f 2 (x 2 )) - f 1 °k(x 2 ) + (k'-h)of 2(x 2) ; 

et ici ^(Xj) + (s-k')(f 2 (x 2 )) appartient à X' + (s-k')X^ = X' . On a 

donc f(X) c X1 si et seulement si (f <>k - k '°f 2 + h°f )(X2) c X1 . 

Or, l'image de par î oh (resp. k'°f 2 , resp. h° f ) est contenue 

dans Y ; et X* nY x est égal à X' . 

c .q . f.d. 

Supposons maintenant, de plus, que Y est un F [G]-module (pour 
P 

un groupe fini quelconque G ) , que est égal à , et que Y 2 

est fixe par G . Alors la suite 0 — Y^—-Y — 0 est exacte sur 
IF [G] . Notons T = Hom^ (Yn , Y j , et 6 l'homomorphisme de G p IF 2 1 
dans T associé à cette suite exacte ; autrement dit, 6 est défini par 

g ^ + s 'y^ = Cy1 + e g y 2 + s - y 2 ) 

pour tous g de G , de ; y 2 de , et toute section s' 

de j sur F p . (cf. [ 3 ] , et utiliser le fait qu'ici on a 

H 1(G,T) = Hom(G,T) , car T est fixe par G ) . 

LEMME 4. - Soit X un sous-F -espace vectoriel de Y , et 
P 

${X) = ( X 1 , X 2 , k ) . Alors X est un sous-IF [G] -module de Y 

si et seulement si , pour tout g de G , on a ^ g ^ 2 ) C I . 

P^I^l^IË^PI 1 : P o u r t o u s g d e G ' x i d e X i e t x 2 d e 

X 2 , on a g(x 1 + (s-k)(x 2)) = x x + e

g ( x

2 ) + (s-k)(x 2) . 
c .q. f. d. 
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LEMME 5. - Soit f un IF -automorphisme de Y laissant Y 
P 1 

stable, et soit \|r(f) = (f 1 # f 0 - ,h) . Alors, f est ff [G] -linéaire 
1 L P 

si et seulement si , pour tout g de G , on a 0 ° L = f o 6 
g 2 1 g 

De plus, pour tout ff^-automorphisme de. , il existe au 
plus un ff^-automorphisme t> de tel que l'on ait, pour tout 
g dans G , 6 of = f oQ . 

g 2 1 g 

P^I^Jl^IË^PIL : P o u r tous 9 dans G , dans , 

dans Y 2 , on a Hgiv^sy^) = f ^ y ^ 6 y 2 ) + (s-h)(f 2(y 2)) , et 

g(f(y 1 +sy 2 ) ) = ^(Y j ) + e

g ° V Y 2 ^ + ( s " h ) ( f 2 ^ 2 ^ ' d ' ° Ù l a p r e m i è r e P a r t i e 

du lemme. 

Soient maintenant t> et deux ff^-automorphismes de Y 2 tels 

que l'on ait, pour tout g de G , 8 ° f = 6 ° f ' Alors l'image de 
g Z g z 

L - f; est contenue dans ( 0 Ker 6 ) = Y o 0 Y G = y 0 H Y, = 0 ; donc 2 2 g ê G g 2 2 1 

2 2 
c .q . f. d. 

Oublions momentanément le groupe G , mais supposons donnés : 

un entier r strictement positif, et pour tout entier i de 1 à r une 

suite exacte de IF -espaces vectoriels de dimension finie 
j . P r 0 — Y , . — Y, - i l*Y n . — 0 . Supposons que l'on a Y = © Y. , 1,1 i 2 , i i=i i 

r r T T Y, = © Y, , , Y 0 = © Y 0 . , et j = j . , et que la section s 1 1 = i l , i 2 1 = 1 2 ,1 r 1=1 i 

de j est choisie de la forme | | s. , où s. est une section de j , 
i=l 1 1 1 

pour chaque i . 

LEMME 6. - Soit f un ff^-automorphisme de Y laissant stable 

Y^ , et soit = ( ^ / ^ ' ^ • Soit i un entier entre 1 et r . 

Alors f laisse stable Y, si et seulement si (resp. F^) 

laisse stable Y . (resp. Y 9 .) , et h(Y9 ,) est contenu dans 
1 , 1 ¿4 F \ Z , 1 

Y l , i • 
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Pi lI 1l° Ill tIËt i°I 1 : S i f ( Y ^) Y j , » alors 

f 1 (Y 1 .) = f(Y. .) = f (Y1 (TY.) c f(Y.)nf(Y.) c Y 1 n Y, = Y , 
1 i , i J-,1 i l 1 i l i l , i 

et f 2 ( Y 2 f l ) = ( jofo S )(Y 2 / . ) c jof(Y.) c ]{Y.) = Y ^ . . 

Si f (Y ) c Y et f (Y .) c Y , alors, pour tout y . 
1 1 / 1 1 /1 Z Z / 1 " / 1 1 /1 

de Y 1 , et tout y. . de Y n , on a : 
l / i 2 , i 2 , i 

- h < y y 2 i l » , 

où f (y ,) + s,(f (y ,)) appartient à Y, . On a donc f(Y.) c Y, si i i , i i z z , i i i i 
et seulement si h(Y .) c Y. . Or, par définition de h , on a toujours 

ù , 1 1 
h(Y2) c Y l . 

c .q . f.d. 

Supposons de plus que chaque Y. est un IF [G]-module (pour un 
1 P 

groupe fini quelconque G ) , que Y = Y. , et que Y ? . est fixe 
1 /1 1 LT F \ 

par G . Alors Y vérifie les hypothèses du lemme 4, et si on note, 
pour tout i , T. = Hom_ (Y , , Y ) , et 8. l'homomorphisme de G 

i p '^ 1 / 1 i 
dans T. correspondant à la suite exacte de IF [G]-modules 

i . _ j _ p 
0 — Y , . — Y. - ^ - Y 0 0 , on a 0 = 1 9. . 

l / i i 2 , i i=l 1 

LEMME 7. - Soit X un sous-IF [G]-module de Y , et i un 
p — — 

entier entre 1 et r . Soit $(X) = ( X ^ X ^ k ) . Alors X 0 Y. 

est nul si et seulement si X flY . est nul, et alors X flY . 
1 1 , 1 Z Z f1 

est nul. 

P J l 1 ^ 1 ^ ! ? ! 1 0 ^ - : Comme x

1

n Y

1 i

 = (XflY^ fl Y^ , il est clair que 

X, fl Y, . est nul dès que XHY. est nul. 
l l , i i 

Inversement, supposons que X flY . soit nul. Comme on a, 
i i / i 

pour tout g de G , 6 (X DY .) c X flY . , on en déduit que 
g z z /1 i i / i 

X o 0 Y o c fl Ker 9 . Or, on a déjà vu (dans la démonstration du 
2 2 ' 1 g€G g 
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lemme 5) que 0 Ker 8 est nul. Donc X_ fl Y n . est nul. 
g€G ^ 2 2 , i 

Or, j(XDY.) est contenu dans X„flY . , donc j(XDY.) est nul. 
1 Z Z , 1 1 

On a donc XflY. A Y, , c'est-à-dire XHY. = X, fl Y. , , qui est nul par 
i l i 1 l , i 

hypothèse. Donc XflY^ est nul. 

c .q . f .d . 

Supposons de plus qu'il existe r sous-groupes ^- H î^ i^ i^ r °*e 

G , à quotients cycliques d'ordre p , tels que pour tout i on ait Y 

fixe par H. , et que 0, soit un isomorphisme de Y n , sur Y, . 
i i/gi K 2 , i l , i 

pour un relèvement g. dans G d'un générateur de G/FL . 

r r 
LEMME 8. - Soit f = | | f . un élément de | | Aut Y . . 

1 , . , 1 , 1 • -i lr 1 ,1 
1=1 r r i - l P 

Alors il existe un élément f = | | f , de | | Aut Y , tel que 
z 1=1^,1 i = 1 ttp Z,i 

l'on ait 0 ° f0 = fi o 0 pour tout g de G . 
g 2 1 g * * — 

Démonstration : On pose, pour chaque i , L , = G , ° i, ,°6, 2, i i,g. l , i i,g. 

On a alors 0, <>f = f 0 8. pour tout g de G ; en effet, si i,g 2, i l , i i,g 
g est dans H. , chacun des 2 membres est nul ; et si g n'est pas 

dans H, , alors 0, est de la forme a 8. avec un a dans IF , 
i i,g itgi P 

donc l'égalité provient de la définition de f? . . 
z, i 

c .q . f. d. 

En groupant les résultats obtenus dans les lemmes 1 à 8, on ob

tient le résultat suivant (avec toutes les hypothèses sur Y ) : 

PROPOSITION. - L'ensemble des classes des IF [G]-sous-modules 
P — 

X^ de Y tels que l'on ait XHY. = 0 pour tout i , modulo 

| Autp [Q]Y. / est en bijection avec l'ensemble des classes des 
triplets ( X ^ X ^ k ) , où X, est un sous-IF -espace vectoriel de — ^ ^ — ^ p 

Y^ tel que l'on ait X^ fl Y^ , = 0 pour tout i ; où est un 

sous-IF -espace vectoriel de Y 0 tel que l'on ait 9 (Xn) c X, 
p z g Z i 
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pour tout g de G ; et où k est un ff^-homomorphisme de 

Y 2 dans ; modulo la relation d'équivalence ~ définie par : 

(X ,X ,k) ~ ( X ' ^ X ^ k 1 ) si et seulement si il existe un élément 
r r r 

f = I f dans | | Aut Y , , et un élément h = | | h. dans 
1 1=1 l ' 1 1=1 p 1 / 1 i=l 1 

| | Horn (Y , , Y ,) tels que l'on ait, (en notant f = | | f 
i=l ^ p ^z 1 i / 1 1 i=i ¿/1 

et f = G"1 « f o e ) f (x ) = X' , L ( X j = X' et 
2 , i i/g^ î / i i/g-[ i l i Z z z 

(fjok - k'of2 +hof 2 )(X 2 ) c X'x . 

Remarque : On peut prendre en particulier dans ce qui précède 
2 

G = (Z/pZ) . Dans ce cas , tout générateur h de H est le relè

vement dans G d'un générateur de G/H, , si i et i' sont dis

tincts. On en déduit le résultat suivant : 

Si X 1 est un sous-IF -espace vectoriel de Y, tel que X, P, Y, . 
1 P 1 1 l , i 

soit nul pour tout i , et si X 2 est un sous-F^-espace vectoriel de 

Y tel que 0 (X ?) soit contenu dans X 1 pour tout g de G , alors, z g z i 

pour tout couple ( i , i ' ) d'indices distincts entre 1 et r , 

X 0 (Y .©Y .,) est nul. 
z Z 11 Z , 1 

En effet, on a déjà vu (lemme 7) que X flY . est nul pour tout i . 
Z Z , 1 

Soit x_ = y . + y 0 un élément de X PI (Y .©Y ) ; il suffit de 
Z ¿/1 ^ /1 ^ ^ /1 ^ / 1 

montrer que y 9 est nul. Or 6. , (y .) = 0 , donc Z t 1 i , n̂  z , 1 

y x 2 } = € x i n Y i . r ' q u i e s t n u l ' d o n c h'.hpz.J e s t 

nul, ce qui prouve que y ? est nul ; d'où le résultat. 
z , i 

VI. CLASSIFICATION DES Z[G1 -MODULES REALISABLES DE LONGUEUR  

INFERIEURE A 4 . 

D'après II, il s'agit maintenant d'étudier les sous-ffp[G]-modules 

Q de © M. tels que Q fl M. soit nul pour tout i de 1 à r , 
i=l 1 1 

modulo T ^ U i ' a v e c r ^ 4 • 
i=l 
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r r  
LEMME. - Pour r £ 4 , | | U. agit sur Q comme I I Aut_ r^iM. 

i=i 1 i=i v J 1 

tout entier. 

Démonstration : Notons U1 le sous-groupe de U engendré par 

les racines 2p-èmes de l'unité, et les unités cyclotomiques 
D — 1 b 1 

(pour a € [2 ,3 } ) . 

a) On a vu que Aut f f M". s'identifie à (W[ç]/{Ç - 1 ) P _ 1 ) * ; 

pour p £ 3 , il est facile de voir que l'homomorphisme cano-
nique de U1 dans (IF [ç]/{Ç-l) ) est surjectif (ce résul-

P 

tat est faux dès que l'on a p ^ 5 , et que p ne divise pas 

le nombre de classes du sous-corps réel maximal de Q ) . 
b) Pour p ^ 5 et r ^ 4 , on a vu que Q = , avec a < 3 ; 

r __L_ ( 3 ) 
donc I I A u t ] p [ G ] M i a g i t s u r Q comme | lAut^r^ jM. 

i=l p i=l p 
Or Aut^ [ G j M " , ( 3 ) s'identifie à (F [ç ] / ( Ç - l ) 3 ) * , et il est 

P 

facile de voir que l'homomorphisme canonique de U' dans 

(IF [ C ] / ( C - 1 ) V est surjectif. 
P 

c .q . f. d. 
Lorsque Q est F [G] -monogène, on peut donc appliquer le corol-

P 
laire de (IV, 1) ; lorsque Q est fixe par G , on connait le résultat par 
(V, l ) . Il reste donc à étudier les deux cas suivants : R 0 © F , et 

L p 
R 2 + R 2 a V 6 C R 2 ~ R 2 e t R 2 n R 2 ~ n o t e r a s i mP!ement R 2 + 
ce dernier cas) . 

Pour cela, nous utilisons la proposition de (V,2), et les résultats 

obtenus en (V,l) lorsque Q est de hauteur 1. Dans les deux cas 

(R0 0 F et R 0 + Ri ) , nous avons n, = 3 . Or (par V, l ) il existe, à 
l P L L 1 

4 _ 4 — ( 1 ) 

Aut^ M. près, un seul sous-F-espace vectoriel X, de © M. 
1=1 ffp 1 P 1 1=1 1 

— (1) 
de dimension 3 tel que l'on ait X^ fl = 0 pour tout i ; et on 
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/1 O O 1\ 
peut supposer que X correspond à la matrice 0 1 0 1 ; ou encore, 

4 V0 0 1 1/ 
qu'un élément y = £ y.m. avec y. € IF est dans X 1 si et seule-

i=l 1 1 P f \ 
ment si l'on a y = y + y 9 + y~ (on rappelle que [m,} désigne une 

— (1) 1 

base de M, sur F , pour chaque i ) . 
i P 

— — ( 1 ) Les seuls éléments de | | Aut^ [ G ] M

i laissant stable X 1 

i=l p 1 

sont les homothéties, donc la proposition (V,2) donne ici le résultat 

suivant : 
4  

l'ensemble des c lasses , modulo I I Aut^ M, , des sous-F [ G ] -
4 _ i=l V ^ J 1 P 

modules Q de © M, tels que l'on ait QÍ1M, = 0 pour tout i de 
1=1 1 1 

1 à 4 , et tels que Q soit F [G]-isomorphe à R9 © F (resp. à 
P P 

R 2 + R 2 ^ ' e S t e n kijection a v e c l'ensemble des couples {X^,K) , où 
X ? est un sous-F -espace vectoriel de dimension 1 (resp. 2) de 

L p 
4 —(o) — f l ) 
© M . V V M , 1 tel que l'on ait 6 (X j c X, pour tout g de G , 

i=l i i g 2 1 
= M —(2) — ( l ) 4 — 

et où k est un élément de Horn © M, / M , , © M . V ' , modulo 
3FpVi=l 1 1 i=l 1 J 

la relation d'équivalence définie par : k J f * ^ k' s'il existe 
4

 x l ' x 2 X 1 ' X 2 
un élément h de T T Hom ( 2 , M " . ( 1 ) ) tel que l'on ait 

i=l P 1 

(k-k ,+h)(X 2) c x x . 

D'autre part, la remarque faite à la fin (V,2) et l'étude faite en 
2 

(V,l) lorsque Q ^ F (resp. 0 F ) montrent que les seuls sous-
P P 

4 —(2) —(1) 
F -espaces vectoriels X n de © M. / M. susceptibles de véri-

P 2 i=l 1 1 

fier 6 (Xn) cz X, pour tout g de G correspondent aux matrices g Z i 

( X 1 , X 2 , X 3 , 0 ) et à ses 3 autres conjuguées par , ou ( ^ , ^ , ^ , ^ 1 

f (Xl ° X3 X 4 \ ^ 
resp. n , , avec | a € F - { 0 , 1 } (les X, sont tous 

V V° ^2 X3 U X 4 / P
 I 

dans F^v ) . Par ailleurs, il est clair que l'on a 9 (X n) c X, pour tout 
P g 2 1 

g de G , dès que c'est vrai pour g = et pour g = ĥ  (comme 



II. 32 

4 
d'habitude, h. désigne un générateur de H. ) . Or 0. = | | 8. , i i n. . = 1 i,h. 

avec 6, = 0 , et G, , est un isomorphisme de M . ^ V M . ^ sur 
J,hj i ,h i * i i 

— (1) 
M. pour i ^ j ; en choisissant une base pour chacun de ces espa-
ces , cela donne 0, , 6 IF pour i ^ j . De plus, on peut choisir 

i , h j p 
ces bases de sorte que l'on ait : 0 = 1 pour i € { 2 , 3 , 4 } et 

i,n^ 
0- , = 1 . Alors 0O , et 0 . , (notés respectivement t„ et t, ) 

l,h2 3,h2 4 3 4 
sont deux éléments distincts de ff . 

P 
Ainsi# la propriété 0 (X ) c X pour tout g de G est équiva-

g Ci i. 

lente à l'existence d'une solution pour un système de 2 (resp. 4) équa

tions linéaires homogènes à 4 inconnues (les X. ) dans TF* . 
i P 

Lorsque X^ correspond à (X-^^/Xg/O) , ce système est 

\ 0 = h + h 
\o = x1 + t 3 x 3 . 

Il a donc une solution unique modulo IF , et le seul Xni convenable 
P 2 

correspond à ( - t , - 1 , 1 , 0 ) . 
vJ 

Lorsque correspond à (X^ , ̂  , , \ ^ ) , ce système est 

J X 4 = X2 + X3 

i l 4 X 4 = X l + hXZ ' 
Il a donc p-3 solutions modulo IF , et les X n convenables corres-

P 2 
pondent à (t 4X - t 3 , X - l , 1 , X) , avec X 6 IF - [ 0 , 1 , t g / ^ } . 

Lorsque X^ correspond à J ^ l ^ S ^4 J , ce système est 
W x 2 x 3 n x 4 / 

( X 4 = X3 
t 4 x 4 = x 1 + t 3 x 3 

HX4 = X 2 + X 3  

1 V X 4 = V s ' 
Si p, ^ ' ^ n ' a P a s ^ e solution. Par contre, si p. = tgA^ / il a 

une solution, unique modulo IF* , et le seul X n convenable correspond 
P 2 
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v o t 3 < 4 - i i . 3 t 4 ; . 

Montrons enfin que, pour n'importe lequel de ces , et n'importe 

quel Fn-homomorphisme k de Y_ dans Y 1 , il existe un élément 
A A 2 1 
4 4 

h = | | h, dans | | Hom (Y . , Y .) tel que l'on ait (k+h)(X ) e x . 
i=l 1 i=l p 1 , 1 1 / 1 2 1 

En effet, pour tout élément de , on a (k+h)(x2) € X^ si et 
seulement si : 

h l X 2 , l + h 2 X 2 , 2 + h 3 X 2 , 3 - h 4 X 2 , 4 

= - ( (k (x 2 ) ) 1 + (k(x 2 ) ) 2 + (k(x 2 )) 3 ) + (k(x 2 ) ) 4 . 

4 
Donc il existe h = | | h. tel que (k+h)(X9) c X si et seulement si 

1=1 1 

un système linéaire de 1 (resp. 2) équations à 4 inconnues (les h ) dans 

IF a une solution. Or ce système a pour matrice la matrice obtenue en 

remplaçant, dans la matrice correspondant à X 2 , la 4e colonne par son 

opposée. C'est donc toujours une matrice de rang 1 (resp. 2) , et h 

existe toujours. 

D'où le résultat pour Q ~ R 2 © IFp , et Q ^ R 2 + RJ . 

Ces résultats sont résumés dans le tableau suivant (lorsque r = 2 

ou 3 , on retrouve bien les résultats de L. Bouvier et J . J . Payan [ l , l l ] ) . 
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r a (n.-n. . structure de Q 
sur IF [G] P 

C a i } l * U r 
(non ordonnés) 

nbre de classes 
de Z[G]-iso.-
morphisme de M 

2 0 

1 
0 
1 

0 

IF 
P 

0,0 

1,1 

1 

1 

3 0 

1 

2 

0 
1 

2 

2,1 

0 

IF 
P 

V2 

P 
R 2 

0 ,0 ,0 

1,1,0 

1,1,1 

1,1,1 
2 ,2 ,2 

1 

3 

1 

1 

1 (si ps3) 

4 
(si p^3) 

0 

1 

2 

3 

0 
1 

2 

3 

2,1 

3,1 

3,2 

3 ,2 ,1 

0 

IF 
P 

V2 

p 

IF3 

P 
R 2 

R 2 S I P p 

V R 2 
R 3 

0 , 0 , 0 , 0 

1 ,1 ,0 ,0 

1 ,1 ,1 ,0 

1 ,1 ,1 ,1 
1 ,1 ,1 ,0 

1 ,1 ,1 ,1 

1 ,1 ,1 ,1 

2 , 2 , 2 , 0 

2 , 2 , 2 , 1 

2/2 /2 /2 

2 , 2 , 2 , 1 

2 /2 /2 /2 

2/2 /2 /2 

3/3 /3 /3 

i 

6 

4 

1 

4 

p + 7 

1 

4 

4 
1 

4 

P -3 
1 

1 (si ps5) 
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VII. APPLICATION A L'EXISTENCE D'UNITES DE MINKOWSKI. 

Soit K/Q une extension abélienne de type (p,p) (réelle si 

p = 2 ) . On note : 

G = Gal(K/Q) - (Z /pZ) 2 ; 

H 1 / H 0 / . . . / H , les sous-groupes cycliques d'ordre p de G ; 
I L p+1 

k. le sous-corps de K fixe par EL (pour tout i de 1 à r ) ; 

E (resp. E ) le groupe des unités de K (resp. k. ) modulo torsion. 

Il est facile de voir qu'on a ici S\ / / ^ i 
K l \ \ k V ' / p + 1 

DEFINITION. - On dit que K admet une unité de Minkowski si 

E est 2£[G]-monogène. 

On sait que cela équivaut à dire que E est TL[G] -isomorphe à 

Z [ G ] / Z . G (cf. N. Moser [ 9 ] , prop. 1 . 3 ) . 

Notons M le Z[G]-module 2 Z [ G ] / Z G . Il est bien sûr réalisa-

ble y au sens de (I). 

PROPOSITION. - Le ZfGl-module réalisable M = Ï [ G ] / Z G est 

de longueur p+1 ; pour tout i de 1 à p+1 , ]e 2 Z [ G / H J -
H • ( d) * 

module M 1 s'identifie à un idéal principal de Q ; le IF [ G ] -
,P + 1 Hi r , p 

module Q = M / © M est IF LGI-isomorphe a R ; et si 
p+1 i = 1 P P _ 1 

q = S q. désigne un générateur de Q , avec q. dans 
1 = 1 1 

— 1 H ' Fi • 

p M V M 1 pour tout i , alors la hauteur de q. est égale à 

p - 1 pour tout i . 

Démonstration : Il est facile de voir que, pour tout i de 1 à 

p+1 , on a H.M = M 1 =~ Z [ G / H . ] / Z . G / H . (cf. fe], prop. 1.4). D'autre 

part, Q est IF [G]-monogène car M est Z[G]-monogène. Donc Q 
P 
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est IF [G]-isomorphe à R , avec a = Max a. (où a, =ht(q.) ) 
P a l^i^p+1 i i i 

(d'après IV, 1). Il reste donc à montrer que a. est égal à p-1 pour 

tout i de 1 à p + 1 . Or ceci est une conséquence du fait que 
^ H, 
H.M = M 1 pour tout i , et du lemme ci-dessous. 

c . q. f. d. 

LEMME. - Pour tout Z [G]-module réalisable M , et tout H. 
1 

dans M., , notons a. la dimension sur IF de la projection 
M — i r p c — 1  

de Q sur M. parallèlement à ,,©„ M,, . On a alors 
— x i'=l i* 

/ H. A, \ 
dim f f IM / H . M ) + a = p - 1 . 

P i y i 
r 

Remarque : Si Q = IF [G]q , avec q = S q. , et q. G M. pour p i=l 1 1 1 

tout i , alors a, est la hauteur de q. . 
i i 

Hi 
Demonstration : Puisque H. agit sur M 1 comme p , on a les 

HT" ^ H- 1 

inclusions pM 1 c H.M c M 1 . D'où 
i 

~ / IL H,. / Hi Hi / -
0 —• H.M/pM 1 M ypM 1 —• M yH M 0 . 

On a done 
dim^ fM H i /H.M] + dimw (HM/PM^) = dim f f f M H i / p M H i j = p - 1 , 

P P P 

et il suffit de montrer que l'on a 

a. = dim^ (H.M/pM H i j . 

Appliquons le lemme du serpent au diagramme commutatif à lignes 

exactes suivant : ~ 
H- H.=p 

0 • M 1 — — pM *0 

r Hi, • £ J 
0 — • M fl © p M • M —i-^H.M—•o . 

i '=l 1 

Cela donne 

H.M/pM 1 - (M/M ! ) / M(1 © p M 1 , 
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c'est-à-dire 

H.M/pM H i - M ^ J M H I © ^MH ^ p ^ M ^ j J . 

D'autre part, a. est par définition la dimension sur IF de 

/ r — H - . / / H- r -i H.A 
Q/QH © M 1 , qui est isomorphe à M / M fl M 1 © © p M 1 

H. ^ H, 
Or M contient M 1 , donc les deux IF -espaces vectoriels H.M/pM 1 

/ r — H., p 1 

et Q/On © M 1 sont isomorphes. 
7 i" = l 

c .q. f.d. 

THEOREME. - Une condition nécessaire pour qu'une extension  

abélienne réelle K/Q de type (p,p) admette une unité de  

Minkowski est que l'on ait : 

(i) N K / ,^(E) = E. pour tout i de 1 à p+l , et 

r p+l i PiElL) 
(ii) E : | | E = p 2 

. i=l \ 

Si de plus p est égal à 2 pu 3 , alors ces conditions (i) et  

(ii) sont suffisantes. 

Remarques : 

• La condition (i) est connue, et valable pour toute extension ga-

loisienne réelle (cf. N. Moser [9] corollaire de la prop. 1.4). 

B La condition (ii) est équivalente à la condition 
P+l 

K 1=1 1 

où h (resp. h.) désigne le nombre de classes de K (resp. k.) . En 
K l i 

effet, on sait (d'après H. Nehrkorn [lu] et S. Kuroda [6]) , que l'on a 

la relation p + 1 1 p(p+D p + 1 

hK = E : f l E, .p 2 T T ^ . 
L î = i J î = i 
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• La condition (ii) est connue lorsque p = 2 ou 3 , ainsi que la 

deuxième partie du théorème lorsque p = 2 (cf. L. Bouvier et J . J . Payan 

[ l ] , prop. III. 2 et rem. III. 2) . 

Démonstration : En notant M = Z£[G]/22G , on voit que la condi-
Z Hi 

tion (i) traduit H M = M 1 pour tout i , et la condition (ii) traduit 
/P+l H, p(p-l) 

dim__ M/ © M 1 ~ —z . Donc la première partie du théorème est 
%> / i=i L 

une conséquence immédiate de la proposition ci-dessus. 

Montrons maintenant la deuxième partie du théorème ; lorsque p 

est égal à 2 ou 3 , le corps Q est principal, donc la donnée de 

M à Z[G]-isomorphisme près correspond bijectivement à la donnée de 
P+l 

Q à | | Ujl près (d'après II). Or, on a vu (en VI) que, pour p = 2 ou 
i=l £+1 £+1 

3 , on a | = j U . = M A u t ^ [ G ] M , . 

D'autre part, la condition (i) signifie, d'après le lemme ci-dessus, 

que a. = p -1 pour tout i de 1 à p+l ; et la condition (ii) s i -

gnifie que dimxp Q = -^-^— ; donc Q est de hauteur p - 1 et de 
P ¿ 

dimension — , ce qui n'est possible (par IV, 1) que si Q est iso

morphe à R „ . Mais alors (d'après IV, 1), la classe de Q modulo 
SU V-
I I Aut r ,M. est déterminée de manière unique par la famille des 
i=l ffpLGJ 1 

^ l s i s p + l ' 

On a donc montré que, pour p = 2 ou 3 , les conditions (i) et 

(ii) sont équivalentes au fait que E soit TL[G]-isomorphe à 2 £ [ G ] / Z . G . 

c.q. f. d. 

Remarque : Pour p quelconque, le nombre de classes de 22[G]-

isomorphisme de Z[G]-modules réalisables M vérifiant les conditions : 

*j H* 
(i)' H.M = M 1 pour tout i de 1 à p+ l , 
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p+1 H / _i\ 
(il)' dim^ M / © M 1 = , 

IFp 1 = 1 2 

H 4 (p) 
(iii) 1 M s'identifie à un idéal principal de Q pour tout i 

de l à p+1 , 

est au plus égal à (v ) P + 1 , où v désigne l'indice de 
P P 

l'image de U dans (iF [ c î / f é - l ) 5 " 1 ) * . 
v p / 

En effet, un raisonnement analogue à celui qui précède, montre que 

les deux premières conditions déterminent une et une seule classe de 
P+1 _ 

F [G]-modules Q à | | AuL- R^IM. près, à savoir Q = F [G]q , 
P i=l irpLuj i p 

avec q = Zq, et q i dans M ^ P ~ ^ \ M , ^ P ^ (qui correspond à 

( f [ç] / (Ç-1) P M ) Pour tout i . Ces deux premières conditions déter-

p+1 P i ! 
minent donc (v ) classes de F [G]-modules 0 , à I I U. près. 

P P l=[ i 

Comme de plus la troisième condition fixe les classes de Z[G]-isomor-
H-

phisme des modules M 1 , l'ensemble des trois conditions est vérifié 
par au plus (v ) P + 1 classes de 2Z[G]-isomorphisme de modules M . 

P 

Exemple : Montrons que les extensions abéliennes de Q de type 

(3,3) citées par L. Bouvier et J . J . Payan à la fin de [l] possèdent effec

tivement une unité de Minkowski. 

Rappelons leur construction ; soient p^ et p^ deux nombres 

premiers distincts, congrus à 1 modulo 3 . Notons k^ (resp. ) 

l'unique corps cyclique de degré 3 ramifié en p^ (resp. p^) ; son 

discriminant est égal à p 2 (resp. p^ ) (H. Hasse [13] ou M.N. Montouchet 

[14]). Notons K le composé de k^ et k2 ; c 'est une extension abé-

lienne de Q à groupe de Galois de type (3,3) , et les nombres premiers 

ramifiés dans K/Q sont exactement p^ et p^ . Notons k^ et k^ 

les deux autres corps cubiques intermédiaires de K/Q . Leur discriminant 
2 6 

est alors égal à (p 1P 2) / e t celui de K (sur Q) est égal à ( P ^ ) • 
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Ainsi, les extensions K A g et K/k^ sont non ramifiées, alors 

que K/k^ (resp. KA 2 ) est ramifiée seulement en p 2 (resp. en p^) . 

(3) 

Notons h_. la 3-composante du nombre de classes h de k_. 

(1^U4) . On sait que hj 3* = h^3 ) = 1 , et que h^3 ) ^ 3 et h^3 ) > 3 

(cf. G. Gras [4] , J . Martinet [8]). 

Supposons de plus que p1 n'est pas reste cubique modulo p ? , 
(3) (3) 

et que p 9 n'est pas reste cubique modulo p1 . Alors h = h = 3 
(3) 2 o 4 

(cf. [4] , [8]), donc j I h. = 3 . D'autre part, le fait que K/kQ i=l 1 à 
soit une extension cyclique de degré 3 non ramifiée, et le fait que 

(3) 

h = 3 , prouvent que h n'est pas divisible par 3 , d'après 

H. Kisilevski [4] (voir aussi N. Moser [9] , thm.C). 
2 — 

Mais alors, on a 3 h„ = | | h. , ce qui équivaut, comme on l'a 
K i = 1 1 

vu, à la condition (ii) du théorème. 

Il reste à montrer que la condition (i) est vérifiée, c'est-à-dire que 

l'on a N ^ k E = E i pour tout i de 1 à 4 . Lorsque i = 1 (resp. 

i = 2) , l'extension K/kj est cyclique de degré premier impair 3 , le 

nombre de classes h. est premier à 3 , et seule la place finie p 2 

(resp. p^ se ramifie dans K/k. . Le résultat est alors donné par un 

théorème de S.N. Kuroda [7] (voir aussi N. Moser [9], thm. B l ) . Lors

que i = 3 ou 4 , la 3-composante du nombre de classes d'idéaux de 

k.. qui deviennent principales dans K est égale à 3 (puisque la 3-

composante de h^ (resp. h )̂ est égale à 1 (resp. 3) ) ; d'autre part, 

l'extension K/k^ est cyclique non ramifiée de degré 3 . C'est donc ici 

un résultat de H. Yokoi [12] (voir aussi N. Moser [9] , thm. B2) qui 

permet de conclure. 
K 

k l < ^ K2\ / 3 ^ > k 4 

p i X A I S ' ^ T } 

Q 
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