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V. 1 Séminaire de Théorie des Nombres 
19 janvier 1978 

Grenoble 

F O R M U L E S S O M M A T O I R E S , 

TRANS F O R M A T I O N DE L A P L A C E , 

F O N C T I O N S DE BESSEL ET 

A P P L I C A T I O N S A R I T H M E T I Q U E S 

par 
Jean René JOLY 

Cette rédaction est la suite de "Formules sommatoires périodi­

q u e s , . . . 1 1 et de "Variantes et extensions de P o i s s o n . . . " , où elle est 

annoncée respectivement sous les numéros [20] et [ i l ] , et dont elle 

prolonge la numérotation (paragraphes, théorèmes, e t c . . . ) . Son objectif 

es t de montrer comment la transformation de La place, appliquée aux 

sommes S a ( x - 2 n n / x ) a (où les a sont les coefficients d'une 
n^x n n 

série de Dirichlet cp(s) avec équation fonctionnelle du type 

(I) f ^ ) " S r ( s M s ) = $(s) = CU(K-s)) , 
V x > déf 

conduit naturellement (§12.2) à un développement 
v 

(II) £ * a ( x - n ) a = Y £ a ( ^ ) 2 J f ^ v ^ ) , 
n^x n a n = 0 n n vV X J 

avec v = a + K , a > 2a - K - 7- , a = absc i s se de convergence 
o 2 o 

absolue de cp(s) = S a n S . La formule (II) (voir Apostol [8] , 
n>l n 

Chandrasekharan-Narasimhan fe ] , Berndt [4]) habituellement démontrée 

par intégration complexe, généralise un résultat c lassique de Hardy-Landau 
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,(a =r(n) , a = l ) [ i l ] , contient la formule de Poisson ordinaire, la for­

mule de Poisson tordue par un caractère (voir le papier de Berndt main­

tes fois cité [4]) et plus généralement (sous les hypothèses faites pour 

les a ) la formule de Voronoi'-Ferrar [lu] n^ 

S ' a f(n) = f df(x)6(x)dx + £ f f(x)a(nx)dx . 
c n J

c n = l J c 

L'intérêt de la démonstration via Laplace es t de suggérer une 

présentation des fonctions de Bessel basée sur la remarque suivante : 
m m+v 

si on pose f (x,a) = S ——, r-
v m>0 m ! ( m + v ) ! 

(avec (m+v)! = r(m+v+l)) , alors (pour (x) o (t) ) on a 

f (x,a) 3 t ' v ^ 1 e a / t ( § 9 . 2 ) . 
v 

Le paragraphe 9 esqu isse ladite présentat ion. Le paragraphe 10 

la complète en donnant les estimations asymptotiques de J v (
z ) e t 

K (z) uti les pour la su i te , et en rappelant comment la transformée de 
V 2 2 - 1 

Fourier de (a + |x l ) s'exprime à l 'a ide de K (z) . Enfin, le 1 m 

paragraphe 11 es t consacré aux séries de Dirichlet avec équation fonc­

tionnelle du type (I). Il montre en particulier sur un exemple simple 
2 2 - s 

comment l 'application de la formule de Poisson à . . . S (z + | n | ) 
nGR m 

permet d'obtenir un prolongement analyt ique, une équation fonctionnelle 

(du type (I), et sans fonction thêta interposée) et un calcul de valeurs 
m+1 

aux points s = —— + h , h > 0 , pour les séries de Dirichlet de 

l 'arithmétique quadratique. 
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§ 9. TRANSFORMATION DE LAPLACE ET FONCTIONS DE BESSEL. 

9 . 1 . Notat ions, définitions (rappels). - On note x une variable 

réelle (originale) et t = u + iv une variable complexe (image). La t r ans ­

formation de Laplace es t définie par 

(1) f(x) 3 F(t) , F(t) = r œ f(x)e" t X dx 
0 

et s ' inverse (sous des hypothèses bien connues) selon 

1 c + i < = 0 

(2) f(x) = ¿ 7 J F( t )e t X dt . 
C-ioo 

(On supposera toujours f(x) = 0 pour x < 0 ,611 particulier, on éc r i ­
ra x = \* ' S ! X ~ ^ , et x° pour la fonction de Heaviside ; dans 

+ '0 / si x ^ 0 + 
C+ioo 

(2), f(x) es t à entendre "en valeur moyenne", et J "en valeur 
C""i°° 

principale"). 

Formules uti les : 

(3) si f (x) ZD F(t) et si a ^ 0 , f (x-a) 3 e~ a t F(t) ; 

V — 1 -V 

(4) si Re v > 0 , x + z> T(v)t , et par conséquent 

(x-a) 3 r (v ) t e 

Applications : en uti l isant (2), (4) fournit la formule 

/ r N 1 P c+iœ x t v v - 1 

(5) — f e t dt = x / T ( v ) , 
C-ioo 

qu'on uti l isera fréquemment. Pour x = 1 , et moyennant une déformation 

sans problème du contour d' intégration, (5) donne la représentation de 

Hankel 

1 ( 0 + ) t - s 

(6) l / r ( s ) = ¿7 J e t S d t . 
— 00 
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9 . 2 . Fonctions de Bessel . -

Pour v (complexe) quelconque, et x et y r ée l s , x > 0 , 

posons 
» m+v m 

(7) f v (x,y) = S ^ ¡ ( m +

y

v ) ¡ (avec (m+v)! = r(m+v+l) ) , 

» m+v m 
(8) g (x,y) = f ( x , - y ) = Tj ( - l ) m 2 V r L T 7 • 

v v m = Q m ! (m+v) ! 

On a évidemment 

(10) J v^
z^ = g

v ( ^ ' f * ) ' e t C # ' e t i n v e r s e m e n t 

v 

(11) f v (x,y) = g ] 2 I v ( 2 ^ ) , 

V 

(12) g v (x ,y ) = ^ ) 2 J v ( 2 v ^ ) . 

9 . 3 . Représentations in tégra les , I. -

Par (4) et transformation terme à terme de (7) et (8), on a, pour 

Re v > - 1 , 

(13) f

v ( * / y ) > g v (* ,y ) ^t~V~1e±Yt 

donc, par inversion (formule (2)), 

c+i°° -1 
(14) f v ( x , y ) , g v ( x , y ) = ^ J e X t ± y t t " V _ 1 d t f 

C-ioo 

puis , grâce à (9) et (10), 

f 1 <*i- f ( t ± t - l ) 

C-loo 

(15) I v ( z ) J v ( z ) J z 2 

/ /Q\V c + i ° ° t±TT 

2m j 

^ c - i» 
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I (z) - I (z) -^ft+t - 1) 
Si on définit K (z) par — : , l ' intégration de e t 

v 2 sm TTV 

sur un contour du type c i -cont re , suivie d'un 

/ ^ S s 0 ' passage à la l imite, donne la représentation 
/ * \ -1 

/ " ^ N j £ \ € fondamentale (valable pour Re z > 0 e t , par 
\ V" / prolongement analyt ique, pour tout v ) 

(16) K (z) = \ f e 2 tV'Xdt . 
v 2 J Q 

9 . 4 . Relations d'ort ho go n'alité (si l 'on peut dire). -

PROPOSITION 9 . 2 . 1 . - Supposons a et b réels > 0 . Alors : 

Î
l si a < b , 

- si a = b , 

0 si a > b . 
Dem^onsjtration : soit I l ' intégrale au premier membre. Par (14), 

on a 

I = J g (x,a) — J e t dt dx 
J

 n V Zïïl J 

U L c - l « 

C+i» oT oo . -1 1 1 « bt -V-2 o f v - t X , . 
= -r—r e t g (x,a)e dx dt . 

2 m ,J J

 n v 
C-loo L (J -» 

Mais l ' intégrale entre crochets (soit J ) es t la transformée de La place 

de g (x,a) , calculée en t 1 ; donc (par (13)) 

\ = ( t - l ) - v - l e - a ( t - l ) - l = t v + l e - a t t 

et 
r*4-i 00 f-f-1 oo 

1 p b t - v - 2 -a t v+1 1 P

c b - a t - 1 , . 
C-l» C-l 0 0 
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ou [ 1 si a < b 

I = (b-a)° = j 0 si a > b 

\ — si a = b (valeur moyenne !) 

par uti l isat ion de (5)* avec v = 1 . • 

Par changement de variable et ut i l isat ion de (10), (17) donne la 

formule c lass ique ( [ W ] , p. 406) 

Í
a^ si 0 < a < l 

7 si a = 1 

0 si a > 1 . 

§ 10. TRANSFORMATION DE FOURIER ET FONCTIONS DE BESSEL. 

1 0 . 1 . Représentations in tégrales , II (rappels). -

Pour v > - | , on a 

( 1 9 ) , ( z ) • J 1 e - z t ( l - t 2 ) V ~ Í t 

— 2 COS 0 

(faire t = cos 9 , 0 ^ 0 ^ TT ; développer e en série entière 

et intégrer terme à terme), et auss i 

(20) T(z) = , ( Z / 2 ) V , f' . " W ) V ^ d t 

(remplacer z par - iz dans (19)). De là 

T ( y ) ( z / 2 ) V „ v - i 
(21) K (z) = — J e " Z t ( t -1) Z d t 

V T(v + ~) 1 

(supposer | v | < 4 ; ut i l iser (19) et la définition de K (z) à partir 
2 v-~ —zt ^ 

de l^^[z) , et intégrer la fonction (t -t) s e le long d'un contour 

* le " v " de (17) et celui de (5) étant d i f f é ren t s . . . 
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du type c i -dessous : 

- 1 +1 

dans cette présentation, c ' es t la formule la moins évidente : voir [ w ] , 

p. 171). 

10 .2 . Application I : transformation de Fourier sphérique (rappels). -

r r 
Soit r > 1 la dimension, et soient x € R et y 6 R deux 

variables r-dimensionnelles dua les . On pose comme d'habitude 

Ixl = ( x 2 + . . . + x 2 ) ^ , xy = x 1 y 1 + . . . + x y , e t c . 
1 1 1 r 1 1 r r 

PROPOSITION 1 0 . 1 . 1 . - Si f(x) e L W ) est radiale , soit 

f(x) = F( | x | ) , alors f(y) es t également radiale , soit 

f(y) = $ ( | y | ) / et $ s'exprime à l 'aide de F comme t r ans ­ 

formée de Hankel : 

(22) Hr\) = 2 n n ~ V j V + 1 F ( Ç ) J (2nÇn)dÇ , 
0 V 

r — 2 
avec v = —̂ — (et moralement § = | x | , r | = | y | ) . 

r 
Démonstration : passer en coordonnées polaires dans R . Le 

facteur J (2nÇri) intervient par l ' intermédiaire de 
v 

pTT 2TTiÇri cos 6 . 2v Q , Q e 1 sm 0 d9 , 
J 0 

ce qui (par t = cos 0 ) est l ' intégrale figurant dans (20) ." 

Exemples : r = 2 ; posons f(x) = la fonction caractérist ique 

de la boule | x | ^ R (soit f(x) = (R 2 - | x | 2 ) ° ) et f^x) = ( R 2 - | x | 2 ) + . 

Par application de (22) et intégration par par t ies , on obtient 
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(23) $(n) = (^jj^ZnRn) , « j h ) = i ^ ) 2 J 2 ( 2 n R r . ) . 

Par application de la formule de Poisson (§ 8 .3) , ceci donne les 

formules de Hardy-Landau 

(24) S ' r (n) = nx + S r(n)f~) 2 J 1 (2п^/ ïS) , 
n^x n=l \nJ 1 

(25) E'r(n)(x-n) = 1 ^ + 1 ë r ( n ) f - ) j 9 ( 2 n ^ S ) . 
n<;x 2 n n = 1 \n) 2 

(Il faut quand même vérifier la convergence du second membre, ce qui 

es t trivial pour (25) - voir la relation asymptotique (27) c i -dessous -

mais beaucoup plus difficile pour (24) : voir Landau, ou la suite de 

cette rédaction). 

2 2 s 
10 .3 . Transformée de Fourier de l / ( a + | x | ) 

r 

Mêmes notations qu'en 10 .2 . On suppose Re s > - . L a t r a n s ­

formée de Fourier (radiale) de la fonction du titre es t donnée directement 

par la 

PROPOSITION 1 0 . 3 . 1 . - Pour a > 0 , Re s > ~ ; et 

f(x) = l / ( a 2 + | x | 2 ) S , on a 

f r / 2 r , r . 
— a , si y = 0 ; 

T(s) 
(26) f(y) =< 

2 m [ i r Î 2 K r ( 2 n a | y | ) ' — y ^ 0 • 
* S ~ 2 

Démonstration : calculer en fait P(s)f(y) en uti l isant l ' i n t é ­

grale eulérienne pour T(s) , en écrivant le produit comme intégrale 

dans TR x ]R / en changeant de variable et en ut i l isant la représen­

tation intégrale (16) pour K (z) . Ce calcul es t e squ i s sé dans le livre 
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de Lang, Elliptic Functions, au chap. 20 (pour r = l ) : noter que cer­

taines des formules de ce chapitre sont fausses , par suite de l 'omis­

sion de deux facteurs \ dans la définition de K (c) . • 
z s 

10 .4 . Estimations asymptotiques de J v (
z ) §1 k

v^
z) • " 

De (20) et (21), on déduit facilement des estimations asymptoti­

ques uti les (d'ailleurs "équivalentes" l 'une à l 'autre) , valables lorsque 

z -» oo "vers la droite" (et notamment lorsque z -» + °o par valeurs r ée l ­

l e s ) . Ce sont * 

( 2 7 ) J v ( z ) = ^ c o s ( z " ï " i r ) + ° < W " 3 / 2 > ; 

(28) K v(z) = y ^ e " Z ( l + - | ( 4 v 2 - l ) z " 1 + . . . ) . 

§ 11 . SERIES MODULAIRES ET SERIES DE DIRICHLET. 

1 1 . 1 . "Théorie de Hecke" . -

Soient C = ± 1 , K > 0 et X > 0 trois constantes r ée l l e s , 

(a ) n une suite complexe à croissance modérée (la I = 0(n^)) , et 
n n ^ O n 1 

posons 

(29) cp(s) = S a n " S , *(s) = f ^ ) " S r ( s ) c p ( s ) ; 
n=l n ^ k J 

(30) F(t) = S a e " 2 T T n t A (Re t > 0) . 
n=0 n 

Soit a l ' absc i s se de convergence absolue de cp(s) . Pour 
o 

a = Re s > o et C > a , on a évidemment 
o o 

* [ W ] , pp. 195 et 202. Voir également le papier de Bateman-Grosswald 

[1] . 
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(31) *(s) = f ( F ( t ) - a ' ) t S " : d t , 
J 0 ° 

c+i» 
(32) F ( t ) - a = 7 - f *(s)t S d s ( t réel) . 

o zm J 

c- i» 

D'où 
a Ca 

PROPOSITION 1 1 . 1 . 1 . - Supposons $(s) + — + — ^ prolonqea-
— s K-s 

ble analytiqement à Œ tout entier en une fonction entière et  

bornée sur toute bande ver t icale . Alors les deux asser t ions su i ­ 

vantes sont équivalentes : 

(a) après prolongement analytique (méromorphe), $(s) vérifie  

l 'équation fonctionnelle 

(33) $(s) = C$(K-s) ; 

(b) F (t) vérifie l 'équation fonctionnelle "modulaire de poids K " 

(34) F(t) = C t ^ F d " 1 ) . 

D é̂ nĉ n st r a ti o n (rappel) : ut i l iser (31) et (32) et procéder comme 
"~ ~" 1 0 0 —rm t̂ 

dans le cas particulier où cp(s) = Ç(2s) , F (x) = — + S e , 
z n=l 

a = 77 / 0 = 1 , K = ^ , X = 2 (voir le livre d'Ogg, Modular o z z 
Forms and Dirichlet Séries , chap. I) . • 

Les résultats c i -des sus restent valables pour deux sui tes 

(a ) et (b ) : il faut alors (loc. c i t . ) remplacer respectivement 

(33) et (34) par des équations fonctionnelles "s iamoises" $(s) = CÏ(K-s) 

et F(t) = C t ^ G O f 1 ) . 

11 .2 . Remarques. -

Les séries de Dirichlet cp(s) avec équation fonctionnelle du 

type (33) sont essentiel lement cel les qui ont un zéro simple en chaque 

entier négatif . Exemples : C(2s) ; L(2s ,x ) ( x réel pair primitif) ; 

L ( 2 s - l , x ' ) (X' r é e l impair primitif) ; G(s)L(s,x") = C R . (s) 
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(K' = QitJ-fix1)) ) ; plus généralement, L(s ,x) L(s (et par exemple 

L(s ,x) L(s, \|ix) / cf. § 7 ) . Autres exemples : Er(n)n" s , EQ(n) S 

(Kronecker-Epstein), e t c . (Ce sont les sér ies de Dirichlet de l 'ari thmé­

tique "quadratique"). 

L'équation fonctionnelle (33) d'une tel le série cp(s) es t en géné­

ral déduite par le théorème 1 1 . 1 . 1 . de l 'équation fonctionnelle (34) de 

la série F (t) correspondante (essentiellement une fonction thêta) , ladite 

équation (34) étant elle-même obtenue par la formule de Poisson 

("deuxième méthode de Riemann"). Autres méthodes c lass iques : "premiè­

re méthode de Riemann" (résidus) ; ut i l isat ion de la formule d'Euler-

Mac-Laurin ; uti l isation d'une formule du type Lipschitz. Pour L ( s , x ) , 

on peut auss i appliquer directement la formule de Poisson (périodique), 

le raccord entre s et 1-s se faisant sans problème du fait que 

L( s , x ) et L ( l - s , x ) convergent dans 0 < a < 1 . L'application 

(presque) directe de Poisson es t également possible pour Q (rs) , 

Er(n)n , e t c . : c ' e s t l 'objet du paragraphe suivant . 

1 1 . 3 . La traversée de la bande cri t ique, ou une (n+l)-ième façon  

d'écrire l 'équation fonctionnelle de Ç(s) . -

Soient z réel , 0 < z < l , e t s , a = Re s > y ; appliquons 

la formule de Poisson à g(z ,s) = S (z z +n ) . On obtient (voir § 10 
— 00 

pour le calcul des transformées de Fourier) 
î. 

( 3 9 ) g ( Z / S ) = 2 z + 4 ^ 2 ^ ] K s_ è(2Trnz) . 

2 2 - s 

Par développement de (z +n ) (n^ 1) en série binôme, on obtient 

d'autre part 

/*n\ / \ ~ 2 s j. o V / ^ m s ( s+ l ) . . . (s+m-1) , / 0 , l 0 ^ > 
(40) g(z ,s) = z + 2 2j (-1) j Ç(2s+2m)z 

m=0 m ' 
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L'égalité de (39) et (40), le fait que le second membre de (39) es t holo-

morphe sur Œ\{-|-} , et une récurrence sur m , montrent que Ç(2s) se 

prolonge analytiquement à CD tout entier. Supposons maintenant c < 0 

et faisons tendre z vers 0 : par (39) = (40), il vient 

s oo / v s 
(41) C(2s) = 2 ^ lirn S - K i(2TTnz) . 

n s ) z _ 0 + n = i l z ; s 

Si on suppose pour simplifier s ^ j + Z , s i on uti l ise la définition de 

K à partir de I ( v = s - è ; cf. §§9 et 10), on déduit sans peine de 
V dfc V 

(41) la relation 

r(o*\ - 9 -Z !L T r,s~% S n (nn) S 2 } 
C ( 2 S ) " 2 r T i T n = 1

n | " 2 s i n n ( s - * ) Hs+ i ) | ' 

d'où (par application de la formule de duplication de Legendre et mise en 

évidence de S n 2 s * = Ç(l-2s) ) 
1 

(42) Ç(l*2s) = 2(2TT)" 2 s r(2s)cosrrs C(2s) , 

équation fonctionnelle cherchée, b 

L'intérêt de cette méthode es t de s 'appliquer mutatis mutandis à 

toute fonction zêta du type Epstein * ; il suffit (par une transformation 

linéaire) de se ramener à la forme "canonique" Zc | n | 2 s , et d ' intro-
2 2 - s n 

duire la transformée de Fourier de (z + | x | ) (voir § 10 : i c i , 
2 2 jg 

n = ( n ^ , . . . , ^ ) , | n | = (n^+...+ n )" , e t c . ) . Cette méthode fournit éga­

lement un développement de Bessel pour certaines séries du type Hurwitz, 

et auss i des valeurs numériques de fonctions zêta en des points entiers  

ou demi-ent iers . 

—s 
* bien entendu, on peut, pour une série tel le que Z r(n)n 

= E 2 ' ( m 2 + n 2 r S = 2Ç(2s) + 2 S £ ( m 2 + n 2 ) " S (en dimension 2 ) , 
m^l -» 

appliquer Poisson en dimension 1 et regrouper (cf. application 
de Lipschitz aux séries d 'Eisenstein) . On obtient ainsi des formu­
les du type Bateman-Grosswald [ l ] . 
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Exemple : reprenons (pour simplifier) cp(s) = £(2s) . On a 

K| = Jj^e Z (faire v = j dans (21)), d 'où, par (39) = (40), somma-

, -2nnz et multiplication par z , d'une part 
tion de Zj e ^ 

n=l 
f) 1

 = H + 2n 1 
-oo 2 2 z z 2nz . ' 

z +n e -1 

ou encore 

1 0 0 7 
(43) TTcothTTz = - + 2 E ; 

Z n = l z Z +n 
et b 

0 v , x m - l , x 2m ^ 2m / 0 ,2m 2m 
2 (-1) C(2m)z = L / 0 %,(2n) z 

m^ 1 m*l ( 2 m > ! 

d'autre part (les nombres de Bernoulli b n s ' introduisent par 
t b v 

t / (e -1) = S — t avec t = 2nz ) . D'où notamment 
v^O v! 

IAA\ no \ o 2 m - ! 2 m ' b 2 m ' 
(44) C(2m) = 2 rr , 

(2m)! 

formule bien connue. Le calcul c lass ique (apparemment artificiel) de 

Ç(2m) à partir des coefficients de Taylor de coth z , es t donc en fait 

naturel (dans la perspective de ce paragraphe) et susceptible de généra­

l isat ions . 

§ 12. FORMULES SOMMATOIRES DU TYPE HARDY-LANDAU- 

CHANDRASEKHARAN-NARASIMHAN. 

1 2 . 1 . Introduction. -

Soit à écrire une formule sommatoire du type Poisson pour 
b 

s = s ( f , x ; a,b) = S 'x(n)f(n) 
a 

(voir § 1), où X = M n ) ) n ^ o e s t u n e s u i t e c o m P l e x e , et où f est à 

variations bornées sur [ a , b ] (0 £a £b <;+») # Si A(x) = S ' x ( n ) désigne 
n£x 
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la fonction sommatoire de \ , on a évidemment 

b 
S = J f(x)dA(x) , 

a 

et le problème se ramène donc plus ou moins à développer en série du 

type Fourier la fonction A(x) , ou mieux sa primitive (continue) 

A (x) = J A(y)dy = Tj X(n)(x-n) , ou plus généralement les sommes de 
0 oo n<;x 

Riesz A (x) = X/'x(n)(x-n) 
a o + 

Plaçons-nous maintenant dans la situation du théorème 1 1 . 1 . 1  

y (§ 1 1 . 1 ) , avec X(n) = a^ (et un changement de notation : \ désigne 

désormais un réel > 0 ) . Posons 
00 

(45) A (x) = S ' a ( x - n ) a , et 
a g n + 

(46) A > ) . £" . ( x - 2 h s ) ; . 
a g n 1̂  \ J + 

On a donc 

Nous allons voir que pour a a s s e z grand, un a l le r -e t - re tour 

via Laplace, et l 'ut i l isat ion de l 'équation fonctionnelle (34) (avec na­

turellement F (t) = S a e ^ T T n t / / ^ ) donnent pour A* (x) un développement 
0 n a 

de Fourier-Bessel qui redonne, pour A ^(x) / l e s formules du type 
Chandrasekharan-Narasimhan et en particulier Hardy-Landau (pour a = r(n) , 

n 

a = 1,2 ) , et Berndt (a = X(n) , x pair, ou nx(n) , x impair ; l ' u t i ­

l isat ion d'une telle formule es t à la base de la méthode ut i l isée par Berndt 

dans [4] pour obtenir la formule de Poisson avec caractère sur un inter­

valle fini) : voir § 1 2 . 2 . Les paragraphes suivants esquissent une mé­

thode de "descente" de a et indiquent des exemples d 'appl ica t ions . 
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12 .2 . Développement de A (x) et A

a ( x ) en séries de Fourier- 

Bessel . 

Dans toute la su i te , on note a l ' absc i s se de convergence 

absolue de cp(s) = S a n 
1 n 

LEMME 1 2 . 2 . 1 . - Soit (ç ) n une suite réelle positive 
n n>0 

(§ ^ 0) croissante et tendant vers + <» * . Posons n 
H(x) = S ' a (x-? ) . Alors, pour la transformation de Laplace #  

n ^ 0 n n + * 

on a (voir § 9) 

(48) H(x) 3 Ha + D t " ^ 1 £ a e " ? n t . 
n=0 n 

Ç J i ^ ^ ^ - I ^ ^ P I l . ( P r i n c î P e ) • c ' e s t évident formellement, puisque 

(x -§ )^ 3 r ( a + l ) t a 1 e ^ pour Ç ^ 0 (voir § 9 .2 ) . Voici comment on 

peut justifier analytiquement le résultat annoncé : on note N un entier 

tendant vers + « , on pose X = §^ , et on remarque que 

X —tx N X — 
P H(x)e dx = S a f (x-§ ) e dx ; 

J 0 n==0 F n + 

n 

mais 
X ^ oo co 

J = 1 - J < 

co -(X-l -Ç t 
et J se calculer explicitement (et vaut , bien sûr, T(a+l)t e n !) ; 

^n i i Y 
une majoration du reste (utilisant l 'hypothèse |a | = 0(n ) ) , donne alors 

X t - i N -Ç t 
(49) f H(x)e X d x = r ( a + l ) t £ a e n 

J

0 n=0 n 

. . . . . O ^ h ^ ) ; 

comme Re t est supposée > 0 , ceci donne 

* "pas trop lentement" - par exemple, au moins auss i vite que n . 
Voir plus précisément (49). 



V. 16 

lim f X H(x)e t X d x - T(a+l)t a 1 E a e ^ # 

X- » J o n=0 n 

d'abord pour X = Ç , Ç § , puis (facilement) pour X réel quel ­

conque - ce qui es t le résultat promis. • 

Faisons maintenant % - (voir § 11.1) : la formule (48) 
n A. 

devient alors 

(50) A*(x) => r ( a + l ) t " a _ 1 F ( t ) , 

soi t , par (34), et en posant 

(51) v = a + K , C a = c r ( a + l ) , 

(52) A*(x) => C t - ^ F t t " 1 ) = C S a t - v - l e - ( 2 n n / X ) t " l 
a a a n = o n 

LEMME 1 2 . 2 . 2 . - Posons 
00 

K(x) = C S a g (x ,2nn/ \ ) . 
a n =0 n v 

Alors, sous l 'hypothèse ^ + -j > a , soit 

(53) a > 2a - K - \ , 
| o 2 I 

on a 
fcA\ vt \ V + - v " ! - ( 2 n n A ) t _ 1 

(54) K(x) z> C Lj a t e 
a n = 0

 n 

Démonstration : c ' es t évident formellement, puisque 

g^(x,y) 3 t V *e y t ( § 9 , 2 , (13)). La justification analytique es t s t an­

dard (plus facile que pour le lemme 12.2.1) : il suffit de "traduire" 

g^(x,y) en fonction de Bessel J^(2*/xy) par (12) ( § 9 . 2 ) et d 'ut i l iser 

l 'est imation asymptotique (2 7) (§10 .4 ) . 

Noter que (54) es t vraie pour tout a au sens des distributions 

(examiner l 'action de la dérivation sur K(x) , et noter que 

- ^ g ^ ( x , y ) = g^_^(x,y) , par exemple (6 Laplace !) parce que 
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f - v - 1 -yt X ,\ - ( v - l ) - l - y t - 1 

tlt e I = t e ; util iser ensuite (53) pour 

a + m > 2oq - K - ^ , puis dériver m fois au sens des distr ibutions. • 

LEMME 1 2 . 2 . 3 . - Pour a > 2a - K - | , on a A* (x) = K(x) , 
o z oc 

soi t # explicitement 

(55) S ' a ( x - ^ ) a = C E a f ^ ) T J [ 2 7 ^ ) 

(avec, rappe lons- le , v = a + K , = Cr(cc+1) ) . 

P J i ^ ^ J î ^ y P I 1 : l 'égal i té A * ( x ) = K ( x ) (à interpréter "en valeur 

moyenne", voir § 9 . 2 , (2) et lignes suivantes) résulte du fait que A*(x) 

et K(x) ont même image par la transformation de Laplace, et de la for­

mule d'inversion (2) (ou du "théorème de Lerch") : voir les seconds 

membres de (52) et (54). La formule (55) en résulte par uti l isation de 

la définition de A*(x) , et par traduction de g^(x,2rrn/x) en fonction 

de Bessel ( § 9 . 2 , (12), déjà u t i l i sée) . • 

La combinaison de (47) et (5 4) donne alors le résultat annoncé : 

THEOREME 1 2 . 2 . 4 . - Avec les hypothèses du S 11.1 et les  

notations suivantes : 

(56) v = a + K , Y ( X = c r ( a + 1 ) ( ^ ) a * 

on a, sous l 'hypothèse 

(57) a > 2a - K - ~ 
o Z 

le développement de Fourier-Bessel 
v 

(58) S ' a (x-n)* = Y S a J №/là) . 
n s 0 n + T a n = 0 n\n) v U / 

[Enoncé analogue évidemment pour le cas d'une équation fonction­

nelle "siamoise" §(s) = CY(K-s) : 
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S ' a ( x - n ) a = y S b W j (f,^) J. 
n^O n r a n=0 n W V U J 

Noter que la série de droite converge uniformément sur tout 

compact. 

1 2 . 3 . Descente de l 'exposant a . -

Dans ce paragraphe, on suppose G q = K , C = 1 (voir § 11.1) 

et on se limite comme précédemment au cas d'une "vraie" équation fonc­

tionnelle (entre cp(s) et cp(K-s) ) ; le cas C = - 1 , ou le cas " s i a ­

mois" , se traiteraient de manière à peine plus compliquée. Noter que (5 7) 

se réécrit alors 

(57') a > K - | = a - | , 2 o Z 

et que (sous cette hypothèse), on a la relation (58), équivalente (avec 

comme au lemme 12 .2 .1 § = ^-7^ ) à l 'égal i té (où C = r ( a+ l ) ) 
n X a 

(58') S ' a (x-ç )* = C S a g __(x,ç ) . 
n > 0 n n + a n ^ 0 n a + K n 

Dans un certain nombre de cas (Landau [ i l ] , Berndt [4 ] , pour 

a^ = r(n) ou x(n) )/ les formules (58) - (58') restent valables pour 

a = 0 , la série de droite étant "bornément" convergente sur tout compact 

x^ <. x ^ x^ , et uniformément convergente sur tout compact ne contenant 

aucun ^ . Ceci se démontre par "descente" de a à partir d'une va ­

leur vérifiant (5 7') : voir notamment le papier de Berndt [4 ] , pp. 416-419. 

On se propose ici de détailler le mécanisme de cette descente en u t i l i ­

sant les fonctions g^(x,y) ( § 9 ) . 

LEMME 1 2 . 3 . 1 . - On a 

(59) ô g v / ô x = g v - 1 ; ô g ^ ô y = - g ^ . 

Evident sur la définition (8). • 
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Pour a > 0 , N s 1 e t X = § N , posons 

A*(x) = S a (x-§ ) * (rappel) ; a, n n n + 

( 6 1 ) S(x,X) = E a g„(x ,§ ) (somme partielle) ; 
n^N n K n 

(62 ) G a(x,X) = A*(X)g a + K (x,X) ; 

( 6 3 ) R a(x,X) = J ^ A ; ( y ) g a + K + 1 ( x , y ) d y . 

LEMME 1 2 . 3 . 2 . - f A*(y)dy = — ^ A* , (x) . 
J Q a a + 1 a+1 

Classique et évident. • 

LEMME 1 2 . 3 . 3 . - Pour tout entier m £ 1 , on a 

(64) S(x,X) = G (x,X) +...+ G (x,X) + R (x,X) . 
o m m 

Démonstration : omettons pour alléger l 'écriture la spécification 

de x et X = ^ N . On a par définition 

S - G = S a n ( g v . ( x f § ) - g„(x,X)) , 
° n^N n K n K 

X ò g v 

g K ( x , ? n ) - gK(x,X) = - J — (x,y)dy , 
^n 

d'où (lemme 1 2 . 3 . 1 ) 

X 
S - G = £ a f g „ , , ( x , y ) d y 

° n£N n J § n

 K + 1 

= f A*(y)g (x,y)dy . 
J Q O K.+1 

Intégrons par parties en uti l isant les lemmes 1 2 . 3 . 1 . - 2 . ; il vient 

S - G Q = A * ( X ) g K + 1 ( x / X ) + ^ A * ( y ) g K + 2 ( x f y ) d y 

( 6 5 ) = G 1 + R x . 

On obtient a ins i (64) avec m = 1 . Pour m ^ 2 , (64) se déduit de (65 ) 
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par m - 1 intégrations par parties effectuées sur 

R ^ x . X ) = J 0 V y ) g K + r ( x ' y ) d y • 

D'où le lemme. • 

Faisons maintenant l 'hypothèse suivante : 

(Dj) la représentation (58') es t valable pour a = m (par exemple 

parce que m > K - ) , la série de droite convergeant unifor­

mément sur tout compact. 

On a alors (en reportant dans (63), avec a = m , le développement de 

A* (y) , et en intervert issant f et S ) 
m J 0 n ^ 0 

(66) R m (x,X) - n | a n J ^ K + m ( y . Ç n ) g K + m + l ( K , y ) d y . 

Mais 

LEMME 1 2 . 3 . 4 . - On a 

< 6 7 ) 0 K + m

( y ' V W i ( x ^ * = < * - V ° 

/ / 1 si Ç < X \ 

= 2 ^ ? n = X 

^ I 0 si § > x ' — n 

Simple transcription de la proposition 9 . 2 . 1 . b 

^ -y O 
Comme A (x) = Z) a (x-§ ) , (64) et (66) donnent donc 

° n^O n n +  
„ m œ œ 

(68) S(x,X) = A (x) + £ G (x,X) - S a J g (y,Ç )g (x,y)dy 
o |j=0 ^ n=0 X n K+ni+1 

Le problème est (rappelons-le) de faire tendre N et X = ? N 

vers l'infini et de prouver que S(x,N) = Z) a g._(x,§ ) A*(x) . 
n^N n K n o 
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Il suffit donc (en principe) de prouver 

- d'une part (partie facile) que (pour 0 ^ |i ^ m) 

(69) lim G (x,X) = 0 ; 

- d'autre part (partie difficile) que 

X 
(70) lim S a f g__ (y,Ç )g__ . (x,y)dy = 0 ; 

X-» n^O n 0 n K + m + 1 

la convergence étant uniforme (ou bornée). . . (voir plus haut). 

La démonstration de (69) et (70) se fait en uti l isant 

- d'une part, des estimations portant sur les fonctions 

W x ' y ) : 

LEMME 1 2 . 3 . 5 . -

cjt\ í ^ n 2 2 • 4 2 2 4 

(71) \+^. , V = 0 Vx y / 
v 

Utiliser g v (x ,y ) = ^ j ^ J^(2*yxy) et l 'est imation asymptotique 

J v (z) = ( 2 / T T z ) è c o s ( z - | - ^ | + 0 ( z " 3 / 2 ) . -

- d'autre part, des estimations portant sur A*(x) , ou plus 
o 

simplement sur A(v) = Z)' a ; 
n^x n 

3 8 

par exemple : A(x) = 0(x ) , ou même A(x) — ex . D e tel les es t ima­

tions peuvent résulter facilement du problème posé (exemple : pour le 

problème du cerc le , a^ = r(n) , l 'équivalence A(x) ~ nx es t triviale) 

soit directement, soit après application d'une transformation d'Abel. Si 
la suite (a ) „ est suffisamment régulière, on peut également appl i -

n n^O 
quer le théorème de Wiener-Ikehara (noter que d'après § 1 1 . 1 , on sait 

que ( ~ J r(s)cp(s) a un pôle simple de résidu C a Q au point "cr i t i ­

que" s = K ) . (Rappelons que l ' intérêt d'une formule telle que 

(58) - (58') avec a = 0 es t de passer d'une estimation A(x) ~ Cx 

à une estimation "avec res te" 

A(x) = C x P + 0(x 9) , 0£ 6 < 3 ) . 
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12 .4 . Exemples et remarques. -

1) cp(s) = C(2s) . On a X = 2 , K = , a = | , C = 1 . 
Z o Z 

Naturellement, pour n ^ 1 , on a a = 1 si n es t un carré, 
n i 

a = 0 sinon. Exprimant gi (x ,y) à l 'a ide de Ji(z) = (2/rrz)2sinz , 
n ^ 2 

en faisant le changement de variable x x , on arrive à 

1 r -i sin 2nnx 
z n = 1 ÏÏX 

c ' e s t - à -d i r e au développement de Fourier de $(x) = (B^(x) = x - [x] - ~ 

(voir § 3 ) , exprimé à l 'aide de s inus . 

2) cp(x) = L(2s,X) (x Pair) ou L ( 2 s - l , x ) (x impair). 

On aboutit alors au développement de Fourier de (B (x , x ) . 

3) cp(s) = S r ( n ) n " S = AC (s) , K = Q C / ^ Î ) . 
1 K 

On obtient les formules de Hardy-Landau. 

4) Exercice : appliquer ce qui précède à la fonction 

AT/ \ T / .\ x ( m ^ + n ^ ) 4L(s / x)L(s ,x*) = S S — 2 s 
(m +n ) 

= E x(n)r(n)n 
n=l 

déjà mentionnée au paragraphe 7. 

Remarques : par un raisonnement facile (descente de a par dérivation 

au sens des distr ibutions), (58) donne une formule, du type Voronoi'-Ferrar 
00 

pour f C à support compact, et sans recourir à une "descente" tel le 

que celle du paragraphe 1 2 . 3 . Si la descente es t appl icable , Voronoi-

Ferrar (avec pour a(x) une fonction du type Bessel) peut s 'établir sans 

difficulté pour f à variations bornées , par une méthode analogue à celle 

permettant de déduire Poisson de 
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œ 2ninx 
(B1 (x) = - s — 

1 _ ^ 2ïïin 
n^O 

(c 'es t sans doute l ' idée sous- jacente dans le papier de Berndt [4 ] , 

pp. 419-420 : ce passage de la démonstration es t plutôt "abrupt"). 
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