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II. 1 Séminaire de Théorie des Nombres 
8 novembre 1979 

Grenoble 

DE L'ANNEAU DES ENTIERS D 'UNE EXTENSION DE 

TYPE ( p , p ) D 'UN CORPS p -ADIQUE 

par 

Bruno MARTEL 

1. - INTRODUCTION 

Soit A l'anneau des entiers d'un corps p-adique k , B celui 

d'une extension galoisienne finie K , et G = Gal(K/k) . B est un 

A[G] -module, il est libre si et seulement si K/k est modérément ra

mifiée [8] . Lorsque K/k est sauvagement ramifiée, on introduit 

l'ordre de A dans k[G] associé à B par : © = j>6k[G] ; \ B c B ) . 

Un problème ouvert est : B est- i l un O-module libre ? (£) est le 

seul ordre de k[Gl sur lequel B puisse être libre). La réponse 

est connue lorsque K/k est : cyclique de degré p [2] , diédrale 

de degré 2p [4] , cyclique et k absolument non ramifié [11 . 

Dans tous ces cas , la réponse ne dépend que des nombres de ramifi

cation de K/k . 

On va donner quelques résultats, partiels, lorsque K/k est bi-
2 

cyclique de degré p , p impair, et montrer que la réponse au problème 

posé ne dépend plus que des seuls nombres de ramification de K/k . 

Madame Bertrandias a une large part dans les résultats obtenus. 

2. - NOMBRES DE RAMIFICATION 

Soit v la valuation normalisée de K , la suite (G.), des 

groupes de ramification de G est définie par : G. = [oçG; vxgB , 
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v„(a-l)x ^ i+1} . Un entier t est dit nombre de ramification de K/k 

si G t ^ G ^ . On utilisera plusieurs fois le résultat suivant : 

LE MME 0. - Si t > 0 et ssi a € G

t \ G

t + 1 ' a l ° r s / pour tout xÇB 

v (a-l)x = v (x) + t s i v x fé 0 mod. p 
K K K. 

v (a-l)x > v^x+t sinon. 

. 2 
On suppose désormais K/k bicyclique de degré p , p impair. 

On note e l'indice de ramification absolu de k , F son degré ré

siduel. 

2 . 1 . Si K/k a un seul nombre de ramification t , alors F > 1 e_t 

t vérifie : t ^ 0 mod p et 0 < t < . 
* — p-1 

Il est clair que t > 0 . On sait ([91 ch.4) que G = G

t / G

t + 1 

se plonge dans le groupe additif du corps résiduel de K , donc de k . 

On en déduit : F > 1 . D'autre part, t est le nombre de ramification 

des extensions cycliques intermédiaires de k . On en déduit que : 
pe 

t <, — - , avec égalité si t = 0 mod p (ce qui exige que k contienne 
P-1 

les racines p-èmes de 1) [6] . Montrons que t ^ 0 mod p . Soit a $ G , 

a distinct du neutre, K^ le corps fixe par a . Soit TT une unifor

misante de K . Posons f = a-1 et supposons que t = 0 mod p . 

Alors, pour tout entier i > 0 , v fXTT = it + 1 (lemme 0) . En particulier, 
K 

_ 1 - 1 p-1 
v„f P TT = (p-l)t+l . Or, dans Z[X] , (X-1) P s £ X J mod p . Il 

p-1 j = ° 

existe donc h £ 2£[a] tel que T r

K / £ TT = f TT + phrr . Or 

V

K

T R

K / / K TT = 0 mod p , et v

K ( f P 1TT+phrr) = (p-l)t+l puisque 

v p = p e ^ p(p-l)t . On obtient une contradiction. 

Réciproquement, étant donné un corps p-adique k de degré 
résiduel F > 1 , il existe des extensions de k de type (p,p) avec 

De 
un seul nombre de ramification t vérifiant : t d 0 mod p et t < . 

p-1 
On peut le montrer en utilisant la théorie du corps de classe local, on 
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verra ultérieurement des constructions explicites à l'aide de polynômes 

d'Artin-Schreier (c f .5 ) . 

2 . 2 . Si K/k a deux nombres de ramification t < t' , ils vérifient : 
pe 

t = -1 , 0 < t1 <> — r avec égalité ssi t1 s 0 mod p p-1 a  

ou 

t = t ^ 0 mod p , t = £ — - avec égalité ssi 
P P-1 

t == 0 mod p . 

Si l'extension est non totalement ramifiée (t = -1) , t1 est le 

nombre de ramification des extensions cycliques intermédiaires de k , 

distinctes du corps d'inertie. Sinon, soit K.̂  le corps fixe par G , , 

les nombres de ramification sont donnés par le schéma suivant ([9] c h . 4 ) : 

K 

y X 
K K , i = 2 ,...,p+l 

t \ / ^ t e i n t a : 
k P 

pe x 
On en déduit l'inégalité t x £ — - , avec égalité ssi t s 0 mod p . On 

sait que t s t' mod p , et t ^ 0 mod p , sinon t = : < t x . 
p-1 

2 

Réciproquement, il existe des extensions bicycliques de degré p 

de k avec deux nombres de ramification t < t' vérifiant les conditions 

précédentes. Il suffit de composer deux extensions cycliques de degré p 

ayant -1 et t' ou t et t x comme nombres de ramification. 

3. - ORDRE MAXIMAL DE A DANS k[Gl 

Soient a et T deux générateurs de G . On pose f = a-1 et 

g = T-1 . Soit uu une uniformisante de k . Pour tout couple d'entiers 
(i+j)e 

( i , j ) du segment [ 0 , n - l ] ,' on définit l'entier n. , = [ — ] . 
i /1 P~ 
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PROPOSITION 1. - L'ordre maximal £ de A dans k[G] est 
m 

,f ig j x 
le réseau de base (-75— )• • • 

On définit le discriminant d'un réseau de k[G] comme celui 

vis à vis de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée : (X, |a) —• Tr(\|j) 

2 2 
LEMME 1. - Le discriminant de A[G] est engendré par p 

Pour tout p gG , Tr(p) est égale à l'ordre de G si p est le 

neutre de G , et à zéro sinon. Prenons comme base de À[G] la fa

mille (a1-^) . ordonnée lexicographiquement. Le discriminant de A[G] 
1 , } 2 

est engendré par celui de la matrice carrée d'ordre p suivante : 

/A 0 ... 0\ /p 2 0 .. . 0 \ 
0 0 ... A 1 / 0 0 ... p 2 | 

, où A est la matrice d'ordre p : I . 
VO A ... 0/ \0 p . . . 0 / 

Soit £ une racine primitive p-ème de 1 dans une clôture a l 

gébrique de k . On a le schéma suivant : 

k(ç) On note r le degré de L/Q , 

/ \ ^ q l'indice de ramification de k(ç)/k , 

^ p ^ y k d son degré résiduel. 

^ L = <s> (C)nk D o n c : P " 1 = r d q • 

I P 

% 

LEMME 2 . - d = ( — , ? " ) . 
r r 

p—le p—1 e 
Soit d = ( —,zr) , posons = d q et — = d q' . L'indice 

o r r r o o r o 
de ramification de Q {ç)/L divise celui de k(£)/L , on en déduit que 

P 
q divise q . Soit \ l'extension de degré d de L contenue dans o o 
Q (L) , v une uniformisante de A , p un générateur de Gal(/k/k) . 

P 
Puisque A/L est modérément ramifiée, v (p-l)v = 1 . Soit s l'unité 

A 
de Ak définie par z = --^T / alors v , (p-l)e = 0 . On en déduit que 

q AK 
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Ak/k est non ramifiée et donc dQ divise d . 

Corollaire. - Les indices de ramification q et q' de k(£)/k 

et k(£)/Q (C) sont premiers entre eux. 
J? 

f V 
LEMME 3. - Le discriminant du réseau O' de base . . 

, , (p+l)rd(q-l) U) i j i ' J 

est engendre par ou 

D'après le lemme 1, le discriminant de 0' est engendré par 

2p i i r> p • uu l>i . O r : 

P _ 1 ke P _ 1 (D-l+k)e 
Z n = Z (k+DC^yl + E (p-k) [ ( p * : J e 1 

up- i *'J k=i p _ 1 k=i p _ 1 

j â p _ 1 P - 1 ke 2 P" 1 ke 
= (P+D Z t ^ r ] + e Z k = p e - (p+1) £ ( - ^ -> 

k=l p _ 1 k^p-1 k=l P _ 1 

où (x) désigne la partie fractionnaire de x . Or : 
p - 1 ke P - 1 ka' q"* 1 ka' n-1 

k=l p k=l q k=l q z 

2 n 11 
car q et q' sont premiers entre eux. Donc Z) n. . = p e—— rd(q-l) 

i , j l ' J Z 

. i ^. . . . ^ . ^ * 2d2 -2p 2 e (p+l)rd(q-l) et le discriminant de O est engendre par p ^ yy uu 
(p+l)rd(q-l) 

î. e . gy 

LEMME 4 . - Les réseaux 0 et 0' ont le même discriminant. 
m 

La décomposition de l'algèbre k[G] en composantes simples 

est de la forme : k[G] - k x ( k ( ç ) ) r ( p + 1 ) , puisque [k(£):k] = ^ . 

Donc £> ^ A x ( A j r ' p + ^ , où A. est l'anneau des entiers de k(c) . 
m l d( -1) 

Or le discriminant de est engendré par m , puisque k(c)/k 

est modérément ramifiée, d'indice de ramification q et de degré rési

duel d . Les réseaux £) et 0' ayant même discriminant, il suffit, 
m 

pour démontrer la proposition, de montrer que £)' est inclus dans 0 
f V m 

c'est-à-aire que l'image de —¡57-, dans k(ç) est un entier. Or Ç-l 
uu 1 / 3 
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est une uniformisante de Q (Ç) , et l'indice de ramification de 
P 

k(;)/Q (£) est égal à ^ . Donc 

(Ç -D 1 + J qe r ( i+ j )e . . 

4 . - CONDITION NECESSAIRE POUR QUE B SOIT UN O-MODULE LIBRE 

4 . 1 . Soit M une extension abélienne de k de groupe de Galois G 

fini. Soit 0 un entier de M engendrant une base normale de M/k . 

On définit 2IQ = {\£k[G] ; \Q ç B ) . 

PROPOSITION 2. - [2] , 31 est un idéal de l'ordre C , isomor-
0 

phe à B comme g-module. B est libre sur £5 ssi il existe 9 
tel que 21 soit un anneau (et alors si = O) . Les inclusions 

9 6 
Î I . c M . c O entraînent m = SI , . b 0 m 0 0' 

Si l'on remplace l'anneau B par l'un de ses idéaux Q , on a 

une proposition analogue pour l'ordre £(2) associé à S et l'idéal de 

0(2) associé à un élément de 2 qui engendre une base normale de 

M/k . Soit H un sous-groupe de G , L le corps fixe par H , 

G = G/H le groupe de Galois de L/k . L'homomorphisme canonique de 

G sur G se prolonge en un k-homomorphisme d'algèbre : X —• \ de 

k[G] sur k[G] . L'action de k[G] sur L est définie par Xx = \ x . 

On note T la trace de M à L , B l'anneau des entiers de M . 

LEMME 5 . - Soit 0 un entier de M qui engendre une base 

normale de M/k . Alors T0 engendre une base normale de 

L/k . Soit » (TB) = {A £k[G] ; AT9 £TB} alors 2IT Q(TB) = Ji (B) . 

Soit (g ) . un système exact de représentants des classes 
1 l£l£r 

de G mod H . Les éléments (g.T0). sont k-linéairement indépendants, 
1 i£r 

puisque, pour tout (x.) £k , on a : 2j x,g.T0 = £,x,g.T6 = £ x.g.hG . 
1 i^r 1 1 i^r 1 1 i^r 1 1 

heH 
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L'inclusion âl (B) c âl (TB) est claire. Soit A£2i (TB) . Il existe 
U 1 o 10 

b çB tel que AT9 = Tb , et il existe \ £ 31 (B) tel que b = \9 . On 
6 

obtient A T9 = X T0 = A. T6 , et donc A = X puisque T6 engendre une 

base normale de L/k . 

COROLLAIRE. - Si B est libre sur son ordre associé dans k[G] , 

l'idéal TB est libre sur son ordre associé dans k[G] . 

En effet, si B est libre sur son ordre, il existe e tel que 

ai (B) soit un anneau. Donc 2J (TB) est un anneau et l'idéal TB est 
9 18 

libre sur son ordre (prop. 2) . 

4 . 2 . On va appliquer ce corollaire à une extension K/k bicyclique de 

degré p . On obtient ainsi une condition nécessaire pour que B soit 

libre sur son ordre : en effet, si L est une extension intermédiaire 

(cyclique de degré p) d'anneau d'entiers C , on sait caractériser les 

idéaux de C qui sont libres sur leur ordre [4 ] . 

Si KA est non totalement ramifiée, on choisit L distinct du 

corps d'inertie. Alors TB = C et t* est le nombre de ramification de 

L/k . On obtient : 

PROPOSITION 3. - Si K/k est non totalement ramifiée, pour 
pe que B soit un O-module libre, il est nécessaire que t' = —r p-1 

pe 

ou, si t' < -^-r - 1 , que le reste de la division de t' par p 

divise p-1 . 

Si K/k est totalement ramifiée, soit p l'idéal maximal de L , 

$ la différente de K/L . Le nombre de ramification de K/L est t 

(ou f ) . Donc v s = (p-l)(t+l) et TB = p t ~^ t / / p - ' . Le nombre de rami-
K. 

fication de L/k est t x (ou t ) . Que l'idéal TB soit libre sur son or-
t x 

dre ou non dépend des congruences mod p des entiers t - [ p ] et t 
(ou t ' - [—] et t ) . Si les nombres de ramification t et t' sont non 

P 2 
congrus mod p , on obtient des conditions différentes selon que l'on 



II. 8 

choisit pour L le corps fixe par G , ou non. Sinon, on obtient la 

même condition. 

On suppose désormais que les nombres de ramification sont  

congrus mod p 2 . 

o 
On note a le reste de la division de t par p* , a =a+gp 

son écriture en base p , ^ = [a . . , . . . ,a ] le développement en fraction 
P 1 n 

continue de ~ (avec a > 1). On obtient : P n 

PROPOSITION 3 ' . - Si K/k est totalement ramifiée et ses nom-
2 

bres de ramification congrus mod p , pour gue B soit un 0 -
pe 

module libre, sous l'hypothèse gue t < -^-y - 2 , il est nécessaire  

gue : 
P" 1 • 

p £ 2~ — a = 1 

B = 0 ou a si a > 1 et n pair 
— n — — 

^ ^ " 2 a

n — a > * — n impair. 

Exemples numériques^. 

3e 

p = 3 , t H t' mod 9 et t < ~ - 2 . B n'est pas libre sur son 

ordre s i , mod 9, t é { 5 , 7 } . 

5e 

p = 5 , t s t' mod 25 et t < ~ - 2 . B n'est pas libre sur son 

ordre s i , mod 25, t € { 7 , 9 , 1 3 , 1 4 , 1 6 , 1 7 , 1 8 , 1 9 , 2 1 , 2 2 , 2 3 } . 
4 . 3 . Il résulte de la proposition 2 que si un entier 0 engendre une 
base normale, et si 21 est inclus dans O , il est nécessaire que 

u m 
21 = 0 pour que B soit libre sur O . C'est cette condition que l'on 

0 
va désormais exploiter. 

PROPOSITION 4 . - Soit 0 un entier de K de valuation a . 

Alors 0 engendre une base normale de K/k et, si t X £ - ^ - R , 
p-1 

0 m 
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LEMME 6. - Soit M une extension abélienne non cyclique de k . 

Un élément 8 de M engendre une base normale de M/k ss i , 

pour toute extension intermédiaire stricte L , l'élément Tr , 0 
M/L 

engendre une base normale de L/k . 

La condition est nécessaire (lemme 5 ) . Montrons qu'elle est suf

fisante. Si l'annulateur de 9 dans k[Gl n'était pas réduit à 0 , il 

contiendrait un idéal minimal. Il suffit donc de montrer que, pour tout 

caractère irréductible y de G = Gal(MA) sur k , e 0 é 0 , où e 
K X r

 X 

est l'idempotent primitif de k[G] associé à x . Soit p une représen

tation de G sur k , de module V . On sait que l'image par p de 

k[G] dans End^V coi'ncide avec le bicommutant du module V , puis

que k[Gl est semi-simple [3] . Supposons de plus p irréductible 

(de caractère y), le bicommutant de V est un corps puisque G est 

abélien, et donc p(G) est un groupe cyclique. Soit H le noyau de p , 

L le corps fixe par H . L est une extension intermédiaire stricte, 

car H n'est pas réduit au neutre, G étant non cyclique. Soit 

(g.), . un système exact de représentants des classes de G mod H . 

On a : E 9 = J G I S X ^ " " ^ 6 = 7Q~[ £ X ^ ta^6 • D o n c 

X I i g£G I I i^r 
1 -1 h 6 H 

e 0 = T̂ r-T E y(g. ) g .T r^ W T 0 ^ 0 puisque T r . . / T 9 engendre une base 
X G * i i M/L M/L 1 1 i£r 

normale de L/k . 

Application. Un entier 0 de_ K de valuation a engendre une base  

normale de K/k . 

On note (K, )„ , , les extensions intermédiaires de degré p 
h l£h<;p+l 

sur k , étant le corps fixe par G^t , la trace de K/ÎC^ • 

Soit a un générateur de G et f = o-l . Pour tout entier i , tel 
• 2 

que 0 <; i £ p-1 , on a (lemme 0) : v fx8 = it' + a H (i+l)a mod p 
1 & 

En particulier, v f P " 0 = (p- l ) t '+a . Il existe h € Z[ol tel que 
1 2 

T 0 = f P 0+ph0 . Comme v p = p e > (p-l)t' , on obtient : 
1 ( -1 )t1 + 

v T, 0 = —— = a mod p . Le nombre de ramification t de K,/k 
Kj 1 p 1 
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étant congru à a mod p , on sait que T^0 engendre une base normale 

de Kj/k . On montre de même, pour h > 1 , que T^0 engendre une 

base normale de K. /k (dont le nombre de ramification t x est congru 
h 

à a mod.p). 

LE MME 7. - Soit X un élément de k[G] , X appartient à 0 
T h

 m 

ss i , pour tout h £ p+1 , X— ££> 
p m 

T h 
La condition est nécessaire puisque — appartient à £ . L a 

p m 
condition suffisante résulte de l'égalité : p = £ T -T . 

h^p+1 n 

Application. Si t X <> -^V - 3 / ÎI n c C —^ — p-1 0 m 

Soit x un générateur de GaKK/ï^) et g = x"l . Pour tout 

entier j , tel que 0 <. j <> p-1 , on a : v gJ0 = j t+a . En particulier, 
p-1 

v g 0 = (p-l) t+a . On obtient, comme ci-dessus, 
K 

m n (p-l) t+a vv T 0 9 = —— s a mod p. 
2 P 

On en déduit que, pour tout entier i sp -1 , v f^-G = it* + ̂ P ^ t + a . 
1 K ? p 

P-1 i j 1 

Soit X = Z a. .f g , a.. €k , un élément de 21 . On a : 
i,j=0 1 , J 1 J 8 

XT2 L p-1 . 
= — T a, f T„ . On a montré que C est le réseau de base 

p P ~Q 1,0 2 m 

—?r— , ou n, . = [ —J • On peut remplacer les p elements - n f 
n i , j 1,] P-1 "i.p-1 

f T 2 
par les éléments — - . On obtient ainsi la condition : — ^ £ © ss i , 

pyj l e

 p m 

pour tout i <. p-1 , v, a. + [—-] s 0 . Montrons que cette condition 
1 , 0 P t - [M 

est satisfaite si t x <; - P . Puisque X £21 , xT S £T B = p P . 
pi . (3 ù L ù 

Or XT 06 = P £ a. f ^ . e et v à f l = it X + ( p " ^ t + a = (i+l)amod p . 
2 , = 0 1,0 2 K2 2 P 

On obtient : pour tout i £ p-1 , pv. a, + i t X +— ^ t-C—] i . e . 
k 1,0 p P 

it * + 8 
v, a. ^ - — E . La condition est satisfaite pour i = 0 (a entier) , 

k 1 , 0 P t x + B e 0 / 0 

elle l'est pour i > 0 si £ — 7 . On montre de même que, si 
P P-1 



II. 11 

p-1 p m e 

Remarque : pour p - 3 , on peut construire une base de si 
0 

assez explicite pour vérifier l'inclusion 31 c D (au moins pour a = 1) 
0 m 

sans condition sur les nombres de ramification. Cette inclusion est-elle 

vraie pour tout p , sans condition ? 

5. - EXTENSION D'ARTIN-SCHREIER 

Soit t un entier positif premier à p , A un élément de k 

de valuation -t . Le polynôme X P - X - A / dit d'Artin-Schreier, est irré

ductible sur k . Si x est une de ses racines (dans une extension de k), 

l'extension K = k(x)/k est ramifiée, et v^x = -t . Si de plus t vérifie : 
oe 

t < - — j - , alors K/k est cyclique, de nombre de ramification t . 

Réciproquement, toute extension de k , cyclique de degré p , 
pe ramifiée, dont le nombre de ramification t vérifie : t < ^—r , est obtenue 
p-1 

par adjonction d'une racine d'un polynôme d'Artin-Schreier [61 . Donc 

K/k étant une extension de type (p,p) , totalement ramifiée, à nombres 

de ramification t et t' congrus mod p , on peut supposer que (notations 

du paragraphe précédent) : 

K = k(g) , £ racine de XP-X-ô(u"*t 

v / 6 / 6 unités de k . 
D —t 

K2 = k(m) , m racine de X -X-euu 

On va construire un élément de K de valuation a . Soit n l'entier 
2 n 

défini par t'-t = np . Puisque v oj m = v l = -pt , il existe une 
J\ Js. 

unité a de k telle que v (tu m+n£) > -pt . Appliquant f = a-1 à 

cet élément (K^ fixe par a ) , on obtient un élément de valuation t'-t . 

Donc la valuation de fjjnm + |j£ ou bien est égale à -t , ou bien est 

inférieure mais multiple de p (lemme 0) . Comme v l = -pit décrit 
2 

l'ensemble des multiples de- p mod p , le raisonnement précédent prou

ve l'existence d'une unité v de k et d'éléments z et (y.) n . . 
î 2<a<p-l 
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n P" 1 i 
de k tels que : x = id m + y £ + z + 2 Y-Z soit de valuation -t . Alors 

i=2 1 (p 2-l)t+a 
v ^ ( € x ) P _ 1 = - (p 2 - l ) t s tmod p 2 , et 0 = uu P 2 U x ) P 1 est de va-

K 
luation a . 

PROPOSITION 5. - Si les nombres de ramification sont égaux, 

l'unité y définie ci-dessus vérifie les conditions : y +"ô s 0 

mod uu et y P~^ ^ 1 m o < 3 w • 

Soit y' l'élément de défini par : x = m+y€+y' (n = 0) . 

Puisque x est de degré p sur , son polynôme minimal est : 

(X-y£-y' ) P - (X-y£-y' ) - e(u_t . En prenant sa norme, on obtient : 

vv ((yS+y ' ) P-(Y«+y')+euj" t)= -t . Si y' = 0 , 
1 

v„ (( Y «) P -Y« + euu ' ) = v ( Y ( Y P " 1 - l ) e + ( y P ô + e ) ( j U ' ) = -t . 
K l 1 

On en déduit que : v, ( y P + f ) > et y P _ 1 je 1 mod uu . Si y' ï 0 , 
p - l P 

(y€+y ' ) P -( Y e+y') + euT* = y P C P + Z ( P ) ( Y e ) P " i y , i + y ' P - Y г - y , + euT1 . Par 
i=l 

construction, v y' > -t , donc v ( f ) ( Y £ ) P 1 y ' 1 > pe-pt > -t . Donc 
K l K l 1 

VK ^ Y ^ P + ( Y P ô + e ) U J _ t + y ' P ) = - t • P a r construction, vKy' < v^x , 

donc vv y ' P < -t . On en déduit que : v„ y ' P = v (yPô+e)uu t i . e . 
K l K l K l 

v k ( y P + f ) = t + v R y' . En particulier : v k ( Y

P + | - ) > 0 . 

d p - 1 i Posons y'^ = £ a.£ / a . € k , alors : 
i=0 1 1 

( Y ( Y P _ 1 - 1 ) € + (y P ô+ e)(ju-t + a +a,Z + ... + a 1 e
P _ 1 ) = -t . 

o 1 p-l 

Il suffit de montrer que v ^ 3 ^ > 0 P ° u r prouver que y P 1 ^ 1 mod x . 

Or y | P = z P + P Z 1 ( y J i ) P + p . Z entier. z n ° . . . ( y _ 1 € P " 1 ) n p " 1 . 
i=2 1 n +...+ n 2=p p 

r y o p 

n -1 n _ i 
Comme v pz ° . . . (y Ê P ) P > pe-pt > -t , il suffit de regarder la 

p-l 

participation de (y.E1)*3 à € . Or (yJ 1 )* 3 = yP(C+ôuu""t)1 a pour compo

sante sur Z l'élément iyP(ôuu * dont la valuation est strictement 
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positive, puisque v y > -t . 
K l 1 

Cette proposition admet une réciproque partielle, que l'on peut 

énoncer ainsi : 

PROPOSITION 5". - Soit t un entier positif, premier à p , 

vérifiant t < : . Soient K, = k(£) , i racine de XP-X-ôuu t , p-1 1 _ 
et K

2

 = ' m r a c i n e de X P - X - £ u j * deux extensions d'Artin-

Schreier de k . On suppose qu'il existe une unité y de k 
- -r- t P . £\ (p-l)t . p-1 , qui vérifie : v^(y +J> > et y / 1 mod uu . Alors 

P 2 

K = K^K^ est une extension de degré p de k , admettant t 

comme seul nombre de ramification, et l'élément x = m + y £ est  

de valuation -t dans K . 

L'élément x vérifie : (x-y£) P - (x-y£) - euo t = 0 i . e . 
p—2 

x P + £ ( f ) ( - l ) i ( Y C ) i x P ~ i + ( p ( Y e ) P " 1 - l ) x - y ( y P " 1 - l ) S - (yVeta"" 1 1 = 0 . 
i=l 

Soit x. = y(y P - l ) c + (yPô + i v_. \ = -t grâce à l'hypothèse sur 
o 1 1 1 ° 

y . Donc x est racine d'un polynôme P de K ^ [ X ] de la forme : 

P = X P - £ X . X P " 1 , avec v__ \ = -t et v__ \. :> 0 pour i > 1 
1=1 P-i K x o K j i 

pe 

puisque t < ^ . Or un tel polynôme est irréductible sur et, si 

x est une de ses racines, l'extension K = K^(x)/K^ est ramifiée et 

v„x = -t (même démonstration que pour un polynôme d'Artin-Schreier). 

Il reste à montrer que t est le seul nombre de ramification de K/k . 

Il suffit de vérifier que c'est celui de K/K (cf. 2 ) . Or v fx = v fm = 0 
1 K K 

et vKfx = v K x + t K / K i = " t + t K A i (lemme 0). 

Remarque : La condition y unité telle que y ^ 1 mod uu 

exige que le degré résiduel F de k vérifie F> 1 . Si cette condition 

est vérifiée, la proposition précédente permet de construire explicite-
2 

ment des extensions bicycliques de degré p de k avec un seul nom

bre de ramification. 
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6. - CONDITION NECESSAIRE POUR QUE 21 = 0 
9 

6 . 1 . Soit 9 un entier de valuation a . Reprenons les notations des 

paragraphes précédents résumées par le schéma : 

2 2 K 
t' = t = a mod p , t '-t = np t1 / \ t 

/ Y 
f = a-l , g = T - l . K 2 

< a \ / < T > 

k 
Pour tout entier i , tel que 0 <. i <. p-1 , on a (cf. 4) : 

v ' « • • \ v - ^ • v ^ 9 • 
T x9 

Puisque v T 0 = v —y—-y- = (p-l)t+a , il existe une unité |JL de k K l K ^vp-Jjn 
T l 

telle que v^(T^ + |a ( p _i ) n )Q > (P - Dt+a . Appliquant f à cet élément, 

on obtient fT 2e , de valuation 2 (p - l ) t+a+t ' . 

T l 
Définissons l'entier J par : J = Max{v (T ——rr-)8 ; [i 

K Z (u 1 / ̂  
unité de k } . Il résulte du lemme 0 que, ou bien J est égal à 
2 (p- l ) t+a , ou bien J est multiple de p , strictement compris entre 

2 
(p-l)t+a et 2 (p- l ) t+a , et non congru à ap mod p (puisque 

2 2 2 v T 9 = ap mod p ) . Notons mp le plus grand multiple de p in-K. i 
férieur à 2 (p- l ) t+a , c(t) l'entier défini par : c(t) = p-2oc si 
2a < p et c(t) = p-a sinon (a reste de la division de t par p ) . 

PROPOSITION 6. - Si J = 0 mod p , une condition nécessaire 
2 

pour que 21 = 0 est : J ^ mp - pc(t) . 
9 

On suppose donc J .= 0 mod p . On note 
i 2 v. = v„gT 0 = ipt + (p- l) t '+a = (i+l)apmodp , i entier du segment i K l 

[0 ,p - l ] . 
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2 
Si J = 0 mod p . Il existe une unité P de k telle que 

Tl 
v_-(T0+|a—-—7T")9 = J = V . . Un raisonnement analogue À celui de 5 K 2 (p-l)n p-1 UU ^ 
montre qu'il existe des éléments (x.)„ , de k tels que : 

i O^i^p-1 
J-VN-1 T l P" 1 i 

v.x = 0 , v.x , = «— et v__(T0+x 1 . + I x.g TJ8 = 2(p-l) t+a . 
k o k p-1 n z K 2 o (p-l)n . 0 i l 

^ a) i=2 
Il résulte de la définition de m que l'élément cp de k[G] défini par : 

1 T l P" 1 i CP = — (T2 + x q ^ + L x.g Tj) appartient à 21Q . Soit f le conduc-
ju uu i=2 

teur de O dans A[G] , i . e . | = { x ç k ; xO c A[G1 } . On sait [51 que 

p 2 P-1 
c'est l'idéal TB , engendré par uu . Une condition nécessaire 

pour que 21 = O est que cp 6 O / donc que uu cp £ A[G] , en 
_L 

2 V p-1 x ! 2 

particulier que uu ÇA , i . e . que J ^ mp 
uu 

o 
Donc, si J s 0 mod p , une condition nécessaire pour que 

2 
21 = £ est : J = mp . 

6 
2 

Si J ^ 0 mod p . Soit r l'entier compris entre 2 et p-1 tel 
que J == rapmodp^ . H existe une unité p. de k telle que 

T l 2 
v„(T +Q—;—7T~)9 = J = v , mod p . Comme ci-dessus, on montre 

K 2 (p-l)n r-1 
uu 

qu'il existe des éléments (x . ) n , 1 de k tels que : v, x = 0 , M i 0<a<:p-l k o 
J " ~ V l 1 T l P""1 i 

v, x = z— , et çp = — (T9 + x —.—rr- + E x . g T j e . Une 
k r-1 p 2 ^ ^m 2 o ^(p-Dn i=i i 1 « 

condition nécessaire pour que SI = O est que cp € O / en particulier 
8 

que c p S ^ G - G^cpB £ B quel que soit l'entier de (la condition 

relative au conducteur est satisfaite). 

Or — (T09.,9 - 9 1 T O 0) £ B . On montre en effet, par récurrence, 
m L 1 1 l 

uu ^ ( H~ i 1 ) t ~J~a 
que, pour i à p-1 , g 8^0 = 8 ^ 8 mod 91rr (n uniformisante 

de K) . On en déduit que T Q Q s 9 i T 2 9 m o d 6 j ^ n 2 ^ " 1 ^ + a . Donc 
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i P" 1 i i 
cp 6 0 exige : - I . £ x.(g - Q,g T, 6) € B . Or 

, M . I I I L 1 1 
& 1=1 

v i r (g l T 1 G, 9 - S 1 g
l T 1 6) > v „ 0 + v . et on peut choisir 0 tel qu'il y ait 

K 1 1 1 1 K 1 i 1 

égalité pour i = r-1 . En effet, v T^9 1g
lT,0 = v.,0 +v. , 

K l l K l i 

v V i 9 = p v

K l

g i e i T i e ' v

K l

e r T i e = v

K l

e i + T s V 1 + a m o d p 

1 v 0 

donc v g 0 -T 8 ^ v 0 + — + it avec inégalité stricte si v 0 
K ^ l l K ^ l p K| 1 

est congrue mod p à l'un des entiers - a , -2a , . . . , - i a . Choisissons 

un tel entier 0̂^ , alors : x

r^i^C 6 i 6
 ~ 9 I Q F = * + V K 9 I " M P 2 ' 

l ' i 2 
et pour i ^ r - 1 , v K — x ( g 1 ! ^ ^ - 0 ^ T 0) > v K x. + v Q1 + v . - mp > 

UL) 
2 i 2 

J+v 0 -mp , car v x.g T 0 > J . Donc cp £ O exige : J > mp -pv 9 . 
is. 1 J\ i 1 \ 

Si r = 2 , toute uniformisante vérifie la condition : 

v K ( g T ] 0 1 0 - 0 1 g T 1 0 ) = v K 0 1 + v 1 . car g G ^ G = G ^ g T ^ + g 0 1 - T J 0 + g © 1 - g T ] 0 . 

Si r > 2 , tout entier de K^ dont la valuation dans K^ est 

congrue modp à l'un des entiers - a / - 2 a , ... / - ( r - l )a vérifie la condi

tion : v ^ g ^ T ^ © - G ^ ' ^ g ) = V

K 6 1

+ V r _ 1 . 

Notons d(r) l'entier défini pour 2 £ r <. p-l par : d(2) = 1 et 

d(r) = Min [d ; 0<d^p-l ,d = - a , - 2 a / . . . /-(r-l)amod p} si r >2 . 

2 
Alors si J = rap mod p , une condition nécessaire pour que ai =0 

2 6 

est : J > mp -pd(r) . 

Pour obtenir une condition nécessaire indépendante de r , on in

troduit l'entier c(t) défini précédemment : c(t) = 1 si p = 3 , 

c(t) = d(3) si p > 3 . 

6 . 2 . On va désormais évaluer l'entier J lorsque 0 est l'entier de 

valuation a construit en 5 , et utiliser la proposition précédente pour 

obtenir : 
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PROPOSITION 7. - Soit 9 l'entier de K de valuation a cons

truit en 5 . Si les nombres de ramification de K/k vérifient 

pt+t' pe p+c(t) 
p - p-1 p-1 u ' 

alors 21 é O . 
6 r 

COROLLAIRE. - Si JI c O , par exemple si ( p " 1 ) t + t ' £ - B , — 0 m ^ p p-1 H 

la condition (I) entraîne que l'anneau des entiers B n'est pas  

libre sur son ordre £> , 

L'entier 0 de K de valuation a construit en 5 est de la 

(p2-l)t+a 
p2 p_i n p-1 î 

forme 0 = o ) Ux) , où x = uu m + y£ + z + L y. 2 e s t de 
p-1 j 

valuation -t . On pose y = Z y.g et £ x = y2+z+y • Pour les 
i=2 1 

calculs de trace, on utilise le lemme suivant : 

LEMME 8. - Soit £ une racine d'un polynôme d'Artin-Schreier 

sur k : X P - X - A . Soit T la trace dans l'extension k(S)/k . 

Soit i un entier > 0 écrit sous la forme i = (p-l)h+r , 

0 £ r < p-1 . Alors , si h £ p-1 , 

TC1 = p-1 si r = 0 

CA , c entier de k , si 0 < r < h 

pAr si r = h 

0 si r > h . 

La démonstration se fait par récurrence sur l'entier h . 

Puisque x = uunm + £ X , x P 1 = (u)nm + g x ) P 1 et, d'après le lemme, 

m p-1 , l X n(p-l) , , x xp-l 
T x y = (p-l)TU H + pU ) 

Donc \ ^ = (p-l)C P + , ( Y * + z + y ) P 

(p-l)n (p-l)n * 

, Np-1 D-l, n , , , x p-l D - lP" 1 , p-1 w n , x p- l -k , rtJ^ xk 
U x ) F = £ H m+z+YS+y) = € S ( , )(UJ m+zr (y«+y) 

k=0 k 
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2 k=0 K 2 

D'après le lemme, T2Z
p~l{y Z+y) = YPA+Y j fo - l ) «où A = £ P -£ . 

Donc T ( « x ) p _ 1 = (p- l ) (Y€+y -x) P _ 1 - (p- l ) ( Y e+y -x) P " 2 (YPA+y r , Ap-D>T> u. , 
z p _ i k=2 K 

où uR = ( - l ) l c ( P

k

1 ) ( Y S + y - x ) P ~ 1 " k T 2 «
P ~ 1 ( Y S + y ) k • Définissons u q et Uj 

par : u q = ( p - l ) ( Y e + y - x ) p " 1 - ( p - l ) ( Y € ) p " 1 , 

U j = - ( p - l ) ( Y € + y - x ) P " 2 ( Y P A + y p - i ^ P - D ) - ^ ! ^ ( Y e+z+y) P _ 1 . 
UU 

Alors : 
d-1 ^1 D-l P~ 1 

«2-S - ( ? V n ) ( C x ) - ? n \ • 
uu k=0 

Etudions d'abord le cas particulier où y = 0 
u = (p - l ) ( ( Y C-x) P "" 1 - ( Y S) P " 1 ) , VVM = v > P ~ 2 x = - (p - l ) 2 t 

O J\ O J\ 
p-1 2p-2, yP""1 x 

u^ = y P£ (1—( ) + termes de valuation). 
uu 

p * 2 p - 2 

V..U, = v__ —,—rr , même lorsque n = 0 ( i . e . t' = t) puisque 
K 1 K (p-l)n 

-, 2 2 
v p 1 i 1 moduu (cf. 5) ; v u = p e - (p-l)(pt+t') - (p-1) t . 

P 1 
u. = 0 si 2 <; k < p-1 et u , = v (p-1) • k p-1 1 

(p 2-l)t+a 
2 p 1 

On obtient donc pour 0 = uu P (£x) : 

T 
v K ( T 2 - v P " 1

 ( p ! 1 ) n ) 0 = Min(2(p-l)t+a /2(p-l)t+a+p 2e-(p-l)(pt+t')) . 
uu 

D'où le résultat dans ce cas particulier : 
2 

si pt+t' < ^ - 4 , J = 2(p-l) t+a p-1 
2 2 2 

si pt+f > £ - f , J = 2(p- l ) t+a+p e - (p-l)(pt+f) = 2 ap mod p . 
p-1 

2 
Une condition nécessaire pour que 21 = O est alors : J ^ mp -p . 

0 
Cette condition n'est pas satisfaite si g + 1 ^ 2 a < p - l ou si 2a > j3+p+l , 

2 
car le segment [mp -p,2(p-l)t+a] ne contient alors pas d'entier congru 

2 
à 2ap mod p 
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2 
Plus généralement, elle n'est pas satisfaite si J <; 2(p-l)t+a-p -p 

. pt+t' pe ^ p+1 
î .e . si > + . 

p p-l p-l 

Etudions maintenant le cas où y ^ 0 . 

k > 2 , v u = v € P 1 k s (k+l)ap mod p 2 

p-i 2p-2 , ,p-2 P ( Y Ê ) 2 P ~ 2 

u l = y p£ - (y C) y , - l 1 N — + termes de valuation) 1 1 p-l (p-l)n f 

(JU 
v__y . j P 1 > v p par construction de x , donc v v . £ P 2 > 0 . On 

K p-l k K p-l 

suppose désormais qu'est réalisée la condition suivante : 

K (p-l)n p p-l p 

UL) 
Alors, comme dans le cas particulier, 

2 2 2 
v u = p e - (p-l) (pt+t1) - (p-l) t s 2 ap mod p 

R 1 
2 D—2 

u q = (p-l) (y£) (y-x) + termes de valuation) . 
Soit v l'entier, compris entre 2 et p-l , tel que vT_y = v._y £V . 
Alors vTru = vpP~ 2 y £ v = (p-v+2)ap = v„ u ( 1 mod p 2 

K O K v & p-v+i 
(2 £ p-v+1 ^ P-l) • On pose u + u M = u1 + u' ,, , avec 

o p-v+1 o p-v+1 
u' = - ( p - l ) 2 ( Y S ) P - 2 x . 

o 
LEMME 9. - v u ' , , = v u , , . 

K p-v+1 K p-v+1 
Montrons que ce lemme entraîne la proposition 7 . 

v v ^ I i F i r n H c x ) P ~ 1 - M i n ( v ; , ' v K Y 1 > 0 ) • 

Supposons que P t + t > , alors la condition (II) est vérifiée, 
P P" 1 (p 2 -l)t+a 

v I 7u l < v u ' , et on obtient pour 9 = ou P (£x) P : 
K l K o 

T 
V V ^ ' ^ V n ' 9 = Mln«p 2 - l ) t + a + V l , i > 0 ) . 

Donc l'entier J est congru à 0 mod p et au plus égal à 
2 

2(p-l)t + a + p e - (p-l)(pt+f) . Une condition nécessaire pour que 
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o 
SI = 0 est alors : J ^ mp -pc(t) . Elle n'est pas satisfaite si 

9 
/ ,w ,x 2 2 , > . Pt+t' pe p+c(t) (p-l)(pt+t') :> p e + p +pc(t) i . e . ^ — :> ^ + ^ — Y . 

LEMME 10. -

T 2 ^ P ~ 1 ( Y « + y ) P ~ V + 1 = T 2 e P _ 1 ( p - v + l ) ( Y « ) P _ V y v « V +• termes de valuation) . 

Montrons que ce lemme entrarne le précédent. 

u , = ( - l ) v ( P " h ( Y e + y - x ) v " 2 T 0 S P " 1 ( Y € + y ) P " V + 1 . Utilisons le lemme 9 . 
p-v+l v - ^ * 

u M = ( - D ^ ( p " 1 ) ( Y e ) v " 2 ( p - v + i ) Y p " v Y 1

T 9 « 2 p " 1 + t e r m e s d e v a l - > 

p-v+l v-z V l 

u ^ = ( - l ) V ( P " " h ( p - v + l ) Y P " 2 y ( 2 p - l ) | > P ^ ~ 2 + termes de val . ) 
Or u -u' = (v€) P CV + termes de val. ) . Donc 

o o v 

u' ^ = V P " 2 y e P + V " 2 ( l+( - l ) V + 1 ( P ""o ) (P-v+D) + termes de val. N où p-v+l v v-z 

1 + ( - l ) v + 1 ( P " 9

1 ) (p -v+D = v mod p . v-z 

Il reste à démontrer le lemme 10. 

<Y« + P £ \ / ) P - V + 1 - L n L ^ ) ( Y ^ ) a i . . . ( Y D 1 £ P - 1 ) V l 

i=2 1 a^O a x a p - 1 p-1 

Sa .=p-v+l 
a a 

m P"!/ . \P-V + 1 ^ 2 P-1 m «P- l + J 
T 2 e H (yc+y) = Z e y 2 ...y _ x t 2 r 

a^O 
La ,=p-v+l 

1 P-1 
avec e unité de k (dépendant de a 1 ,...,ci J et j = £ ia. . 

P i=l 1 

On privilégie le terme associé à : a, = p-v et a = 1 , i . e . 
2 1 ^ 

(p-v+lh / P V . y T

9 S P / dont la valuation est celle de y 2 P 

v ^ v 
2 D — 1 

(T J = (2p-l)A) . On montre que tous les autres termes de la somme ù 
ont une valuation strictement supérieure. Pour cela, on écrit p-l+j sous 

la forme (p-l)q+r , 0 £ r < p-1 et on utilise les résultats du lemme 8 . 

On remarque que 2p-v ^ p-l+j ^ (p-l)(p-v+2) . 
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Si r = 0 . 

Ou bien q < p , alors T t P q = p-1 . Il faut montrer que 
a 2 a n - l p i 

vy . . . y , / . > vy { . O r vy.£ > v£ , donc pv. y. > (i-l)t > 0 et 
à P-i v i k i 

vy £ v < vx , donc p v, y < (vp-l)t , vy Z < 0 . 
V K V V 

Ou bien q = p . Cela n'est possible que si v = 2 et pour le 

terme associé à : a j = p-1 . Alors ^ P ^ P = p - l+pA^ 1 . Il faut 

montrer que v y P _ j p £ P ^ P ^ > v y 2 ^
p i . e . (p- l )pv k y p ^ 1 + p e -p(p-2) t -pv k y 2 > 0 . 

p 1 2 
Or v V p ^ ^ ^ v y 2 ^ e t P e > (p-!)t / donc 

(p- l )pv k y p ^ 1 + pe > (p-l)pv k y 2 + (p-l)(p-2)t . 

L'inégalité est donc satisfaite si : (p-2)(pv^y^t) > 0 , et cette dernière 

l 'est. 

Si r = q . 
a 2 a -1 

Alors T £ P q = pAq . H faut montrer que vy 0 ...y p p £ P q > vy 2 P 

p-1 2 . 2 P "" 1 v 

i . e . S a.pv. y. +pe - p(q-l)t - pv. y > 0 . Or vy.e >. vy £ v donc 
._ 9 i k i k v i v 
1 p-1 

pv y, > pv y + (i-v)t . Soit s = £ a, , alors 
K 1 K v , 0 1 

1=2 
p-1 

Z a Pv y ;> spv y + (j-a )t - s v t . 
. n 1 K 1 K v l 1=2 

L'inégalité est donc satisfaite si : (s-l)pv. y +(j-a 1 )t-svt+(p-l)t-p(q-l)t > 0 
k V 1 

i . e . (s-l)pv, y +(p-a-sv)t ;> 0 , soit (s-l)(pv. y -(v-l) t) ^ 0 . Cette 
dernière l'est car pv. y > (v-l)t et s > 0 . 

k v 
Si r < q . 

Alors T 2 ^ P ^ q + r = cAf / c entier de k . Il faut montrer que : 
a 2 a -1 r p-1 

vy n ...y P € P r > vy £ P i . e . S a.pv. y. - p(r-l)t - pv. y > 0 . Comme 
2 p-1 V ^ 2 1 1 v 

précédemment, l'inégalité est satisfaite si (s-l)pv. y +(j-a.)t-svt-p(r-l)t > 0, 
k v i 

soit (s-l)(pv. y -(v-l)t) + (p-l)(q-r-l)t > 0 . Cette dernière l'est si s > 1 , 
k v 

et s = 1 n'est obtenu que pour le terme privilégié. 
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7. - CONCLUSION, SOUS FORME DE REMARQUES 

7 . 1 . Pour p = 2 et t = t' = 1 mod 4 par exemple, on sait que B 

(anneau des entiers d'une extension biquadratique d'un corps 2-adique) 

n'est pas libre sur son ordre £5 ssi 2t+t' :> 4e+7 [7] . L'analogie avec 

la condition (I) de la proposition 7 est claire. 

7 . 2 . Pour p = 3 et t = t1 s 1 mod 9 , la proposition 7 s'énonce : 

si 8t >9e+8 , B n'est pas libre sur O (car 31 c O ) . Or il existe 
6 m 

des extensions qui vérifient : 8 t < 9 e + 8 et B libre sur O . 

PROPOSITION. - Soit t un entier qui vérifie t = 1 mod 9 et 
3 e 3 _ T 

t < — , soit K = k(c) , l racine de X -X-ôuu L (ô unité de k ) , 

soit K ? = k(m) , m racine de X^-X-euT1* . On suppose qu'il 
3 e 2t 

existe une unité y jde_ k telle que : v^(y > — et 

y^ ^1 mod uu . Alors K = K^K^ est une extension de degré 9 

de k , admettant t comme seul nombre de ramification, et  

telle que B soit libre sur O s_i 8t < 9e . 

On sait que K/k est de degré 9 , admet t comme seul nom

bre de ramification, et que x = m + y£ est de valuation -t dans K 
8t+l 

9 2 
(cf. 5 ) . Soit 9 = uu (€x) , c'est une uniformisante de K . Lorsque 
8t < 9e , on va construire une A-base de 21 et montrer que 21, =© . 

9 2 ^ 2 
g€ = (T-1)2 est racine du polynôme primitif de K^X] : X + 32X+3£ - 1 . 

On peut supposer que qZ est une unité principale de K^ et poser 
2 

g2 = 1+r . La méthode de Newton montre que v„ r = v 3€ . On pose 
2 1 K l 

de même fm = 1+s , V K S = V K ^ m • *^ e s c a l c u l s simples montrent, 
2 2 

sous l'hypothèse 9e-8t > 0 , que l'on a, modulo des termes de valuation 
strictement supérieure à -5t : 

2 2 2 
f(«x) = 2« x + « 

2 2 2 2 2 
g(«x) s 2y£ x + y z + 2£x 

T ^ x ) 2 112 . 
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2 
Donc v R(yf -g + Y ( 1 - Y ) T 1 ) ( « x ) = -5t . Soit cp = yf - g + y(l-y)T 1 • Posons 

t = 9X+1 , alors v ^ L = 4 et v ^ 7 = 5 . De même, sous l'hypothè-
K o j 3 X K a) 4 X 

se 9e - 8t > 0 , on a, modulo des termes de valuation strictement su

périeure à -2t : 

T j («x) 2 = 2 £ 2 + 3 Y V 

2 2 2 2 4 ? 
T (€x) = 2 Y e + 3y c -4yCx + 2x 

fg(^x) 2 = 2y£ 2 + 2ye 2(r+s) + 4Cx + 2(l-y)« 

gT (Sx) 2 5 4« . 

Donc ( y 2 ^ + T 2 + yfg + y(l-y)gT 1)(ex) 2 s y 2 £ 2 (3 (y 2 +lh 2 - ( r+s) ) + 2x 2 . 

La méthode de Newton montre que r = 3 r +32 mod (3£ ) , on en 
2 2 

déduit, sous l'hypothèse 9e-8t > 0 , que v (3(y -(r+s)) = v 3Sx . 
2 2 

Soit t|f = y T ! + T

2

 + Y f9 + Y ( 1 " Y ) g T

1 / a l o r s v *(€x) = -2t , donc 

v v = 7 et vT. -^Ir" = 8 . On peut choisir comme A-base de 51 les 
K X6X K 9 

f T i ^ W g T i _ i ff T ^ 
éléments : 1 , — , - iy , , - r r , - t t , , -ft , . Comme 

f Ti 9T1 X 
les éléments 1 , — , —ttt , -77 , Q , , 1 appartiennent à l'ordre O , 

pour démontrer l'inclusion de 21 dans O , il suffit de montrer que 
1 0 2 9 

et ~ L appartiennent à O . On vérifie pour cela que ^ _ / 

X ^ w 

^'fp , i - J - sont des entiers. 

7 . 3 . Pour p = 3 et t = t ' = 1 mod 9 , il existe des extensions qui 

vérifient : 1 0 t > 9 e + 10 et B n'est pas libre sur £ . 

PROPOSITION. - Soit t un entier tel que : t = 1 mod 9 et 

t < -rp. On suppose que k contient les racines cubiques de 1 . 
2 3e _j- 2 

Soit Kj = k(yâ) , a = 1+auT2"" (a unité de k) , soit K2 = M^b), 
3e _ t 

b = 1 + puu2 . On suppose qu'il existe une unité y de k qui 
3 B 2t 2 

vérifie : v (y + ) > "7" et y 4 1 mod ou . Alors K = K K est_ 
K OC o 1 Z 
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une extension de degré 9 de k admettant t comme seul nombre  

de ramification ; si 1 Ot > 9e + 10 , l'anneau B n'est pas libre  

sur son ordre. 

Les extensions K / k et K ? /k sont cycliques de degré 3 , et 
3 

de nombre de ramification t . Soit g = */a-1 , il vérifie : 
3e . 

3 2 — ̂  3e 3 S 
l +32 +3£ = auu ù et v ( £ ) = " r ~ - t . Définissons c par y +—= c ; 

K ^ A CC 
on a : b = l+|u 3 +3g 2 +3<2) = 1 + ( c - Y

3 )U 3 + 3 £ 2 + 3 g ) = 

= (1-ye) 3 + 3 € ( Y ( 1 - Y 2 ) + c ) - 3 « 2 ( y

2 ( 1 + Y ) - c ) + c « 3 = (1-Y2) 3 >. , avec 

9e 

v >. = "7~ _t grâce à l'hypothèse faite sur y . On en déduit que 
1 3 

K = K ( V>T) est une extension cyclique de degré 3 , et de nombre de 
3 g e 

ramification t . De plus J\ - l est de valuation " y - t dans K . 
3 9e 

Soit m = v b - 1 et x = m + y£ / alors v K x = — ~ t • 1 1 r e s t e à montrer 
que B n'est pas libre sur son ordre si 1 0 t > 9 e + 10 . Soit 

8t+l 
q g x 2 

9 = uu ("j") / c'est une uniformisante de K . Des calculs de trace 

donnent : T^Cx) 2 = 3 £ 2 ( 1 - Y £ ) 2 , T 2 (£x ) 2 = 3(m 2-y 2^ 3-ymZ 3) mod 9 , 

(T -y 2 T )(£x) 2 = 3 ( ( m - y € ) x - Y 2 ( Y + 1 ) € 3 - y {m+y31)) . On en déduit que 
v i , ( T O - Y 2 T 1 ) 0 = Min(4t+1 , 4 t+ l+^- -5 t ) . Si lOt > 9e , l'entier J défini 

K 2 ' 1 q L 

en 6 vérifie J = ^p-t+l H 0 mod 9 . Si lOt > 9e+10 , O ji gi et B 

n'est pas libre sur O . 

Cet exemple et le précédent montrent qu'il ne dépend pas que 

des seuls nombres de ramification que B soit libre sur son ordre ou non. 

7 . 4 . Pour p quelconque et t < p , la condition nécessaire de la 

proposition 3' est satisfaite, la condition (I) de la proposition 7 ne l'est 

pas. Peut-on spéculer que B est libre sur son ordre ? On a le résul

tat suivant : 

PROPOSITION. - Lorsque t = 1 , B est un C-module libre. 
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o 
Posons t' = \ 'p*+l . Soit 0 une uniformisante de K et soient 

i et j des entiers du segment [0 ,p - l ] . On a : v fVfi ^ it'+j+l avec 
-1 

égalité si i+j <. p-1 (lemme 0) , et v f x g P 0 = pit x+p . On montre 
f V e f P ' ^ P " 1 © 

que les entiers ( — — . N , / - x et —, ,v ,, . forment une A-
i\ d/j) ^ (p-i /P-1) (p-Dx '+l 

base de B . 

On utilise le lemme suivant : des éléments de B forment une 

A-base ssi leurs images dans B/uuB forment une A/juA-base . 

fi JQ f P ' V " " 1 © 
Supposons que L a., ——r + a , , —,—1. , ,.. £ uuB , a., ÇA . 

i , j y œ l X P-1,P-1 W (P-1)X'+1 U 
f P - V - 1 © 

Comme (p-i)\ '+i e s t * a s e u ^ e u n i t é parmi les entiers considérés, 
x 

a , , ç uuA . On montre ensuite, par récurrence sur i , que a. . £ uuA . 
P-1 ,p-l i , j 

Pour j = 0 par exemple, on fait agir g P 1 , on obtient : 

i=o 1 , 0 wlX i=0 ^ 

Or v K

 f g .^ , 6 = (i+l)p , g P = pgh , h £Z[g] , et vKuugP *x a p2+p 
uu 

pour tout x . On en déduit que a, £ uuA pour tout i € [ 0 , p - l ] . 
1,0 

f V 
On obtient donc comme A-base de 21 : (—r~),, ., , et 

n-1 p-1 9 w l X ( l ' ^ " 1 ' P - 1 ) 

f g 
—.—-7—;—: . Or ces éléments appartiennent à O . 

(p-l)X +1 
x 
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