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III. 1 Séminaire de Théorie des Nombres 
10 janvier 1980 

Grenoble 

SUR LE NOMBRE DE C L A S S E S D ' U N C O R P S K REEL 

C Y C L I Q U E DE C O N D U C T E U R PREMIER , d e g K < 4 

par 

Claude MOSER 

0. - INTRODUCTION ET RESULTATS. 

La conjecture de Vandiver dit que si p est un nombre premier, 

le nombre de c l a s ses du sous-corps réel maximal du p-ième corps cy-

clotomique es t premier à p . 

Le présent exposé se place modestement dans "l 'environnement" 

de cette conjecture, motivé par le théorème suivant : 

THEOREME 1. - Soit K/k une extension cyclique de degré  

premier Z de corps de nombres. On suppose qu'un seul idéal  

premier est ramifié dans cette extension. Alors 

1) La norme induit un homomorphisme suriectif du groupe U^ 

des unités de K sur le groupe U^ des unités de k . 

2) Le nombre de c l a s ses h(k) de. k divise le nombre h(K) 
h(K) 

de c l a s se s de K et 77771 = 1 (modulo S ) . — h(k) 

Ceci résulte d'une étude détail lée de la formule des c l a s se s am-

biges [6] . Une idée pour aborder la conjecture de Vandiver es t donc de 

dévisser Q /<P en une tour d 'extensions cycliques de degré premier 
o 

et de démontrer que les rapports de nombres de c lasse success i fs sont 

premiers à p et (si possible inférieur à p ) . 
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On se propose de démontrer ici les deux résul ta ts : 

THEOREME A. - Soit p un nombre premier congru à 1 modulo 3 . 

Soit K le sous-corps cubique de . Si p est de la forme 
1 2 

4* (a +27) le nombre de c lasse de K est inférieur à p /3 . Sinon  

il es t inférieur à p/4 . 

THEOREME B. - Soit p un nombre premier congru à 1 modulo 8 , 

K le sous-corps réel de degré 4 de $ et k le corps Q(A/P). 

Alors 

h(k) < ^ 

h(K) p 
h(k) 4 ' 

Le second ingrédient es t la formule analytique du nombre de c l a s 

ses qui s 'écri t pour une extension réelle K/Q : 

2 [ K : d ) ] - l h ( K ) R ( K ) ( A ( K ) ) - i = U m m 

s - l + ^ Q ( 0 ) 

Le terme de droite n 'étant autre chose que le produit | | L( l ,x) avec 

les notations suivantes : o 

h(K) le nombre de c l a s se s de K , 

R(K) le régulateur de K , 

A(K) le discriminant de K , 

X parcourt l 'ensemble des caractères non principaux pairs de conduc

teur f(K) , dont l'ordre divise [K : Q] . Voir [5] . 

Pour ce qui concerne une extension cyclique K/k on aura en 

particulier pour un degré premier Z . 

h(K) _ ?-[K:Q]+[k:Q] R(k) JA(K)1 * yj 
h(k) " R(K) lA(k)j I I L U ' X ) 

X 

x( X ) = [K:Q] 

le produit étant étendu aux caractères de Dirichlet d'ordre égal à [K : Q] . 

Il y en a cp([K : Q>] ) . 
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Dans le cas particulier qui nous in t é res se , on a les deux formules 

suivantes : 

[K:Q] = 3 , h(K) = ^ ^ j | L d / X ) | 2 ( P * l (mod6)) , 

[K:Q] = 4 h ( K ) p R ( k ) 

[K:k] = 2 ' ÏÏÔT) " 4 RÔT) l L ( 1 ' X ) | fc»* < ™ d 8)) • 

Le problème est donc de montrer que h(K) dans le cas cubique, h(k) 

et h(K)/h(k) dans le c$s du degré 4 sont inférieurs à p . Il s 'agit 

donc de majorer les | L ( l , x ) | et de minorer R(k) (resp. R(k) et 

R(K)/R(k)) . 

1. - MINORATION DE L(l ,x) . 

A quelques modifications techniques près cette majoration est don

née en suivant une méthode de HUA [4] présentée dans le cas d'un 

caractère r ée l . 

LEMME 2. - Soient f un entier naturel et x un caractère pr i 

mitif pair de conducteur f . Pour tout entier naturel n on note  

respectivement n* le plus petit reste de n modulo f et 

S(n) le nombre complexe 

S(n) = Z £ X(J) • 
a=0 j=0 

Alors , pour tout n > 0 , on a |S(n)| <; (n*+l) • y j ^ - n ^ - | . 

On util ise les propriétés relat ives à la somme de Gauss associée 

au caractère x > à savoir 

h ( x ) | = f 

vn e IN , Z x ( X ) E X P ( 2 I T T X N / F ) = X(n)i(x) . 
x mod f 

Si on pose cp(n,x) = T(X)* X S / on a : 
a=0 j=-a 
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n a 2nj 
cp(n,x) = £ x ( x ) £ £ u avec u = exp(in/f) 

x mod f a=0 j =-a 

( \ v r v w x M ^ " 1 £ ( ( 2a + Dx -(2a+l)x. cp(n,\) = S xW (u - u ) 22 (u - u ) 
x mod f a=0 

2 
^ / . sin rr(n+l)x/f 
S xW g B 

x mod f s in nx/f 

On a donc en premier lieu cp(n # x) = cp(n*,x) pour tout n et en second 

lieu l ' inégali té 
n * a 2 ix 

|cp(n / X)| <> £ £ £ u J X . 
xmodf a=0 j=-a 

0 
n * f a f 2inih/f1~" 

C 'es t -à -d i re |cp(n, x)| ^ I Z -1 + £ e , , J U / J . La quantité entre 
a=0 j=-a h=l 

{ } vaut f-1 si j = 0 et -1 s inon. On obtient en fin de compte 

n* 
|cp(n, X ) | £ (n*+l)[f- l] + £ - 2a 

a=l 

|cp(n,X)| s (n*+l)[f-l-n«] . 

Du fait que x e s t P a i r o n a = ^ { xTx) ^ ^ ' ^ J ' D ' o ù le lemme. 

Pour des raisons techniques qui interviendront à la fin de l ' exposé , 

on est amené à considérer des caractères non primitifs. 

LEMME 3 . - Soient f un ent ier , x un caractère modulo f , 

non primitif, non principal et pair . Soit x^ le caractère primitif  

équivalent à x • Soient q le conducteur de x^ ÊÏ d = (f/q) . 

Alors 

S (n) = £ | i ( r ) X l ( r ) S v ( [n / r ] ) . 
X r | d

 1 X l _ 
En particulier pour tout n £ [<s/2q,q] , s i f = 2q on a 

|S x (n ) | s f n , / ï 

3 
et pour tout entier n > q , |S^(n)| < ^ q^q . 
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On sait que E i_iCô> est égal à 1 s i m = 1 , sinon à 0 . 
6 |m 

Par suite avec les notations de l ' énoncé, pour tout n z 1 on a 

X(n) = xAn) E n(ô) . 
1 ô | (n ,d) 

De là , il résulte les égal i tés suivantes 

s (n) = E n(ô) E £ xAi) 
X ôld a=0 j=0 

ô|j 

n [ a /6 ] 
= E n (6 ) X l (6 ) T E XiO) 

ô|d a=0 j=0 

Cn/6 ] k 
= E M ( Ô ) X I ( Ô ) E 6 E x ,(j) 

ô|d k=0 j=0 
S (n) = E 6 n ( ô ) X l ( ô ) S v ( [n /ô] ) . 

* ô |d 1 x l 

En particulier, s i d = 2 et n £ U / 2 q , q - l ] , n = n* et d 'après le lemme 2 

| s x « „ , 1 % ! * . { Œ f , « . . > 

|S x (n ) | « | t a + 4 f f - ^ | + ( J + l ) ^ - ^ } 

le r M 3 H ^ S. (n±i ) 2 ^ r- n(n+2) 

| s x ( n ) | * w < * + Y " • 

^ 3^/q (n+1) 2 n(n+2) - m~ n • i A* Or —̂— - -r-7= 7-7-— £ -^TT S 1 N > v2q • Ceci achevé la demons-2 2 ^ 4 /̂q 2 
tration des deux premières par t i es . La dernière est immédiate, du fait 

d 'après le lemme 2 que |S (n)| < -^p- • 
X j o 

LEMME 4. - Soient p un nombre premier et un caractère  

primitif pair modulo p . On suppose p > 30 . Alors 

| L ( 1 > \ * \ L ° 9 P + Y - "2 • 

On pose S(0) = S(- l) = 0 et pour n ^ 1 on conserve les nota

tions du lemme 2. On remarque que S(p) = S(p-l) = 0 . Une majoration 

de |S(n)| est évidemment n(n+l) , majoration meilleure que celle du 
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lemme 2 pour n < *fp . Pour tout n s 1 , 

X^n) = S(n) - 2S(n-l) + S(n-2) 

ce qui permet d'écrire 

L ( 1 ' * \ = n(n+lMn+2) = P ( n ) • 

Les remarques qui précèdent amènent à "couper" en trois morceaux : 

U/P] P-2 00 
Z i = Z p(n) ; Z 2 = Z P(n) ; S 3 = £ P(n) 

1 n=Hiv/p] p+1 

et il suffit de majorer \Z 1| / |Z)2| et | 2 3( . 

U/p] 1 3 1 1 № i 
. On a s 2 i _ = - - + T ^ + ^ T + £ - . 

D'après la formule d'Euler-Mac-Laurin on obtient 

A i 1 
T J * Log A + v + ^ 

et donc 

| Z M * 7 1 « P - I + Y + + n b ï + i W l • 

• D'après la majoration fournie par le lemme 2, on a 

i v oi P v 2 A/P , r r l p v 2 n+1 

\Z2 à i - - - p L —7T - 1 — i + — t t L ° g P • 
1 p - l VP N + 1 P - 1 P 2 ^ P 

• On a immédiatement 

IV-JI I 3/2 f 2 p ^ 2 J _ _ 1 _ 

* 8 P ^ n(n+l)(n+2) * 8 P+ l"p+2 ^ S^p" ' 

D'où 
i T /1 M 1

 T . 1 1 , 1 , 1 -v/p , 1 , 1 Log p | L ( l , X i ) | s _ L o g p + Y - I + _ + ^ + 2 - ^ 5 - _ + _ + i - ^ . 1 ^ 

et on vérifie que |L( 1,^)1 £ Log p + y - ^ pour p > 30 m 
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LEMME 5 . - On uti l ise les notations du lemme 4 . De p lus , 

soit x le caractère modulo 2p nul sur les entiers pairs qui  

col'ncide avec x sur les entiers impairs. Alors : 

1) L ( l , X l ) = ( l - x i ( 2 ) 2 _ 1 ) L ( l / X ) . 

2) |L ( l , x ) | £ \ Log p + 1,546 + ^ . 0 , 1 4 2 7 . 

La première assert ion résulte du développement en produit e u l é -

rien de L( l ,x) . En ce qui concerne la seconde, on procède à peu près 

comme dans la démonstration qui précède, en utilisant le lemme 3 au 

lieu du lemme 2 . On coupe de la façon suivante : 

l i = E p(n) 
n=l 

£ 2 = Z p(n) avec p(n) = 2 S(n){n(n+l)(n+2)} 
1-HV2Ï>] 

£ 3 = £ p(n) 
p+1 

On obtient : 

• | r i | ^ L o g p + } L o g 2 + Y 4 + 2 Î ^ + i T ^ + 2 ^ Î ^ 

• i e 2 | ^ 3 V P ^ | ^ _ ( N + 1 ) ( N + 2 ) = ^ { ^ t m - j r 2 } 

D'où |L (1 , X ) | ^ L o g p f l L o g 2 + y + f ^ - D + + 

1 3 _ _2_ 
+ 2+U2P] 8</p " S ' 

D'où le lemme • 
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2. - MINORATIONS DE REGULATEURS. 

On va distinguer ici le cas du degré 3 du cas du degré 4 

On util isera les représentations d 'entiers de te l les extensions données 

par HASSE [3] . C e l l e s - c i , au moins pour le degré 3,avaient été racontées 

par M . N . G . en 1971. On rappelle simplement ici les principales formules. 

2 . 1 . - Le cas cubique. 

Tout nombre premier congru à 1 modulo 6 peut s 'écrire de manière 

unique sous la forme 

i p = ^ (a +3b ) 

a 6 2 , a = 2 (mod 3) 

b g IN , b = 0 (mod 3) , b > 0 . 

Si dans CP(j) on pose cp = y (a+b^/-3) , alors il exis te un caractère 

cubique modulo p , soit x tel que la somme de Gauss T(\) vérifie 

T ( X ) 3 = "PCP • (1) 

Si on pose 

T = -T(x) 

on a les égali tés 

T 3 = pcp , T 2 = cpT . (2) 

Cela é tant , tout élément A de K peut se mettre sous la forme 

A = } ! x + y T + ? T ¡ d í l x , y ] . , 3 , 

Un A g K est un entier si et seulement s i 

X y mod(l- j ) dans Z[j] (4) 
y t & U J 

Soit a le générateur de Gal(K/Q) tel que \{o) = j . Alors 
j 2 

A = [x , j y] . Les formules qui nous seront uti les sont les suivantes : 

N K / q ? [ x / Y ] = ^7 j x 3 - 3 p x N y +pS(cpy 3)j 

T r K / Q ( [ x / Y ] 2 ) = ^(x 2 +2pNy) 
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où N (resp. S) est la norme (resp. la trace) dans (p(j)/Q . 

LE MME 6. - Soit e = [x ,y ] une unité de K qui n 'es t pas  

ra t ionnel le . Son régulateur vérifie 

R(e) ^ ^ Log \ — - - \ . 

On vérifie facilement que 

R(e) = L o g 2 | e | + Log | e | -Log | e°\ + L o g 2 | e

a | . 

C ' e s t -à -d i re 
D/ \ 1 Sa 2 , 1 T 2 Q , 2 ^ 3 _ 2 2a) R(e) = 4 |(Logs + - Log e ) -f - Log e \ 

2 
ou l'une des deux autres égal i tés obtenues par permutation sur l,oto 

2 
Il n 'es t pas difficile de voir qu'on a, en supposant que e es t la 

2 2 q 2 a 2 

plus grande des trois unités e ,e ,e l'un des deux schémas su i -
o 

van t s , à permutation près de a et a 

2 

2 q 1 2 1 2 
Dans le premier cas |Log e + ^ Log e \ ^ ^ ^og e • Donc 

Rie) a j Log 2 ( e 2 ) a { L o g 2 ( T r ( E

2 ) - 2 ) . 

Dans le second cas |Log £ 2 a -^"Log ç 2 | ^ y Log e 2 + Log e 2 a > "̂ "Log ~:2 . 

D'où cette fois 

RU) s ^ L o g V s j Log 2 j j ( T r ( e

2 ) - 1 ) | 

et le lemme • 

LE MME 7 . - Soit p un nombre premier congru à 1 modulo 3 . Le  

régulateur R(K) de K vérifie : 

1 2 1 2 7 

• Si P est de la forme — (a + 2 7 ) , alors R(K) > — Log (— p) . 
1 2 5 2 

• Sinon R(K) > 4- Log (^"QP) dès gue p > 1 3 0 . 
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D ' a p r è s l e s formules 4 et 5 c i - d e s s u s l ' un i t é fondamenta le 

€ = [ x , y ] de K doit vér if ier 

x = y (modulo 1-j) dans CD(j) 

(x -3) (x 2 +3x+9) = p ( 3 x N y - S(cpy3)) 
2 

x + 2 p N y minimum . 
2 

On e s s a i e les d i v e r s e s v a l e u r s p o s s i b l e s pour Ny , t e l l e s que Tr U ) 

soi t minimum. 

1) A con juga i son près pour e , l ' h y p o t h è s e Ny = 1 impl ique 

y ç { 1 / - 1 , (1+j) / - (1+j) ) / c e 3 u i condui t à 

(x -3) (x 2 +3x+9) = p ( 3 x + a 6 ( y ) ) 

a v e c 9(y) = ^ - y s i y ê { - 1 , 1 } 

l 1 s i y = 1+j , - 1 s i y = 1-j 

On vérif ie que p | ( x - 3 ) condui t à | a j > JÂp , ce qui e s t c o n t r a d i c t o i r e . 
2 

Si on pose dp = x +3x+9 on ob t i en t 

a

2 = { i ( x

2 + 3 x + 9 ) - 3 b 2 } = ( ( d - 3 ) x - 3 d ) 2 

c ' e s t - à - d i r e 

( d - l ) 2 ( d - 4 ) x 2 - 6 [ d 2 ( d - 3 ) + 2 ] x + 9 d 3 + 3 b 2 d - 36 = 0 

ou encore 

( d - l ) 2 ( d - 4 ) x 2 - 6 ( d - l ) ( d 2 - 2 d - 2 ) x + 3 ( 3 d 3 + b 2 d - 1 2 ) = 0 . 

1 2 

La cond i t ion d = 1 implique b = 3 , donc p = ~ ( a +27) a v e c 

a A ( y ) - 3 
x = — ~ ~ . S i d ^ 1 , on a à r é soudre l ' équa t ion 

( d - l ) 2 ( d - 4 ) x 2 - 6 ( d 2 - 2 d - 2 ) ( d - l ) x + 3 ( 3 d 3 + b 2 d - 1 2 ) = 0 
2 

On ne peut avoir d = 4 car x +3x+9 e s t impai r . Le d i sc r iminan t de 

c e t t e équa t ion e s t , en posan t b = 3b^ 

9 ( d - l ) 2 { - 3 b ' 2 d 2 + 4 (b 2 +2)d - 12} 

qui e s t négat i f pour d > 4 . On ne peut avoir d = 3 car x e s t non 

mult iple de 3 . 

1 2 
Inversement s i p e s t de la forme — (a +27) , le corps K admet 
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pour unité fondamentale [ a

9

+ 3 , -1 ] . La majoration du régulateur est 
1 2 

alors faci le . Maintenant si p n 'es t pas de la forme —(a +27) , l 'hy

pothèse N(y) = 3 implique que 3 divise x . Posant x = 3x, , on 
2 1 3 

obtient l 'équation ( x ^ l M x ^ x + 1 ) = p ^ - — S ( c p y ) . Or on vérifie que 
S(y3cp) 6 {27b,-27b} . D'où (x , - l ) ( x 2 +x+l ) = p(x +eb) . On vérifie que 

le second membre est congru à x modulo 3 tandis que le premier est 
3 1 

congru à x -1 , c ' e s t - à -d i r e à x-1 . En conclusion si p n 'es t pas 
1 2 

de la forme — (a +2 7) on a Ny ;> 4 . En ce qui concerne x , ou bien 
2 

x > p+3 , ou bien p divise x ^ + 3 x + 9 avec un quotient d qui vérifie 
3 Jd => N(y) 2> 6 * Tr e 2 > 4p 

3/fd => d > 5 => x > dès que p > 13 . 

2 

On en déduit x +2pNy > 12,41-p . Donc 

2 
T f ( e

2

M > | { 1 2 , 4 1 p - 3 } > 2p 
et 

R(K) > j L o g 2 ( 2 p ) . 

2 . 2 . - Le cas du degré 4 . 

Soit k le corps quadratique intermédiaire entre K et Q . On d é 

signe par s l 'unité fondamentale de k et par e une unité fondamen

tale relative de K , c ' e s t - à -d i r e que z et e° engendrent le groupe 

des unités de K dont la norme dans KA appartient à {-1,1} . Il 

résulte facilement de la seconde assert ion du théorème 1 qu'on a 

^K/k € = e t ^ u e ^ a n s * e 9 r o u P e des unités de K le sous-groupe 

engendré par e Q , e , e° est d'indice 2 . Par su i t e , on a 

R(K) = ~R(e ,e,e°) . 
2 o 

Or on a 

L o g | e | L o g | e a | -Log | e | 

R(eQ / G / e°) - ABS Log | e ° | -Log |e | - L o g | €

a | 

L o g j e J - L o g | e o | L o g | e J 

Ce qui donne 
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R ( e o , e , e ° ) = R(eQ) • 2{Log 2 |e| + L o g 2 | e

a | ] . 

En conclusion provisoire 

R(K) 1 , . 2 2 1 T 2 2o . 
^ ) = 4 í L ° g e +Log e } . 

Par a i l l eurs , on a l'une des répartitions poss ibles des unités 

1 1-̂  1 1 1—S 1 

0 e 2 ° 2

 £

2 ° 1 e 2 o 3

 £

2 

1 1_- 1 _ 1 1 1 

0 M M 1 e 2 0

 e

2 

Dans le premier cas on a : 

Tr(e 2) ^ 2 + e 2 + - V ^ 2 + 2 e 2 

2<j 
e 

Donc Log(|(Tr e 2 - l ) ) <; Log(e) 2 et L o g 2 é T r ( e

2 ) -1 ) ^ Max | L o g U 2 a )| . 
z i 

Dans le second cas on a : 

Tr(e 2) ^ 2 + e 2 a + c 2 

1 2 2 ^ 
et aus s i ( j T r e -1) á Max e . Donc, dans tous les cas : 

M a x ( L o g 2 ( e

2 ° )) s L o g 2 ( | - T r ( e

2 ) - l ) . 

Il en résulte en définitive : 

R(K) 1 T 2.1 2, 
RÔT) s I L o g ( I T r ( £ 

Donnons maintenant la représentation de Hasse des entiers de K . Le 

nombre premier p congru à 1 modulo 8 peut s 'écrire de manière unique 

sous la forme 

a +b 

j a € Z , a = 1 mod 4 

[ b e IN , b = 0 mod 4 . 

Si on pose TT = a + b i , il existe un caractère x P a i r d'ordre 4 , de 

conducteur p tel que la somme de Gauss t(x) vérifie 
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U 2 = - ^ P n 

j TT = p . 

Le caractère x étant a insi cho is i , on note a un générateur de K/Q 

tel que x ( a ) = i . Alors les entiers de K peuvent être représentés 

sous la forme , . 1 . . r~. 
x entier de k , x = x ( x -x 9)«/p) 

I l ¿ 1 1 
A = 2 ^X+2 ( y T + y T ) ) ' y € Z [ i ] , Y ' Y j + i y g 

x i s x 2 s y i + y 2

m o d 2 • 

Alors si A = [x ,y ] on a A Q = [x , iy] . Les formules qui nous seront 

utiles sont les suivantes : s i on pose 

2 2 
*(y) = a ( y 1 - y 2 ) - 2 b y 1 Y 2 

on a 

N K / k ( A ) = ^ { x 2 - | - ( p ( y 2 + y 2 ) -iïi(Y))) 

A 2 1 f 1 / 2 _,_ 2. , 2 2 , , 
K/Q = T ^ * ! ^ + p ( y l + Y 2 ) ] • 

En particulier, s i e es t une unité relative fondamentale, on aura si 

e = [ x f y ] , 

PROPOSITION 8. - Soit m(K) le minimum de la forme quadrat i-
2 

que u —• Tr u sur le groupe E des unités re la t ives . Alors 

1) Si b = 4 , m(K) = p-4 

2) Si b > 4 , m(K) * 5p-4 . 

Si e es t une unité relative fondamentale sa norme relative 

est -1 . Si on pose £ = [x ,y ] on devra avoir 

2 2 
X l p x 2 1 2 2 
— T ~ " 2 P ( y i + y 2 } = ~ 4 

X 1 X 2 = ^ Y \ ' Y \ ] " 2 b y i Y 2 

X l s X 2 5 y l + Y 2 ^ m O Ç i 2^ * 
2 

Dans ces conditions la trace absolue de e est égale à 
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p(Y1 +Y2) " 4 . 

Il es t donc suffisant de regarder quelles sont les valeurs minimum p o s -
2 2 

sibles pour + . 

2 2 

• On es sa ie Y 1*^2 = * * Modulo la conjugaison, on peut alors 

supposer y 6 [ -1 /1 } et y^ = 0 . On obtient 

= - 16 modulo p 

X 1 X 2 = 3 

x = x = 1 modulo 2 . 

2 2 
De la majoration |x | <. | a | < on déduit x = p -16 . Donc 

2 2 2 2 
x = a +(b -16) , d'où b = 4 et p = a +16 . Une unitérelative fon-

a ""*/ D 
damentale est e = [—-—,1] . 

2 2 2 
Réciproquement, il est évident que s i p = a +16 , y 1 + y 9 = 1 . 

2 
Supposons dorénavant p non de la forme a +16 

2 2 

• L'hypothèse y + y 2 = 2 implique à conjugaison ou change

ment de signe près y = y^ = 1 . D'où le système 
x^ et x^ pairs 

X 1 X

2

 = " 2 b ' 
2 2 2 2 Donc |x | < b < A/p s i par suite x = 4p-16 = 4a +4b -16 > 2b 

2 2 2 2 contradiction. On ne peut avoir y +y = 3 . L'hypothèse Y 1

+ y 9 = 4 

permet de supposer y ^ = 2 , y^ = 0 . D'où le système 

i x et x pairs 

X 1 X 2 = 4 3 

x^ = -16 mod p . 

On aurait 

K l < 2 |a | 
e t 2 2 2 ? 

x = 4p-16 = 4a + 4 b - 16 > 4a , 
nouvelle contradiction ; d'où le lemme • 
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3 . - DEMONSTRATION DES RESULTATS. 

3 . 1 . Le cas cubique. 

1 2 

• Si p n 'es t pas de la forme — (a +27) , s ' i l es t congru à 1 

modulo 3 et supérieur à 30, le nombre de c l a s se s h(K) du sous-corps 

cubique de est majoré par 

£ . (1/4) [Log p + 2 y - 1 1 2 p 
4 ? 4 ' 

l /4{Log Z (2p)} 
Les nombres premiers inférieurs à 30 congrus à 1 modulo 3 sont tous de 

l 2 
la forme j ( a +27) . 

1 2 

• Si p est de la forme j ( a +27) , alors 2 n 'es t pas reste 

cubique modulo p et on a 
X , (2) -1 | -1 2 

On util ise alors le lemme 5 qui fournit la majoration 

ntv\ , P (1/4) {Log p +16/5 ) 2 4 

(l/4){Log p - Log-^- f 

On vérifie alors que pour p > 4000 le terme de droite es t inférieur à 

p /3 . Pour p < 4 000 la table 1 de [1] fournit le résultat suivant : 

~ p I 7~~| 13 I 19 I 37 79 I 97 I 139 ГбЗ 313 

h(K) 1 1 1 1 1 1 1 4 7 

349 607 709 877 937 1063 П29 1489 1567 

h(K) 4 4 4 7 4 13 7 19 7 

~~p Ï987 2557 2659 3313 3547 

h(K) 7 7 19 19 19 

3 . 2 . Le cas du degré 4 . 

• En premier lieu on considère le corps quadratique Q{Jp) = к . 

Du fait que p est congru à 1 modulo 8 , l 'unité fondamentale -: 
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de k est de la forme a + bjp , avec a et b entiers na ture ls . En 

particulier on a (grossièrement) e > ^/2p et le régulateur de k est 

supérieur à £ Log 2p . Il résulte de ce qui précède que 

Mwï JË ^ Log P + v - i 
n [ K ' 5 2 | L o g p + | L o g 2 2 

dès que p > 30 . De p lus , QCv/17) est principal . La majoration c i -

dessus est donc valable pour tout nombre premier p congru à 1 modu-

lo 8 . 

2 

• En second l ieu, s i p n 'es t pas de la forme a +16 on a 

la majoration 
i \ 2 

hjK) & Log p + 2 Y - l p 
h(k) * 4 ) 5 p - 6 < 4 ( P > 3 0 ) • 

2 

• Enfin, si p es t de la forme a +16 , 2 est reste quadratique 

modulo p mais n 'es t pas reste de puissance quatrième. On a donc 

x(2) 2 1 2 g 
= 1 1 + y l = 4" • On u t i l i s e I e lemme 5 pour obtenir la majora

tion . 2 

h(K) p 4 t L û g P + 3 ^ 0 9 2 + 0 / 1 4 2 7 ' P t x 2 | 
№ ) * 4 - 9 1 ^ , 2 ^ , I 

et on vérifie que le terme de droite es t inférieur à p/4 dès que 

p > 4000 . Pour les nombres premiers inférieurs à 4 000 la table [2] 

donne le résultat : 

p~~I Î7~] 41 97~] 137 241 457 641 857 977 

h(K) 1 1 1 1 1 5 5 5 5 

p 1697 2417 2617 3041 

h(K) 17 17 13 13 

Ce qui achève les démonstrations • 
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