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Séminaire de Théorie des Nombres 
19 novembre 1981 

Grenoble 

C L A S S I F I C A T I O N D E S Z Z [ G ] - M O D U L E S M O N O G E N E S , 

P O U R G D I E D R A L D ' O R D R E 2p 

par Nicole MOSER 

GENERALITES. 

Soient r un groupe fini, et M un 2Z[r] -module ; sauf mention 

du contraire, les modules étudiés dans ce travail sont supposés sans Ex­

torsion, et de type fini sur TL . Le module M se décompose, pas né­

cessairement de manière unique, en somme directe de Zfrl-modules 

indécomposables et pour certains groupes finis, on connaît un système 

exact de représentants des classes dfisomorphisme des !Z[r]-modules 

indécomposables ; c'est le cas lorsque T est cyclique d'ordre premier 

(I. Reiner, [31), ou F dièdral d'ordre 2p , p premier impair (M.P. 

Lee tlJ). Parmi les sommes directes de -modules indécomposables, 

il est clair que seules celles dont le JZ-rang est inférieur ou égal au 

cardinal de F sont susceptibles dfêtre Z[ F]-mono gène s. 

Les représentants des classes dTisomorphisme de Z[FJ-modules 

indécomposables sont en général construits à partir d'idéaux de corps cy-

clotomiques, avec lesquels on effectue des sommes directes ou des ex­

tensions. Le comportement de la propriété de Z[F] -monogénéité relative­

ment à ces deux opérations est décrit dans les lemmes ci-dessous, dont 

les démonstrations ne posent pas de problème : 
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LEMME 1. - Soient T un groupe fini, et M un Z [ r ] -module  

somme directe de deux sous-Ztrl-modules N et N . 

(i) Si M est Z[ri-monogène, de générateur (a,ß) , alors 

N (resp. N ) est Z[ ri-monogène de générateur a (resp. ß) . 

(ii) On suppose N et N Z[T1-monogènes ; soient a un 
l là 

générateur de , d'annulateur 0 dans Z f r l , et ß un 

générateur de N 2 . Les assertions suivantes sont équiva­ 

lentes : 

a) (a, ß) est générateur de M ; 

b) O.ß = N 2 . 

On considère ensuite le Z[T]-module M , extension du Z [ T l -

module N par le Z[T]-module N construite à l'aide du cocycle 
1 

f € Z (r,Hom_(I\L,N)) . Une telle extension est notée ( N , N f) ; c'est 
Z 2à 1 1 A 

le module N ©N , sur lequel T agit de la manière suivante : 
1 Ci 

a(x,y) = (ox+f (oy),oy) 

pour tout x Ç , y Ç N g , a g r . 
DEFINITION 1. - Etant donné l'extension (N 1 t N ,f) , sott ß un 

élément de N . On appelle $ l'application Z-linéaire de 
* t> p 

K [ r ] dans N définie par 

*. J TJ a a) = E a f (aß) , a Ç. Z . 

LEMME 2. - &tt M le Zfrl-module (N , N ,f) , où 

f € Z 1 ( r ,Hom z (N 2 ,N 1 ) ) . 

(i) Si M est Z[ri-monogène, de générateur (a,ß) , N g est 

Zfrl-monogène, de générateur ß . 

(ii) On suppose N Z t r l -monogène ; soit ß un générateur 
Ci 

de N 2 , d'annulateur d dans Z[T] . Si les modules 
S* 0 ( ° ) N i sont égaux, M est Z[T1-monogène de gé-i, p 1 
nérateur (0,ß) . 
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On déduit des lemme s 1 et 2 le résultat suivant : 

LEMME 3. - Soient N N et N trois Ztri-modules. Si 
JL Z o 

N © N n'est pas Z[T]-monogène, quelle que soit l'extension 

(Ng,N 2,f) considérée, le module © ( N

3 > N

2 ' ^ n'est pas 

Z [ r] -monogène. 

ETUDE DU CAS DIEDRAL. 

Soient p un nombre premier impair, et G un groupe dièdral 

d'ordre 2p ; le groupe G est engendré par deux éléments a et T 

liés par les relations : 

p 2 
o - T =1 

-1 p-1 

Si h désigne le nombre de classes du sous-corps réel maximal de , 

M.P. Lee a dénombré dans [il, à isomorphisme près, 7h + 3 Z [ G ] -

modules indécomposables ; parmi ceux-ci, il en existe trois sur lesquels 

a agit trivialement, 

S^ : Z , sur lequel T opère trivialement, 

S : Z , sur lequel T opère par multiplication par -1 , 

S : Z + Z T , sur lequel T opère par multiplication par T . 
o 

PROPOSITION 4. -

(i) Les trois Z[Gl -modules S , S et S sont Z[G] -mono-
1 Z o 

gènes. Tout générateur de S^ (resp. S 2 , resp. Sg ) 

admet comme annulateur dans ZfG] l'idéal 

Z [ G l ( l - a , 1-T) , (resp. Z [ G l ( l - a , 1+T) , resp. Z[G](l-a)). 

(ii) Si M est un ZfGl-module monogène, son écriture comporte  

au plus un des modules . 
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Démonstration. - L'assertion (i) est presque évidente. Pour véri­

fier l'assertion (ii), on utilise les lemmes 1, 2 et 3 après avoir remarqué 

qu'on a les relations 

Z [ G ] ( l -a ) S . = 0 pour i = 1,2 ou 3 , 

Z [ G ] ( l - a , 1 - T ) S 2 c 2 S 2 

Z [ G ] ( l - a , 1 + T)S c 2S . • 

Pour écrire les autres modules indécomposables obtenus par 

M.P. Lee, on utilise les notations suivantes : 

Q : une racine primitive p-ième de l'unité ; 

A = Z[Ç] ; 

Q(P) = Q (C ) ; 

P = ( 1 - 0 A ; 

^ai^l£i£h : un système de représentants des classes d'idéaux du 

sous-corps réel maximal de ( Ç ^ , formé d'idéaux premiers 

à p • 

Les 7h Z[G]-modules indécomposables autres que , S 2 et 

S sont : 

• OjA et QjP , l£ i£h , où a agit par multiplication par Q , 

et T comme la conjugaison complexe, notée s . 

• ( OjA , S g , f) , avec f € Z ^ G . H o m ^ S ^ a .A)) et 

y i ) € o 4 A \o t P ; 

• (oP, S x ,g) , avec g € Z ^ G . H o m ^ S ^ a.P)) et 

g o(l) 6 a ^ X o . P 2 ; 

• (OjA .Sg . f ) avec f € Z^G.Hom^Sg, (̂ A)) et 

f (1) € o.A\o.P ; 

• (o t P,S 3 ,g ' ) avec g' € Z^G.Hom^Sg, ^P)) et 

g'(1) € o .P \o .P 2 ; a i i 

• (A@o.P , S 3 , f'+g') . 
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PROPOSITION 5. - Si e est un entier valant 0 ou 1 , et o 

un idéal du sous-corps réel maximal de , le Zf G] -module 

P û est ZfG]-monogène. 

Démonstration. - Soit x un élément de pect ; tout élément de p-1 t 

X de Z[G] sfécrit E a (a.+b.T) , où a. et b. sont des éléments 
i=0 1 1 i l 

de Z , et l'on a : 
P-1 t P-1 t 

X .x = E a.Ç x + E b.Ç s(x) . 
i=0 1 i=0 1 

Donc Z[G] • x = Ax + As(x) . 

Or, d'après le théorème de densité d'Artin-Tchebotareff, dans 

chaque classe d'idéaux d'un corps de nombres K , il existe un idéal pre­

mier au-dessus d'un nombre premier totalement décomposé dans K . Soit 

q un tel idéal, appartenant à la classe de l'idéal cTlp~e de ; 

l'idéal p e aq est donc un idéal entier principal de , et si x dési­

gne un de ses générateurs, on a : 

ZfG] .x = xA + s(x)A 

= P6ûq +peos(q) = p e o . • 

COROLLAIRE. - Toute extension dièdrale imaginaire K de  

degré 2p de Q admet une unité de Minkowski. 

En effet, on sait d'après ¡2] que le quotient du groupe des unitéjs 

de K par le sous-groupe des unités de torsion est Z[G] -isomorphe à 

un module de la forme P a . 

PROPOSITION 6. - Les 4h Z[G]-modules indécomposables de 

Z-rang p ou p+1 sont ZtG] -monogènes. 

Démonstration. - On considère l'extension (o.A,S ,f) . Si a 
— — — 1 Ci 

est un générateur de o.A , a n'appartient pas à P , et l'idéal de A 

qu'il engendre s'écrit ĉ b , b idéal de A étranger à s(b) . On peut 
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donc choisir comme cocycle f celui qui est défini par 

f (1) = a . 
a 

Pour expliciter l'application $ de la définition 1, on rappelle qu'un élé-
I, L 

ment x € G agit sur i|z Ç Hom,_(S9, a.A) de la manière suivante : 

IL & 1 

x -M- i|f = x t x"1 , 

donc : 

a * i|i = C ^ . T * >|i = - soi|» . 

Si l'on pose rij = 1 + C +..-+C 1 , on a : 

f^i(l) = ri.a avec l^ i^p-1 

s(o-) + TI ,<x 
f x ( 1 ) = = 0 

f^iT(l) = Ç l3 + r^ct avec 1 <; i ^p-1 . 

P-1 . 
Soit X = E a (a.+b.T) un élément de Z [ G ] ; 

i=0 1 1 

P-1 P-1 t 

i f (X) = E (a-b)ri a - Z bC P • 
M i=l 1 1 1 i=0 1 

Si l'on impose à X d'appartenir à l'annulateur O de , on a : 
p-1 
E (a.-b.) = 0 
1=0 i i 

et 
P-1 i 

$ (X) = E [(a-b)ri a - (b-b )C 01 • 
1,1 1 1 1 1 O 

Comme les , pour 1 £i £p-l , constituent une Z-base de A , on 

obtient l'égalité : 
$ f = Aa + Ap . 

Si p est nul, les idéaux Aa , As (a) et o A sont identiques. Si g 

est non nul, on vérifie facilement qu'il est entier, et qu'il engendre un 

idéal de la forme Q.c , avec (c,b) = 1 . Dans tous les cas, i (O) 
i i > -i 

est égal à Q.A , et d'après le lemme 2, (aA,S ,f) est Z[G]-monogène i i ¿1 
de générateur (0,1) . 

Les démonstrations sont analogues dans les autres cas. • 
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PROPOSITION 7. - Tout ZlG] -module monogène de Z-rang 2p 

est Z[G]-isomorphe à ( A©P , S , f'+gf) . 
ô 

Démonstration. - Comme on ne considère que des modules sans 

Z-torsion, tout module monogène de Z-rang 2p est isomorphe à ZUG] , 

et d'après M.P. Lee [l 3, ZfGl est isomorphe à (A©P , S , f'+g') . • 
Ó 

THEOREME. - Tout ZfGl-module monogène est isomorphe à l'un. 

et à l'un seul, des 8h + 7 module s ci-de ssous : 

S l » S 2 ' S3 ' ( A @ P ' S3 ' f f + g f ) ' ° i A ' P ° i ' 

(o.A,S 2,f) , ( a ^ S ^ g ) , (a .A,S 3 , f ) , (a.P,S 3,g') , 

o .A © S n , o.P © S, i 2 i 1 

(Hindice i variant entre 1 et h ), et A ©P , (P ,S 1 ,g)©P , 

(A,S 2,f)© A . 

Démonstration. - D'après la proposition 4, l'écriture d'un module 

M monogène comporte au plus un S. , donc les seuls Z[G] -modules mo­

nogènes de rang inférieur ou égal à p-1 sont indécomposables. 

Les Z [G]-modules monogènes de rang p ou p+1 sont soit in-

décomposables, soit somme directe d'un module de la forme P CL et 

d'un S. . Dans le cas où j =1 , l'annulateur de S.̂  est Z[G]( l -a , 1-T) . 
^ e On note a un générateur de P a, ; alors on a : 

ZtG]( l -a , 1-T)a = Z[Gl(l-a)ct + Z[G](1-T)CX 
e+1 

= p o + A[a-s(a)] . 

Quel que soit l'élément a de A , a - s (a) appartient à P ; donc si 

e = 0 , on a l'inclusion 

Z[G]( l -a , 1-T)a c Po. , 

et d'après le lemme 1, les modules a.A © ne peuvent être monogènes. 

Mais si e est égal à 1 , on écrit a sous la forme (l-C)ß , avec 

ß t P ; 
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a _ s ( a ) = (1-Q(P+CP"1S(P)) 

et l'élément g + Q s(p) n'appartient pas à P . Donc l'idéal Alcc-s(a)l 

s'écrit Pa.b , avec (b,P) = 1 , l'idéal Z[G] (1-a, 1-T)a est égal à po , 

et les modules ajP © sont Z [G]-monogène s. Les cas j =2 et j =3 

se traitent de manière analogue. 

Tous les Z[G]-modules monogènes de rang supérieur à p+1 

s'écrivent avec au moins deux modules de la forme P o. . On étudie i e e e d'abord les modules P © P ; soient a , a é P , un générateur 

e p _ 1 i 
de P o; , et \ = E a (a.+b.-r) un élément de son annulateur dans ZÏG] ; 

i i=0 i 1 

si l'on pose : 
P-1 t P-1 t 

X = E a.C et Y = E b.C , 
1=0 1 i=0 1 

on a : 

Xa - ÇP~ eYs(a) = o 

d'où 

X - Y = 0 modulo P . 

e e Quel que soit le générateur ß » ß l£ P , choisi pour P , on a : 

X. (1-Qeß = ( l -O e f Xß - CP"GYs(ß)l 

et Xß - £P~eYs(ß) e P . 

D'après le lemme 1, la somme directe p e o^ ©5^ n'est donc pas Z [ G ] -

monogène. On montre ensuite facilement que pour que A© o.P soit Z [ G ] -

monogène, il faut que l'idéal oP soit principal, et on vérifie que A©P 

est effectivement monogène, de générateur (1,1-0 • 

Restent les modules de Z-rang 2p-l . Grâce au lemme 3, il 

suffit d'étudier ceux de la forme A© (o.A,S f) ou P © (o.P,S ,g) . Or, 
i z 1 

tous les modules A © (a.A,S ,f) sont annulés par (l+T)(l+a+...+a*) ) , 
1 £* 

et tout ZfG]-module monogène de Z-rang 2p-l , annulé par 
D 1 13 1 

(l+T)(l+a+...+aP~ ) , est isomorphe à Z[G]/2;[G](l+T)(l-t<j+...+aP~ ) ; 

donc parmi les h modules considérés, un seul est monogène, et il est 
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facile de voir que celui qui est monogène est A© (A,S^,f) . Pour les 

modules p © (û.P,S ,g) , on procède de manière analogue en remarquant 
1 D-l 

qu'ils sont tous annulés par (1-T)(1+Q+...+CJ ) . 

Enfin, on vérifie qu'il n'existe pas de ZÏGl-isomorphisme entre 

deux quelconques des 8h + 7 modules cités, en étudiant les Z-rangs et 
p 1 

les sous-modules annulés par 1 + a +... + a . • 
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