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Séminaire de Théorie des Nombres
19 novembre 1981

Grenoble

CLASSIFICATION DES ZZ[G]-MODULES MONOGENES,
POUR G DIEDRAL D'ORDRE 2p

par Nicole MOSER

GENERALITES.

Soient I' un groupe fini, e¢ M un Z[T]-module ; sauf mention
du contraire, les modules étudiés dans ce travail sont supposés sans Z-
torsion, et de type fini sur Z . Le module M se décompose, pas né-
cessairement de maniére unique, en somme directe de ZI[T)-modules
indécomposables et pour certains groupes finis, on connait un systéme
exact de représentants des classes d'isomorphisme des Z[T']-modules
indécomposables ; c'est le cas lorsque I est cyclique d'ordre premier
(I. Reiner, [31), ou T diédral d'ordre 2p , p premier impair (M.P.
lee [1]). Parmi les sommes directes de ZI[T]-modules indécomposables,
il est clair que seules celles dont le Z-rang est inférieur ou égal au

cardinal de I sont susceptibles d'étre Z[I']-monogenes.

Les représentants des classes d'isomorphisme de ZI[T']-modules
indécomposables sont en général construits & partir d'idéaux de corps cy-
clotomiques, avec lesquels on effectue des sommes directes ou des ex-
tensions. Le comportement de la propriété de ZI[T ]-monogénéité relative-
ment 4 ces deux opérations est décrit dans les lemmes ci-dessous, dont

les démonstrations ne posent pas de probléme :
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LEMME 1. - Soient I un groupe fini, e¢ M un ZI[T]-module

somme directe de deux sous-Z[I'|-modules N1 et N, .

(i) Si M est ZI[T')-monogéne, de générateur (a,B) , alors

N1 (resp. N2) est Z[T']-monogeéne de géhérateur o (resp. B) .

(ii) On suppose N1 et N2 ZI[T]-monogénes ; soient o un

générateur de N, , d'annulateur Q dans Z[T] , et B un

générateur de N_ . les assertions suivantes sont équiva-

2
lentes :

a) (0,B) est générateur de M
b) a.8 = N2 .

On considére ensuite le ZIT')-module M , extension du ZI[T]-
module N, par le ZIT]-module N
fe Zl(l“,Homz(Nz,Nl)) . Une telle extension est notée (N1’N2’f) ; c'est

construite 4 l'aide du cocycle

le module N1 @Nz , sur lequel T agit de la maniére suivante :
o(x,y) = (ox+f_(0y),0y)

pour tout xeNl, yENz, o€eTl.

DEFINITION 1. - Etant donné l'extension (Nl,Nz,f) , soit B un

élément de N2 . On appelle §f 8 1'application Z-linéaire de
ZI[T] dans N, définie par
Qf,B(o%r aoc) B ozejr acfo(oB)‘ B €% .

LEMME 2. - Soit M le Z[Tl-module (N ,N,.f), od
1
f € 2°(I,Homg(N,,N.)) .

(i) Si M est ZIT]-monogéne, de générateur (a,f) , N2 est

ZI[T]-monogéne, de générateur B .

(ii) On suppose N ZI[T]-monogéne ; soit B un générateur

2
de N_ , dannulateur @ dans ZI[T] . Si les modules

2 9
§f B(a) et N1 sont égaux, M est Z[I'l-monogéne de gé-

nérateur (0,B) .
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On déduit des lemmes 1 et 2 le résultat suivant :

LEMME 3. - Soient N, , N, et N, trois ZI[T]-modules. Si
N. ®N_ n'est pas Z[Tl-monogéne, quelle que soit l'extension

1 2
(N3,N2,f) considérée, le module N1® (N3,N2,f) n'est pas

Z[T]-monogéne.

ETUDE DU CAS DIEDRAL.

Soient p un nombre premier impair, et G un groupe diédral
d'ordre 2p ; le groupe G est engendré par deux éléments o et

liés par les relations :

Si h désigne le nombre de classes du sous-corps réel maximal de Q(p) ,
M.P. Lee a dénombré dans [1], & isomorphisme prés, 7h +3 ZI[G]-
modules indécomposables ; parmi ceux-ci, il en existe trois sur lesquels

o agit trivialement,

S1 : Z , sur lequel T opére trivialement,
S2 : Z , sur lequel T opére par multiplication par -1 ,
83 : Z+ZT , sur lequel T opére par multiplication par 1T .

PROPOSITION 4. -

(i) Les trois Z[G]-modules 8, » S, et S; sont Z[G] -mono-

génes. Tout générateur de S1 (resp. 82 , resp. S3 )

admet comme annulateur dans Z[G] I'idéal

Z[G11-0, 1-7) , (resp.- ZIGI1(1-0, 1+T1) , resp. EIlGl(1-0)).

(i) Si M est un Z[G]-module monogéne, son écriture comporte

au plus un des modules Si .
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Démonstration. - L'assertion (i) est presque évidente. Pour véri-

fier 1'assertion (ii), on utilise les lemmes 1, 2 et 3 aprés avoir remarqué

qu'on a les relations
Z[G](l-cs)Si =0 pour i=1,2 ou 3 ,
zlGla-o, 1-m)8, < 28,

Z[Gl (-0, 1+T)S1 c 281 . n

Pour écrireles autres modules indécomposables obtenus par

M.P. lee, on utilise les notations suivantes :

¢ : une racine primitive p-iéme de 1'unité ;

A=2Z[cl ;
QP = @) ;
P =(1-0A ;

{oi}lsish : un systéme de représentants des classes d'idéaux du
sous-corps réel maximal de Q(p) , formé d'idéaux premiers
a p.

Les 7h ZI[G]-modules indécomposables autres que S1 , S2 et

S3 sont :

) aiA et aiP , 1<i<h , ol o agit par multiplication par ¢ ,

et T comme la conjugaison complexe, notée s .

t

[}

1
° (aiA,Sz,f) , avec f€Z ‘G,Homz(Sz,aiA))
f.Q) € °iA\°iP ;

] (aiP, Sl,g) , avec g € Z1(G,Homz(Sl,aiP)) et
gc(l) € uiP\ aiPZ ;

'3 (aiA , S
fé(l) € uiA\ oiP ;

1
1 !
g f'y avec f' € Z (G,Homz(Ss,aiA)) et

1
' ]
o (aiP,Ss,g) avec g' €72 (G,Homz(S3,aiP)) et
' 2 .
go(l)eui'P\uiP ;

o (A®a.P, S, f'+g) .

3
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PROPOSITION 5. - Si e est un entier valat 0 ou 1, et o

un_idéal du sous-corps réel maximal de Q(p) , le Z[G]-module
%0 est Z[ G1-monogene.
Démonstration. - Soit x un élément de Pea ; tout élément de

_____________ p1
) oi(a.+b.’r) , o0l a, et b, sont des éléments
ico i i i

A de ZIG] s'écrit

de Z , et 1'on a :
Pl i
Ax= 2 alx+ 2 b( s .
i=0 ! i=o I
Donc ZI[G]-x = Ax + As(x) .

p-1

Or, d'aprés le théoréme de densité d'Artin-Tchebotareff, dans
chaque classe d'idéaux d'un corps de nombres K , il existe un idéal pre-
mier au-dessus d'un nombre premier totalement décomposé dans K . Soit

4 un tel idéal, appartenant i la classe de 1'idéal o1 e Q(p )

’

I'idéal Pe aq est donc un idéal entier principal de Q(p) , et si x dési-

gne un de ses générateurs, on a :

ZI[G].x

il

xA + s(x)A

I

PPaq +Pas(q) = rPta . m

COROLLAIRE. - Toute extension diédrale imaginaire K de

degré 2p de @ admet une unité de Minkowski.

En effet, on sait d'aprés [2] que le quotient du groupe des unités
de K par le sous-groupe des unités de torsion est Z[G]-isomorphe 2

un module de la forme Pea .

PROPOSITION 6. - Les 4h Z[G]-modules indécomposables de

Z-rang p ou p+1 sont Z[G]-monogénes.

est un générateur de 0iA , 0 n'appartient pas & P , et l'idéal de A

qu'il engendre s'écrit aib , b idéal de A étranger & s(b) . On peut
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donc choisir comme cocycle f celui qui est défini par
fQ)=oa.
O() a

Pour expliciter l'application @ de la définition 1, on rappelle qu'un élé-

f,1
ment x € G agit sur {§ € Homz(Sz,aiA) de la maniére suivante :
X% = x‘lfx_1 ,
done :
oy =CcVv , Ty = -sol .

St l'on pose 7, =1+ b ona
foi(l) =m0 avec 1<i<p-1

_ s(o) + np_la
1-¢cP1

£ )

. _ Al . _
fng(I)—gB+nia avec 1<i<p-1.

p-1 .
Soit A = _Zool(ai+bi'r) un élément de ZI[G] ;
1‘:

p"l pil i
g (V) = Ei (a,-b,)na - i=obig B .

Si 1'on impose & ) d'appartenir & l'annulateur @ de 82 , on a:

p-1
2. (a.-b,) =0
j=0 1 i
et
éf’l()\) = Z [(ai—bi)nia - (bi—bo)g Bl

Comme les n, » pour 1 <i <p-1 , constituent une Z-base de A , on

obtient 1'égalité :

8 1(0) = Ao + AB .

Si B est nul, les idéaux Ao , As(0) et aiA sont identiques. Si B
est non nul, on vérifie facilement qu'il est entier, et qu'il engendre un
idéal de la forme uic , avec (c¢,b) = 1 . Dans tous les cas, Qf,l(a)
est égal a aiA , et d'aprés le lemme 2, (in,Sz,f) est Z[G]-monogeéne

de générateur (0,1) .

Les démonstrations sont analogues dans les autres cas. ®
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PROPCSITION 7. - Tout ZIG]-module monogéne de Z-rang 2p

est ZI[G)-isomorphe & (A®P, 8, f'+g") .

Démonstration. - Comme on ne considére que des modules sans

Z-torsion, tout module monogéne de Z-rang 2p est isomorphe & Z[G] ,

et d'aprés M.P. Iee [1], ZIG) est isomorphe & (A®P , S3 , f'+g") . m

THEOREME. - Tout Z[G!-module monogéne est isomorphe i l'un,

et 4 l'un seul, des 8h +7 modules ci-dessous :

1 1
S, Sy, S5, (A®P,S,, f'+g), aA, Pa,

t t
(aiA’SZ’f) ’ (Qip,sl,g) ’ (aiAaS39f) ’ (uipyssag) ’

0, A®S., aP®S
i 2 i

1
(l'indice i variant entre 1 e h ), et A@P , (P,Sl,g)@aP ,
(A,Sz,f) @ A.
Démonstration. - D'aprés la proposition 4, 1'écriture d'un module

M monogéne comporte au plus un Si , donc les seuls Z[G]-modules mo-

nogénes de rang inférieur ou égal & p-1 sont indécomposables.

Les Z[G]-modules monogénes de rang p ou p+1 sont soit in-

décomposables, soit somme directe d'un module de la forme Peu et

i
d'un Sj . Dans le cas ol j =1 , l'annulateur de S1 est ZlGl(1-0,1-1).
On note o un générateur de Pea i 3 alors on a :
Z[Gl(1-0, 1-1)o = Z[G1(1-0)a + ZIG]1({1-T)a

Peﬂai + Alo~s(a)]

Quel que soit 1'élément o de A, o -s(u) appartient & © ; donc si

e =0, on a I'inclusion
Z[Gl(1-0,1-1)a C Pa, ,

et d'aprés le lemme 1, les modules aiA @ S, ne peuvent étre monogeénes.

1
Mais si e est égal & 1, on écrit o sous la forme (1-C)8 , avec

BERP ;
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o - s(a) = 1-0)(8+P Ls(p))

et 1'"élément B + gp_ls(B) n'appartient pas & © . Donc l'idéal Alx-s(x)]
s'écrit Paib , avec (b,P) =1, l'idéal ZI[GI(1-0, 1-T)a est égal & Pai ,
et les modules 6f @ 8, sont Z[G] -monogénes. Les cas j=2 et j=3

se traitent de maniére analogue.

Tous les Z[G]-modules monogénes de rang supérieur 4 p+1
s'écrivent avec au moins deux modules de la forme Peai . On étudie

d'abord les modules Peai @Pe ; soient (l—g)ea , o€ P, un générateur

p-1 .
de Pecri , et ) = 1230 ol(ai+bi'r) un élément de son annulateur dans ZI[G] ;

si I'on pose :

p°1 i p_l i
X =2 ac et Y =2 bl ,
i=0 1 i=0 1
on a .
Xo - (P%Ys(@) = 0
d'ol

X-Y =0 modulo P .

Quel que soit le générateur (1-C)°B , BEP , choisi pour P° , on a :
A (1-0°8 = 1-0°1X8 - P Ys(B)l

ot x8-cPvs@) ep.

D'aprés le lemme 1, la somme directe Peai @7 n'est donc pas ZI[G]-
monogéne. On montre ensuite facilement que pour que A ® uiP soit ZI[G]-
monogéne, il faut que 1'idéal aiP soit principal, et on vérifie que A ®FP

est effectivement monogéne, de générateur (1,1-C) .

Restent les modules de Z-rang 2p-1 . Grfce au lemme 3, il

suffit d'étudier ceux de la forme A @ (aiA,Sz,f) ou P& (aiP,S ,g8) . Or,

1
tous les modules A @ (oiA,Sz,f) sont annulés par (1+'r)(1+o+...+op-1) ,

et tout Z[G]-module monogéne de Z-rang 2p-1 , annulé par

(1+'r)(1+o+...+op-1) , est isomorphe a ZI[Gl/ ZI[G] (1+‘T)(1+O+...+Op—1

) s

donc parmi les h modules considérés, un seul est monogéne, et il est
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facile de voir que celui qui est monogéne est A ® (A,S,,f) . Pour les

11
modules P @ (ai'P ,S2 »g) , on procéde de maniére analogue en remarquant

qu'ils sont tous annulés par (1—7)(1+o+,,,+0p-1) )

Enfin, on vérifie qu'il n'existe pas de ZI[G!-isomorphisme entre

deux quelconques des 8h+7 modules cités, en étudiant les Z-rangs et

les sous-modules annulés par 1+0 +...+crp“1 . B
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