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IV. 1 Séminaire de Théorie des Nombres 
26 novembre 1981 

Grenoble 

V A L E U R S S P E C I A L E S D E F O N C T I O N S L 

par C. GOLDSTEIN 

0 - INTRODUCTION 

Notre but est de présenter ici un certain nombre de propriétés d'al-

gébricité pour des valeurs spéciales de fonctions L associées à des caractères 

de Hecke ; le modèle pour ce type de propriétés est naturellement le théorème 

de Damerell, cf. fDa] . Nous avons en vue de raffiner ce théorème dans des 

cas particuliers et d'obtenir des résultats de rationalité, autant que possible, 

à Q* près. 

L'ingrédient fondamental pour cela est la décomposition de ces fonc

tions L en séries d'Eisenstein estimées en des points de torsion de certaines 

courbes elliptiques à multiplication complexe, dont nous établissons les proprié

tés de rationalité grâce aux méthodes déjà utilisées par J. Coates et A, Wiles 

[C.W] et N. Arthaud [A] . 

Nous donnons en guise d'application deux théorèmes de rationalité re

latifs à des conjectures bien connues, celle de Birch et Swinnerton-Dyer d'une 

part, la T-hypothèse d'autre part. Notons que tous les résultats sont contenus, 

soit dans [G.S] qui sera notre principale référence (toute notation entre cro

chets < > y renverra systématiquement), soit dans le thèse de G. Brattstrôm 

[B] , pour ce qui concerne la T-hypothèse;pour ce dernier point, nous nous 

contentons d'ailleurs d'indiquer une variante de sa démonstration, provenant 
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des résultats de la première partie. En particulier, tout ce qui est exposé ici 

est le fruit d'un travail commun avec N. Schappacher. 

1 è r e p a r t i e - R é s u l t a t s d e r a t i o n a l i t é 

I - N O T A T I O N S E T R A P P E L S 

Soit K un corps quadratique imaginaire contenu dans C et soit 

E une courbe elliptique définie sur une extension finie F de K (contenue 

dans Œ), à multiplication complexe par l'anneau O des entiers de K : 
K. 

en fait, nous identifions 0 et End (E) , de sorte que l'action sur l'espace 
K. F 

tangent de E à l'origine de l'image de p ê O soit la multiplication par p . 
Notons EL le groupe des points de torsion de E et FŒ ) l'exten-

tors tors 

sion abélienne de F engendrée par les coordonnées des points de E s • 

Dans toute la suite, nous ferons l'hypothèse supplémentaire suivante : 

(1.1) F(E ) est une extension abélienne de K . 
tors 

En particulier, F /K est abélienne : nous notons G le groupe de Galois de 

F/K , G son groupe de caractères (que nous identifierons si besoin est 

à des caractères de Dirichlet) et n le degré de F sur K . 

(1.2) Remarque. - Nous recherchons des résultats de rationalité à K* 

près, sinon à Q * près ; l'intérêt de l'hypothèse (1.1) est de nous 

permettre de maîtriser la descente de F à K : en particulier, 

les courbes E et E G , pour tout a € G , sont conjuguées entre 

elles, cf. <4.2> . 

Nous considérons la variété abélienne B sur K , qui se déduit 

de E par restriction de scalaires de F à K , au sens d'A. Weil : c'est 

une variété abélienne de dimension n = t F : K ] définie sur K , munie 

d'un isomorphisme défini sur F : 

(1.3) B - f i E ° • 
/ F a<EG 
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Soit F* le groupe dfidèles de F : nous notons \|f le caractère 

de Hecke sur F* attaché à E au sens de Serre-Tate. Nous définissons A 

un caractère de Hecke complexe 

i|f : F^/F —+ <C 

par =T(a)/TT (a ) , où a = (a ) € F* . 
v i « v v a 

(1.4) THEOREME. - Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) F(E^ ) est une extension abélienne de K . 
tors — 

(ii) La variété abélienne B est à multiplication complexe sur K , 

dans le sens que : 
E n W * J l T i = T 

où chaque T. est un corps de type CM contenant K et 

E [T.:K] = n . 
i=l 

(iii) LTextension F/K est abélienne et il existe un Grossencharackter 

cp de K tel que = < P o N

F / K ' 

Démonstration : cf. (4.1). 

(1.5) Remarque. - Sous l'hypothèse (1.1), la variété B est isogène sur 

K à un produit 

B ~ f ï B 
i=l 1 

où les sont des variétés abéliennes simples de type C M , non 

isogènes entre elles. Notons cp. : K^ - *" T * e t <ï> : —»-T* les 

caractères associés à B. (resp. à B) au sens de Serre-Tate, et, 

pour tout e € HomK(T, C) , cp̂  : K^/K*—(E* le GrSssencharak-

tër complexe défini par 

cpg(a) = e(cp(a))/aœ où a = (ay) € . 

(1.6) PROPOSITION. -

(i) ? = ^ N p / K . 

(ii) {«Pe|e€ HomK(T,Œ))= {cp|*= cp»N F / R ) . 
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Nous fixons dans la suite un tel cp , i .e. un élément e6 Hom (T, (E), 

Nous notons f le p. p. c m . du conducteur de cp et du conducteur de l'ex

tension F /K : nous choisissons un idéal entier principal g de K divisible 

par f . Si Q est un idéal de K entier premier à g , nous le considérons 

comme donné par un idèle a , d'idéal associé Q et tel que s. = 1 mod g(>v , 

si v|g et a

y

 = 1 s i v |°° ; nous notons ou le symbole d'Artin de 

a sur K a b | K . 

(1.7) LE MME. -

~ °a 

(i) Pour tout point de g-di vision P de B , cp(ct)(P) = P 

(ii) Si t est un idéal entier de K premier à g , tel que  

induise l'identité sur F , cp(t) appartient à K* . 

Démonstration, (i) est la propriété caractéristique de cp . On en 

déduit que cp(t) induit un élément de End_B ='0 , donc cp(t) = cp (t) € K*c: Œ . 
r K 

Fixons un modèle de Weierstrass de E sur F 

2 A 3 

y = 4x - g gx - g 3 , 

c'est-à-dire encore une forme différentielle uu (= dx/y) de E sur F . 

Pour simplifier, nous supposons que le plongement de F dans (C a été 

choisi de sorte que l'invariant j algébrique de la courbe s'identifie à l'in

variant analytique ) . Le réseau L du plan complexe, correspondant 
K 

à (E,uu) , s'écrit alors, grâce à la multiplication complexe, L = QOjç , où 

- * Q û / F a Q 
Q€ <T est bien défini à une unité de K près. D'autre part (E ,uu ) 

aa/F 
est un modèle de la courbe conjuguée E : mais cp(o) induit, selon 

0 /F ~ * °a 
(1.7)(i), une isogénie de E dans E û . Nous posons cp(a) (ou ) = A(o)ou , 

où A(Q) € F^ . Les propriétés essentielles de A(Q) sont résumées dans la 

proposition suivante, cf. (4.10) : 

(1.8) PROPOSITION. -

(i) L'application a i - ^ A (a ) , définie sur les idéaux entiers de K 

premiers à g est caractérisée par la commutativité du dia

gramme suivant : 
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E -, § ( " ' L ) (D/L 

cp(o) -A(o) 

; v * . S ( . . L J ° / F ) » 

où §(*,L) est l'isomorphisme de Weierstrass habituel. 

aQ/F _! 
(ii) L = A(o)Qo . 

1 a /F a /F 

(iii) Pour tout p 6 g~ L - L , §(p,L) 0 = §(A(o)p,L 0 ) . 

(iv) Pour o et b deux idéaux premiers à 3 , 

A(ob) = A(a) °A(b) = A(o) A(b) . 

Toute cette machinerie étant mise en place, nous pouvons nous at

tacher maintenant à l'étude des fonctions L . 

Il - T H E O R E M E D E D A M E R E L L 

Nous considérerons, en gardant les notations du paragraphe pré

cédent, les fonctions 

L(cpk,s) = TJ (1 -cpk(P)Np~S) - 1 (Be(s) >l+h 

où p décrit les idéaux premiers de K qui ne divisent pas g et 

L(t|fk,s) = | J (1- f k (p) Np" 8)" 1 (Be(s)>l + | ) , 
M 9 

où p décrit les idéaux premiers de F qui ne divisent pas gO . De plus, 
t 

pour tout a € G , nous définissons 

L(cp k ,a,s)= E (cpk(o)No"S) , (Ee(s)> 1 + f ) , 
0=0 

où la somme est étendue à tous les idéaux entiers o de K , premiers à g , 

dont le symbole d'Artin induit o sur F . 
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Nous avons clairement 

L(t k , s) = ± dét (L(cpk, aT, S)) . 
a, r€G 

Le fait fondamental -dfailleurs assez général-, est la décomposition des séries 

L partielles en sommes de séries dfEisenstein E* définies simplement, au 

moins pour j ̂  i+3 par 

B . > , L ) - S 

Pour plus de détails, cf. fW] . 

Nous avons donc le théorème 

(2.1) THEOREME. - Soient Q un idéal entier de K premier à 9 et 

83 un système dTidéaux entiers de K , premiers à g , tels que  

les symboles d*Artin a , pour b€S , décrivent le groupe de Galois 

de F(E ) sur F . Soit p = Q/g , où g est un générateur de g . 
S k 

Soient j et k deux entiers tels que # ^ <j £ k . Alors, pour tout 

k , cpk(û)X(a ) 
(2ni)K 3 f L(cp X(û),a j) = E e (o,b) , 

(A(a)p)K b€i8 ] , K 

k~"3 Q 

^ e i , k ( Q ' b ) = ( 7 ^ 2 ) <cp(b)A(0)p,L «) . 
J |A(O)P| 

L'intérêt de cette décomposition réside dans les propriétés d'algé-

bricité des valeurs spéciales des séries d'Eisenstein considérées : 

(2.2) THEOREME. - Avec les notations précédentes 

£ (o,b) € F(E ) 

e

) , k ( ° - b > = e ] , k < ° ' a K > C ' b 
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Démonstration. Il est facile d'interpréter les E* . ( p , L) comme 
U, K 

coefficients du développement en série de Laurent d'une fonction 0 telle 

que, pour un a € K , 

e % , L , a - 1 L ) = J 7 ( P ( z , L ) - P ^ L ) ) " 1 , 

où € décrit un système de représentants non triviaux de a L modulo L . 

L'estimation de 0* en z +p par la formule ci-dessus montre notre pre

mière assertion. Pour les deux dernières, nous sommes ramenés à démontrer 

que 

0*(z+p,L,a~ L) 0 = 0*(z+A(û)cp(t»P,L ° , 

où Q q et agissent sur 0 (z+p) comme série de Laurent en z à coef

ficients dans F(E ) , ou ce qui revient au même, comme fonction rationnelle 
B 

en P(z,L) et P T(z,L) à coefficients dans F( E g) à condition de faire aussi 

agir o sur les coefficients des développements en z de P(z,L) et P(z ,L) 

(a fixe F , donc le réseau L) . Le résultat découle alors de la proposi-

tion (1.8)(iii)et (1,7) et de l'expression des E. . généraux comme combinai-

son linéaire des E. , . 
0, k 

— k ~ 
Nous pouvons interpréter cp x à partir du caractère cp de Serre-

Tate attaché à B de la manière suivante : nous notons T(k) la sous-algèbre 
~k 

de T(x) engendrée par les valeurs de cp x (°û X e s t considéré ici comme 
caractère à valeurs algébriques, précisément dans le groupe des racines n-

ièmes de lTunité). Soit e 6 J fc = HomK(T(k),CD) . Nous définissons Icp^x^ 

comme le composé des applications 

- k ^ -k 
cp x ® cL 

K - (T(k) ® IR) — Œ , 

où d œ est l'application diagonale. 

(2.3) LE MME. 

{ [ t p k

X ] £ | X € G , e € J k } = [§; * k = $ o N F / K } . 
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Démonstration. D'après la proposition (1.6) (ii), il suffit de montrer 

que pour e 6 Horn (T(X), Œ) 

^ e ^ k ) = C p t | T * -

Mais x e s t d'ordre fini, donc il suffit de montrer cette égalité pour x = 1 • 

Or 

q£ = (e(cp®d~ 1) k) = e(fâk®d^) = (cp1^)^ | x (k) * 

(2.4) PROPOSITION. -

(i) Pour tout idéal entier a de K premier à g , l'élément 
- k 
y . X ( Q ) (de (f(k) ® F ) * ) ne dépend que de la restriction 

A (o) 
a / F de G . 

a ~~ _k 
(ii) L'application de G dans ( f ( k ) ® K F ) * définie par O / F H - ^ ^ 

i i A (ci) est un 1-cocycle. 

Démonstration, cf. ( 4 . 1 1 ) . 

Le groupe de cohomologie H 1 ( G , (T(k)<8> F ) * ) est trivial, donc il 
K 

existe un élément TI 6 (f(k) <8> F ) * , bien déterminé à multiplication près par 

un élément de T(k)* , tel que 

a -1 _k 
„ a _ (y X)(o) 
\ k— ' 

X A (a) 
Rappelons que l'action de G est triviale sur T(k) et évidente sur F . 

(2.5) COROLLAIRE. - Pour | < j £ k , 

( 2 r t ) k " V V k L ( [ c p k

X ] . j ) € T(k)®\ . 
X e 

(2.6) COROLLAIRE. - Pour j et k comme précédemment 

L * ^ , ] ) = (2TTi)n(k""j) n (A ( û )n ) " k L ( ^ k , j ) € F , 

où le produit est pris sur un ensemble 21 d'idéaux Q de K 
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premiers à g dont les symboles d'Artin recouvrent G . 

De plus, L*("ij;k,j)a = sgn(a) L*(^ k , j) , pour tout o € G , où 

sgn(a) est le signe de la permutation TWTCJ de l'ensemble G . 

Démonstration, cf. (7.1 > : Il est facile de voir que L (i|j ,j) est, 

à un élément de K* près, le déterminant 

D = dét ((2ni)k"]cpk(a û9)(A(a1)PrkL(cp"k,a ,j)) , 
¿"01 1 Z 1 Q Q 

Q1 ,Q2 
qui s'écrit, grâce à (2.1), (2.2) et (1.8)(iv) : 

D = dét ({A(Q 2)
K[(2ni)K ] p KL(cp ,id,j)J 2 } X ) 

01,Q2€3I 

le résultat annoncé s'en déduit immédiatement. 

2 è m e par t ie - App l i ca t i ons 

Nous allons maintenant montrer que les résultats obtenus en (2.6) 

et (2.5) permettent de prouver certaines conjectures de rationalité. 

III - C O N J E C T U R E DE BIRCH E T S W I N N E R T O N - D Y E R 

Rappelons que la fonction L de Hasse-Weil de la courbe E se 

décompose ici en produit 

L(E/F,s) = L(^,s)L(i,s) , 

où, contrairement à ce que nous avons implicitement admis jusqu'à présent, 

les fonctions à droite sont primitives : mais nous pouvons négliger ce fait 

pour les questions de rationalité, puisque les facteurs d'Euler parasites, a 

priori dans K , se regroupent en fait par paires de conjugués complexes. 

Supposons maintenant que L(E/F, 1) 7¿ 0 : la conjecture de Birch et Swinnerton-

Dyer pour E/F s'écrit dans ce cas 
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f\d^\ f f g m^L(E/F, 1) = card(iJi ) c a r d ( E ( F ) ^ f 2 . 

Ici d € est le discriminant de F sur Q , S un ensemble fini de places 

de F contenant les places à l'infini, m v la mesure de Tamagawa de E 

sur F y , bien normalisée (rappelons que, si v est finie, m v 6 ; enfin 

| | | est le groupe de Tate-Shafarevic de E sur F , supposé conjecturale-

ment fini. L'énoncé de rationalité inclus dans cette conjecture est donc le sui

vant : 

/ | d J n m " 1 L ( E / F , l ) 6 Q . 
r Vf» v 

Mais comme les places à l'infini correspondent aux plongements de F dans 

(C sur K , nous pouvons associer à v|«> un idéal a Ç 21 (cf. énoncé de (2.6)) 

tel que 

m

v

 = I K l % = l A ( ( * n l 2 N Q ~ V W . 
E(F ) 

v 

Alors (2. 6) montre facilement que 

(3.1) THEOREME. - L'énoncé de rationalité contenu dans la conjecture de  

Birch et Swinnerton-Dyer est vrai pour les courbes E/F vérifiant 

(1.1) . 

IV - r - H Y P O T H E S E 

Cette conjecture de rationalité, cf. [B] , [L] , ne concerne pas a 

priori des caractères associés comme ici à des courbes elliptiques. Nous l'é

noncerons ici sous sa forme la plus simple, relative à un corps quadratique 

imaginaire K de nombre de classes h impair, qui est celle traitée par 

G. Brattstrôm dans la seconde partie de [B] . Faute de place, nous ne rap

pellerons pas ici la définition des caractères sommes de Jacobi sur K . Un 

tel caractère i|r est un caractère de Hecke dont nous connaissons explicite

ment le type à l'infini , il est à valeurs dans K et invariant sous Galois, 
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i.e. 

pour tout a € Gal(K/<$) et tout idéal a de K . On peut lui associer, pour 

tout G € Gal(K/Q) , un élément r^(i|/) € IR |Q qui est un produit de valeurs 

particulières de la fonction T ; pour plus de détails, cf.lB] ;si a 6Gal(K/Q), 

posons C(a) = {-na + d(â-a) | ns>l et d;> 0 ou n£l et d + n ^ l } . 

(4.1) r-hypothèse. Si est un caractère somme de Jacobi et si 

I(i|r) e C(o) pour un a € Gal(K/Q) , alors 

r ,«r) L(* f 0) e Q . 
a L 

Pour démontrer (4.1) dans le cas où K est de nombre de classes 

impair, nous suivons la démonstration de [B] : le premier pas consiste à 

exprimer i|r comme produit de caractères associés à des courbes elliptiques. 

Si K est de nombre de classes impair, B. Gross a montré l'existence 

d'une Q-courbe E définie sur le corps de Hilbert H de K , à multiplica

tion complexe par O et vérifiant (1.1) , cf. [G] . Soit cp un caractère 
h 

de Hecke de K associé à E comme dans le premier paragraphe : cp 

(qui est la restriction du Grôssencharakter de E sur H aux idéaux de K) 

est à valeurs dans K* . Le lemme suivant est montré dans [B] , lemmes 

12.1 et 12.2. 

(4.2) LEMME. 
h —"h 

(i) cp , cp et IN sont des caractères sommes de Jacobi. 

(ii) Les types à l'infini I(cp ) et I(IN) (resp. I(cp ) et I(1N)) 

engendrent le groupe des types à l'infini des caractères som 

mes de Jacobi. 

Une conséquence du lemme (4.2)(ii) est que tout caractère somme 

de Jacobi de K s'écrit sous la forme 

-ha -b 
i|f = x cp IN , 
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où a et b sont entiers et x e s t u n caractère de Dlrichlet. Nous sommes 
Y\2i —b — ha 

donc ramenés à étudier L(cp IN X,0) soit L(cp X,b) . G. Brattstrom 

établit pour cela "à la mainn un théorème de rationalité (à la nDamerelln) 

pour les Q-courbes étudiées. Nous appliquerons quant à nous directement 
ha 

le corollaire (2. 5) : si — < b £ ha , alors 
Ci 

i e s ha-b -1 -ha T -ha , v ^ ~ x _ , 
(2ni) TI n L(cp X,b) ^ T(ha)®l . 

X 

Ici cp^X e s t à valeurs dans K* , donc aussi x d'ailleurs : en particulier 

T (k) = K et T|_ 6 (K* ®-.H)* = H* . Nous pouvons d'ailleurs expliciter r\- . 
X K X 

(4.3) PROPOSITION. - Pour tout idéal c premier à g , 

X | = [ X \ x(c) 

TT A(û) a ) v n Mû)a ' 
û€3ï a €21 

a -ha_ x c CD (F) 3?(c) 
Démonstration. Par définition r|- = r)- ^ u • Puisque 

X x A ^ a

( c ) 

QH^A(O) se comporte comme un cocycle, cf. [1.8] (iv), 

\ X / = X = T ] CP (c)X(c) 

( n 8 ' 
QÇ2J 

Notons l'élément de 31 qui induit a sur F (pour tout Q € 81) : 
C QC 

A(Q ) = A(QC(ocr 1Q ) = A(oc) A(Û / Q C ) Q Q C , c c e 

mais Q(Q /QC) = id, donc, par (1.7) (ii) 
c 

A(o /QC) = cp(o /QC) = cp(o /QC) 6 K* . 
c c c 

Mais lorsque Q parcourt 31, Q parcourt aussi 31, donc 
c 

n A ( a c ) - ( T T A(o)) n cp(f) - ( T T A(c)) n ë^M*)* 

= ] ~ [ A(Q) q5(c)n , d'où la proposition. 
o€3I 
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ha—b i i —a ha 
Autrement dit, (2ni) ( j | A(Q) n) L(q> \M = ô

x > °ù ô

x

 6 H » vérifie 

° c 

^ = X(c) ô e t nTest bien défini quTà K* près. Mais la courbe E descend 
X X 

+ 

à H ; en particulier nous pouvons choisir judicieusement les idéaux Û et 

définir A +(Q) et fi+ (dans El) , cf. <8. > . Nous obtenons alors 

( j = ) h a ~ b ( H A+(û) n + ) " a L(cp h a

X ,b) = 6̂  , 
k 

où ôf Ç H , et vérifie 6 = Y(C)Ô ! . 
X + x * x 

Nous utilisons alors la formule de Chowla-Selberg qui exprime 

( | | A + (Q) Q + ) comme produit de facteurs T , cf. f G] , chapitre 5. Nous en 

déduisons 

T (i|r) L(i|r,0) ~ ô' T ^ ( x ) . 
a 1 X Q 

Mais le théorème de Deligne généralisé montre que T - 1 ( x ) se transforme 
a 

sous Gai ois par x » °f • f D e J o u tK. L ] donc le second membre est ra

tionnel, d'où le résultat. 

Remarque. A priori les conditions sur a et b imposées par le 

corollaire (2.5) ne couvrent pas tous les caractères sommes de 

Jacobi : nous devrions utiliser l'équation fonctionnelle des fonctions 

L étudiées pour obtenir toutes les valeurs voulues, cf. [B] , 123 

pour plus de détails. 
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