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STABILITE ET ALGEBRE

, 3. Anneaux

par Chantal BERLINE (")

[Université Paris—7]

L'ancdtre des résultats qui sont exposds ici est le théordme, maintenant classi-
que, de MACINTYRE [9] qu'un corps commutatif est g~-stable si, et seulement siy il
est &1-catégorique, si et seulement si, il est fini ou algébriquement clos. Ce ré-

- sultat a été amélioré par CHERLIN et SHELAH [6] jusqu'ad devenir le théordme suivant,

THEOREME 1. - Tout corps superstable est commutatif et fini ou algébriquement

close.

Vu la longueur et la technicité de la preuve de ce théoréme, il est hors de ques—
tion d'en donner ici une démonstration, cependant nous l'utiliserons sans cesse. La
question de savoir s'il existe des corps stables non commutatifs est encore ouverte.
On sait que les corps finis et les corps algébriquement ou séparablement clos sont

des corps stables, on ignore s'il y en a d'autres.

A. Préliminaires algébriques

Le lecteur qui estimerait les rappels qui vont suivre trop succints pourra

consulter [7].

Soit R un anneau, son radical de Jacobson J(R) est un idéal bilatére définis—

sable, Si R est unitaire, c'est 1l'intersection des idéaux & gauche (resp. 2
droite) maximaux de R ou encore l'ensemble des éléments x de R tels que, pour
tout a de Ry 1= ax est inversible & gauche., J(R) contient tout idéal nil
(i. e. tout idéal dont tous les éléments sont nilpotents), en particulier, tout
idéal (& gauche ou & droite) nilpotent (i. e. tout idéal dont une puissance est
nulle), et par conséquent tout élément nilpotent central de R . En revenche, si R
nlest pas commutatif, J(R) ne contient pas nécessairement tous les éléments nil-

potents de R . Nous dirons que R est sans radical si J(R) = (0) . Pour tout

anneau R , R/J(R) est sans radical.

Rappelons qu'un anneau est noethérien (resp. artinien) & gauche si toute suite

(*) Chantal BERLINE, Mathématiques, Université Paris-7, Aile 45-55, 2 place
Jussieu, 75251 PARIS CEDEX 05.
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croissante (resp. décroissante) d'idésux & gauche est stationnaire, et que artinien
& gauche implique noethérien & gauche ; m&me chose pour la droite. L'anneau R est
noethérien (resp. artinien) s'il l'est & droite et a gauche. R est noethérien (&
gauche) si, et seulement si, tous ses iddaux (a gauche) sont de type fini, Enfin si

R est artinien (& gauche) J(R) est nilpotent.

Nous dirons que R est semi-simple s'il est artinien et sans radical,

THEOREME 2 (ARTIN~-WEDDERBURN). — Un anneau est semi~-simple si, et seulement si,

c'est une somme directe finie d'anneaux de matrices sur des corps éventuellement

gauches.,

En particulier, tout anneau semi~-simple (# (0)) est unitaire.

4 ‘\"» . ’. . . 3 . . .
SZI1 convient de se méfier des variations que subit la notion d!'anneau semi-

simple, comme celle d'anneau semi-primaire que nous introduirons dans la section

suivante, quand on passe d'un auteur & l'autre.

B. Conditions de chalnes et conséquences

THEOREME 3. = Tout anneau stable R est semi-primaire, c'est-a-dire satisfait

les deux conditions équivalentes suivantes ¢

(1) J(R) est nilpotent et R/J(R) semi-simple (i. e. artinien)

(2) I1 y a un entier n tel que toute suite strictement décroissante d!'idéaux

principaux (3 gauche) de R est de longueur < n .

Démonstration., — (2) est conséquence facile du corollaire 12 de l'exposé 1, et de

la compacité., Pour 1l'équivalence de (1) et (2), on pourra par exemple consulter [7

Pour un anneau quelconque les deux conditions qui suivent sont également équiva-

lentes ([7]y p. 164) :

(2)! Toute suite décroissante d'idéaux principaux (& gauche) est stationnaire.

(3) Toute suite décroissante d'iddaux (4 gauche) de type fini est stationnaire.

COROLLAIRE 4. — Pour un anneau stable, &tre noethérien (& gauche) équivaut 3 8tre

artinien (& gauche).

Démonstration. — Nous avons rappelé plus haut que artinien impliquait toujours

noethérien, La réciproque est vraie pour les anneaux stables puisqu'ils satisfont

(3).

COROLLAIRE 5, — Tout anneau stable sans idéal nilpotent est artinien.

En effet, il est sans radical donc semi-simple par le théoréme 3.
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Remarque. - Les propriétés (1), (2), (3) des anncaux stables conduisent & se de-
mander si les anneaux stables n'admettraient pas la condition de chaine décrois-
sante sur les idéaux définissables avec paramétres. Il n'en est rien (exposé 11,

eXercice 15).

C. Anneaux semi-simples stables ([5], [87], [13])

THEOREME 6. — Un anneau semi-simple R est :

(a) \—-stable si, et seulement si, c'est une somme directe finie d'anneaux de

matrices sur des corps, gauches éventuellement, A-stables.

(b) superstable si, et seulement si, -stable si, et seulement si, tous les

corps qui interviennent sont finis ou algébriquement clos.

(e) Rl—catégorigpe si, et seulement si, il y a au plus un corps infini, i. e,

8i, et seulement si, R est fini ou de la forme H @)Mh(K) ou H est semi-simple

fini, n>1 et K algébriquement clos.

Démonstration. — On commence par remarquer qu'un anneau Mh(D) est A-stable si,
seulement si, le corps gauche D 1l'est : en effet, Mn(D) est clairement définis—
sable & partir de D , au sens du théoréme 7 de l'exposé 1, et réciproquement D
s'identifie au sous-anneau eMn(D)e de Mh(D) , ou e est la matrice qui aun 1
dans son coin supdrieur gauche et des zéros partout ailleurs. On obtient alors (a)

et (b) comme conséquences des théordmes 7 et 8 de l'exposé 1 et des théordmes 1 et

2e

I1 en résulte que si Mn(D) est gl—catégorique D est fini ou algébriquement
clos. Réciproquement, si K est un corps algébriquement clos et si R! est élé-
mentairement équivalent & Mn(K) s, R!' est de la forme Mn(K') avec KXK' élémen~
tairement équivalent & K ; on conclue facilement que Mn(K) est @l—catégorique.
D'autre part, si R est &1—catégorique, il est @~stable, donc somme directe
finie d'anneaux de matrices sur des corps algébriquement clos ou finis. Par un ar-
gument déja rencontré plusieurs fois (LOWENHEIN~-SKOLEM + FEFERMAN-VAUGHT), l*une au
plus des composantes peut &tre infinie, et R est de la forme voulue. Pour achever

la démonstration du théoreme il suffit donc de prouver le résultat suivant.

LEMME 6.1. - Si S et H sont deux anneaux unitaires, H fini et S %—

catégorique, alors R =S @ H est al—catégorique.

Démonstration. — Soient uw , v 5 1 les unités respectives de H , S 4 R ;

u et v s'identifient avec des idempotents centraux de R , et une fois cette
identification faite; ona u+v=1, uR=H, vR=2S . Compte tenu du théorcme
24 (b) de 1'exposé 1, il nous suffit de vérifier que (R, u, v) est gﬁ—
catégorique. Soit (R' 4 u' , v') élémentairement équivalent & (Ryu,v).

Alors u' R' est isomorphe & I , et v' R' élémentairement équivalent & S . Si
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R!' est de cardinal Rl » on a donc v' R' disomorphe & S par un isomorphisme qui

échange v et +v! . Donc :

R'=u' R v' R!' =uR® VR =R

It

et ceci par un isomorphisme u sur u!' , v sur v' . Donc (R! , u' , v!') est

isomorphe & (R , u 5 v) . Q.E.D.

COROLLAIRE 7. - Tout anneau superstable sans éléments nilpotents est commutatif

et _somme directe finie de corps finis ou algébriquement clos.

Démonstration, - Soit R un anneau superstable sans éléments nilpotents. Compte

tenu du théoréme 3, R est semi-simple. On peut donc 1lui appliquer le théoréme 6,

I1 reste a remarquer que, pour n > 2 , Mn(K) contient des éléments nilpotents.

COROLLAIRE 8. ~ Tout anneau intégre infini superstable est un corps algébrique-

ment clos.

D. Anneaux commutatifs [5]

Les résultats de la section précédente permettent de traiter les anneaux commuta—
tifs qui n'ont pas d'éléments nilpotents, et uniquement ceux~la. Les résultats qui
vont suivre permettent d'aller plus loin., Au paravant, nous énongons un lemme facile,

vrai dans un contexte plus général.

Dans cette section, tous les anneaux sont supposés unitaires (cf. § E).

LEMME 9. - Tout anneau M-stable est somme directe d'un nombre fini d'anneaux A\~

stables indécomposables.

Démonstration. — L'algdbre de Boole B(R) des idempotents centraux de R , munis

de 1'addition e + f = e + f — ef et de la multiplication induite par celle de R

est définissable dans R , donc stable, donc finie, (cf. corollaire 11, exposé 1).
- : -a? 1

Soient €y 1 ere e, les atomes de B(R) : R "'ed;q Rei y et les Rei n'ont pas

d'idempotents centraux non triviaux donc sont indécomposables en somme directe

d'anneaux. Enfin, ils sont A-stables puisque définissables dans R .

LEMME 10. - Tout anneau commutatif )\-stable indécomposable est local d'idéal

maximal nilpotent et de corps résiduel A-stable.

Démonstration. -~ J(R) est nilpotent (théordme 3), donc il est nil, et tout
idempotent de R/J(R) se reléve en un idempotent de R (voir par exemple [7],
p. 41), donc R/J(R) est indécomposable. Comme il est semi-simple et commutatif,

clest un corps. R est donc local ; enfin R/J(R) est A-stable puisque quotient

de R par un idéal définissable.



3-05

Dans le cas noethérien, le lemme 10 admet une réciproque que nous allons énoncer.,
Sa démonstration utilise le théoréme de structure des anneaux locaux complets et la

notion d'anneau de coefficients ; on la trouvera dans [5].

LEMME 11. - Tout anneau commutatif noethérien local d'idéal maximal nilpotent et

de corps résiduel \-stable est )\-stable.

Avant d'en tirer quelques conséquences nous rappelons les deux faits algébriques

suivants

Fait A : Un anneau loeal commutatif R est artinien si, et seulement si, il est

noethérien et de radical nilpotent.

Fait B : Soit R un anneau tel que J(R) est un idéal nilpotent de type fini,
alors R est fini si, et seulement si, R/J(R) 1'est (exercice), en particulier

si R est artinien et R/J(R) fini, alors R est fini.

COROLLAIRE 12. -~ Un anneau commutatif noethérien est j-stable si, et seulement

si, c'est une somme directe finie d'anneaux locaux artiniens de corps résiduels A\~

stables.

COROLLAIRE 13. — Un anneau commutatif noethérien est superstable si, et seulement

siy, il est rstable si, et seulement si, c'est une somme directe finie d'anneaux

locaux artiniens de corps résiduels algébriquement clos et d'un anneau fini,

LEMME 14. — Tout anneau local commutatif L de rang de lMorley fini et de corps

résiduel infini est artinien,

Démonstration, — On va montrer que L est noethérien en montrant qu'il a la con-

dition de chalne croissante sur les idéaux de type fini. Ces idéaux sont définis-
sables, il suffit donc, moyennant le théordme 20 de l'exposé 1, de montrer que si

I et J sont deux idéaux quelconques de R tels que I g J le groupe additif de
I est d'indice infini dans celui de J . Comme L/J(L) est infini on peut trouver
dans L - J(i) une suite d'éléments (An)nsw telle que, pour tous entiers m #n,
An — My / J(L) » 1. es Xn - Am est inversible., Soit alors x € J - I , les
classes xn x + I sont disjcintes et incluses dans J , et I est bien d'indice

infini dans J

Notons que l'hypothése I/J(L) infini est nécessaire (ex, 6.1 de [5]).

LEMME 15. - Tout anneau commutatif artinien local de corps résiduel algébrique-

ment clos est xl—catégorique.

La démonstration utilise les m8mes ingrédients que celle du lermme 11, et se

trouve également dans [ 5]

COROLLAIRE 16 [ . = Un anneau comnutatif dont le quotient par le radical est
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infini (par exemple un anneau de caractéristique 0 ) est R -catégorique si, et

seulement si, c'est la somme directe d'un anneasu fini et d'un anneau local artinien

de corps résiduel algébriquement clos.

Démonstration. - Elle utilise le corollaire 13, les lemmes 14 et 15, et Feferman—

Vaught + Lowenheim-Skolem.

La question de savoir quels sont les anneaux locaux conmutatifs non noethériens
de corps résiduel fini Rl—catégoriques ou de rang de Morley fini (ainsi que les

indécomposables non noethériens commutatifs w-Stables) est toujours ouverte,

E. Compléments ([5], [11])

THEOREME 17. =~ Tout anneau stable ayant un élément régulier est unitaire.

Démonstration. — Supposons que 1'élément a de R est régulier, i. e. non divie

. n . . . . .
seur de zéro, La suite Ra est stationnaire, donc il existe un entier n >1 et

un A € R tels que a = kan+1

il vient a = ea , donc a = e2 a et e = e2 . De plus, ae = a (= ea) puisque

. Comme a est régulier, a = xaz . Posant e = )a

aea = a° . Donc e est un idempotent régulier, Soit x un élément quelconque de

R, ex = e2 X gdonc x=-¢x ,demBme x=3%xe , et e est unitéd de R .

Il est clair d'autre part qu'il existe des anneaux stables non unitaires : il

suffit de prendre un groupe abélien et de le munir de la multiplication nulle,

Soit R wun anneau non nécessairement unitaire, et R1 1'anneau obtenu en lui
ajoutant canoniquement une unité : R1 est l'ensemble des couples (m , x) avec
m € E_, X € R y muni des opérations (m ’ x) + (n ’ y) = (m +n 9 X + y) et
(m, x)(n,y) = (m, ny + nx + xy) . R, conserve un certain nombre de proprié-
tés de R , en particulier, il est noethérien si, et seulement si, R 1'est
(exercice). Supposons maintenant R de caractéristique finie, i. e. nR = (0)
pour un entier n>2,on peut alors faire exactement la m8me construction avec

Z/nZ & la place de Z , et dens ce cas on a le théoréme suivant.

THEOREME 18, = Si R est A-stable (resp. gb—catégorique) R1 1'est aussi,

La démonstration est laissée en exercice,

Fo ny-catégoricité ([1], [2], [4], [10], [12])

LEMME 19, - Le fait pour un anneau d'@tre noethérien (resp. artinien) est préser—

vé par sous-structure élémentaire.,

Démonstration, - Si R est sous-structure élémentaire de R' , tout idéal I de

R est tel que R' I NnR =1, et par suite, toute chalne strictement croissante ou
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décroissante d'idéaux de R fournit une chaine de mlme nature et longueur pour

R!'

Rappelons que tout anneau gb—catégorique est uniformément localement fini, en

particulier il a une caractéristique finie.

LEMME 20, - Si R est gb—catégori ue, J(R) est nil d'exposant borné, c'est—a-

dire qu'il y a un entier n tel que ¥ =0 pour tout x de J(R) .

rd : 3 m
Démonstration, -~ Fixons a € R . Les termes x , m € N , ne prennent qu'un

nombre fini de valeur sur a , donc il y a deux entiers r , s > 1 tels que
r<s et a’ = a® . On en déduit ar(as-r - 1) =0 (si R est unitaire, sinon
travailler dans R, )o 8i aeJ(R) , alors 1 - a° F est inversible et a =0 .
Avec la compacité, il est facile de voir qu'un m8me r conviendra pour tous les
éléments de J(R) . En fait, on trouve dans [4] le résultat suivant, dont la dé-

monstration est trés technique :

THéORﬁME 21, = 81 R est —catégorique, J(R) est nilpotent.
2 % q P

7/ N
THEOREME 22. — Tout anneau Nb—catégorique noethérien (& gauche) est fini.

Démonstration. — Soit R un tel enneau, L 1le langage habituel des anneaux, et

L'=Lu {Pn ; n €N} ol les P~ sont des prédicats unaires. Soit F 1'ensemble

de formules de L! suivant :

F=T(R) v {"P, est un idéal a gauche" ;3 n € N} u {"P g Pn+1" ; neN},
Si R n'est pas artinien, F est finiment satisfaisable dans R donc a un
modsle dénombrable Ry . Par construction de F , RO n'est pas noethérien., Comme

c'est le seul moddle dénombrable de T(R) , il se plonge élémentairement dans R ,
et R n'est pas noethérien (1emme 19). Contradiction, R est donc artinien, et
R/J(R) seni-simple donc produit fini direct d'anneaux de matrices sur des corps
gauches (théordme 2). Comme R est gb—catégorique, R/J(R) 1'est aussi. Ceci
n'est possible que si tous les corps qui interviennent sont finis et dans ce cas

R/J(R) est fini. Pour conclure il suffit alors d'utiliser le fait B de la section

D .

COROLLAIRE 23. — Tout anneau p.—catégorique stable R est "nilpotent-par-fini®,
0 qt D D

Démonstration. ~ R/J(R) est gb—catégorique et artinien (théordme 3), donc fini,

et J(R) est nilpotent, par exenple par le théoréme 3, donc R a un idéal défi-

nissable d'indice fini et nilpotent. Q.E.D.

On trouvera dans | 2] une caractérisation des "nilpotents-par-finis totalement

catégoriques”.

THEORENE 24. - Tout anneau unitaire gb-catégoriqpe sans éléments nilpotents est

commutatif.
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Démonstration. -~ Un anneau 1b—catégorique R est de caractéristique finie donc

décomposable en une sorme directe finie d'anneaux de caractéristique de la forme

pn » p premiery, n€ XN , 8i R n'a pas d'élénents nilpotents, on voit facilement
que n = 1 . Comme pour montrer la commutativité de R il suffit de montrer celle
de ses composantes, on peut supposer R de caractéristique p premitre. Soit

X € R, x engendre un anneau commutatif fini sans éléinents nilpotents, donc
produit d'un nombre fini de corps finis de caractéristique p . On en déduit qu'il
Yy a un entier m tel que " = x , et c'est un résultat classique qu'un anneau
sans éléments nilpotents dont tout élément satisfait une équation 5 = x est

commutatif,

On trouvera dans [10] une classification compldte des théories d'anneaux unitai-

res gb-catégoriques sans élénents nilpotents.
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