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TYPES SUR C((X))

Françoise DELON

[Université Paris-7]

Théories stables
(B. POIZAT)
2e année, 1978/79, n° 5, 29 p.

La théorie des corps values henséliens de caractéristique résiduelle nulle est
bien connue depuis les travaux d’AX, de KOCHEN et dfERBOV [E]. Un des points déli-
cats de leur étude était de trouver dans le corps K une représentation de son
groupe de valuation : les premiers articles d’A! et de KOCHEN [AK] ne considéraient
ainsi que des corps valués dans des Z-groupes, c’est-à-dire des modèles de

(Z , + , 0 , 1 y ~) ~ KOCHEN [K] résoud définitivement le problème en montrant que
tout corps 03C91-saturé contient un relèvement de son groupe de valuation. Nous nous
plaçons ici dans un cas volontairement simple : i le corps résiduel K de caracté-

ristique nulle est supposé clos par radicaux. Dans ces conditions, si K est hen-

sélien, il contient des sous-groupes multiplicatifs isomorphes à val K , et ces

sous-groupes sont aisément caractérisables (lemme 3). Nous obtenons alors (théorème
5) une description complète des types sur les modèles K , qui se répartissent en
trois familles :

- des types résiduels, accroissant K,

- des types valuationnels, accroissant val K ,

- des types immédiats, réalisables dans une extension immédiate de K .

Une approche analogue est faite dans [CK], mais il y a dans le langage utilisé
deux prédicats pour les relèvements respectifs de val K et K dans K, ce qui
augmente considérablement les ensembles définissables. Une fois décrits les types
sur un modèle, nous pouvons étudier la stabilité d’une façon très fine : l’instabi-

lité est évidente du fait de l’ordre sur le groupe de valuation, mais, en un cer-

tain sens, le degré d’instabilité de K ne peut dépasser ceux de K ou val K :

K a la propriété d’indépendance si, et seulement si, K ou val K l’a (théorème
8). Le résultat s’établit grâce à l’analyse des extensions remarquables des types
d’un modèle à un autre ; le cas des types immédiats est particulièrement intéres-

sant : on connaît l’existence de corps maximaux ; g sur une telle structure tous les

types immédiats sont réalisés. Ainsi, si p e est immédiate et si N &#x3E; FI

est maximale un cohéritier de p sur N ne peut être immédiat ? on verra qu’il
est en f ait valuationnel.

(*) Françoise DELON, UER Mathématiques, aile 45-55, Université 2 place
Jussieu, 75281 PARIS CEDEX 05.
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On applique en particulier l’étude précédente aux corps de séries formelles, ce

qui établit que, si k~~ est divisible, k((X)) a la propriété d’indépendance si,
et seulement si, k l’a. Pour mener à bien cette illustration, un chapitre est con-
sacré aux Z-groupes. On y décrit complètement les types (sur un ensemble de para-
mètres quelconque ), leur définissabilité, leurs héritiers et cohéritiers. Ce cha-
pitre X peut être lu de façon indépendante.

Dans le cas d’un corps résiduel de caractéristique nulle, mais non clos par
racines, la description des types valuationnels est plus complexe. Ainsi, si K

~.
est le corps des séries formelles généralisées sur Q, à exposants dans Z , où
Z est un modèle non standard des entiers, considérons les types sur Q((X)) de

x=X et voit aussitôt que x est un carrée ce qua
n’est pas y, et que donc les types sont distincts alors qu’ils correspondent à la
même coupure infinie sur val K ; en fait le coefficient 2 de y intervient ;
les types valuationnels et résiduels interfèrent plus ou moins. Mais le résultat

k((K)~ a la p. i., si, et seulement si, k l’a, reste vrai.

I. Corps values. Déf inition et propriétés

Définition. - Un corps valué K est un corps muni d’une surjection, appelée
valuation, KK 201420142014 G u G est un groupe ordonné (noté additivement),
co un élément supérieur à tous les éléments de G ot absorbant pour . , vérifiant : t

val(x) = co si, et seulement si, x = 0 ,

Dans un corps valué, on définit l’anneau de valuation A = (x E K ; val(x) ~ 0) .
C’est un anneau local, d’idéal maximal I = {x E K ; val(x) &#x3E; 0) ; les éléments de

A - I sont appelés les unités de A. Le corps résiduel K de K est le corps

A/1 ; on notera x la classe de x E A .

Définition. - Un anneau valué est un anneau muni d’une application ayant toutes

les propriétés précédemment indiquées, sauf éventuellement la surjectivité dans

G u (oo) .

1° val(g) si, et seulement si, g = 0~

Dans l’inégalité inf (val ( g) , l’égalité est réalisée
si plus gébéralement on a
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2° Si A est un anneau valué, à valeurs dans un semi-groupe, il existe un seul
prolongement de la valuation au corps de fraction de A , il est défini par

3° Exemples.

(a) K = k(X) muni de la valuation usuelle sur les polynômes et fractions ra-

tionnelles; A ==k[x] , K~k.

(b) Sur un corps K quelconque, la valuation triviale envoie 0 sur ro et tout

élément non nul sur 0 . Nous utiliserons ultérieurement le résultat suivant : Si

la valuation est triviale sur K elle est triviale sur toute extension algébrique
L de K. En effet, tout élément x E L est racine d’un polynôme sur K , soit

~-,~r) ~- x = 0 . Cette somme ne peut être nulle que s’il y a deux termes au moins
de plus basse valuation, soit : val(a 

p 
x~ = val(a 

q 
xq donc

4° Extension de corps values.

À l’extension de corps valués y on associe l’extension résiduelle K c L
et celle des groupes de valuation ; si on a K = L et val K = val L l’extension

K C. L est dite immédiate.

Soit K C L une extension de corps ; une valuation sur K admet (au moins) un
prolongement à L .

50 Corps values complets et maximaux.

Qaand la valuation sur K est à valeurs réelles, on lui associe la métrique
définie par :

métrique dans laquelle l’inégalité triangulaire prend une forme très forte : tout

triangle est isocèle. On sait alors définir le complété K de K , qui est muni

canoniquement d’une structure de corps valué prolongeant celle de K , et qui est

une extension immédiate de K . C’est cette construction qui donne le corps de

séries formelles

à partir de k(X) .

Si la valuation n’est pas à valeurs réelles, la notion de corps valué complet se

généralise en corps maximal : un corps valué est dit maximal lorsqu’il n’admet aucu-

ne extension immédiate propre.

6° Corps values henséliens.

Un corps valué K est dit hensélien lorsqu’il a la propriété de Hensel : Soit un

polynôme unitaire K[t] , dont tous les coefficients sont de valuation ~ 0 .
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Si le polynôme résiduel P(t) admet une racine simple a E K , alors P admet une

racine beK avec 1&#x3E; = a .

PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) K est hensélien.

(ii) Soit P(t) unitaire ~ admettant une décomposition résiduelle 
où sont premiers entre eux. Alors il existe tels

qu’on ait P=B1 .B2. B1=A1 et B2=A2 .
(iii) La valuation sur K se prolonge de façon unique à toute extension algébri-

que de K.

PROPOSITION. - Un corps maximal est hensélien.

PROPOSITION.

(i) Soit K hensélien, KcL une extension algébrique de K, l ~ L admet-

tant pour polyn6me minimal sur K , le polynôme t~ t +...+a.t+a~;
pour la seule valuation de L prolongeant celle de K , tous les conjugués de l

ont même valuation égale 

(ii) Si K est un corps hensélien de caractéristique résiduelle 0, L une exten-

sion algébrique finie de K , 

où (valL ;valK) est l’indice de valK dans valL .

(iii) Soit K un corps value hensélien, avec = 0 , K algébri quement
clos et valK divisible. Alors K est algébriquement clos.

(iv) Soient Kc:L deux corps valués, =0 . Si K est hensélien, K

relativement algébriquement clos dans L et valK pur dans val L , alors K

est relativement algébriquement clos dans L.

Clôture hensélienne : Si K est un corps valué, il existe une extension K de

K telle que

(i) K est fiens élienne ,

(ii) tout corps hensélien contenant K contient une image K-isomorphe de K.

Cette extension est unique à K-isomorphisme près ; on l’appelle clôture hensé-

lienne de K , notée K . C’est une extension immédiate de K qui s’obtient de la

façon suivante : Si KS est la clôture séparable de K et si on a prolongé sur

val en valS’ K est le corps des invariants du groupe d’automorphismes

(a OE valS 0 a = valS) .
Notations.

- K est le corps résiduel de K.
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- K la clôture hensélienne.

- K la clôture algébrique.
- K ~ le groupe multiplicatif de K (ou son support = K - j’0) ).

II. Langage

Notre travail ayant pour but d’étudier les types des éléments d’un corps valué,
nous travaillerons avec un langage à un seul type de variables (il aurait été natu-
rel de prendre trois types de variables pour, respectivement~ les éléments du corps,
du corps résiduel, et du groupe de valuation). Un langage adéquat a été défini dans
!_M~ VdD] ; E est le langage des anneaux auquel on adjoint un prédicat binaire

div , avec div(x , y) si, et seulement si, val(x) ~ val(y) . Cette relation est
un préordre total. Si K est un corps muni de la relation div, val K apparaît
comme l’ordre quotient associé au préordre div ; la valuation d’un élément de x

est sa classe dans cet ordre et l’addition sur val K est la projection de la mul-

tiplication sur K . Le corps résiduel est alors défini comme usuellement.

L’équivalence entre les deux définitions des corps valués est aisée à vérifier.

Formellement, nous continuerons à utiliser la notation usuelle. Mais la formulation

de nos démonstrations, en particulier aux paragraphes VII et VIII n’est correcte que

si le seul type de variables correspond aux éléments du corps.

AX, KOCHEN et ERSOV ont montré que la traduction au 1er ordre de la maximalité
d’un corps était la propriété de Hensel. Notre démonstration de ce résultat, en

utilisant la simplification d’un cas particulier évite le recours à des modèles

saturés et explicite le va-et-vient souvent dissimulé dans les démonstrations.

III. Classification des types sans quantificateurs sur un corps valué

Soit K c’ M deux corps valués, x E M . Pour décrire le type de x sur K , on

introduit l’ensemble

tg E val K ; il existe k E K tel que 1~ 1= val(x - k) ~ g) ; 9

I~(x) est un segment initial de val K . Si g E val K , véri-

fient 1

on a

IK(X) coïncide donc avec l’ensemble
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En général IK(x) et k) ; ’ k e K) sont distincts , on a seulement la

relation

On va distinguer les cas suivants :

1 ° {val (x - k) ; k E val K et I~(x) a un plus grand élément. On dira

alors que x est résiduel sur K .

2° (val(x - k) ; k E val K et n’a pas de plus grand élément ; x

sera dit immédiat sur K .

3° Il existe k E K tel que val(x - kO) ~ val K . Dans ce cas, les relations : t

se déduisent de l’égalité

où x - k0 et k ont nécessairement des valuations distinctes. On dira que

x est valuationnel sur K.

Cette terminologie se justifiera lors de la description précise des types. Remar-

quons que la distinction des types peut se faire de la façon suivante :

10 type résiduel : IK(x) = (val(x - k) ; k E K) et admet un plus grand

élément.

20 type valuationnel : k) ; k OE K) = u avec g~ &#x3E; I~(x) .
30 type immédiat ? (val(x - k) ; k E K) n’admet pas de plus grand élément.

IV. Types résiduels

THEOREME 1. - Soient deux corps values henséliens, K (de caractéristi-

nue 0 ) algébriquement clos dans x e M résiduel sur K. Alors:

~ ii~ I1 existe un corps K vérifiant K G K ~ M et x E K , Kx ,algébrique-~
_ 

x x - x x

ment clos dans M , val K .- val K 9 le type de K-isomorphisme de corps valué de
x

KX ne dépend que , du type de K-isomorphisrme de K .

1. - soit K un corps valué hensélien, K de caractéristique nulle, KDy 

--.- 0

un sous-corps de K trivialement valué, et maximal pour cette propriété. Alors le

passage au reste établit un isomorphisme de K0 dans K ,
.--.-- ...... - .. 

- ..... 



5-07

Démonstration. - On considère la famille K des sous-corps de K sur lesquels
la valuation est triviale ; K n’est pas vide, parce que contenant Q . En effet,
pour tout entier n , on a

et supposer val(n) &#x3E; a contredirait la caractéristique nulle de K . Par ailleurs,
X est inductif. Soit Ka un élément maximal de K :

(a) Le passage au reste établit une injection de K dans Kf

Soit x, y OE d’où les relations val(x) = val (y) = 0 . Si x et y avaient

marne reste, on aurait val(x - y) &#x3E; 0 , et donc x = y , puisque la valuation est
triviale sur ~0

(b) Ka est algébriquement clos dans K .

La valuation étant triviale sur K , elle l’est sur toute extension algébrique
de Soit en effet x vérifiant an xn=0 , a E Ka’ n =0 ... N .

Cette égalité ne peut avoir lieu que si dans le premier membre les valuations des
termes de plus basse valuation sont égales, c ’est-à-dire

L’affirmation résulte alors de la maximalité de KO .
(c) K~ est algébriquement clos dans K .

Soit p(x) E unitaire, irréductible, admettant une racine dans K’ . Nous
sommes en caractéristique 0 , cette racine est donc simple et par la propriété de
Hensel, si p(X) E avec P = p, = et P admet une racine

a E K ; par (b) , a E est du premier degré.

(d) Le passage au reste établit Une surjection de KO sur f.

Supposons qu’il existe x E K tel que

D’après (c) , x est transcendant sur K~ , c’est-à-dire que, pour tout
P e on a F(~) ~ 0 , et donc val(p(x)) = 0 .

La valuation serait triviale sur ce qui contredirait la maximalité de

~0 ’

LEMME 2. - Soit M un corps values c M tel que le passage au reste établis-
se un isomorphisme c~ entre MO et M’ ~ K c M tel que K~ = soit inclus

dans K . Alors :

(i) K et sont linéairement disjoints au-dessus de KO.
(ii) Tout élément m E s’écrit m == I. k. mi , avec k 1 , ... , k e K ,

... , mn E M0 et val(k1)  ...  
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(iii) val KM0 = val K .

(iv) Soit L un corps intermédiaire Ka c:Lc:M ; les propriétés (1) , (ii) et

restent alorsvrales si on remplace ?Io par L. On a de plus, 

Démonstration. - Remarquons d’abord que la condition c K équivaut à
a-1(K) = K n M0 puisque K n M0 est un sous-corps value trivialement de K.

(i) Soit ml ’ ... , mn ~ MO liés au-dessus de K. Il existe k1 ,..., kn ~M
tels que ¿n k. m. = 0 ~ on peut choisir les k. tous de valuation positive et
un au moins de valuation exactement nulle. On a donc 03A3 k. m. = a , où un des k.

est non nul. En appliquant on voit que les m, 1 sont liés sur Ka .
Soit m == Z k. m. ~ et supposons qu’on ait:

On a donc

soit

ce qui est une nouvelle écriture de m dans laquelle le nombre de termes de plus
basse valuation a diminué d’un. 0n itère éventuellement pour obtenir une écriture

dans laquelle tous les k~ soient de valuations distinctes.

(iii) Soit fi E On choisit une écriture Q = 03A3 nn=1 ki mi ’
* °° ~ on a donc ce qui établit

les égalités val = val KMO = val K .

(iv) Les propriétés (1) , (ii) et (iii) s’établissent comme précédeimment. Pour ce
qui est des corps résiduels, un élément m E KL s’écrit (03A3 ni=1 k. g.)(ÀÎ 1 kt i=i 1 2 i=i 1 1

où ies k, et les lrt sont rangés par valuation croissante. Si val(m) = 0 , on a
1 1

nécessairement

Démonstration du théorème 1.

(i) Soit g g0 le plus grand élément de on a donc

(x - k~k~~ est un élément de valuation nulle, et s’il avait même reste qu’un
élément kt E K ~ on aurait val[(x - k)k" - &#x3E; 0 , soit

(ii) Soit dans K un sous-corps Ka isomorphe à K , construit corroie il est

indiqué dans le lemme 1. Pour pouvoir choisir comme corps isomorphe à N un
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corps contenant KO et y = + il suffit de. montrer que KO (y) est value

trivialement. Or pour un polynôme p(x) = ~=o Pi X~ E on a

et P(y) n’est pas de valuation strictement positive, puisque y n’est pas algé-
brique sur K . Soit donc MO ainsi choisi et soit L , Ka L algé-

briquement clos dans et contenant y. Par le lemme 2 (iv)y si K x = KL , on a
Kx = L isomorphe à L et val K 

x 
= val K. De plus L et K sont linéairement

disjoints au-dessus de K , on a donc KL K L &#x3E; et si L’ est isomorphe à

L par un KO-isomorphisme n s’étend de façon naturelle de K dans

Kx’ = KL’ : É=1 k~~ ~E~L] . ... , ... , 

 ...  

et

TI est donc un K-isomorphisme de corps valués de K dans Kt .

V. Types valuationnels

THEOREME 2. - Soit K C M deux corps valués henséliens, FI et K de caracté-

ristique nulle et clos par radicaux, val K sous-groupe pur de val M . Soit

x E M valuationnel sur K. Alors il existe un corps Kx vérifiant :

- KcK cM, xEK,x x

- Kx =K ,
- val K sous-groupe pur de val 

x 

- le type de K-isomorphisme de corps valué de K ne dépend que du type de
(val K)-isomorphisme de val K x

3. - Soit un corps valué hensélien tel que K soit de caractéristique
nulle et clos par radicaux, H un sous-groupe de (K* , 0) sur lequel la valua-
tion est injective, et maximal pour cette propriété. Alors la valuation établit un

isomorphisme de H sur val K .

Démonstration. - Avec les hypothèses f aites sur K , un élément k E K est puis-

sance n si, et seulement si, val(k) est divisible par n : en effet, si

avec k E K , considérons .

L’ équation résiduelle a toutes ses solutions distinctes puisque nous sommes en

caractéristique nulle. Ces solutions se relèvent en racines n-ièmes de 
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Supposons la valuation non triviale sur K (le lemme est trivial sinon) et con-

sidérons l’ensemble ? des sous-groupes multiplicatifs de K sur lesquels la
valuation est injective ; ? est non vide car pour tout x de valuation non

nulle, 1 contient le groupe n et il est inductif. Par le théorème
de Zorn, H contient au moins un élément maximal H . Ce groupe a les propriétés
suivantes :

(a) Par construction, la valuation est injective sur IX .

(b) val H e st un sous-groupe ur de val K :

Soit h~ E H de valuation divisible par p premier, ho est alors une puis-
sance p-ième dans K , ho = k~. Considérons l’idéal :

manifestement p est dans 1 et il n’y a donc que deux possibilités:

- l = Z, auquel cas il existe hl E H tel que = val(hl) et donc, par

injectivité de la valuation sur H, hO = h p1 .
- l = une égalité

n’est donc possible que si on a m = pn’ , ce qui permet de se ramener dans ~I , où

val est injective :

La valuation est donc injective sur H(kO) ce qui contredirait la maximalité de

H.

(c) La valuation établit une surjection de H sur val K .

Supposons par 1 ’ absurde l’ existence de x e K tel que :

et montrons qu’alors la valuation serait injective sur H(x) : soient n e Z et

h E H vérifiant : .

alors n divise qui est donc une puissance n-iëme dans H ~ soit

h === h~ ; d’où val(x) = &#x3E; contradiction.

LEMME 4* - Soient M un corps values G un sous-groupe de (M* , .) tel que la

valuation établisse un isomorphisme p entre G et val K un sous-corps de

M contenant H = K) . Alors : t

(i) Tout élément K[G] s’ écrit 03A3 ._ I k. g. 1 ,.. . , kn ~ K ,
g .... , gn ~ G et val(k1 g )  g2)  ...  gn) .

(ii) =~.
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(iii) Si on remplace G par un groupe F , H c F c G , les propriétés (i) et

(ii) restent vraies et on a de plus val K(F) = val F .

Démonstration.

donc

(ii) Un élément de K(G) s’écrit g = ( I g , k.)(¿g! t k 1i )-1 où les g. k. d’une
1 1 1 1 1 1

part, et les g[ k[ d’autre part, sont rangés par valuation croissante. Si ae est

de valuation nulle, on a nécessairement val(gl kl) = val(gi ki) donc

gl gl 
-1 

EH, et ae a même reste que ( 1 1 -1) 1 1 
-1 

qui est dans K. Le corps
résiduel ne s’est donc pas accru entre K et K(G) .

(iii) Les démonstrations précédentes restent valables si F remplace G . Un

élément f E Kifi s’écrit f = f 1 f. k. , où les fi ki sont de valuation crois-

sante. On a donc val(f) = va1(fl) + Va1(kl) E val F .

LEMME 5. - Soient K c M et H ~ G comme dans le lemme précédent, kl,...,k eK .- i n

Quels QUe soient g1 , ... gn E G , il existe hl ’ ... , hn E H tels que :
l h. 1. k. 1. := 0 si, et seulement si, É g. 1. k. 1. = 0 . 

Démonstration. - On a 1 g. k. = 0 , si les g. k. sont ordonnés par valuation
1 1 1. 1.

croissante, il y a au moins deux termes de plus basse valuation. Si on regroupe les

termes de la somme sous la forme:

où

le nombre de ternes a diminué.

Les coefficients des gn, sont dans K , puisque si 

V ou

En itérant, on arrive à une expression
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où L est une forme linéaire dont les coefficients sont des produits de termes

g. g., appartenant à H .

Démonstration du théorème 2. - Soit dans K un sous-groupe multiplicatif H

isomorphe à val K (cf. l emme 3).

La valuation est injective sur i~(y~ , où y = x - (on aurait sinon
n val(y) e val K ~ pour un entier n ~ , on peut donc choisir comme groupe G iso-

morphe à val 14 , un groupe contenant H (y) . Soit F un sous-groupe pur de G,

F c G et si on pose K 
x 
= K(F) , seule la dernière propriété demandée à K x

n’est pas une conséquence immédiate du lemme 4. Soit donc F ~ ~ H(y) ~ F’ cG,
F’ image de F par un H-isomorphisme ~ et considérons la correspondance : 4

On veut qu’elle définisse une application y de K = dans K’ = K(F’) ~
c’est-à-dire que deux écritures distinctes d’un élément de Kx conduisent à deux

écritures d’un même élément de Par différence, on se ramené à montrer :

Par le lemme 5~

~k. f. == 0 si~ et seulement L(k ~ ... ~ k ) == 0
où L est une forme linéaire dont les coefficients sont des produits de termes

g" g. qui appartiennent à H et sont donc invariants par -~ . On a donc :

y ... , k ) == 0 et seulement LX(k1 , ... , k ) == 0 et seulement

si y(f.) == 0 . Par ailleurs, X commute avec la valuation.

VI. Types immédiats

THÉORÈME 3. - Soient K d M deux corps values henséliens , K de caractéristique
0 algébriquement clos dans val K sous-groupe pur de val M ~ x e M

immédiat sur K ~ Alors :

(i) K(x) est une extension immédiate de K y

(ii) le type de K-isomorphisme de corps value de K(x) ne dépend que d~une
suite J , ou est une suite cofinale de y et a e K

satisfait val(x - a ) == g .

Démonstration.

(i) Nous procédons en six étapes :

Le premier point est, par définition, une propriété d’un type immédiat ; pour le

second, il suffit de prendre K tel que val(x)  val(x - xO) : un tel x~
existe puisque n’ a pas d’ élément maximale
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Si ax + b est de valuation nulle, on a val(a-l) = val(x + et

E 
9 il existe donc c E K vérifiant val(x - c) &#x3E; on vérifie

qu’on a alors

(c) Si Cl .. t c sont des algébriques conjugués sur K , on a- 1 n ----- 
-

val(x .- Cl) = ... -- val(x - 

Remarquons d’abord que la valuation des x-o. est définie sans ambiguité1

puisque ce sont des éléments algébriques sur une structure hensélienne. Les c .
J.

restent conjugués sur M du fait que K est algébriquement clos dans t~i ; les

x - cl sont donc conjugués sur M .

On raisonne par l’absurde. Soient c 1 E K contredisant ( d) , E K[X ] son

polynôme minimal sur K, c 2 ... cn ses conjugués ; on a :

pour un k E K , d’après (a). Introduisons les éléments x’ = (x -(p /n))k"’~ et

c 1i = (c_ - (p i = 1 ... n , tous de valuation nulle. Les c ! 1 sont

conjugués sur K , et leur polynôme minimal 0 n’a pas de terme de degré n - 1 ,

mais a par contre un terme constant de valuation exactement 0 . Le polynôme rési-
duel n’est donc pas une puissance n-ième ; si on montre qu’il n’est pas irréducti-

ble, la décomposition se remontera en une décomposition de Q sur K , ce qui
donnera la contradiction cherchée.

Or par (b) il existe l ~ K tel que x’ = c’est-à-dire val(x’ - ae) &#x3E; 0 ;
les valuations de (x’ - ae) et des (c! - ae) sont égales, et donc = 7 , ce

qui montre que l est une racine de Q .

(e) V t E K(x) , val(t) E val K .

Il suffit d’étudier le cas où t est un polynôme unitaire irréductible ; le cas

d’un polynôme de degré 1 a été résolu en (a) ; 9 soit t E K(x) , t s’écrit :

où les c, sont conjugués sur K et les termes val(x - c . ) donc tous égaux. 0n
1 l

choisit d’après (d) k E K vérifiant: val(x - val(ci - k) ; on a alors:

- ou bien val (x - c.) = val (x - k) e val K , .

- ou bien val(x - c . ) = val(k - c . ) .
l l

or les (k - c~) sont des algébriques conjugués de degré n sur K ; si le

terme constant de leur polynôme minimal est c , on a val(k - c . ) = et donc
l n
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On a précédemment montré qu’un polynôme en x est valué dans val K ; pour éta-

blir (f) il suffit donc de montrer que pour tout polynôme t E K[X] irreductible

et unitaire, il existe k E K tel qu’on ait

Soit donc t(X) = À (X - c.) où les c , sont conjugués sur K , et distin-
l=1 1. 1.

guons les trois cas :

- val (x)  val ( c . ) .

On a alors °

soit

donc

Soit l’égalité cherchée , avec k = x où x~ E K vérifie

On a alors : t

Soit l’ ’égalité cherchée avec k = 

- 

il existe k K que k ) . On écrit alors
1

et l’on est ramené à un des cas précédents.

(ii) (a) La donnée d’une telle suite (g ; a) détermine toutes les va-

luations val(x - k) , 

donc, val(x - k) = val(k - ~, a ,~ .
(b) Elle détermine le type de K-isomorphisme de corps value de K(x) .

Si x est non réalisé dans K , il est transcendant sur K (par(d)) ; le type

de corps de K(x) est donc bien défini ; par ailleurs on sait valuer K(x) , car
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toujours par (d) , on connaît val(x - c), V c algébrique sur K .

VII. Types sur les modèles

, ,

THEOREME 4. - Soient C un corps de caractéristique 0 et clos par radicaux, G

un groupe ordonné. Alors la théorie T = T(C , G) des corps values henséliens, de

corps résiduel = C et de groupe de valuation = G est complète.

Démonstration. - Soient et ~~2 deux modèles T(C , G) . La
démonstration se fait par va-et-vient entre sous-structures i = 1 , 2 ,

ayant les propriétés : (*)
- K. hensélien.

- K. algébriquement clos dans M*..

- val K. sous-groupe pur de val 

- K. dénombrable.

10 La famille considérée d’isomorphismes partiels n’est pas vide i si on choisit,

par le lemme 1 , un relèvement R. de ~. dans K. ~ la saturation de K. se

transmet à Tout sous-corps dénombrable de R admet donc une image isomorphe
dans R2’ et inversement~.

2° Propriété de va-et-vient.

Soit K. 3. un sous-corps de M. 3. ayant les propriétés ("F) , f un isomorphisme de

corps values K 2014~ K2’ x E Ki ; on veut prolonger f en x. Si x est ré-

siduel sur appliquons le théorème 1 : soit 

tel que y ~ il nous faut trouver K tel que tG 2 ’ ~ ) = t(~ ~ ~ ) ;
un tel y existe par saturation de K (le corps K construit dans le théorème

1 n’était pas hensélien, mais la clôture hensélienne existe et est une extension

immédiate). De la même façon les théorèmes 2 et 3 résolvent les cas où x est

valuationnel, ou immédiat sur Ki .
Par la même démonstration de va-et-vient, on établit le théorème suivant.

" , 
~ 

,

THEOREHE4’. - Soient K c M deux corps values henséliens, K-M de caracté-

ristique 0 et clos par radicaux, val K  val M . On a alors KM .

Nous apprenons donc à posteriori, que les types sans quantificateurs , décrits

dans les théorèmes 1, 2 et 3, étaient les types complets de notre théorie ; d’où

le théorème 5, avec la notation t soit M  N des modèles d’une théorie, n e N ;

t(n , M) désigne le type de n sur M .

THÉORÈME 5. - Les types p(x) sur un modèle K de T(C , G) se classent en
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trois espéces :

1° Type résiduel, caractérisé par un couple (ax’ bx) E K* x K tel ue
a x + b / K et par t(a x + b ,K).x x -------- x x

2° Type valuationnel, caractérisé par a E K tel que val(x - a ) / val K , et
z£ t(val(x - a ) , val K) . 

x . 

x --

x

3° TYPe immédiat , caractérisé par une suite (g ; où est

une suite cofinale de IK(x) et val(x - a ) == g . et 
ex’ a.0153O - Ci 03B103B1O -

- 
..- le °°-- el OE

COROLLAIRE 1. - Soient K F T , H t » val K , C t &#x3E;- K , Alors il existe K’ &#x3E;- K

tel que :
- valKt=H’ et Kt = C ’ .

- Toute extension L &#x3E;- K vérifiant L &#x3E;- ët et val L &#x3E;- El’ contient une sous-
structure élémentaire K-isomorphe à Il’ .

Démonstration. - Soit L 1= T vérifiant L &#x3E;- K , L &#x3E;- C’et val L &#x3E;- HI.

On relève dans L , L en LO et val L en tels que K contienne ses

relèvements, K0 de corps résiduel et HO de groupe de valuation. Soient Cà et

X" 0 les relèvements de ct et Ht . Par le théorème 1, la structure de K(Cà) est

indépendante du relèvement choisi. Puis, on ajoute un par un les éléments de HO à

K(Cô) , en prenant à chaque étape la clÔture pure du groupe dans GO’ et la clÔtu-
re hensélienne. Far le théorème 2 la structure ainsi obtenue ne dépend que du type
de Ht sur H . En conclusion, K’ = K(C¿ , HÔ) .

COROLLAIRE 2.

(i) si les théories de C et de G admettent un modèle premier, il en est de
même de Th(C , G) *

(ii) si les théories de C et de G admettent des modèles atomiques au-dessus
de tout ensemble de parmètres, il en est de même de Th(C , G) .

Démonstrationo

(1) Soient 1B1 un modèle M0 et Go des relèvements de ’°° et

val M dans M ; M0 contient m modèle premier de et GO contient g

modèle premier de Th(val FI) , Alors ll(g) est isomorphe au corps des fractions
~

rationnelles à coefficients dans m et à exposants dans g et i?(g) est un

modèle premier de val ÙI) .

(ii) Soit A cM ; prenons Al clôture algébrique relative de A dans M; Ai
est hensélien, A est algébriquement clos dans M et val Al pur dans val M

si, val M 1= s;val(rJ)) . L,es théorèmes 1 e t 2 s’appliquent donc. On prend dans ài
des relèvements a de J°À°° et g de val A , puis dans M des relèvements a

1 1 1 1
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de M et g de val M , vérifiant a et g ci Alors a (resp. g) con-

tient un modèle atomique (resp. )) au-dessus de a (resp. g ) . La
structure m(g1)) est atomique sur A .

VIII. Elimination des quantificateurs

Le langage précédemment défini et utilisé était le langage des corps auquel on
avait adjoint un prédicat binaire pour la relation val(x) &#x3E; val(y) . Mais les
techniques utilisées restent applicables si on lui adjoint des symboles exclusive-
ment relationnels lil ayant l’une ou l’autre des deux propriétés :

1° $ relève un symbole défini sur le groupe de valuation, c’est-à-dire, si

x , y E T on a : val(x) = val(y) Ô[S(x) si, et seulement si, $(y) ].

2° lil relève un symbole défini sur M c’est-à-dire, n’est défini en x et y

que si val (x)  0 et val(y) # 0 ; on a alors : x = g(x) si, et seulement

si, $( Y ) .

Soit, par exemple. $ satisfaisant la première propriété ; $ passe alors au

quotient module les entiers de l’anneau de valuation ; soit § val la relation

ainsi obtenue sur le groupe de valuation. Soit FI j== T , g C :[BliE-, g relevant

val M ; tout x e M a même valuation qu’un élément xi ~ g et on a donc $(x)
si, et seulement si, $(xl). Remarque analogue pour une relation $ satisfaisant

la propriété 2, en introduisant § -, projection de ~ sur le corps résiduel.

On complète les démonstrations des lemmes 2 et 4 pour établir les lemmes suivants :

Soit L’= L u CL u 03B12 où les symboles de 03B1i ont la propriété i, i = 1 ou 2.

LEMME 6. - Soient comme dans le lemme 2 ; de plus, M est

une L’-structure. Alors le type de K-isomorphisme de KL pour f1 ne dépend que

du type de K-isomorphisme de L pour 10 1 + ,1 u ($ - , ~ E (t2} .

LEMME 7. - Soient K c M , H ~ F ~ G comme dans le lemme 4, où de plus M est

une L’-structure. Alors le type de K-isomorphisme de K(F) pour C.’ ne dépend

que du type de H-isomorphisme de F pour {0+} u 1£ OE CL ) .
THEOREME 6. - Soient M et N deux corps values henséliens munis des prédicats

de CL et vérifiant :

M et N sont de caractéristique 0 et clos par radicaux,

M~=’M pour ~0 . 1 , + , .1 u(§- . §~A~ ,
val M &#x3E; val N pour ~0 .+ ,~) Al} .
Alors on a M == N pour f .

La preuve de ce théorème reproduit celle du théorème 5 à partir des lemmes 6 et
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7 ; mais ces lemmes conduisent surtout à un théorème d’élimination des quantifica-
teurs :

, ,

THEOREME 7. - Soit M un corps valué hensélien muni des prédicats de a et G
~ --.....- ... - 

- 

....... -... - 
......- . 

-..-,-&#x3E; 1 - 2
vérifiant:

É est, de caractéristique 0 , clos par radicaux et admet l’élimination
tificateurs (e. q.) dans ie langage jo 1 + .} u (3 - , 3 OE 03B12}
val M admet e. q. dans le langage (° + ~} u lil OE 

Alors M admet q. e. dans t’ .

Démonstration. - On utilise le test de Shoenfield: Fl admet EQ dans fI si,

et seulement si, quels que soient les couples Al A2 £’ 1 i5’

Ml :: M2 ::]}1 pour El ,

M 1 est dénombrable,

~2 est 

A2 = où f est un isomorphisme Pour E’ , alors

il existe ’ M2’ Mi image de Ml par un isomorphisme (pour E’)
prolongeant f .

soit donc A. c M. comme ci-dessus, on commence par étendre faux clôtures
1 1

henséliennes des Puis, on prend al c Il relevant gl C Â] relevant

val Ai ; on Pose a2 = f(al) et g2 = f(a2) . Il existe alors Un relèvement mi
(resp. G.) de Mi (resp, val M.) contenant ai (resp. g.) ; ml est alors dé-

nombrable et m 2 03C91-saturé (en tant que corps muni des prédicats 3 - , lil OE)) ;
on applique le test de Shoenfield pour utiliser l’élimination des quantificateurs
résiduelle: " il existe m2’ mi image de ml un isomorphisme

prolongeant et on a par le lemme 6 ml.ll ~m ’1 .Ã2 . Le lemme 7 permet de la

même façon d’étendre le groupe de valuation ; on est ainsi ramené au cas où les

extensions A. c M, sont immédiates (et A. hensélien). Mais alors un point de111

Mi est caractérisé par une suite dénombrable de Ai l’approchant; il suffit de

lui donner pour image une limite dans M2 (qui existe par 03C91-saturation) de la

suite image par f .

IX. Héritiers. Cohéritiers. Définissabilité

LEMME 8. - Soit K - Fi deux modèles de T , P C q e: 

(i) si q hérite ou cohérite de p , on a

(ii) Si p n’est pas valuationnel et si q cohérite de p , alors est

cofinal dans 1M(q) .
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Démonstration.

(i) Supposons qu’il existe g E val K - I~(p) et m E M tels qu’on ait

- si q hérite de p , il existe k E K tel que

contradiction

- si q cohérite de p, il existe a E K tel que

Soit par inégalité triangulaire : 1

donc

(ii) Supposons par l’absurde qu’il existe g E g &#x3E; v e 

Alors g = val(x - m) pour un élément m e M . Si q cohérite de p, il existe

a e K tel que g = val (a - m) , soit par inégalité triangulaire val(x - a) &#x3E; g .
Or, si p n’est pas valuationnel, val(x - a) est dans ~(p) , contradiction.

9. - Soient K  M deux modèles de T , p(x) e S (K) résiduel. Les cohé-
ritiers de p sur M sont les types q(y) vérifiant :

- q est résiduel~

Démonstration..- Si q cohérite de p et vérifie a 
x 
y + b 

x 
.- m E M , on a

a 
x 

0153 + b - x = m pour un 03B1 ~M et donc m E K , contradiction. Ceci montre que q
est résiduel pour le couple ( a , b ) . Il est alors uniquement déterminé parx x

t a y + b , M) ; le reste est évident.
x x .

LEMME 10. - Soient K ~ M deux modèles de T , E S (K) valuationnel. Les
cohéritiers de p sur M sont exactement les types vérifiant :

- q est valuationnel.

cohérite de t(val(x - a ) , val K) .
Démonstration. - S’il existe g E val M tel que aX = g , on a g &#x3E; v ,x

~ v EL_ ~p~ , par définition de a . Si q cohérite de , il existe ~ E K telx

que

donc g E val K , donc g E I~(x) ~ contradiction ; q est donc valuationnel pour
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le même a . Le reste suit.
x

LEMME 11. - Soit K  M; p(x) E Sl(K) est immédiat.

(1) Si M £f réalise gas p , p a un unique fils sur M ; ce fils est immédiat

et défini Ba£ ie, même ensemble 1(g , ag); g E IK(P)1 .
(ii) Si FI réalise en les coliéritiers de p(x) sont exactement les

types q(y) vérifiant:

- q est valuationnel,

- 

y 
= 0

- IK(p) est cofinal dans 1M( q) ,
- t(val(y - xO) , val M) cohérite "à gauche" de sa restriction à val K ,

c’est-à-dire soit v = val(y - xO) , si t(v, val M) t-cp(v , ili) , ii existe

Vo OE val K tel qu’on &#x3E;Ét t(v, val K) .... Vo  v et val M F CP(vo ’ -g) .

Démonstration.

(i) on montre que IK(x) est cofinal dans [val(x - m) ; m OE M} . On aurait

sinon, pour Un élément mo OE M: ~(x)  mo) , donc

et m 0 réaliserait p , contradiction. L’ensemble (val(x - m) ; m E M) n’admet

donc pas de plus grand élément ; on a vu que cela caractérisait les types immédiats.

(ii) Les fils q(y) de p sur M vérifient

Cette condition est suffisante pour que p c q , car on a alors

Si, de plus, q cohérite de p, I~(p) est cofinal dans ~(q) , la relation
(l) ci-dessus n’est possible que si y est valuationnel associé à XC. Soient une

formule  des groupes ordonnés et g E val M tels que:

c ’ e s t-à-dire

puisque q cohérite de p, pour un k E K , on a

et x étant immédiat sur K, val(k - xo) est dans 9 ce qui montre que

t(val(y - xo) , val M) cohérite à gauche de sa restriction à val K .

Réciproquement si q(y) satisfait les hypothèses de l’énoncé, il est caractérisé

par = t(v/val H). Il suffit donc d’ étudier les f ormule s de
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ce type pour voir si q cohérite de p . Soit g E val M et W une formule des

groupes ordonnés tels que

c!est-à-dire

Si t(v) cohérite "à gauche ", il existe v 0 E val K, v 0  v vérifiant :

De l’inégalité v , on déduit que vo est dans et s’écrit

v pour un k E K ; on a donc :

C.Q.F.D.

THÉORÈME 8. - La théorie T(C , G) a la propriété d’indépendance (p. i.) si, et

seulement si, C ou G l’a.

Démonstration. - On utilise l ’ équivalence i T n’a pas la p. i, si, et seulement

pour tous modèles M - N de T, NI - ~. , tout type sur FI admet sur

N au plus 2’ cohéritiers Exercices de stabilité n° 15 dans Théories

stables, 1977/78) et Ibidem 1978/79).

Si la théorie du corps résiduel a la p. i., soit C  C’ deux m.odèles,

t E S 1 (C) admettant plus de 2 cohéritiers sur C’ . On sait alors construire

(corollaire 2) K  K’  K" modèles de T(C , G) et x e K" vérifiant : K = C ,

Kt = C’et Par le lemme 7, chaque cohéritier de t sur C’ se

relève en un cohéritier de t(x , K) sur K’ , Même chose si val K a la p. i.

Considérons l’implication inverse. Il est évident qu’un type résiduel ou valua-

tionnel ne peut avoir plus de 2~ cohéritiers. Reste le cas d’un type immédiat.

immédiat. Si M’ ne réalise pas p , p admet

sur un seul fils donc un seul cohéritier. Si M’ réalise p un cohéritier

p’(y) est valuationnel pour une coupure déterminée, la seule dans laquelle 

soit cofinal. Dans cette coupure seuls sont acceptables les types sur val M’

cohéritant de leur restriction à val M . Dénombrons-les : il y a au plus 203BB
types sur val M , chacun d’eux a au plus 2~ cohéritiers sur val M’ . Au total

au plus 2~ types sont susceptibles de cohériter de leur restriction à val M .

Reste le choix de a , qu’on peut prendre égal à tout élément de K’ s réalisant

p , mais ce choix est indifférent : si y1 et y 2 correspondent à deux choix dif-

férents, on a, pour tout m E M’
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Un type immédiat ne peut donc pas avoir plus de 2~ cohéritiers.

PROPOSITION 1. - Les types résiduels dont le type de reste est définissable sont

définissables. Les types valuationnels dont le type de valuation est déf inissable
sont définissables.

Démonstration. - Le critère de définissabilité est l’unicité de l’héritier sur

toute extension élémentaire. Soit p(x) un type résiduel sur K , il ne représente
pas (en m ) la formule a x x + b x = m ; un héritier q(y) sur M &#x3E; K ne la re-

présente pas non plus et reste donc résiduel pour le même couple (a ,b) ; de

plus, t(y ; M) hérite de t(T ; if) . Même raisonnement pour un type valuationnel.

X. Types sur Z-groupes

Nous décrivons les types sur les ensembles de paramètres ; outre les résultats

classiques nous prouvons que la théorie des Z-groupes, évidemment instable, n’a

pas la propriété d’ indépendance.

Le langage est {0 ,+ ,  ,1} .un Z-groupe G est un groupe commutatif ordon-

né discret, vérifiant pour tout n E N’~ l’axiome :

où 1 est le plus petit élément positif. Il est équivalent de dire qu’il existe

dans G une division euclidienne.

On appelle Z l’ensemble des éléments successeurs finis de 0 et de leurs op-

posés, Z est un modèle premier. Dans G on considère la relation d’équivalence
x ~ y si, et seulement si, x - y la classe de x est appelée fibre de

x et notée x’~ , Puisque Z est convexe, l’ordre passe au quotient et G~ est

un groupe ordonné dense. On réservera le terne de coupure sur G aux coupures dont

les deux intervalles sont unions de fibres. En particulier, si G’ &#x3E; G sont deux

Z-groupes, tout élément x E G’ - G définit sur G une coupure, qu’on appellera

type d’ordre de x sur G . Appelons type de divisibilité de x , la donnée pour tout

entier n du reste de la division de x par n . Remarquons qu’il est contenu

dans t(x ; j~) et que le type de divisibilité d’un terme en ... , xn est

conséquence des types de divisibilité de chacun des x..

PROPOSITION 2. - Soient G  G’ deux Z-grou es, x E G . Il existe une

sous-structure G(x) de G’ qui est un modèle premier au-dessus de G et x.
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Démonstration4 - Un modèle de T au-dessus de G et x contient nécessairement
l’ ensemble G({qn ; n E N* , G t x = nq n 

+ r 
n 

~ 0 r 
n 
 n }) , ui contient lui-

même X = {y c G= f y = m + g , m E Z i g E G} , En remarquant que dans 
lité

les termes du genre (r 
n1n2 

- sont des entiers , on voit que X est un

groupe. On a, &#x3E; d’autre part, pour tout n’ E N~~ , l’égalité

r , - r 
-- ..-..

où gr = ml + g est Un élément de G qui admet donc dans G Un qUO-
tient par nt . Cela montre que X est un Z-groupe. C’est donc le modèle G(x)
annoncé.

PROPOSITION 3. - Soient G  G’ deux Z-groupes et x , y E Gr - G . Si x et

y ont même t_z£e de divisibilité ,et même type d’ordre sur G , G(x) et G(y) se
correspondent dans pn, G-isomorphisme envoyant x sur y .

Démonstration. - Soient respectivement Pn et qn les quotients de x et y

par n dans L’application f de G(x) dans G(y) qu’on considère est celle

qui envoie mq + g sur mç + g , m E Z, g E G .n n -

1° Cette application est bien définie: en effet l’égalité +g = +g2
.... 

1 1 1 2 2 2
implique

ce qui n’est possible : puisque x n’est pas dans G, que si ml n2 - m2 ni = 0 .
Les termes ml + g2 et m2 Pn2 + g2 sont alors égaux.

2° L’égalité (1) prouve que f est un morphisme de groupe.

3° La position par rapport à a des nombres mp 
n 

+ g ne dépend que de la cou-

pure X* sur G ; f est donc un morphisme d’ordre.

4° C’est trivialement une bijection.

PROPOSITION 4. Soient G et H deux Z-groupes 03C91-saturés, g E G, Se H
des n-uplets satisfaisant les mêmes relations de divisibilité et les mêmes 
égalités à coefficients da~is ~. Alors g ~ h se correspondent par va-et-vient

infini.

Démonstration. - On montre d’abord, par récurrence sur n , que les Z-groupes
,Z(g) 00. (g) et Z(h) ... (h ) sont isomorphes. D’après la proposition précé-
dente, il suffit de montrer que si ... , gi+l) et ... , hi+l) sa-

tisfont les mêmes inéquations sur Z, alors g. 1 a même type d’ordre sur
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... que h. 1 (h.) ; s ou de façon 

inéquation en p variables (x .., x ) et à coefficients dans Z g1&#x3E;... (g.)1 p -- ~. 1

est équivalente à une inéquation en (xl ,..., g ,,.. ~ à coefficients

dans Z, cela est évidemment vrai.

Il faut maintenant, étant donné 03B3 quelconque dans G, construire X E H tel

que et vérifient les mêmes relations de divisibilité et d’ordre. D’aprés
la de H , il suffit de montrer la consistance de l’ensemble obtenu en

substituant les h. ]. aux g.  et y à X dans les inéquations et les relations de
divisibilité satisfaites par les gi et  . Considérons un fragment fini de cet
ensemble :

1° Si t(hl ,..., hn)’: ,..., hn) alors mx = t(hl ,..., hn) + p , avec
p ~Z . Dans G, on avait de même

le second membre est donc divisible par m , et X est dans ... (g ) . Par-- i n

isomorphisme ,..., h ) + p)/m existe dans ... (h ) et a même type
1 n -- i n

de divisibilité que X .

Il suffit de prendre dans une fibre comprise entre (t(h ,... , et

t’(h ,..,, h )’)/m un élément x réalisant les D 
nl 

. 

i n ’

COROLLAIRE 3. - La théorie des Z-groupes est complète.

COROLLAIRE 4. - Un n-type sur un Z-groupe est axiomatisé par les inégalités

qu’il vérifie et les types de divisibilité de chacune des composantes.

COROLLAIRE 5. - La théorie des Z-groupes admet l’élimination des quantificateurs
dans L’ = ~0 , 1 1 + ~) u (D~ ; n 

Démonstration. - Un n-type est axiomalisable par des formules de L’ sans

quantificateurs.

COROLLAIRE 6. - La théorie des Z-groupes est modèle complète.

Démonstration. - Il y a élimination des quantificateurs dans L’ , dont les nou-

veaux symboles sont définissables dans l’ancien langage.

LEMME 12. - Soient G G’ deux Z-groupes ; p e S (G) . Le cohéritier de p

sur G’ est unique si p est une coupure infinie ou si G’ ne réalise pas x.

Sinon il y a deux cohéritiers.

Démonstration. - Un cohéritier p’ sur G’ a même type de divisibilité que p

et doit être tel que G ; p - g  x) est cofinal dans G’ ; p’ t ~gx)
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ou (ge G ; P X g) est codifiai dans a et b

sont dans G’ - G et dans la coupure définie par x sur G ; p’ ne peut repré-
senter la formule a  x  b . Le lemme est alors évident.

COROLLAIRE 7. - La théorie des Z-groupes n’a pas la propriété d’indépendance.

Les types infinis sont évidemment définissables et admettent sur toute extension
élémentaire un seul héritier : le type infini de même signe et de même type de divi-

sibilité. La proposition suivante décrit les héritiers des autres types.

PROPOSITION 5. - Soit p un type non infini sur un Z-groupe G . Alors tout

fils p’ t non réalisé de p sur G’ &#x3E; G hérite de p. ,

Démonstration. - Soit cp(x ~ ~ ~ y) une formule à paramètres ~ e G , g1 e GI

vérifiant 1’) E p’ . Par l’élimination des quantificateurs et le fait que
pt est complet, on se ramène au cas où 03C6 est la conjonction d’un nombre fini de

relations D. J. et d’égalités ou d’inégalités portant sur des termes en x , 8 et

gl . Si p’ t n’est pas réalisé, aucune des égalités ne fait intervenir x. Nous

allons montrer par récurrence sur la longueur t de qu’il existe g E G tel

qu’on ait (p(x ~ a ~ g) E p ; l’hypothèse de récurrence est faite pour tout type et
toute formule faisant intervenir moins de £ paramètres de G’ .

Cas a : Si dans m apparaît une équation entre les cela permet d’éliminer

un de ces paramètres, par exemple si on décompose est équi-
valente à la conjonction d’une formule ~(x ~ ~ ~ h’) et d’une égalité

g’=t(x ~~ yl~) ~ où est un terme en et h1 . L’hypo2014
thèse de récurrence appliquée à V produit des h E G tels qu’on 
et donc ~Ë)) ep .

est une conjonction de la forme

où les t. , sont des termes en x , â 3 g~ . Soit 
si des paramètres satisfont g’~ = g’ (modulo r) , on a

Isolons une des composantes soit §i’ = et introduisons comme

nouvelle variable de type le quotient y de x par le PPCM des coefficients de

g~ dans les termes i E ~ . Les inégalités de  s’écrivent

ouïes ’T i’ i E 31 u 3 2 u 33. sont des termes en y, a et Ii’ . Par ailleurs,

x est uniquement déterminé par y et réciproquement, x et y sont infinis en

même temps. L’hypothèse de récurrence va s’appliquer au type de y . Deux cas se
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présentent :

- T . ( ~r , â ~ n) et T ( ~r f â ~ h’ ~ ~ pour E J1 et E J2 ’ s ont dans

une m~me filière de G . On a alors

puisque G’ ne réalise pas y ne saurait intervenir nous sommes
J

donc ramenés au cas a.

- Les termes T. i (y ~ a , appartiennent tous à des fibres distinctes ; on

les ordonne , ils vérifient alors :

où les S sont les restes des module r . Cette formule est 1 paramè-
tres de G’ ; on peut la reproduire avec des paramètres &#x26; . L’un des interval-

les définis par les contenait go ;
- si cet intervalle est (Tj , on choisit dans G, go = go (modulo r) ,

(Tj(y , a , h) , T. (y , a , h)) ce qui est possible par les axiomes de Z-
0 j j+1 2014

groupes.

- Si gà E (r. + 00) , T. (y ta,~) n’est pas la coupure infini-

ment grande ;là encore, on peut donc reproduire la formule avec un

- même chose pour l’intervalle (- 00; 9 h’)) .

COROLLAIRE 8. - Sur un Z-groupe les types définissables sont les types réalisés et

les types inf inis .

Démonstration. - Le critère de définissabilité utilisé est l’unicité de l’héri-

tier sur toute extension élémentaire.

COROLLAIRE 9. - Sur Z tous les types sont déf inissables et c’est le seul Z-~.

groupe possédant cette propriété.

Description de l’ordre fondamental.

Le type de divisibilité et le signe faisant partie du type sur ~ , deux types de

type de divisibilité ou de signes distincts ne sont pas comparables. L’ordre fonda-

mental se compose donc des ensembles incomparables suivants :

- chaque élément de Z (qui est une constante),

- pour chaque signe et chaque type de divisibilité, la chaine :

type infini,

type non réalisé, non infini,

type réalisé ~ Z .
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XI. Applications au corps k((X))

1° AdaptJns dtabord le théorème d’élimination des quantificateurs. Soient dans

k ( (X ) ) les prédicats : i

- div : x div y si, et seulement si, val(x)  val(y) ,
- N : N(x) si, et seulement si, val(x) = 1 ,

- Pn : P (x) si, et seulement si, g y (yn = 1) .
Les P relèvent les prédicats D de divisibilité dans les Z-groupes. Aussi

le théorème 7 et le corollaire 5 ont-ils pour conséquence le résultat suivant.

PROPOSITION 6. - C((x)) admet l’élimination des quantificateurs dans le langage

(0 1 + .) u fdiv , N) u n E 

2° Les autres applications sont des résultats de stabilité.

PROPOSITION 7. - Soit k de caractéristique 0 et clos par radicaux 9 alors

k((X)) à la p. i. si, et seulement si, k l’a.

COROLLAIRE 10. - ~((x)) n’a pas la p. i.

Ce résultat est à rapprocher du fait que les corps pseudo finis ont la p, i. 

on connaît donc des corps profinis, c’est-à-dire de groupe de Galois absolu procy-

clique, ayant ou n’ayant pas la p. i. Par ailleurs, le cas de c((x)) est intéres-

sant car la structure de corps valué est définissable dans la seule structure de

corps [~A~] . Le résultat suivant s’applique encore à k == C .

PROPOSITION 8. - Soit k stable. Alors

(i) tous les types sur k((X) ) sont définissables,

(ii) les seuls corps K = k((x)) , sur lesquels tous les types sont définissables?
sont les corps de séries k .

Démonstration.

(i) Par la proposition 1, la stabilité de k et le corollaire 9 , tous les types

résiduels et valuationnels sur k sont définissables ; par ailleurs, tous les

types immédiats sont réalisés.

(ii) Soit K = k((x)) et supposons que G = val K soit une surstructure élémen-

taire stricte de Z. Considérons alors la coupure sur G de classe inférieure

[g E G; B tel que G p g  n) . Si cette coupure est définissable dans

G , Z l’est aussi ; or Z est un modèle premier minimal des Z-groupes, il ne

peut donc pas être définissable dans G . Cela prouve qu’un corps K sur lequel

tous les types sont définissables est valué dans Z . Dans le cas qui nous intéres-

se, K contient un relèvement de K et un relèvement de val K = Z ; d’après
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l’unicité du complété K se plonge dans K((X)) . Il reste à montrer que tous les

types imnédiats sur K doivent être réalisés. C’est l’objet du lemme suivant:

13* - soient p(x) immédiat sur K C k((X)) , Xo une réalisation de p .

Alors les héritiers de p sur Kz sont les types q(y) valuationnels vérifiant

IKX (y) = %x&#x3E; et ay 
°* xo * 

°

o

Démonstration. - 0n ét vu dans la démonstration du lemme ii qu’un fils q(y) de

p sur K~ est caractérisé par les relations
o

val(y - xO) &#x3E; g , V g E IK(p) .
Puisque KX0 est extension immédiate de K , On a IKX0 (q) / IK(p) Si, et SeUle-

ment si, il E tels et 

une telle situation n’est pas possible puisque q hérite de p ; on a donc

= et dtaprès la relation val(y - xo&#x3E; &#x3E; IK(p) , q est valuationnel

~0 °

Réciproquement, un tei type q(y) est uniquement défini par le type de

val(y - xO) sur val Kx0 = val K . une formule de q est donc conséquence d’une
formule de la forme :

io
(x) = i~i  ~0~ ~ g2] /B/’’’i=l xO) - 

1.

où 9 est une E gl E ~2 ~ ~(p) J
ri E N * Puisque = Í:(xo) , ïii est atomique sur K(XO) et On peut Se restrein-

dre au cas où cp est une formule en X0 (à paramètres dans K ) 1 soit puisque

Xo est immédiat, à une formu.le. Val(xO - a ) = g . Choisissons v E IK(p) ,
V &#x3E; max(g1 1 ,g) , vérifiant ’ i=i n. (v - i v s’écrit v = val(x - a ) . v Le

type p satisfait ia formule Q(a ) et q hérite donc de p .
v

COROLLAIRE ii. - Parmi les types sur les modèles de k( (X) ) , seuls les types
réalisés sont stables.

construire N &#x3E; M sur lequel p admet un fils q immédiat (non réalisé); q

n’est pas définissable et donc p n’est pas stable.
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