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LES CORPS DIFFÉRENTIELLEMENT CLOS DÉNOMBRABLES

Daniel LASCAR (*)
[Université Paris-7]

Théories stables
(B. POIZAT)
Vol. 3, 1980-1982, n° 6 9 p.

1. - On sait par exemple) que la théorie des corps différentielle-
ment clos (c. d. c. par la suite) est complète, admet l’élimination des quantifica-

teurs, et est 03C9-stable. La puissante théorie de la stabilité s’applique donc, et

on a ainsi pu montrer des théorèmes comme l’existence et l’unicité des clôtures dif-

férentielles. Hais on a maintenant, en théorie des modèles, des résultats beaucoup

plus impressionnants : ils nous permettent de reconnaître quand les modèles d’une

théorie sont classifiables, et loi?sqv.’ils le sont, ils nous dise-nt comment s’y

prendre.

Pour ce qui est des modèles non dénombrables, la question est réglée [Sh’] : i La

théorie des c. d. c. a la "dimentional order property", et il y a beaucoup trop de

modèles pour qu’ on puisse espérer les classifier. Mais on sait fort peu de choses 
’

sur les c. d. c. dénombrables, et on peut encore faire beaucoup de conjectures. Le

but de cet article est de commenter la plus extravagante d’e- tre elles. liais avant

de l’ aborder, nous allons succintement présenter toute la machinerie nécessaire,

avec son mode d’emploi dans le cas particulier des c. d. c.

Par convention, la caractéristique de tous les corps dont on parlera sera zéro : t

Les corps différentiels ( c. d.) seront représentés par dos lettres k y k’ , tandis

que les majuscules K, y 1[’ seront réservées aux c. d. c. ; k(a) sera le corps

différentiel engendré par k et a . On utilisera librement les résultats et no-

tati ons de 

2. - Soient k un c. d.~ et p E S (k) . L’ensemble des polynômes différen-
tiels f E tels que 0" E p est un idéal premier que nous noterons

l(p) . L’application p ~2014&#x3E; l(p) est une application bijective de p dans l’en-

semble des idéaux premiers de Le type p , tel que I(p) = f0j , 9 sera appe-

lé le type générique sur k, et noté g(k) . Son rang de Morley est égal à son

rang U et est égal à w.

Si I(p) n’est pas on notera f(p) un polynôme irréductible d’ordre mi-

nimal qui lui appartient ; 9 f(p) est défini à multiplication par un élément non nul

de k près. L’ordre de p est, y par définition, l’ordre de f(p) 1 et noté RD(p) .

(") Daniel LASCAR, Ch. Rech. C:NRS, Mathématiques, Université Paris-7, 2 place
Jussieu, 75251 PARU CEDEX 05.



6-02

On conviendra que RD( g(k) ) = w .

L’application qui à p fait correspondre RD(p) est une notion de rang, c’est-à-

dire qu’elle nous permet d’interpréter la déviation : ai p et k ,
alors p ne dévie pas sur k’ si, et seulement RD(p) = 
k’ C k et agk’ , on notera I(a/k) , f(a/k), etc. pour I(t(a/k)) , f(t(a/k))
etc. Donc si b est une suite finie de k’, y a et b sont k-indépendants si,
et seulement si, l’ordre de f(a/k) est le même que celui de f(a/k(b)) .

Il y a un autre type remarquable sur k, c’est le type constant transcendant,

celui dont le polynôme minimal est X ’ = 0 . On notera par c(k) ce type.

Fixons encore quelques notations : on dira qu’un type p est stationnaire s’il

n’a qu’une seule extension non déviante sur toute extension de son domaine de défi- ’

nition. Cela est équivalent au fait que f(p) est absolument irréductible. Si

k C k’ et p est stationnaire , on notera p(k’) l’extension non déviante

de p sur k’ , y qui est donc caractérisée par le f;:iit que f(p(k’)) = f(p) . Si

p E 3l(K) ( K c. d. c.), K p désignera le modèle premier au-dessus (i. e. la

clôture différentielle) de K(a) où t(a/K) = p ; p K 
p 

est défini à K-isomorphisme

près. Mentionnons ici, un théorème classique, mais important : i si K’ est premier

au-dessus de K(a) ( a suite finie) y et b e K’ - K , alors a et b ne sont

pas K-indépendants.

Enfin supposons que p E S (k) soit stationnaire, alors p admet un plus petit

corps de définition : il existe k.. ~ k tel que p ne dévie pas sur k , p )k..
est stationnaire, et ka est inclus dans tout autre corps ka qui possède les

mêmes propriétés. En fait, k,. n’est autre que le c. d. engendré par les coeffi-

cients de f(p) supposé normalisé. Par exemple, le plus petit corps de définition

de g(k) est ~ y et de même pour c(k).

1. - Soient p et q des 1-types sur K ; 9 on dira que p et q sont ortho-

gonaux si, pour tout a et b, y réalisations respectives de p et q, y a et b

sont K-indépendants. On montre que si p et q sont orthogonaux, il en’ est de

même de leurs extensions non déviantes. On peut alors étendre cette définition à

des types p et q stationnaires, définis sur un c. d. k quelconque : p et q

seront orthogonaux si, pour tout K c. d. c. contenant k (ou, ce qui revient au

même, pour un c. d. c. K ~ k ) , p(K) et q(1.() sont orthogonaux.

De ce qui nous avons dit, y il est clair que si p , q sont orthogonaux,

alors p n’est pas réalisé dans K . Voici d’autre part une façon de s’apercevoir

que deux types sont orthogonaux : pour f E , notons f[k] l’ensemble des

éléments de k vérifiant f . Si K " K’ sont deux c. d. c., a ~ K’ - K y

et si on suppose que f[K] = f[K1] , alors est orthogonal à. tout

type contenant f(x) = 0 . Considérons par exemple un point a générique au-dessus

de K, y et 1(1 le modèle premier au-dessus de On voit facilement que tous
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les points de K sont génériques au-dessus de K. * La conclusion est que

est orthogonal à tous les autres types.

4. -- Passons maintenant à la régularité. La définition de type régulier qui

va suivre n’est pas celle qui est habituelle, et je ne suis pas sûr que ce soit

exactement la régularité forte.

Définition. - On dit que p e est régulier si, pour tout b K , b

satisfaisant f(p)(b) = 0, t(b/K) = p .

On montre sans peine que si p est régulier ; 9 il en est de môme de ses extensions

non déviantes, ce qui nous permet, comme pour l’orthogonalité, de définir la régu-

larité pour des types stationnaires : On dit que p E S (k) est régulier si p est

stationnaire et si p(K) est régulier pour tout (pour un) c. d. c. k .

On remarque qu’un type p E est régulier si, et seulement si, il est ortho-

gonal à tout 1-type sur K contenant f(p) , et d’ordre inférieur. Comme exemple

de types réguliers nous avons déjà le générique et le type constant.

Il y a un certain nombre de faits sur les types réguliers qui les rendent impor-

tants : i

(a) Ils donnent la possibilité de définir une dimension : soient p E S 1 p

régulier et k’ &#x3E; k . Considérons, dans l’ensemble des réalisations de p dans k’ ,

un sous-ensemble k+libre maximal. Un tel ensemble existe d’après le lemme de Zorn,

et sera appelé une p-base de k’ . On montre que si p est régulier y alors deux

p-bases de k’ ont toujours la même cardinalité, qui sera notée Dim(p ; k’) .

(b) Soit K C K’ . Considérons dans K’ - Ii un point a dont l’ordre sur K est

minimum. Il est alors très facile de voir que est régulier ; autrement dit,

une extension élémentaire propre de K réalise toujours un type régulier.

(c) Les extensions engendrées par les types réguliers sont minimales : t soient

p e K; P régul ier, et supposons K C K1 ~ Kp, K1 ~ K . Alors Ki est K-

isomorphe à K .

5. - On montre que les quatre propriétés suivantes sont équivalentes y si p

et q sont des types réguliers sur K :

1° K est K-isomorphe à K ,

2° p est réalisé dans K , y
q

3° q est réalisé dans K , .

4° p et q ne sont pas orthogonaux.

Si les propriétés 1° - 4° sont vérifiées, on dira que p et q sont équivalents.

Encore une fois9 la relation "être équivalents" passe aux extensions non déviantes ;
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dira que pi et P2 sont équivalents Si et P2(K) le sont. On voit que,
dans ce cas, on ne peut augmenter, dans une extemsion K’ de K , une p1-base
sans augmenter Une et on comprend donc que K) et K)
doivent être liées. C’est la signification du théorème suivant :

" ,

kl ~~ ~2 (en ~~~

c . d . ) , Pl OE P2 E Pl e t P2 réguliers _et équivalents. S i

Dim(p1 ; i K) est finie, ii en est de même de K) . Si Dim(p1 ; K) est

infinie, alors elle est égaie à K) .

0n iii réciproque, c’est-à-dire que les dimensions correspondant à des types non

équivalents sont à peu près arbi traires : Soient k C K , P OE P régulier,
À un cardinal fini ou infini, et considérons des points a. , 0  1  À indépen-

:L

dants au-dessus de K , et réalisant p(K) . Soit Ii’ 1e modèle premier au-dessus

de K(a, ; 0 ~ 1  X) , ’ 

..
’ 

l. 
~ 

_

Dim(p ; Kt) = Dim(p ; K) + /B. ;

Si K , q E Sl(kl) est régulier, alors

Dim(q ; K’) = Dim(q ; K) si p est orthogonal à q,

et

si p est équivalent à q .

Un autre lemme technique important est le suivant : 1

Soient k C K, régulier, et ta. ; une p-base
de K . Si le point b (qui se trouve dans une extension de réalise au-dessus

de k(a. ; 0  i À) l’extension non déviante de p, alors t(b/K) = p(K) .

6. - On a déjà à notre disposition deux types réguliers non équivalents :
c’est le générique d’une part et le type constant d’autre part. A un c. d. c. K ,
on peut déjà associer les deux invariants :

Les dimensions associées au c. d. c. premier (la clôture différentielle de Q)
sont toutes deux nulles. Il est alors facile, y en utilisant les idées du paragraphe

précédent, de construire, pour chacun des cardinaux A finis ou infinis,
un modèle K avec et 12(K) = ~. ( I~(K) s’appelle degré de trans-
cendance différentiel de K sur Q ; est le degré de transcendance de C(K)
sur Q . )

3i on ne se restreint pas aux modèles dénombrables, et 12(K) ne peuvent
caractériser à eux seuls le c, d. c. K, ne serait-ce que parce qu’il y a des

types réguliers orthogonaux au type constant et au générique ; en fait, les résultats
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de auxquels nous avons fait allusion au début montrent que la situa-
tion est bien plus catastrophique. liais pour les modèles dénombrables, on peut en-
core avancer la conjecture suivante.

7. - On convient, y qu’à partir de maintenant, tout les corps dont nous parle-
rons seront dénombrables. On va donner un moyen d’attaquer la conjecture I en

montrant son équivalence avec la suivante.

CONJECTURE Soient k C K , k finiment engendré, et p E S (k)
régulier. Si p est orthogonal à c(k) et à g(k) , alors Dim(p; 9 K) = 0.
(Il suf fit de vérifier que Dim(p ; K) = ~ lorsque K est la clôture différen-

tielle de k ).

Montrons d’abord que la c on j ec ture I implique la con j ec ture II : 1 Soient donc

p ~ S (k) y k finiment engendré, k C K , y et supposons que p est orthogonal à

c (k ) et à g(k). On a vu au paragraphe 5 que l’on peut trouver K’ ~ K avec

Dim(p ; Kt) = Dim(p ; K ) , I1(K’) = ~~ = I2(K’) . Il découle alors de la con j ec-
ture I que K’ est saturé et que Dim(p ; (parce que k est finiment

engendré).

Pour la réciproque~ on ut ili sera le lemme suivant :

LEMME. - Soient p E K la clôture différentielle de k, p régulier,
et posons q = p(K) . Si Dim(p ; K) = ~~~ ~? , alors K q est aussi un modèle premier
au-dessus de k (donc est k-isomorphe à K ).

Preuve. - Soient B une p-base de K , b E B et K, K1 premier au-

dessus de k(B - ~b)) . Il est clair que K 1 est encore atomique au-dessus de k,
donc est k-isomorphe à K . D’autre part, puisque B est infini, t(b/k(B - ~b~~
n’est pas isolé et n’est donc pas réalisé dans K . Cela montre que B - est

une p-base de K . Or t(b/k(B - est une extension non déviante de p . Il

résulte donc de ce que nous avons dit à la fin du paragraphe 5 que 

L’isomorphisme qui envoie K sur K envoie donc q = p(K) sur t(b/K ) = p(E )
et si K 2 premier au-dessus de K .~ ~b) , K 2 est k-isomorphe à K . p
Or K2 est atomique au-dessus de k, y et est donc aussi k-isomorphe à K , ce qui
termine la démonstration du lemme.

Pour montrer la conjecture 1~ à partir de la conjecture II, on va montrer que si

B 1 et B 2 sont respec tivement des c ( Q) - et du c. d. c. K, alors
K est premier au-dessus de uB ) . Soit K’ ~-K ~ contenant u B ) ~
atomique au-dessus de ce corps, et maximal pour ces propriétés. Un tel modèle existe

par le lemme de Zorn, et on va montrer que K’ = K : supposons le contraire ; il

existe alors a E K’ - K dont le type sur K’ est régulier ; ce type est orthogonal
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à C(K’ ) , sinon c(K’) serait réalisé dans K, et B ne serait pas une

De même, t(a/K’) est orthogonal à g(K’). On peut trouver k 

finiment engendré tel que t(a/K’) soit la seule extension non déviante de

q = t(a/k) , qui est donc régulier y et en utilisant la conjecture II,

K’) = ~ .
On a dit que k était finiment engendré : il existe donc une suite finie c

telle = ~(ë) , et des sous-ensembles finis B et B tels que

t(ë/~(Bl u B2» ~e bifurque pas au-dessus de Posons k = B2)
k est encore.finiment engendrée et les ensembles B’ et G = B - B~
sont tous deux libres au-dessus de k ; de plus y les points de 61 réalisent

et ceux de S réalisent 

Posons maintenant q 
= On a toujours que q est orthogonal à 

et y donc Dim(q ; K’) = 0. Par-dessus le marché, à cause de l’othogona-

lité, une q1-base de Il’ reste libre au-dessus de UC2) , et est même

une q2-base de K’ si q = q(k2) avec k2 = u C ) = k(B u B2) . Mais
K’ a été choisi premier au-dessus de u B2) , et k est finiment engendré
au-dessus de ce corps : il en résulte que K’ est premier au-dessus de k~ ~ et

on peut enfin appliquer le lemme. Remarquons que t(a/K’ ) = q(K’ ) , donc si KICK
est premier au-dessus de K’ (a) , K et KI sont k2-isomorphes, ils sont donc

aussi u B2)-isomorphes, et K est atonique au-dessus de u B2) , con-
tredisant la maximalité de K’ .

8. - Même sans y croire complètement, on peut essayer de montrer la conjecture
II dans des cas spéciaux, par exemple en supposant une forme très particulière à

l’équation f(p). C’est ce qui est fait dans les exposés de F. GRAMAIN dans ce vo-

lume. On va ici procéder dans l’autre sens, et montrer qu’il nous suffit en fait de

nous occuper des types réguliers dont le rang U est égal à 1 . Eclaircissons

d’abord la situation :

Preuve. - Soient f le polynôme minimal de p , a réalisant p, y K le mo-

dèle premier sur K(a) , et b E 2014 K . On sait que a et b ne sont pas

indépendant s , donc RU(a/K(b)) = 0 , et a est algébrique sur K(b) : il en dé-
coule que si g est le polynôme minimal de b sur K , l’ordre de g est au moins

égal à celui de f. Or f E I(b/K) , et (voir ~P~~9 f et g sont égaux à mul-

tiplication par un élément de K près y et t(b/K) = p .

Je ne sais pas si la réciproque de ce lemme est vraie. Mais en fait, y il suffit

de montrer que tout type régulier est équivalent à un type dont le rang U est

égal à 1 . C’ est ce qu’on va faire dans le lemme suivant , à quelques complications
près, nécessaires à la preuve, mais non génantes pour les applications.
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LEHME. - Soient y p p régulier non générique~ q =p(K) , et
supposons que Dim(p; K) = nj . Alors il existe r équivalent à p

avec RU(n) = 1 .

Preuve. - Supposons sait que p a des extensions de rang

exactement n - 1 . Soient donc k1 ~ k et p ~ extension de p

avec = n - 1 . On va faire des constructions dans une erande extension de

K que nous ne mentionnerons plus.

Soit (ai ; 0  i  w) une suite de Morley de p . Alors 
= n , mais

pour m assez grande ... ~ ’ a )) ==n- 1 . est le plus

petit entier pour lequel cette égalité eat vraie, a , ... , est

un ensemble k-libre de réalisations de p , et puisque Dim(p ; K) = y on

peut en trouver une copie dans K. Autrement dit, quitte à déplacer k par un

k-isomorphisme, on peut supposer que a y ... , y a sont dans K .

La situation ’st donc la suivante &#x3E; pour tout iy O~i~m+1~ y

le type de de ... y 
== k non dé-

viante de p , et son rang est donc n , et 
" 

...

Ji donc ka est le plus petit corps de définition de y

kO 
C 

= 
"’ ~ am) ; ka est finiment engendré, on pose-

ra donc kO = Q(c) , où ë est une suite finie. D’après les propriétés d’additivi-
të du rang U , on a

Or ... , ’ donc U(am/k2(ë) = n - 1 . Il en ré-

suite que = 1 , et si c est n’importe quel point de k -L k2 ’ y
= 1 . Mais on remarque que c et a m ne sont pas k2-indépendants, et on

voit alors très facilement qu’il existe une extension non déviante de 

disons n , non. orthogonal à l’extension non déviante de t(a /k~) sur K ,
qui n’est autre que q.

9~ - Voyons maintenant comment on peut espérer montrer la conjecture II pour
les types dont l’quation minimale est à coefficients constants, et de rang U égal
à 1 . Supposons donc avoir un contre-exemple avec un type p ~ S1 (k) , où k est

un sous-corps des constantes de K, y finirent engendré, avec RU(p) = 1 . Soit
f e ki.Xj le polynôme minimal de p , y et soit a2 ’ y ... , a n une p-base

(finie) de K . On sait que est infini et que, pour tout b ~ 

t(b/k(a y ... , an)) est algébrique. Il existe donc un polynôme 
tel que a2 ’ ... , an) = 0 . Il Y a, à priori y deux possibilités :
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1° pour chaque entier m , ~b 9 est fini

2° le contraire.

On va montrer que si le deuxième cas se présente~ p n’est pas orthogonal aux

constantes (autrement dj.t, ce cas est impossible). En effet, considérons un entier
m qui nous fournit un nombre infini de points dans f[K] . A chaque polynôme
P E X ... , X ) ~ de degré m , on associe la suite _ e(P) de ses coeffi-

cients dont on a décidé l’ordre une fois pour toutes ; est donc une suite

drôlement de k, y de longueur fixée (dépendant seulement de n et m ). Soient

b(i), i y des éléments distincts de tels que Pb(i) est un polynôme
de degré m y et posons 1( 1) = c(P./.B) . Faisons un ultra-produit non trivial
K ’ = Soient b ’ E K’ Isolément correspondant à la suite ( b(i ) ; i E 03C9), y
c’ la suite correspondant à (Õ(i) ; 9 i E 03C9), et P’ le polynôme tel que

= c ; P’ est donc un polynôme à coefficients constants, et on a

K’ 1= P’(b’ , a , a , ... , a ) . Or t(b’/K) = p(K) , et b’ et c’ ne sont pas

K-indépendants, p ce qui montre que p n’est pas orthogonal à c(K) .

~,0. -- Terminons par un théorème. On dira qu’une structure ri est faiblement

homogène si, pour toutes suites finies a et b de M ayant même type fort au-

dessus du vide, il y a un de II envoyant l’une dans l’autre. Ici,

avoir même type fort veut dire satisfaire aux mêmes équations différentielles à

coefficients dans Q, la clôture algébrique de Q..

THÉORÈME. - S’il y a moins de 2 c. d. c. dénombrables, alors ils sont tous

faiblement homogènes.

On ne donnera qu’une idée de la preuve : i soit p ~ p régulier ; On dit

que p est bornée pour tout K ~ k et tout , y ~-automorphisme de K , si q

est le type obtenu à partir de p(K) par action de  y alors q et p(K) sont

équivalents. On distingue plusieurs cas i

1° On ne peut pas trouver de corps k C K ~ k finiment engendré et p e 

régulier et non borné avec Dim(p , K) fini. Dans ce cas, on peut appliquer les

résultats de [B. L.] et tous les c. d. c. dénombrables sont faiblement homogènes.

2° Dans l’autre cas, et s’il existe k, K et p E S (k) comme ci-dessus, avec

en plus la condition que k ne contient aucun élément générique. Dans ce cas y on

peut adapter les résultats de [B], et trouver 2 c. d. c. dénombrables.

3° Si le corps k en question contient nécessairement des génériques, il faut

alors appliquer les idées pour construire 2 c. d. c. dénombrables. La

remarque importante est que si a et b sont génériques et indépendants, alors

a , y b et a + b sont deux à deux indépendants sans être libres.
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