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SUR UN THÉORÈME DE HALASZ ET SARKÖZY

par Michel BALAZARD

Groupe d’étude en
THEORIE ANALYTIQUE DES NOMBRES
3e année, 1985/86, n° 17, 9 p. 14 avril 1986

1. Introduction.

Dans cet exposé, nous présentons diverses techniques menant à des résultats con-

cernant la distribution des valeurs des fonctions arithmétiques additives (les fonc-

tions f : F1* -&#x3E; R vérifiant f(mn) = f(m) + f(n) pour tous m , pre-

miers entre eux). D’une manière générale, il s’agit d’étudier la quantité

pour f additive, x et c réels.

Dans cette étude, la quantité suivante s’avère d’une grande importance

On a~ par exemple, le résultat suivant (cf. [2]~ tome 2, chap. 2l) :

THÉORÈME 1 (G. HALASZ, 1975). - II existe une constante absolue A0 &#x3E; 0 telle que

N(x , f , c) ~j~(x/~Ë~)) ~ pour tout x~l , tout réel c et toute fonction

additive f .
’ 

t

On retrouve en particulier un ancien résultat d’ERDOS : Si une fonction additive
f vérifie 03A3f(p)~0 1 p = + ~ , alors l’ensemble {.n ; n e N et f(n) = c) est de

densité nulle pour tout réel c .

Soit E une partie de l’ensemble P des nombres premiers Pi ~Pg ~ *" ~
suite ordonnée des éléments de E . Nous nous intéresserons ici à la fonction t=~g
définie par r~(n) == k) ~ E x N~ ; ~(n) est le nombre total

des facteurs appartenant à E ~ dans la décomposition de n en produit de nombres

premiers.

On notera N(x , Qg , k) = k) . La quantité E(x) vaut ici 

Le théorème évoqué dans le titre est le suivant (cf. [5] et [l0]) :

THÉORÈME 2 (G. HALASZ, 1972 ; A. SARKOZY, 1977). - Soit ô ~ )o , l( . On a :

pour tout E , tout x~3 et tout entier naturel k tels que

( " ) Michel BALAZARD, Département de Mathématiques, Université de Limoges, 123

avenue Albert Thomas, 87060 LIMOGES
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pour tout E, tout x ~ 3 et tout entier naturel k tels que 

c(Ó) est une constante positive ne dépendant ue de ô.

Remarquons ici que (2) ne donne aucune minoration pour 0) ; ce problème
est l’objet du petit crible d’ERDOS et RUSZA (cf. [’3], [7~ et [8]).

Par une combinaison d’arguments élémentaires et analytiques que nous esquisserons
au paragraphe 2, G. HALASZ avait, en 1972, démontré ( 1), mais n’obtenait ( 2) que
pour l’un des deux entiers k et k + 1 . Il prouvait en fait :

sous les hypothèses de (2).

En 1977, A. SARKOZY démontrait (2) en utilisant, en plus des idées de G. HALASZ,
un procédé élémentaire dû à P. ERDOS, I. RUSZA et lui-même. Nous décrivons ce pro-

cédé au paragraphe 3.

Il faut souligner que les méthodes élémentaires utilisées par G. HALASZ et A. 

SARKOZY sont de natures différentes. Dans [5~ il s’agit plutôt de la méthode de

Tchebytchef, et dans [ 10] d’une méthode combinatoire utilisant le principe du crible
de Brun.

Au paragraphe 4, nous exposerons nos résultats concernant l’ordre de grandeur de

NE(x , k) pour les valeurs de k &#x3E; (2 - ô) E(x) . Signalons que cet exposé reprend,
et approfondit certains points évoqués lors d’un précédent exposé devant ce mène

groupe d’étude (cf. 

2. La méthode de G. HALASZ..

(a) Partie analytique. - Le point de départ est l’étude de la fonction génératrice
de l’ensemble des entiers n vérifiant Q~(n) == k . Il s’agit de la série

{"B ( )-k convergente si o &#x3E; 1 ( dans ce qui suit, seules interviennent

les valeurs réelles de a ). On peut donner deux autres expressions de cette série,
d’une part

et d’autre part

(3) est obtenue en intégrant par parties. (4) découle de la formule de Cauchy, le
cercle z( = r étant parcouru dans le sens positif ; il suffit de vérifier la con-

vergence de En fait, .



17-03

où la série et les produits convergent absolument pour i z)  p et 03C3 &#x3E; 1 : cela

découle du théorème du produit eulérien.

On va maintenant obtenir un encadrement de la deuxième intégrale de (3) au moyen
de l’expression (4). Le rayon d’intégration r peut être choisi arbitrairement dans

)0 , p ~ , mais on va supposer 0  r  2 - ô , afin que les constantes implicites
dans les termes d’erreurs à venir ne dépendent au plus que de ô.

Pour estiner (4), on utilise le principe de la méthode du col :. on choisit r de

sorte que la portion de cercle proche du point réel z = r fournisse la contribu-

tion pr incipale à l’intégrale. Pour commencer, on exprime F( z , o) au moyen de

F(r en utilisant les produits eulériens. On obtient :

où y est défini par l’égalité Q = 1 + (l/log y) .

On reporte cette relation dans (4), on choisit r optimalement (r = (k + 1)/E(y)),
et on exprine F(r , cr) au noyen de F( 1 , o) = ~(or) ~ l/(a - 1) = log y pour ar-

river à 1 destination :

d’où l’encadrement

où 03C3 = 1 + (l/log y), k + 1  (2 - S) E(y) et E(y)  c(ô) pour la minoration.

(b) Partie élémentaire. - On vient d’estimer une intégrale contenant k)
(en fait, sa transformée de Mellin), et il s’agit d’en déduire une estimation de la

quantité NE(x , k) Pour cela, on va utiliser sa définition et employer

l’ astuce "logarithmique" de Tche bytchef :

où A est la fonction de von Mangoldt. En négligeant les puissances de nombres pre-

miers d’ exposant &#x3E; 2 , on aboutit à : .

où 1 ’ s et Ln indiquent des sommations portant respectivement sur les nombres pre-

miers de E et de P B E . Nous les uajorons trivialeuent par des sommations por-
tant sur tous les nombres preniers. Ainsi, pour u ~ x ,
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d’où, par intégration entre x et 2x , .

En utilisant le résultat de la partie analytique avec y = x , et en nontrant que

le reste est négligeable, on aboutit bien à . 
_ ,

Pour la minoration, les détails techniques sont un peu plus pénibles. En particu-
. lier, on ne peut pas minorer ? et 03A3" par L . L’idée est alors de travailler

sur la quantité NE(x, y k) + k + 1) , car on peut regrouper les sonues

3. Une méthode combinatoire de P. ERDOS. I, RUSZA et A. SARKOZY.

Nous décrivons cette méthode dans son cadre original (cf. j~4’]). En effet, sa mise

en oeuvre pour la démonstration de (2) fait intervenir des difficultés supplénen-
taires qui masquent un peu les idées essentielles de ce procédé. Il s’agit de démon-

trer le fait suivant :

THEOREME 3 (P. ERDOS; I. RUSZA, A. SARKOZY 1973). - Il existe deux constantes ab-
solues e &#x3E; 0 et A &#x3E; 0 telles que, pour toute fonction additive f , pour tout

réel c ~ 0 et tout x  A , on ait ô N(x, f , c)  (1 - e) x .

Commençons par quelques observations.

Remarque 1. - L’hypothèse 0 est essentielle corme le montre l’exemple de la

fonction f = 0 , ou celui de f = v 
p 

(valuation p-adique) avec p &#x3E; 1/~ .

Remarque 2. - Intuitivement, le théorème 3 nous dit qu’une fonction additive est

toujours "loin" d’être une constante non nulle : si 0 et x $- A , la propor-

tion d’entiers vérifiant c est toujours ,,&#x3E;, e .

Remarque 3. - Dans E4~ le théorème 3 est démontré avec A = 1 , e == 10 ~
Les auteurs annoncent qu’ils peuvent obtenir e = 10~~’ . Ils nontrent d’autre part
que e ne peut être supérieur ou égal à 1 - log 2 (notons que ~  1/2 est
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évidente comme le montre le choix : f = fonction caractéristique des nombres pairs
et c = 1 ). Il senble que la déternination de la meilleure constante e soit un

problène encore ouvert.

Nous présentons naintenant la démonstration du théorème 3.

Étape 1. - On peut supposer f(n) = 0 pour n ~ C’ , où C’ est une constante

absolue assez grande. En effet, dans le cas contraire, le plus petit entier D, tel

que 0 (nous écartons le cas trivial de la fonction f identiquement nulle)y
est une puissance de nombres premiers p~ ~ C’ . Notons alors : i

~(x , f , c) = ~n E N~" ; n ~ x et f(n) = 
.

= {ni E N" ; de sorte que N(x, f , c) = f , c) .

On définit une bijection entre et une partie de ~1 , ... , f , c)
par les correspondances

Par conséquent

et

Dans les étapes suivantes, on. supposera que x ~ A , les constantes absolues C’

et A étant fixées à des valeurs suffisamment grandes pour que les inégalités que
nous écrivons soient vérifiées.

Etape 2. - Dit grossièrement, on va montrer que, si E(x) n’est ni trop grand ni

trop petit, l’inégalité N(x, f , c) ~ (1 - (l/20)) x est vérifiée même si c = 0

(c’est important pour l’étape 5).

Supposons d’abord que c # 0 . Si n appartient .~’ , c) , on a 
et on est donc dans l’un des deux cas suivants ( au moins) :

, soit il existe un nombre premier p tel que p~n (donc p  x ) et f(p) # 0 ,
. soit il existe une puissance de nombre premier p , avec 03B1  2 , telle que
p II n et 7~ 0 (donc p &#x3E; C’) . On en déduit que

Supposons maintenant c = 0 . On a l’implication suivante :

. s’il existe un unique nombre premier p ~ x vérifiant pj)n et 0 ,

. et si aucune puissance de nombre premier p03B1 &#x3E; C’ 2 , ne vérifie

alors f(n) # 0 , c’ est-à-dire f , 0) . On en déduit que :



17-06

On veut donc que E(x) + D et 1 - E(x) + (n(x)/x) + E(x 2 + D soient  1 - ~/20).
Confie et D sont ~1/50 (si C’ et A sont assez grands), il suffit

que E(x) ~ l~9 .

Les raisonnements utilisés ci-dessus pour majorer N(x , f , c) sont proches de

cas sinpies du crible de Brun. Rappelons le principe de ce crible : &#x3E; si A y ’" , A
sont des ensembles finis, et si 

,. 
. 

k card(A. n ... n A. ) , on a

pour tous les entiers j , j’ tels que 0  2j  k , 1  2j’ + 1  k , alors que

card(A u ... = 1£~ ( - S. (principe d’inclusion-exclusion).

D’après l’étape 2, le théorème 3 est démontré si E(x) + D  1 - e .

Si e = 1/20 , il suffit que E(x) ~93/100 (car D~ 1/50 ). Quitte à augmenter
C’ , A et a diminuer e, nous allons naintenant montrer le résultat pour un x

vérifiant x ~ A et E(x) &#x3E; 93/100 . Cela va se faire en "propageant" le résultat
de l’étape 2 au moyen d’ensenbles de multiples.

Etape 3. - Montrons que, si E(x) &#x3E; 93/100 , il existe C’ tel que

n ~ x et 1/10 $ E(u) ~ 1/9 pour tout u tel que m99/100 ~ u ~ m .
Il suffit de définir m conne le plus grand entier # et vérifiant E(m)  1/9 1

En effet, si ~9/100 ~ ~ ~ ~ ~ on a : i
, d’une part, E(u) ~E(m) ~ 1/9 ,
. d’autre part

si C’ est assez grand. De mène,

Etape 4. - Soit A(x) le nombre d’entiers n  x de la forme n = tv , avec

t  m , x/m  v  et (v , rI.) . Montrons que ( ) où
~ est une constante absolue.
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désigne le nombre d’entiers $ X n’ayant que des facteurs remiers &#x3E; Y . Utili-

sons la minoration 03A6(X, Y) # el X/log Y ( el constante positive absolue) vala-
ble si Y  2 et X/Y assez grand (voir [6], chapître IV, paragraphe 3) ; si

n99/100 q t $ n298/3000 , x/mt  x/m2 p x1/10  A1/10 donc, pour A assez grand,

ou c est une constante positive absolue. ,

Posons c2 =.’211 , et considérons un entier n = tv , compté dans B(x) mais pas

dans A(x) . Cela entraîne que v  x/m car v ~ x/t ~ x/m . On a donc

si C’ est assez grand. Par suite, 2%x $ B(x) £ A(x) + et A(x) ~ .

/

E ta e 5. - Soit c un réel ( le fait que c ~ 0 n’intervient pas ici) , et n = tv

un entier compté dans A(x) et dans N(x, f , c) . On a f(t) = c - f(v) , et
t ~ x/v, donc

On a m99/100 ~ m , donc 1/10 ~ 1/9 , et x/v % A si C ’ % 

D’après 1 ’ ét ape 2 , on a

où e est une constante positive absolue. Cela achève la démonstration du théorème

3.

Dans l’étude de k) pour les grandes valeurs de k (k  (2 - ô) E(x)) ,
le nombre premier p. joue un rôle particulier. Cela se comprend puisque les nom-

bres 03A9E-hautement composés (les entiers n vérifiant pour tout

m ~ n ) sont justement les puissances de On est ainsi amené à changer la dé-

finition de E(x) en posant

Notons 1 + X + ... + (somme partielle de la série exponentielle).
Nous obtenons le résultat suivant :
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THEOREME 4. - Il existe une constante absolue K telle que

pour tout E , tout x ~ 3 ~ et.tout entier naturel k,

pour tout E, tout x ~ 3 , et tout entier naturel k vérifiant

où est une constante positive ne dépendant que de p .
La démonstration complète du théorème 4 paraîtra ailleurs ; elle est ébauchée dans

Notons que ce théorème généralise, sous une forme moins précise, un résultat

de J.-L. NICOLAS (cf. [9]) concernant le cas où E = P .

Indiquons pour terminer l’approche de k) qui sert de point de départ à

la démonstration de (5). Il s’agit d’une idée due à G. HALASZ, déj à utilisée dans

[9].

Notons P(E) l’ensemble (p ; p ~ E) u ~p’ ~p ; p’ OE E y p’ # p.) considéré

comme ensemble de nombres premiers généralisés, et l’ensemble des entiers gé-

néralisés f ormé à partir de P(E) . Remarquons que Z(E) est exactement, et sans

r épé ti tion , l’ensemble des m = n~p ~ décrivant l’ensemble des entiers pre-

miers à Pl . On définit alors %m) = Qp(n) .
Tout entier n s’écrit de manière unique n = p03B11 n’ , où n’ est premier à p .

On a

Cela prouve que

En particulier, on voit apparaître sur cette formule la quantité x/p~ , présente
dans l’énoncé du théorème 4.
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