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PREMIÈRE THÈSE.

SUR LES

RELATIONS ENTRE LES NOMRRES

DES

CLASSES DE FORMES QUADRATIQUES BINAIRES
DE DÉTERMINANT NÉGATIF.

INTRODUCTION.

1. Notations. — Je désignerai par F(N) le nombre des classes de
formes quadratiques binaires [ax2-+- ibxy~\- cy2) à coefficients en-
tiers, positives, de Tordre propre, c'est-à-dire dont les coefficients
extrêmes ne sont pas pairs à la fois, et de déterminant b2 — ac = — N
ou de discriminant ac— h2 = N.

F,(N) est un nombre analogue, mais relatif aux formes de Tordre
impropre, c'est-à-dire aux formes dont les coefficients extrêmes sont
pairs à la fois.

Rien n'est supposé sur la primitivitê de ces formes.
Une classe équivalente à a{x2 + J 2 ) sera comptée pour >̂ une classe

équivalente à ai^ix2 -\- ixy -f- 2J2)> pour y

C. i
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Je poserai encore

= F ( N ) - Ft(N),

G(N) = F(N) + Ft(N),

et, avec les conventions en usage,

F(o) = o,

d'où
E ( o ) = —, G(o) = — — •

V ' 12 V 7 1 2

On peut remarquer que G(N) est le nombre total des classes de
formes de discriminant N.

J'aurai à considérer des sommes telles que

N étant un nombre entier positif. La sommation s'étend sur a, choisi
parmi les nombres entiers rendant N — a2 positif.

Si les nombres cr sont tous congrus (mod/?), on dira que la
somme correspondante est une somme (Vordre p.

Ce Mémoire a pour objet l'étude de sommes du cinquième ordre.

2. Historique. — Legendre ('), le premier, étudia un sujet con-
nexe au notre et découvrit que le nombre des décompositions d'un
entier en trois carrés est lié au nombre des classes de formes quadra-
tiques ayant cet entier pour discriminant. Mais c'est Gauss (2) qui éta-
blit le résultat de Legendre.

Jacobi montra avec quelle fécondité ses fonctions 6 s'appliquent à
la recherche des nombres de représentations d'un entier par certaines
formes quaternaires. On sait qu'il fut ainsi conduit à son célèbre théo-

(*) Histoire de VAcadémie royale des Sciences, année 1785 (Paris, 1788), p. 531
et suiv. Fo/raussi Théorie des Nombres, 3e édition, vol. I, 3e Partie.

(2) Disquisitiones Arithmeticœ, Braunschweig, 1801, art. 291 et suiv.
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rème sur les représentations du quadruple d'un nombre impair par
une somme de quatre carrés impairs ( '), puis, à diverses propositions
sur les décompositions d'un nombre en deux, quatre, six ou huit
carrés. Sa méthode consiste à développer en série de puissances (2)
des combinaisons convenables de fonctions 6, puis à égaler les coef-
ficients des mêmes puissances de l'argument.

Dans le cas de la représentation d'un nombre par quatre carrés,
Jacobi, par une transposition habile, donna à sa démonstration une
forme purement arithmétique. Trente ans plus tard, Kronecker, puis
Liouville, imitèrent ce procédé pour présenter, sous une apparence
arithmétique, des propositions d'abord obtenues au moyen des fonc-
tions 6.

Jacobi paraît avoir pressenti que les recherches de Legendre et de
Gauss prendraient, grâce aux fonctions elliptiques, une extension con-
sidérable; cependant, c'est seulement Kronecker qui réalisa cette pré-
vision en 1857 (3)> n o n Pas? ^ v ra* dire, au moyen des fonctions 6,
mais en considérant les modules singuliers de la théorie de la multipli-
cation complexe des fonctions elliptiques.

Voici les huit sommes ( ' ) qu'obtint Kronecker :

IL 2F(2/w —**),

III. 2(-i)*F(2/n — o-2)

(*) Note sur la décomposition d'un nombre en quatre carrés (Journal de Crelie,
t. 3, 1828, p. 191; Fundamenta Nova, t. I, p. 4o à 42, 65, 66; Journal de Crelle, t. 12,
i834, p. 167).

(2) Pour la définition des fonctions ©, voir le n° 18 du présent Mémoire. L'argument
auquel il est fait allusion est q.

(3) M o nats berichte der Koniglichpreussischen Akademie der Wissenschaften zu
Berlin, 29 octobre 1857, traduit par HOUEL, Journal de Mathématiques pures et appli-
quées, 2e série, t. 3, i858 : Sur les fonctions elliptiques et la théorie des nombres, par
M. Kronecker.

(4) Ueber die Anzahl der verschiedenen Classen quadratischer For men von nega-
tiver Déterminante [Journal de Crelle, t. 57, 1869, p. 248 ) . Ce Mémoire fut traduit en
français par Hoüel et publié dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées,
2e série, t. V, 1860.
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et

IV. 2G(/rt — <72),

V. 2F(/w —<7*),

VI. 2(— i)*F(m-<72),

VII. 1 ( - I ) ^ F L A - - ( 4 ^ ) 2 ] ,

I(-„
Les sommes sont étendues à toutes les valeurs, entières, positives

ou nulles de o, rendant les parenthèses positives et entières :

11 est un nombre entier quelconque,
m un entier impair,
r un entier de la forme 8 k — i,
s un entier de la forme 8k: -}- i.

Ce sont donc des sommes d'ordre un et quatre.
Kronecker indiquait aussi l'équation

i22E(n)qtl=z(i~h iq + 2 g4-h 2g*-h. . .)3,

qui est l'expression analytique du résultat de Legendre.
En 1860, Jouhert (') démontra quelques-unes des formules de

Kronecker, toujours grâce à la multiplication complexe.
En 1861-1862, Hermite (2), reprenant les méthodes de Jacobi,

donne des développements nom eaux de combinaisons de fonctions 0,

notamment de -4-^ i étant, ou non, différent de k.

(*) Sur la théorie des fonctions elliptiques et son application à la théorie des nombres
(C. JR. Acad. Se, t. 50, 1860, p. 774, 832, 907, io44, !og5 et n/J5).

(2) Lettre adressée à M. Liouville sur la théorie des fonctions elliptiques et ses appli-
cations à l'Arithmétique (C. R. Acad. Se, t. 53, 1861, p. 214, ou Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 2e série, t. VII, 1862, p. 25, ou encore Œuvres, publiées par
M. Emile Picard, t. il, 1908, p. 109). — Sur les théorèmes de M. Kronecker relatifs aux
formes quadratiques (C. R. Acad. Se, t. 55, 1862, p. n-85; Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, 2e série, t. IX, 1864, p» *45, ou Œuvres, t. II, 1908,
p. 241).
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Ces développements lui permirent, de façon tout à fait élémentaire,
mais très ingénieuse et très subtile, d'introduire des nombres de
classes, ou même, plus simplement, des nombres de formes quadra-
tiques réduites. La démonstration des formules de Kronecker était
ainsi ramenée à l'application des méthodes de Jacobi, convenablement
étendues. Hermite donnait d'ailleurs, lui aussi, un théorème sur les
décompositions en trois carrés, par l'équation

A peu près à la même époque, Liouville (') avait été conduit, en
arithmétisant certaines considérations analytiques, à des relations
arithmétiques très générales contenant des fonctions arbitraires. En
appliquant à ses travaux le très élégant artifice d'Hermite, Liouville
parvint à la démonstration purement arithmétique des formules de
Kronecker.

Ce dernier, cependant, annonça en 1862 (2) qu'il avait, de son
côté, imaginé la méthode d'Hermite, et il montra, par de nouvelles ap-
plications, combien est étroit le lien qui unit les fonctions Q aux rela-
tions entre les nombres des classes de formes quadratiques. Il déclara
en outre être en possession d'un procédé arithmétique de démonstra-
tion de ses formules, inspiré également des idées de Jacobi. A dire
vrai, il ne publiait pas son raisonnement, mais en amorçait un autre,
bien différent, sans toutefois lever la difficulté principale.

Kronecker avait énoncé ses résultats sans démonstration. Stephen
Smith développa ces dernières dans le sixième de ses intéressants

(*) Note de M. Liouville, à Ja suite de la lettre d'Hermite {Journal de Mathéma-
tiques pures et appliquées, t. VII, 2e série, 1862).

Voir aussi, dans le même Recueil, les Tomes III à YIII (2e série), où Liouville donne de
très nombreux et très intéressants résultats arithmétiques, mais, en général, sans démons-
tration.

(2) Monatsberichte der KgL pr. AkacL der Wissenschaften zu Berlin, mai 1862,
p, 309.
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Reports ( '), en partant de la multiplication complexe. De plus, il ré-
suma les résultats obtenus dans ce domaine en 1865.

En 1867, 1868 et 1869, Liouville (2) persévérant vraisemblable-
ment dans ses méthodes d'arithmétique, donna, sans démonstration,
diverses sommes du type de Kronecker et des ordres 3 et 5, et aussi
des sommes de types nouveaux, tels que

2t*F( m— *2),

I F(2/w —3/*).

En 1875, Kronecker (3) revint encore sur ses formules et appro-
fondit la manière dont ses théorèmes se relient aux fonctions 6. Il
laissait entendre que le sujet était épuisé, mais cependant, en 1879-
1880 et i883, M. Gierster (4), partant des théories de M. F. Klein
sur les correspondances modulaires, étendit considérablement le do-
maine des formules du type de Kronecker, en montrant qu'à chaque
nombre premier correspond un groupe de formules de Tordre corres-
pondant.

Il exposa notamment les résultats suivants, rattachés à la fonction
de ricosaèdre :

ce Soient d et a des entiers qui satisfont à l'équation da = n et de

plus d > y//i, d'où a < yn. Si S est un diviseur quelconque de AÏ, on

(*) Report of the thlrty-fiftli meeting of thé British Association for the advance-
ment of Science. — Report on the theory of Numbers (Birmingham, J 8 6 5 ; London,
1866), ou Papers (Oxford, 189/4), p. 289.

(2) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2e série, t. XII, p. 98; t. XIII,
p. 2, et t. XIV, p. 2, 7, 8. Voir aussi 2e série, t. III à VIII.

(3) Monatsberichte Ak. zu Berlin, 19 avril 1875, p. 223.
(4) Ueber Relationen zwischen Classenzahlen binârer quadratischer Formen von

negativer Déterminante {Gô'ttinger Nachrichten, 4 juin I^79)- — Sitzungsberichte der
Münchener Akademie. Sitzung vom 7 Februar 1880; Mathematische Annalen, XVII
Band, 1880, p. 71 et 7 3 ; XXI et XXII, i883.
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pose ( ' )

W(/i) = 2(rf—a).

» De plus, H(/z) est le nombre des classes de formes

à coefficients entiers, non équivalentes, de déterminant

dont les coefficients extrêmes P, R sont tous deux pairs. On compte
ap#2-+- 2pr2 pour *-> et 2p#24- 2 p , r r + 2pj 2 pour g-

» £[,(/?) est le nombre des classes de formes définies de la même
manière que pour H(/z), mais en prenant seulement celles susceptibles
de représenter des nombres résidus quadratiques de 5, H_{(/?.) est le
nombre des mêmes classes de formes susceptibles de représenter des
nombres non résidus quadratiques de 5, de sorte qu'on a tou-
jours (2)

H1(«) = H_1(n).
» D'ailleurs

H1(o)=H_1(o)^o,

H(o)=——
V ' 1 2

(*) La définition des fonctions *F+1 (n) etW^(n) est insuffisante, car elle n'envisage pas
le cas de n carré. Nous donnons (n° 16) la définition complète d'après MM. Klein et
Fricke.

On trouvera d'ailleurs les formules de M. Gierster dans les Vorlesungen liber die
Theorie der elliptischen Modulfunctionen de MM. Félix Klein et Robert Fricke (Teubner,
1890-1892), 2 ter Band., p. 23r, 232, 233 et p. 202 et suiv. et leur démonstration, par
application des équations modulaires de l'Icosaèdre.

(2) Rl(n) et H_ t(/i) n'existent que si n est résidu de 5. Voir d'ailleurs la Note placée
à la fin de ce Mémoire.
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et

si /n'est pas entier.

» k0 représente tous les nombres o, ± 5, ± 1 0 , ... , dont la valeur

absolue est =y/4^-
» k+i représente tous les résidus quadratiques (mod5), c'est-

à-dire, les nombres i, 4, 6, 9, ..., qui sont = \Jf\n.
» k_t représente tous les non résidus (mod5)? c'est-à-dire les

nombres 2, 3, 7, 8, ..., qui sont = \//\.n.
» # représente tous les nombres o, ± 1 , ± 2 , ± 3 ..., qui sont,

en valeur absolue, ~^\/^n.
» Dans ces conditions, on a les relations suivantes :

I(1). n~±i (mod5);

(1) 22

( 2 )

(3)
(4) 32

]I(2). n==±2 (mod5):

(0 32H(4/»-ArJ ) = * ( / i ) ,

(2) 2SH(4n~A:«:1) = V(/i),

(3) . 32H(4/i —A-iO == *(/i).

III. n = o (mod5) = 5̂ /w, où m^âo (mod5):

Le second membre de la relation I (i) s'écrit encore, en vertu de la relation

(
et non

— 2 * ( / l ) + 4 1 I r
: p l ( « )

comme l'indiquent MM. Klein etFricke (/oc. c«V., p. 232).
(2) Pour la relation II(i) et pour les deux relations III, MM. Klein et Fricke indiquent

des seconds membres deux fois trop forts.
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» Les sommations de gauche s'étendent aux nombres k0, k+n k_A

et k, et les signes inférieurs se correspondent, ainsi que les signes
supérieurs. (^ j est le symbole de Legendre. »

M. Gierster énonçait également (*) des formules se rapportant
au 3e, au f, au 11e et au i3* ordre, mais c'est M. Hürwitz (2) qui
démontra celles du 7e, du 1 Ie et du i3e ordre, et qui donna la théorie
générale complète pour un ordre quelconque premier.

Stieltjes ( 3 ) , en i883 , revenant aux méthodes d'Hermite, établit
diverses formules de Liouville et donna d'autres expressions d'un type
encore différent, par exemple

2(-l)"T"5F(4N — 2 S2).

Hermite(4), en 1884 et 1887, compléta ses Mémoires de 1861-1862
et précisa sa méthode de démonstration des formules de Kronecker.
Il indiqua divers développements intéressants, notamment ceux
d e SftF)' &*(.*)&,(*) e t ïH^Wî^r c e s d e r n î e r s s o n t d'ailleurs dus à
M. Appell.

En i885, M. Hürwitz (5), partant des formules de Kronecker, en

( j) Mathematische Annalen, t. XVII, p. 82 (pour le 7e ordre); t. XXI, i883, p. 49;
t. XXII, i883, p. 198, 2o3, 206.

(2) Leipziger Berichten, 15 décembre i884; Mathematische Annalen, t. XXV, i885,
p. 157, ou encore KLEIN et FRICKE, Ouvrage cité, 4e et 6e Parties.

(8) Sur un théorème de Liouville (C. R. Acad. Se), t. 97, p . i358 et I 4 I 5 . — Voir
aussi Correspondancey p. 58 et 62.

(4) Bulletin de l'Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, t. XXIX, i884; repro-
duit dans les Acta mathematica, t. V, ou Œuvres, t. IV (en préparation). — Remarques
arithmétiques sur quelques formules de la théorie des fonctions elliptiques {Journal
de Crelie, t. 100).

Il faut encore citer : BIEHLER, Sur les développements en série des fonctions double-
ment périodiques de troisième espèce, 1879, Paris, Mémoire qui contient des formules
intéressantes. — APPELL, Sur les fonctions doublement périodiques 'de troisième espèce
(Annales de VÉcole Normale supérieure, 3e série, t. I, i884); et du même auteur :
Développements en série des fonctions doublement périodiques de troisième espèce
(même Recueil, 3e série, t. II, i885).

(5) Ueber die Anzahl der C lassen quadratischer For men von negativer Détermi-

nante (Journal de C relie, t. 99).
G. 2
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tire, par des transformations de fonctions 0, les expressions de di-
verses sommes du type de Kronecker et relatives aux ordres 4 et 8.

En 1900 et 1901, M. Karel Petr publie trois Mémoires (1) où il
indique encore de nouveaux développements en série et notamment
les développements fondamentaux retrouvés en 1907 par M. Georges
Humbert. Il en déduit diverses formules rentrant dans les types de
Stieltjes ou de Liouville, et d'autres d'un genre plus nouveau.

Enfin, en 1907, M. Georges Humbert (2) démontre de très nom-
breuses formules des types de Kronecker, Liouville et Stieltjes. Il re-
trouve et complète les formules de M. Gierster relatives aux sommes
d'ordre trois et donne, sur le même sujet, des formules plus profondes
que celles de M. Gierster. Il montre enfin la merveilleuse fécondité des
méthodes d'Hermite, en établissant des développements d'un genre
tout à fait nouveau, où s'introduisent diverses fonctions arithmétiques
liées aux minima et aux carrés des minima des classes de même déter-
minant. Il peut ainsi calculer des sommes doubles de la forme

V V (-_ i)*+rF(N — ̂ r2 — j 2 )

x y

et d'autres sommes plus compliquées encore.

3. On voit, d'après ce rapide exposé, que deux méthodes bien dis-
tinctes permettent d'établir et d'étendre les formules de Kronecker.
L'une, surtout utilisée par les mathématiciens allemands, conduit à des
relations très générales quant kY ordre, mais peu nombreuses. L'autre,
celle d'Hermite et des mathématiciens français, semble apte à donner
un grand nombre de relations pour un même ordre, mais cette fécon-
dité même paraît devoir entraver son application à un ordre tant soit
peu élevé.

(1) Académie des Sciences de Bohême, 1900-1901.
(2) Formules relatives aux nombres de classes des formes quadratiques binaires et

positives (Journal de Mathématiques pures et appliquées, 6e série, t. III, 1907).
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4. Je me suis proposé, dans ce travail, de retrouver et de compléter
les formules du cinquième ordre données par M. Gierster et rappelées
plus haut, en appliquant exclusivement les méthodes d'Hermite et les
procédés déjà employés par AI. (T. Humberl pour le troisième ordre.

Voici le plan de ce Mémoire :

Dans un premier Chapitre, j'établis diverses relations entre certaines
fonctions des diviseurs d'un nombre. Les fonctions de diviseurs qui se
présentent dans nos recherches et dans celles des mathématiciens alle-
mands sont, en effet, très variées. Il était indispensable, pour pouvoir
simplifier et comparer les formules, de ramener toutes ces fonctions à
un certain nombre de types.

Dans un second Chapitre, je rappelle des théorèmes élémentaires
sur les fonctions 6, diverses formules d'Hermite, et enfin les formules
fondamentales de MM. Karel Petr et Georges Humbert.

Dans un troisième Chapitre, je démontre certaines relations liées à
la transformation du cinquième ordre des fonctions 6.

Dans un quatrième Chapitre, j'applique ces relations à la recherche
de divers nombres de représentations d'un nombre entier par certaines
formes quaternaires. Je n'insiste cependant pas sur ce sujet, me bor-
nant à chercher les relations qui doivent être utiles dans la suite. Un
résumé, placé à la fin du Chapitre, donne d'ailleurs les principaux
résultats obtenus.

Le cinquième Chapitre contient la recherche des sommes

2F(N —cr») et Ï F ^ N —<J*)

relatives au cinquième ordre. Il me suffit, pour cela, d'appliquer une
méthode très analogue à celle que M. Humbert a donnée pour le troi-
sième ordre.

Enfin, je termine par un sixième Chapitre où, grâce aux relations
établies dans le quatrième, je simplifie les expressions trouvées pour
les sommes cherchées, ce qui me permet de retrouver les formules de
M. Gierster, puis d'obtenir des formules définitives dont les seconds
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membres ne dépendent que de fonctions des diviseurs de JN et des
nombres de représentations de N par quatre carrés dont au moins un,
ou deux, ou trois, sont multiples de ). Ces expressions se trouvent
d'ailleurs rassemblées aux numéros 148 et 149.

Il me reste à adresser mes remerciements à M. G. Humbert pour les
précieux conseils qu'il m'a inlassablement prodigués au cours de ces
recherches: le meilleur de ce travail lui appartient sans conteste. Je
suis heureux de pouvoir lui témoigner ici toute mon affectueuse
reconnaissance.

CHAPITRE I.

THÉORÈMES SUR LES DIVISEURS D'UN NOMBRE.

ô. Notations. — Je poserai, N étant entier,

N = 2 W = 5vN / /=

en supposant mises en évidence les plus hautes puissances de 2 et de 5
contenues dans N.

d! sera un diviseur quelconque de N;
dK et d, deux diviseurs conjugués (N = dtd avec d{^d)\
dp etd% deux diviseurs conjugués, le premier pair, le second impair

et tels que dp > d1 ;
flT etdp, deux diviseurs conjugués, le premier impair, le second pair

et tels que d\ > dp;
6' sera un diviseur quelconque de N;//;

o', un diviseur quelconque de - (si \x^ i), à conjugué impair;

d'o un diviseur quelconque, mais impair, de M, ou, par suite, un divi-
seur quelconque de N'.

J'aurai à envisager diverses fonctions de ces diviseurs, et notamment
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les suivantes, où les sommations sont étendues à toutes les valeurs des
variables df, di et ri, définies plus haut :

Le signe yjr) est le symbole de Legendre :

-4-1 si A = dbi (mod5),

- —i si A = ± 2 (mod5),

= o si A = o (mod5).

Ces douze fonctions sont des fonctions de N; mais, en général, je
supprimerai l'indication de la variable, quand aucune ambiguïté ne
sera à craindre.

J'introduirai encore les fonctions

29 '= U, 1

Toutes ces fonctions arithmétiques ne sont pas indépendantes. Je
vais montrer, pour commencer, que les six fonctions J31, 3in fU, ÎBn

€, €t se ramènent à U, V, ku. et v.

6. Calcul de %,%K, U, » f , €, « f , Srf;, ^<(y)> S<(y)*. - On a
évidemment

(1) 2 ^ = 2 6 ' + 5 2 Ö 4 - . . . + 5 2 9 U,

(2) I ^ ^ 2 < ( 2 ^ 1 ~ l ) (
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de même

(3) 1(— i)d df — -ld', + 2Ïd[ + ...

puis

(4) s

(6) 2(-,y»'

Enfin

(7)

(8)

(9) 2(

7. On en déduit, immédiatement, les relations suivantes

Ia l , a,(4N)= | a - I a „

»,(4N)= j » + §».-

( 2 l V ) r = Ë € _ I € l , «(4N) = - ^ C - | c „
2 2 2 2

2 2

On voit que, si N est impair,

4N) = 7a(N),
), »,(4N)=
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Donc, si N est double d'un nombre impair,

21 = 3 ^ .

On trouve encore, pourvu que v^ i, tx étant quelconque,

, N\ a.-eor,
l l ~ W ~ 25 '

8. Calcul de 23', SS'fê), £o'(JV :

(10) 23 ; = 2^- 1 I< =r a^1 5 ' U — 2^~3(5v+t — I) U.

9. Relation entre f, f4 et S « — rf1). — ^(dt — d) est égal à la
somme des différences des diviseurs conjugués dont l'un est pair,
l'autre impair, si N n'est pas multiple de 4? et augmentée de la somme
des différences des diviseurs conjugués pairs, c'est-à-dire du double de

Nla somme des différences des diviseurs conjugués de 7-' si N est multiple

de 4-
Donc

De même

d'où

Or, %(dp — dl) — 2(7/̂  — dp) est évidemment égal à la somme des
diviseurs pairs, à conjugués impairs, moins la somme des diviseurs
impairs.
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Donc

2(dç- rf') _ 2(d} - # ) = Midi - 2< = (ait—0(5v+1—O

Par suite

2 2

10. Remarques. — i° En égalant les deux valeurs de

qu'on vient de trouver, on obtient

(i4) 1M X)={*-l)f

ou encore

ce qui s'écrit encore

(I5 6M) i»1(4N) = V-4- | 3 — i 3

2° Si N est le double d'un nombre impair

puisque si rff est pair, dest impair, et réciproquement.
Donc

La formule (i4) contient d'ailleurs cette dernière, en faisant natu-

rellement |J ( ——-1 ) = o.

3° Dans la formule (i4) (/.est supposé essentiellement différent de

zéro. Mais [x peut être égal à i . Alors, dans ce cas, -r n'est pas entier

(N \~ J = o.



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMIN VNT NEGATIF. tj

f\° Si IN est impair, on a évidemment

( 1 7 ) Pi = — V-

Les deux formules (J/J) et (17) permettent, dans tous les cas, de
ramener la fonction f), à la fonction fl.

On peut les réunir en écrivant

11. Relation entre €t, €t, et 2 (d"t — d') (~^). — i ° Si N = ± 4
(mod 10), on trouve

Les signes supérieurs et les signes inférieurs se correspondent (voir
n° 13).

2° Si N = d= 2 (mod 10),

(^±£y P- df).

Les signes supérieurs et les signes inférieurs se correspondent (uoz>
n°9) .

3° Supposons enfin N = o (mod 10).
Un raisonnement analogue à celui du n° 9 conduit à évaluer la diffé-

rence

Précisons les notations de ces deux dernières sommes : un des
nombres dn d est pair, l'autre impair, Dans la première somme, le

G.
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nombre pair est ^d't ; dans la seconde, le nombre impair est d'. D'ail-
leurs dt et d sont des diviseurs conjugués et d't est un diviseur impair
de N. Il peut se faire que d't soit multiple de 5. 11 est alors multiple
de 5V, sans quoi, son conjugué étant aussi multiple de 5, le symbole

/__L_—\ esi n u | La première somme se décompose donc en deux, selon

que d't est, ou non, multiple de 5 :

II s'agit d'évaluer (-U—j. Or, si d\ est multiple de 5, il est clair

qu'on peut supprimer au numérateur du symbole de Legendre le
terme 2 ^ : il reste ainsi le terme S" qui est tel que â9 '= IN"'.

Donc

V 5 )-\5)-\5)\5)

Si maintenant d\ n'est pas multiple de 5, on peut supprimer dans la
somme dh + d le terme qui n'est pas 2 ^ : il reste ainsi le terme

Donc

En définitive

et de même

Par suite

On en déduit alors, sans difficultés, en procédant comme au n° 9,
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que

(21) aïtrfç-rf^^^^e-ft,^

= «l — €1» -+-1 [1 -H (— OP. 5v ( Ç ) ] [» -H »,].

12. Remarque. — On trouve, comme au n° 10,

(22) * t (N) = L - 1-4- ( 2)1*] I I 4- ( - l)^ HÇ\ 5*1 V + 2 €1 f ~ ) ,

qui s'applique encore si N est multiple impair de 2. Mais si N est
impair [N = 5 (mod io)J,

(23) «&! = — * ,

v est supposé différent de zéro.

15. Relation entre B, tJl e£ £!(</{'—rf1) f-1-̂ -—) • — Les raisonne-
ments sont, en tous points, analogues à ceux des nl)S 9 et 11. On
trouve :

i° N = o (mod 10) :

(24) 22(rf?-rf

20 N = + 4(mod 10).
On est conduit à évaluer la différence

La seule difficulté est de calculer - 1 - T — et g
\ D / \ O /

Supposons par exemple N = 4- (mod 1 o).
fdl\

On voit facilement que si ( y ) = 1,

et réciproquement.
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Il en résulte que la différence à calculer n'est autre que

et Ton trouve en définitive :

/ /ƒ/* _L_ /ƒ* \ 2

(25) 2l(d1-di)( ' ^ j — % - .

- ^ — lit, -f- y 21 -h y 2li =p y Î3 qi y ï j ;4 4 4 4

les signes inférieurs et les signes supérieurs se correspondent.

14. Remarques. — i° Supposons N = o (mod io), on trouve,
comme aux nos 10 et 12,

(26)

formule encore valable si N est multiple impair de 2. Mais si N est
impair [N = 5 (mod io)J, il faut écrire

(27) * , = - * ,

v est supposé différent de zéro.
20 Si ensuite JN = dz 4 (mod io), on trouve

(28)

mais si IN est impair [N = =b 1 (mod 10)], il faudra écrire

(29)

3° Les formules (i4)> (J7)? (22)? (2^), (26), (27), (28), (29) per-
mettent, dans tous les cas, de ramener les fonctions f),, C t n l n aux
fonctions f), €t, Kt, U, V et à 4a et v.

15. Calcul de y^j. — Supposons N = o (mod 5) :

2' V / ^ \̂f /^l4-^\
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Le crochet est nul, à moins que

î + âf=o (mod5),

ce qui n'est possible que si

dx~o et d==o (mod5).
Donc

dl = 5tl, d = 5t
et

Nt et 14 sont donc deux diviseurs conjugués de -g ; donc

(3o) * - « = 5

et cette formule s'applique encore dans le cas où N est multiple de 5
et non de 25, parce qu'alors

Elle s'applique aussi dans le cas où N = ± 2 (mod 5), mais non
dans celui où N = db 1 (mod 5).

16. Les mathématiciens allemands envisagent diverses fonctions des
diviseurs dont je vais chercher les expressions.

D'abord

Puis dans le cas N = ± 1 (mod 5),

£̂  = 0 si N n'est pas carré; sn== 1 si N est carré.
On en déduit tout de suite
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puis

Supposons N = i (mod 5). On constate alors aisément que

d' étant indifféremment dK ou d {dK =f=. d).
Donc

puis

mais dans (a) r/, est différent de d. On ne passe donc de (a) k (b) (jue
si N n'est pas carré.

Si N est carré, on a évidemment

Donc, en définitive, pour être tout à fait générale, la formule (b)
devra être remplacée par

formule qui permet d'exprimer T+((N) — ̂ _4(N) au moyen de nos
fonctions.

On en déduit aisément

(30 = i(mod5)],
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de même

(3a)
2 2

2 2

Puis, si N = o (mod 5),

(33)

17. Analysons enfin la fonction <x(N) de M. Gierster

Supposons N = o (mod 5).
Adjoignons à <J la fonction

et calculons

Il est d'abord aisé de constater que

donc

II faut donc calculer

Un des nombres d ou df admet en facteur 5V» Ainsi, un des nombres
d ou ^ est S', l'autre est de la forme 5V$\

Donc

et y^ étant deux diviseurs conjugués de N';.
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Dans la première parenthèse du second membre, un des nombres
d,d, est S", l'autre est 5VS'".

Cette parenthèse est donc

Dans la seconde parenthèse f "̂  ' j> un des nombres d, dt est

l'autre est 5VSW. Cette seconde parenthèse est donc encore

m--
or

"5 ) ( T ) ' ̂ e s o r t e

donc

OU

(35) er(N)= g [i + 5 v ( ^ ) ] [ ( - a ) ^ - i]V 4- 1^-

CHAPITRE IL

DEVELOPPEMENTS EN SERIE.

18. J'adopterai, en ce qui concerne les fonctions 6, les notations
d'Hermite et de M. G. Humbert, de préférence à celles de MM. Weber,
Jordan, Halphen ou Tannery. J'ai, en effet, trouvé quelque avantage à
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distinguer, par des lettres différentes, les développements où entrent
des exposants qui sont des carrés impairs, de ceux où entrent des
exposants qui sont des carrés quelconques.

Je poserai donc

— V qmteimix=i +• Î V qm* dQSimx^S q

f 4

H(o?) = 4

v)m q 4 si

Voici d'ailleurs, empruntée en partie à un Tableau de M. Lucien
Lévy, la correspondance entre les notations de divers auteurs :

Jordan, Schwartz, Tanner}
Lévy. Halphen. et Molk. Weber. Humbert.

fi( r\ % ( r\ % ( r\ &T ( v\ TT( v*\
v y ** ) 1 V / 1 \ / *̂  11 \ / •"•••• \ ^^ /

19. En remplaçant x par o dans 0 f(#), 0(^) ? Hf(«r), on obtient
C* 4
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trois fonctions de q :

= 2 (-1 )»?"",

00

D'ailleurs
q =

Nous poserons

et Ton a la relation
• 0 ^ 0 = 2 Y}3

et

avec

20. Les propriétés fondamentales de périodicité sont données par
les formules

L'addition d'une demi-période conduit aux formules suivantes

H (a? + ^ ) =



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. 0.J

et

H,

Les zéros des fonctions 0 en résultent et sont donnés par le
Tableau suivant :

H o 4- m%-\- nnr,

0 1 ^ mv: 4. nn7
2 2

e
TTT

Ht - 4-m7T4-WTTT,
2

où T^ et ?i sont deux nombres entiers.

21. Les formules des transformations élémentaires d'ordre un

donnent les transformations T, T H- I j et

H (a?,

puis
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22. Les formules de transformations élémentaires du second ordre

donnent les transformations |T, 2 T | et

i° Transformation de Landen (*) :

Q(q*) %(ix, q2)--

d'où l'on tire
= 9,(0») 8, (3* .

H2 =

2° Transformation de Gauss

- e,(9
2) H,

TI en résulte

381-

(!) Pour simplifier les écritures, quand une des fonctions 0 portera sur les arguments

x et q ou x et T, nous supprimerons toute indication de variable.
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3° On obtient encore d'autres formules en changeant dans les for-
mules précédentes t e n T + i , ce qui donne

= i%\ + H*,

Q(i\fq) ©,(«, i\fq)= ©2 +iH*.

23 Les formules suivantes résultent de ce qui précède

24. Relation entre les cannés des/onctions 6 :

2S. Formules d'addition des fonctions &. — Weber donne les for-
mules (Elliptische Funclionen, Braunschweig, 1891, p. 56-5y) :

(1)

(2)

(3)

(4)
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et en combinant avec les relations entre les carrés des fonctions 6

(5) 6] H(« + c) H(«-*>) = H*(a) ©?(") - H2( O 0?("),

puis

(6) M i 0 ( w - h f ) H ( w - e ) = ®(«) H ( w ) 0 1 ( ^ ) H 1 ( r ) - ^ (a JHtCM) ® ( P )

( 7 ) 6 ni ®(M-hP)H,(w —<>) = 0 ( W ) M M ) 0 ( r ) H , ( ^ ) + ®i(
(8) 0,0 e ^ H + ç;) 0(w — ^ ) = z 0 1 ( w ) ® ( K ) ® , ( < > ) 0 ( r ) — H , (

( 9 ) öt^HiCM — ^ ® 1 ( a + O = » i ( « ) H 1 ( « ) ö 1 ( ^ ) H 1 ( ( 0 - » (
(10) 6 Yî^iCM + e) Q(u — v)= ® ( a ) H ! ( « ) 0 ( ^ ) H 1 ( r ) - 0 ^

( 1 1 ) e ^ i H ^ M - i - p ) ® ^ ! / — P ) = ® 1 ( M ) H 1 ( « ) 0 1 ( ^ ) H 1 ( O — Ö(«) H(tt) 0 ( ^ ) H ( ^ ) ,
(ia) et 9 e ( t t + p ) 0 i ( t ó - c ) = 0 1 ( « ) ®(?/) 0 ( (O^ 1 ( ^ ) + H1(?O H ( w ) H , ( c ) H ( r ) .

26. Développements fondamentaux. — Nous emploierons encore
les formules suivantes d'Hermite (OEuvres, t. II, p.

et les développements fondamentaux de MM. G. Humbert [Journal de
Mathématique?, 6e série, t. III, 1907, p. 353, 354 et 4^3) et K. Petr
( Académie des Sciences de Bohême, 1900-1901 ) :

. . .4- (—

et

HV
(16) n,e, l ïH1e1=aH i(x,^)2? 8 F(8v + 7)

K..J

0
1 ) 2 w — 1 ) » _ (tiw-8)

( 5 )"" 8 -K
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Rappelons pour terminer la relatiori d H ermite
00 8V4-3

(•7) fil^S^
0

Y équation de Kronecker

08) ö» = i

et enfin les équations d'Hermite

(19) ^ =

2N-4-1
2

F(4N

F(4N

•+

-+-

2 ) ,

a).

CHAPITRE III.

FORMULES FONDAMENTALES DE LA TRANSFORMATION DU CINQUIEME ORDRE

DES FONCTIONS 0 ,

I. — Préliminaires.

27. Les fonctions

où 0 représente un des quatre symboles H, 0, H n 0 n et où y est un
cinquième de période, sont des fonctions 0 du cinquième ordre, dont
les zéros sont en évidence.

On forme d'ailleurs très simplement des fonctions 0 ayant pour
zéros et pour multiplicateurs respectivement les zéros et les multipli-
cateurs de chacun de ces produits de fonctions.

On obtient ainsi les six équations suivantes où les G sont des eon-
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stantes en u :

>n, 5r) =C l0(w) %(u +

U~ 5

2TC 27TT\ „ / 2 ^

^ 5 / \ )̂ 5 /

r X 0 ( « — •£•

— 8\ n , . , , ~ / 27T

7rr\ / 7T 2 7 r T \ _ / 7T 2 7 T T

J 0 " 5 - - r ) e ( a + 5 + —

Nous ne nous occuperons que de la première et de la sixième équa-
tion, les autres ne donnant pas des résultats nouveaux, en ce qui
concerne notre recherche. Nous montrerons même qu'on pourrait se
passer des formules obtenues à l'aide de la sixième équation.

II. — Premier groupe.

28. On aura donc, par ce qui précède,

(i) K(U)U(U + ^\R(U-*\R(U + ^ \ a(u — ̂ ) = ClE(&u,Sry^
\ / \ J \ / \ J

Changeons u en u H •
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On a comme multiplicateur du premier membre

(5 e-Ull g'"4 ^

D'ailleurs les H se changent en 0.
Le second membre devient

„/, 5 7IT

H 5 « 4 ,

Posons

5T=T',

H(«' + ̂ ) = « e - e-^&(u',r'y,

donc
•r-r (» 57TT K \ . * ~ S ~ T " ^ / M ^ x

H ( 5 M H > 5 T ] = *tf-5me * 0(5w, 5T) ,

de sorte que

(3) 0(«)

Changeons dansles équations (i) et (3 ) , u en u H—? on obtient :

(2) H,(«) H,^« + £) II, (« - | ) H^« + ̂ ) H,(« - ?f) =C, H,(5a, 5r),

(4) e,(«) ©,(« 4-1) ®i("-f) »•(« + x ) 0)(M ~ ¥ ) = Cl ®l(5u' 5T)-

29. Notations. — Nous poserons, dans tout ce qui suivra,

puis

C.
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donc

avec

de même
5 ( 2 m -4-1 )*

30. Rappelons encore les expressions suivantes :

. 2 7T I / 7~
SIN -^- = ^ V 'O + 2 y 5,

2 7T 1 / /— \

sin — = - y io — a y/5.

COS^-

. 71 . 2 7T \Jï>
sin- sm-r- =r -V

5 5 4

31. Les formules suivantes nous seront utiles :

»(T)=H('-T)=-"(-¥)= "(T)

32. Nous aurons besoin des parties principales (en q) des x5 y, z, t.
En voici le Tableau :

p. pale x = 2^* sin^-j p. pale xt = 2^* s n i - ^ ;

» z = 1, » z ! — 1 ;
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d'où
p. pale xx,:=i ~~

)) ZZjZizi,

De plus
p. pale ô = ! ,

- A
» f]ï — 2qk

y

33. Calcul de C,. — Égalons les parties principales (en M) des deux

membres des équations (i), (a ) , (3) , (4) , on obtient :

(5)

(6)

(7)

(8)

d'où

En faisant d'ailleurs u= g» ĉ  = — â > dans la formule (6) du Cha-
pitre II, on trouve

Y)1010x1= 2xyzt.

En faisant w = ^> î  = —^» dans la même formule, et en remar-

quant que
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donc

d'où

( . 0 )

D'

>Par(<j)>

'ailleurs (5) donne

JACQUES CHAPEL

1 16 x2x?

5YI3

et en prenant les parties principales en q

L'équation (io) donne alors

On vérifie le si»ne en prenant la partie principale du second membre
qui est

\/5 4g' _ ,
4

Ensuite
( X X

d'où

CL étant une racine cubique de l'unité. En prenant les parties
principales des deux membres, on trouve que cette racine est i.

Donc enfin

34. Formules fondamentales. — Cette valeur de Cn portée dans les
équations (5), (6), (7), (8), donne, en déterminant les signes au
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moyen des parties principales,

x! = Y)YÎ y/5,

ZZ! =YIY14 / =-=r->

35. Nouvelles formules. — II s'agit de calculer

y2 yï

F a i s o n s ^ = — > p = -> d a n s les f o r m u l e s ( i ) , ( 2 ) , ( 3 ) , (4)? ( 5 ) d u

C h a p i t r e I I .

O n t r o u v e

( 1 2 )

04)
05)

E n d i v i s a n t m e m b r e à m e m b r e ( i 4 ) e t ( 1 2 ) , o n en d é d u i t

X2Z2 X 2 Z 2

ZZ, ZaZÏ — X * X2 V ?

d'où
x2 x2 __ xxi r

z2™ ï2 ~"~zzTL 1
\ ZZ!
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donc

et enfin

(II)

JACQUES CHAPELON.

de même

36. Nous allons maintenant obtenir de nouvelles expressions pour

t t n zz, ,yy4 .

Faisons u = ^? v=-^-, dans les formules (7), (8), (9), (10), (11)

et ( i a ) du Chapitre TT.

On trouve
9

0 f]{z y 1 = zz1yy1—

0! 0 t z t = t(i zzt

0, 0 z t, = ttj zz, — yyixx,,

y i = — u,yyi4- zz,xxt,

d'où

donc
i = yi z -H

Xi F
— = y i z 1
1 L

(III)

\9= yjZ f Qi-\- y/5 ö t ] ,

de même

v\iQiQ= y zj[— 0, + v ^ 0i]i

^3i0i0== y t i [—6 -4-v/5 Ö ] ,

Y)i 0iö = y! t [ 0 + y/5 0 ] ,

Yïjötö = Z! t [ Y3i— y/5 YJi],

f)xQxO~ h / f / i , - H i/o Yii 1 ;
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d'où, en multipliant membre à membre les deux premières équations
du groupe III,

YIÎ e« e>=y y i zz t L5 e; — e;] = ^^^f^CöëF; — e;] ,
411!

d'où

(IV) 4 U l = 5 0»— ©ï,

37. Divisons membre à membre la première et la quatrième des
équations (III), on en déduit

(V)

z _ 0 H- y/5 0

y _ fii — s/^fi

Zi — 0 + V/5de même -1 =

— ©1-4- \/5 0t

y __
Z —

38. En éliminant y, z, t entre ces dernières équations, on obtient
la relation remarquable

(VI)
0 , Yï, 0 ^ Y ) 1 0 1 © " "

On peut obtenir d'autres relations entre ri{, 9,, 9, rh ? 9O 9.

Nous avons trouvé :

d'où

et
0 10(t 1Z = 2tt1ZZ1

t ti

Z Zj

et, en remplaçant - et ~ par les valeurs (V),



4c
ou

de même

ou

Enfin

JACQUES CHAPELON.

4 eei [5ê të - ex e] = [50» - e\] [5 02—

itt x%

4ÖYÏ! [ 5 9 ^ + ÔYh] = — [5^J — -n?] [5 0» — 9»].

yi— — ttj

d'où

équations qui s'écrivent encore

(VII) 4 0,0 0,9

~4^Tlë Y), 9

39. Calculons enfin les trois sommes

x2 x{
:r •+- -y, »

"i

En vertu des diverses formules qui précèdent, on obtient

X 1 X

Z4 Z ,

•L\1

Z Z ,
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et, au moyen des formules (VII),

d'où enfin

(VIII)

de même

= 25 et eel B [ e\ 02 — 2 e, öF, 0 4- 59; 92]

(Viii) ï ( 5 + ^
J 1

et enfin

(Viii)

On vérifie naturellement les signes en prenant les parties principales.

40. Nous avons trouvé les formules

92zz1=zz?z2 —xjx2;
d'où

9?tt1-f-92zz1—t2

c'est-à-dire

et, après réduction,

(IX)

Un calcul analogue donne

(IX) 6(9*9*-ÏÎYïï)=e*-Yîi + 5 9 * -

C



\'X

et

(IX)

41

d'où

puis

donc

. On a

(n° 37)

enfin

JACQUFS CHAPELON.

2 t^

ni 6 + on, 1 = 8tt, xx, = 8 Ü i i ü l = 8 di ^
tti 5 9?

(X)

III. — Deuxième groupe.

42. On obtient, en partant de l'équation

des relations entièrement analogues aux précédentes.
Nous exposerons plus succinctement les calculs qui y conduisent.
On part d'abord de

^ 1 7IT

Changeons w en a -\
Le premier membre a comme multiplicateur il e~*luq \
Le second membre devient

de sorte que
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et

(4') ©i(w)®i (u + -r 0i " —ir 0» " r - 0i (M + T - =C'ei(a,r-
\ o / \ D / \ '̂  / \ ° / \ 0

(a ' ) H I ( « / ) H 1 ( M - + - — H, M r H, « — H t w + - r - = C'H, « , r •

45, Notations. — Nous poserons

' 5 ,

0 (o,l") = .

Les formules suivantes nous seront utiles :

Parties principales :
JLJL —

p. paie xf=ziq*\ p. pale \\=iq 20,

t'=i,
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et
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p. pale x'XjZzr— #~ lQ ,

v «71 j '

z' z\ =z I,

t't',=I,

ii. Calcul de G''. — On obtient aisément les équations

en remarquant que

il en résulte

d'ailleurs
"*

Mais

C'ô' —

=8^*1**1

et, en prenant les parties principales,

p. pale C—i;
donc
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d'où

et
x ' x ' , = — rt'-

45. Formules fondamentales :

d')

—•»)'*)
-i

yV,= l)'r\ q

t't',= 4 A i i
V *\ë

46. Nouvelles formules. — II s'agit de calculer

x /2 x / 2

F3~y7:

t?

On obtient aisément les relations

1 __ Z '2Z '2 X'2X'2

^m x^z'1 —x /2z'»,

l 2 /7 5 Y ' Ï '

j y x X
Y ' Ï ' v ' 2 v / 2 x / î v ' 2 .
x Xj — x, y — x j j ,
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OU

(ir)
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z'2 z'2

Xjw
x/2

7?

x/2

t/2

x/2

y/2 y'.yi y'y'

z / z

QÏ0' -
X7 X'

yi y

47. Toujours par des procédés analogues à ceux employés pour
le premier groupe, on trouve les formules

- 9 Y), g'* z\ y' = z', z'y', y' -t-1' I', x' x',,

d'où

(III')

d'où

(IV)

9,8 7-«z'l ' I=z'z' It' l '1-x'x' ty'y'1 ,

- 9,9 f"* z', t' = z'z', t'l', -+- x'x', y'y',,•
_ JL

û YI ^ 3 v' \' t ' t ' v' v' 7'y' \ ' \ '

" «9, ri, y" «y ' f, = l' I ', y' y', + z' z', x' x', ;

><7 5 = z'f t^YJi-f- r}\\,

4 zz, =
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48. Puis

d'où

de même

Enfin

(V )

49. D'où

(VI')

Ensuite

z' 0
l ' 0.

y' t),

y ' vi.

ô',
0,

- 0'

__,

Y)', 0 '
1 1

tl, 0

z', 0 + 0'

<'. 01 + 0'1'

t', ~ 0,-0;

y', n. + îi',
Z', 0 - 0 '

YI,0,9 °'

• i—e'

— 40,0[00, -ô 'o ' , ] = [ ^ - Ô ' 2 J [e\- 0',2].

Ces trois équations s'écrivent encore

(VIF)

50. Nous calculerons enfin les sommes
i r ' 2 ^ ' 2
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Pour cela, nous partons de

d'o
= tl,M',ë', [5ÏIÎÖ? -t- ^',s 9? -

où

(VIII')

51. Nous avons trouvé les formules

— q

d'où
f « 0; t't; " «

d'où, en remplaçant t't ', z'z^ par des valeurs déjà trouvées et simplifiant,

(IX')

66*0;* = 59*

*—V,4,

32. On a enfin

z' " z' z'z',
OU

- 0 '

et enfin

(X')

[0?- 07] [ 0 ^ 4 - ^ 0 ' ] =4§»,»,,6,
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CHAPITRE IV.

REPRÉSENTATIONS D ' U N NOMBRE PAU DIVERSES FORMES QUATERNAIRES.

I. — Notations.

55. Nous étudierons dans ce Chapitre les nombres des représen-
tations d'un entier par les formes quaternaires énumérées ci-dessous.

N est un nombre entier. Les lettres placées à droite de chaque forme
représentent indifféremment cette forme et le nombre total de repré-
sentations du premier membre pour cette forme. Ainsi <§{ désigne la
forme quaternaire io/r2 4- 25 j 2 H- 5 s2-h 2£2, ou bien le nombre des
solutions de l'équation

2N =

Il est clair que ce nombre est une fonction de N : Sf = §t (N).
oc, y, s, t sont des nombres entiers quelconques, positifs, négatifs

ou nuls. Enfin, deux décompositions ne sont considérés comme iden-
tiques que si elles le sont terme à terme.

M.

N —

N =

0.
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et

4N = (ix -+• i)2-h (2 > + i ) 2 + ( 2 r + i ) 2 + 2 5 ( 2 / + i)2 ,

4 N — ( 2 ^ + i ) 2 + ( 2 r + i ) 2 + 2 5 ( 2 r + i ) î +

4 N — ( 2 ^ - h i ) 7 - f - 2 5 ( 2 J 4 - i ) 2 4 - 9 5 ( 2 ^ 4 - i )

/4N = 2 5 ( 2 3?-+- l)2-+- 2 5 ( ? / + l ) 2 4 - 2 5 ( 2 3 H- l)2-f- 2 5 ( 2 / -+-l)2 . 011

2N —

2N ==

- l ) 2 - h I O ^ 2 - l - 2 ^ 2 , G

4N = 2 5 ( 2 X + l)2-+- 5 ( 2 / - h l ) 2 + IO-32 4- 2^ 2 , G,

55. Nous démontrerons plus tard que les décompositions cS se
classent en deux catégories : celle des décompositions cSl (ou<§2) et celle
des décompositions c^, de sorte que

Srrr-Sj-HcX, si N = ± I
(mod5).

^ = 2̂ + ^ , si N=±2

SKI est le nombre des décompositions §

où ni j , ni t n'est divisible par 5.
On montrera aussi qu'on peut poser

e = s1 + ,f, H N ^ ± 2

o o ^ (inodö),
3z=S2H-*i si N ^ ± i

et § est le nombre des décompositions G.

4N = (23? 4-T)2+ 5(2/H-l)2

où ni 2,r -h 1, ni ̂  n'est divisible par 5.
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56. Nous rencontrerons dans la suite, des représentations d'un
caractère un peu différent. Prenons les représentations 3ïCa (ou 0T>a) et
telles que les carrés non précédés de 2 5 ne soient pas divisibles par 25.
Adjoignons à ces représentations DTCa (ou 0T*a) particulières, celles
obtenues en permutant les quatre termes de toutes les manières pos-
sibles, de manière à obtenir des décompositions différentes. Toutes
ces représentations et leur nombre seront désignées par la lettre Dïia

(ou 3T̂ a) correspondante, mais affectée d'un accent.
Ainsi ^K/2, par exemple, sera le nombre des représentations de 4N

par les formes

(ix-+ i ) 2 4 - ( 2 y -+- i ) 2 4 - 2 5 ( 2 - 3 - M ) 2 4 - 2 5 ( 2 ^ 4 - i ) a ,

( 2 , r + l ) 2 + 2 5 ( 2 J + l ) 2 + ( 2 5 + l ) 2 + 2 5 ( 2 ^ 4 - l ) 2 ,

2 5 ( 2 . r 4 - i ) * 4 - ( 2 V 4 - i ) 2 4 - ( 2 5 4 - i ) 2 - f - 2 5 ( 2 ^ 4 - 1 ) 2 ,

(2.2? 4 - 1) 2 4 - 2 5 ( 2 / 4 - 1) 2 4 - 2 5 ( 2 - 3 4 - 1) 2 4 - (2t 4 - i ) 2 ,

25(2 .3? 4 - i ) 2 4 - ( 2 7 4 - i ) 2 4 - 2 5 ( 2 5 4 - i ) " 4 - ( 2 * 4 - i ) 2 ,

2 5 ( 2 ^ 7 4 - I ) 2 4 - 2 5 ( 2 J 4 - l ) 2 4 - ( 2 2 + l ) 2 + ( 2 ̂  4~ l ) â ,

où les carrés non précédés de 25 ne sont pas divisibles par 25.
Nous écrirons

-i)24- 25(2s4-i)24-

en sous-entendant les cinq autres formes écrites ci-dessus, etc.

57. Les analogies formelles des décompositions § et G, $ et \J2>,
«DTC et 31̂ , iîl et lî font pressentir qu'il existe certaines relations entre
ces nombres de ces décompositions. Dans ce qui suit, nous étudierons
quelques-unes de ces relations.

II. — Étude des X et des Oïl.

58. Relations entre les J& et lesdlJ. — On peut partager les décom-
positions 9TDZ en deux classes, selon que le carré non précédé de 25
est, ou non, divisible par 25. Le nombre des décompositions pour
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lesquelles ce carré est divisible par 25 est eHô'. Le nombre des
positions pour lesquelles ce carré n'est pas divisible par 25 est —-^
car, à toute décomposition <9T*8 jouissant de cette propriété, corres-
pondent visiblement quatre décompositions 3X/, obtenues en prenant
le carré non divisible par 9,5, successivement pour ier, 2e, 3e et
4e terme.

On a donc

(O x , = i^i + ^/
4.

Les décompositions 3XD2 se répartissent de même en trois classes :
i° celles où les deux carrés non précédés de 25 sont tous deux divi-
sibles par 25; 2° celles où un seul de ces deux carrés est divisible
par 25; 3° celles où aucun des deux carrés n'est divisible par 25. La
substitution des 91/ aux Ot conduit ainsi à l'équation

(2) DL2_ — -+- —- + JL4.

Les décompositions â)Tof se répartissent en quatre classes : i° celles
où les trois carrés non précédés de 25 sont tous trois divisibles par 25 ;
2° celles où deux de ces carrés sont dhisibles par 20 ; 3° celles où un
de ces carrés est divisible par 25; 4° celles où aucun de ces carrés n'est
divisible par 25. On en déduit

(3) J G 1 = ^ 1 + ^ I + | X ; + X; .

Enfin les décompositions 3T̂ 0 se répartissent en cinq classes, selon
que quatre, trois, deux, un, ou zéro des carrés sont divisibles par a5.

Il en résulte

D'ailleurs <9T«0 est connu : c'est le nombre des représentations d'un
nombre par une somme de quatre carrés, donc huit fois la somme des
diviseurs impairs de N si N est impair et 2/j. fois la même somme si N
est pair.
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Avec nos notations (voir n° 5)

(5) X0=4[2 4-(-l)N](5l-31) = 2[2-r-(-l)îï](5v+l-i)U,

SKo'k n'existe que si N est divisible par 25. Dans ce cas,

(6) ^ = X 0 ( ^ ) = a[2+(^i)*](5v^^

59. Relations entre les 3TC et les DKJ'. — Un raisonnement analogue
conduit aux relations suivantes :

(7) ^ = ^ 4 - a r t ; ,

(8) «nL1=£^k + £ t i + aii;,

(9) o i t ^ ^ l + ̂ k + laiLi + aiu;,

( io) OXio=z « ^ i 4- OÏL; -h 3ïLf
2 4- D1V3 4- 3TL'r

Dans les décompositions (Dit,, SfïC), N ne peut être qu'impair, puis-
que un carré impair est multiple de 8 -h i. DTC0 est d'ailleurs connu :
c'est le nombre de représentations du quadruple d'un nombre impair
par une somme de quatre carrés impairs, donc 16 fois la somme des
diviseurs du nombre.

Ainsi, avec nos notations,

( I I )

de même

( 1 2 ) ^ t f 4 = ^

60. Relativement au module 5, un carré est congru à o, i ou — i.
Or, il y a quinze combinaisons complètes des trois quantités o, i, — i,
prises quatre à quatre. Ces quinze combinaisons se groupent en cinq
classes, de telle manière que la somme des nombres d'une combinai-
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son soit congrue a l'un des nombres o, ï, 2, 3 ou 4? selon la classe
considérée.

Voici ces cinq classes avec les valeurs correspondantes de N (mod 5)
pour les décompositions 2fc> et 3XL :

N = - i (mod5)

N s s l

N E = 2

N==— 2

N==o

2HL.
N == i (mod 5)

(

Nss— 2

N==2

N ^ o

i

i

— i

— i

»

i

i

— Y

I

1

— I

O

I

I

— [

O

— l

— I

o

I

1

— I

I

— I

— I

o
I

I

— I

o

— I

0

o
I

— I

I

— T

0

O

I

0

o

0

o

0

— I

0

o
— 1

0

o

1

I — ï O O

On en déduit immédiatement que, parmi les cinq quantités 3t-'o, iKJ/,
J&>? 3 ^ , <9rç/4, deux au moins sont nulles.

De même, des cinq quantités 3ÎL', 3Ti' , 3TI/, 3TL3, 3^v deux au
moins sont nulles.

61. Supposons N impair et cherchons les relations qui imisssentles
nombres Dît' aux nombres 0^'.

a a

Soit donc

une décomposition 3îo0.
On peut lui faire correspondre deux décompositions 3TL0? savoir

(i3) 4N = — œy-h(x+ z + t — a? H- r -4-s —

En effet, N étant impair, un ou trois des nombres x, y, z, f sont
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impairs. Donc, toutes les quantités

±x±y±z±t
sont impaires.

Deux décompositions (i3) provenant de groupes (x, j , s, «),
(V, / , s', 0 différents sont différentes, caries équations

y-\-Z + £ — a? =ƒ'•+-5'-+- £' j?\

ai + s + /—y =zxr-\- z' -h t' — y\

x -+- j-f- £ — ̂  = i r ' + y + t' — z',
x -\-y-\-z— t =ix'-\- yf-h zr— t'

n'admettent que la solution

x — œ', y —y', z — z\ t=zt'.

De même, deux décompositions ( 14) provenant de lettres (,r,y, z, t)
et (x7^ zV) différents sont différentes.

Enfin, une décomposition (i 3) ne peut être identique, terme à terme,
aune décomposition (i4)> c a r l e s équations

y -h z -h t — ar= y' -\- z' — t' — x',

x -4- z H- t —y = ^ n - ^ ' — ^ — j ' ' ,

^ •+- j -+•t — z = -r' -+• y' — t' — z \

x-hy-h z — t =— x' -y'—z''— t'
donnent

— 2X=zj'^-Zr -h t' x',

— 2y — x' H- z' -h t' — y',

— iz •=- x' -\- y'-\- t' — z\

it —x'-^-y'+z'—t'.

Ces équations sont arithmétiquement impossibles, car les seconds

membres sont précisément les quatre termes de la décomposition ( i3)

provenant du groupe (x',/, z, tf). Or, nous avons vu que ces quatre

termes sont des nombres impairs.

Les décompositions ( i 3 ) , ( i4) sont donc toutes différentes, et

comme ce sont des 3TC0 on en déduirait
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si l'on ne savait, par ailleurs, en vertu des formules (5) et (11), N" étant

impair, que

Nous pouvons donc déduire de cette égalité que le procédé qui fait

obtenir deuK décompositions DÏLO au moyen d'une décomposition 3T>0,

par les formules ( i3) et (i4)* donne toutes les décompositions 3TC0.

6 2 . Supposons N = î (mod IO) .

Le Tableau du n° 60 montre que

Soit une décomposition 3T</

N = a?a-H ƒ*+**+•( 5 J)>.

Le Tableau du n° 60 montre que les trois nombres (ou une de leurs
permutations)

~2 l'î , 2

sont respectivement congrus (mod 5) aux trois nombres

i , i , i .

Par suite, .r, j , z sont toujours (mod 5) une des if\ combinaisons

±1, ±2, ±1.

Effectuons maintenant sur l'ensemble des dl« la transformation

On constate (') que les décompositions obtenues sont des 3K/, et
par suite, des DïC différentes. Mais on ne sait pas si ce sont tous les

Donc

( l) 11 semble que 192 vérifications soient nécessaires, mais elles se réduisent à 8.
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avec

Partons maintenant d'une décomposition 0T</
,

Le Tableau du n° 60 montre que x2 ne peut qu'être congru à 1
(mod 5) ; donc

x = ±\ (mod 5).

Donc, la transformation du n° 61 fait correspondre deux 3TC'o diffé-
rentes à chaque OT/. Mais comme on n'est pas sûr d'avoir tous les 311/,
nous écrirons

(16) a^=p«)IL'o,

avec

Prenons enfin une décomposit ion^,

N = ^24-y24-^2-hf2.

Le Tableau du n° 60 montre que

œ\ y\ z\ t%

ne peuvent avoir que les valeurs

— 1, — i , — 1 , —1 (mod5);

donc
xf y, z, t

ont les valeurs
± 2 , rh 2, ± 2 , dz 2 (mod 5).

On vérifie (4) alors que la t ransformation du n° 61 condui t , pa r la

formule (i 3 ) , à des SlïCi et à des 3TC'O, pa r la formule (i4)> également à

des SïC et à des DTL'3 et cela de telle manière que , si le g roupe (x, ) , s, t)

donne pa r ( i 3 ) une DK'^ il donne par ( i 4 ) une OïL'o et que , s'il donne

(*) 6 vérifications suffisent.
C. 8
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par (i 3) une «911/, il donne par ( i4) une -W '3. Ces 3ÎL'O et JK/ sont d'ail-

leurs différentes, mais on n'est pas sûr d'avoir tous les 5TC'3 et tous les

Donc

( 1 7 )

avec

Comme une décomposition 3T/ ne peut être qu'une 3T/, une 91/ ou

une «Ht/ et cjue les formules ( i3 ) , ( i4 ) permettent de passer des s)T/ à

£o ,̂y les 3TC', il en résulte que l'opération que nous venons de faire

nous a certainement donné tous les 3K!, puisque nous avons opéré

sur tous les 0T</. Par suite, nous avons obtenu tous les 3ït'o tons lesSTl/

et tous les «Tïl/.

Dès lors, la considération des formules ( i5 ) , (16) et (17) montre

qu'on n'obtient les Jfl/ que par l'opération qui a conduit à la for-

mule ( i5 ) . On les a donc tous par cette opération et oc= 1.

De même, on a tous les DTL'^ par l'opération qui a conduit a la for-

mule (17) et par suite y = 1.

Enfin, on n'a les Dît' que par les opérations qui ont conduit aux

formules (16) et (17) et comme on ne peut les obtenir en tout qu'une

fois et qu'on les a tous obtenus, les DïC qui figurent formule (16) dif-

fèrent de ceux qui figurent formule (17). Donc

(3-4-3 = 1.
Par suite,

On sait d'ailleurs que
JV2 = Dit', = o,

et par suite, par l'équation (4) ,
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Enfin, les équations (i) et (2) donnent

2X3—x2.

Les autres cas où N est impair se traitent par des raisonnements tout
à fait analogues que nous ne reproduirons pas. Nous nous bornerons
à indiquer les résultats.

63. N = ± i (mod 10) :

N = ± 3 (mod 10)

N = 5 (mod 10) :

2 *Ko — °)ÏL/ TFLf

l ~+" J b 3 "ZZ 8 3 ,

2 2/v>3 <vv>2»

2 ^ ZZIOILO — OÏL ; ,

01L3 z= v)G3 = J b j = OÏL 1 zz: o ,

»»^0 - 25
= 83,

2 0



6o JACQUES CHAPELON.

64. Supposons IN pair.
Alors les tTTLa n'existent plus.
Soit une décomposition

Appliquons encore les formules (i3) et (i4) et proposons-nous de
rechercher ce qu'elles donnent.

N étant pair, zéro, deux ou quatre des quantités #, y, z, t sont im-
paires et par suite les quantités

±x ±y±z ± t
sont paires .

Donc les décomposi t ions ( i3 ) et ( i 4 ) sont des OT̂ . O n peut écrire

(18) N = ( ^ + ) +

(19) N = l S~1~"~~c~ay\ - / ^ - r - - —"— 7 \ _, _l»-rj— " — *_\ , (— x ~ y — z ~ t\*

\ 2 ; v 2 j \ 2 y v 2

Les décompositions (18) sont toutes distinctes. Les décomposi-
tions (19) sont également toutes distinctes.

Il en résulte qu'une décomposition (18) est identique à une certaine
décomposition (19) et in\ersement.

Il sera donc inutile d'envisager simultanément les deux transforma-
tions (18), (19). Une seule suffira : la transformation (18), par
exemple.

65. Supposons N = 6 (inod 1 o).
Soit une décomposition

x ne peut être congru qu'à ± 1 (mod 5).
Par suite, la décomposition (18) sera une a)î>'0. Mais rien ne dit qu'on

obtienne ainsi tous les OlV. En tout cas, les >X̂  obtenus seront tous
différents (n° (il).
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Nous écrirons donc

(20) W>'z=:aS(L'o

avec

et nous appellerons (X, Y, Z, T) la décomposition à%>'0 déduite par (18)

de la décomposition (<£•,/, z, t) qui est une 9T̂ 3.

Partons maintenant d'une DT</. On trouve de même

( 2 1 ) ^ ; = ( 3 ^ ; .

Donc (3 = 1, puisque d%\ n'est pas nul, quel que soit N.

Partons enfin d'une ùVQ. Alors la transformation (18) donne tantôt

une e)X̂ , tantôt une a)T«'o :

(22) ^ ; = y x ; + ax;

avec
y < i , 3 < i .

Soit (X', Y', Z', T') la décomposition dVQ déduite ainsi de la décom-
position (j?, j , z, t) qui est une Jï/ .

En réunissant ces trois opérations, on doit avoir obtenu tous les 3î/,
puisque 31^ et 3t>'4 sont nuls. On doit d'ailleurs les avoir obtenues ainsi
une fois seulement.

Gomme on n'obtient les <DX>' que dans la troisième opération, on les
obtient toutes ainsi. Donc y = 1.

Par suite, les équations (20) et (22) donnent

Je dis que
a = <

En effet, je vais prouver qu'à toute décomposition (X, Y, Z, T)
correspond une décomposition (X', Y', Z', T') et réciproquement. Dès
lors, les décompositions dVQ obtenues par l'opération qui a conduit à
l'équation (22) et les décompositions dVo obtenues par l'opération qui
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a conduit à l'équation (20) se correspondant chacune à chacune, il
faudra que

d'où
a = 3.

Je dis que, si (X, Y, Z, T) est déduit par (18) d'une décompo-
sition 3V, (—X, —Y, —Z, T) ne peut être déduit d'une 3fc'z
par (18). Donc (— X, —Y, — Z, T) sera déduit d'un ^ par (18).

En effet, il suffit de montrer qu'il est impossible que

y + z -h t — x zzz— (y1 -\- z'-h l'—x'),

x + z-irt — y=: — (x'-hz'-h t' — y'),

x-\-y-\-z— t = x' -h ƒ'H- Z'—t'.

On en déduirait, en effet,

y' + 5'_.*.'_*'
X = -

Z =

x'+z' — y'-t'
j

2

2

__ — a?'— x'— z'—t

Or, les seconds membres sont justement les quatre termes de la
transformation ( 19) appliquée à («*/,ƒ', r/, t'). Or, (,/,y', z\ t') étant
une 0In'3, la décomposition f19) est évidemment une Ot̂ . (,r, j , ẑ  f)
serait donc une >)Xo0, ce qui est contraire à l'hypothèse.

Donc (—X, —Y, — Z, T) sera déduit d'une 0T/o par (18) : c'est
une (Xr, Y', 77, T').

Considérons inversement une (X', Y"', Z', lv), provenant d'une 3T>'o
par (18). Je dis que la décomposition (— X', —Y7, —Z7, T;) ne saurait
en provenir.
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Si, en effet, on avait

ƒ + z 4- t — x~ — ( y' -f- z'-+- t' — x'),

x -+- z H- t — y = — (x'-+- z' -\- t'—y),

x -}- ƒ -+- j — 5 — _ (x'-±- y'-\- t' — z'),

x -h y + z — t — x' -+- y' -f- z' — t',

on en déduirait

X —

œ i y' „I _ i!

9

On vérifie aisément, (V, r', z', tr) étant une OT̂ , que si

( I / ' I * - ' I f f syJ /y»' _ l_ F~t I ƒ ' ~rf T» ' I « / ' I f' m ' ^y»' I / » / ' I / - ' / / \

, j j 1

2 2 2 2 /

est aussi une 0X/, il ne saurait en être de même de

( 3 ? J )
\ 2 2 2 2 /

ni par suite de («r, J , r, £), ce qui est contraire à l'hypothèse.
Donc (X', Y', 77, T') et (— X', — Y'. — 77, T') ne peuvent provenir

simultanément des décompositions 0X7 : donc (—Xr, —Y', —71, T')
est une (X, Y, Z, T).

Donc

et comme
a -h à = Ï ,

1 i
oc = — ) = — î

2 2

il en résulte que

66. Remarque. — Appliquons la transformation (18) à la décom-
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position yç/3 («r, y, z, £). On obtient une décomposition 01/ (X, Y, Z,T).
Appliquons, au contraire, la transformation (19). Nous obtenons
encore une décomposition )V (X7, Y7, Z7, T7).

Je dis que l'ensemble des 9T</ (X,Y, Z, T) est different de l'ensemble
des 3T/(X7, Y7, Z7, T7). 11 suffit pour cela de montrer que les équations

ƒ + : + t — x m y'-h z' -- t'—x',

x 4- 5 4- t — y— x' -\- z' — t' — j ' ,

x-{- y -\- t— z~ x' 4- y' — t1'— z1',

J- + / + S - t=i— x' — y'—z!—tr

sont incompatibles.
On a vu qu'on en déduit

— 2 x = y' -\~ zf -h t1 — x',

— 2 2 = ^ ' + / + t'— Z',

2 t — x''4- v'-hz1— t';

d'où

2

2

Or les seconds membres sont des 31/ puisque (̂ r7, j 7 , z7, £7) est une STô .
On en déduirait alors que (—«r, —7, —r,, £) est une 31/, ce qui est
contraire à l'hypothèse.

Ainsi, l'ensemble des transformations (18), (19), appliquées à la

totalité des 0T/ , donne la totalité des 5X/o et ne donne qu'une seule fois

chaque décomposition <?)T/o.

67. Ainsi
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d'ailleurs
— o .

On en déduit, par les équations (i ), (2), (3) et (4)?

3^=3:21 — 3;*,= 6Ü,

Les autres cas de N pair se traitent par des raisonnements tout à fait
analogues que nous ne reproduirons pas.

Nous nous bornerons à énoncer les résultats.
N = ± 4 (mod 10) :

3fct = 3 2 1 — 3 3 ^ 6 U,

N = ± 2 (mod 10) :

(0^3 zzzz O.

^ ± o (mod 10) :

iî(3l-a»1)-22

or

donc
1 )= 96.5—U,

i )= 48.5*-'l),

«,)= 6 (5v- - i )ü ,

C.
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68. Relations entre 3To (N) et 3T* (4 N). — i° Cas de N pair
On déduit immédiatement les décompositions

(23) 4N =

des décompositions

Résolvons, en effet, la congruence

o==.#2 + / 2 + ,s2 + *2 (mod 8),

on ne trouve que les solutions

0,

==0 + 0 + 44-4>

On voit donc que #, ƒ , z, t sont pairs dans (a3).
Donc

4N = (2^')2+ (2/)2+ (2z')*+(2f)*

N= a?" + / 2 + s'2 + ^/2;
donc

Enfin, les équations (1), (2), (3) et (4) donnent

20 Cas de N impair :
Supposons N ̂  1 (mod 10).
Prenons l'équation

(24) N = r̂

puis

(25) 4N = #'2 + ƒ 2 +

Remarquons que les 5TC (N) sont des STo (4N) particulières. Pour
approfondir la question, revenons aux raisonnements des nos 61 et 62.
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Considérons donc les trois équations

(26) 4 N = (2xy- -+. (2yy + {2zf -+- (2O 2 ,

(27) 4N = ( /4-s + *—a?)2+(a- + s + f —^)8H-(j:H-j + f —s)«+( a? 4-ƒ-H s —OS

(28) 4N = (y 4-S — ^ ~ ^ ) 2 -

Nous avons montré que les décompositions (27) et (28) sont toutes
les décompositions «OTC.

[1 est d'ailleurs évident que les décompositions (26) représentent
toutes les décompositions (25) où a/, yr, z et j ' sont pairs.

Supposons que dans (24) un carré et un seul soit multiple de 5.
Alors (26) est une ̂ ( 4 N), ainsi d'ailleurs que (27) et (28), comme
cela résulte du n° 62.

Donc

(29) 331

car on n'a peut-être pas obtenu ainsi tous les 3V (4 N) ;

Prenons les décompositions (24) où trois carrés et trois seulement
sont multiples de 5.

On en déduit, (26) étant alors une J&'3(4N) et (27), (28) étant des

(3o)

avec

Enfin, supposons que dans (25) aucun des carrés ne soit nul (mod 5).

Il en résulte

avec
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[

Ces trois opérations donnent d'ailleurs tous les <3To'(4N) et les
donnent sans répétition.

Gomme on n'a obtenu des 3f^\ (4-N) que dans la première opération,
on les a tous obtenus ainsi.

Donc
a = i

et

D'où, en prenant aux %,

La méthode s'applique aux autres cas. Nous ne donnerons que les
résultats.

69. N = ± i (mod 5) :

N = d=3(mod5):
3

D'ailleurs, si N est pair,

III. — Relations entre les # et les

70. Supposons N impair.
Considérons F équation

et résolvons la congruence

4 = 5^ 2 H-y 2 - \ - z2-\- 2512 (mod 8).
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On ne trouve que les solutions

= 4-4-0 + 0 + 0,

= 4 + 4 + 4 + 0,
= 4 + 4 + 0 + 4,
= o + 4 + 4 + 4,
= 0 + 0 + 0 + 4,

qui montrent que x,y, z, t ne peuvent qu'être pairs. On obtiendrait le
même résultat pour

Mais de

on tire

et réciproquement.
Donc

N =

et de même

Supposons N pair.
Résolvons la congruenee

o = 5^2-4-y2+52+25^2 (mod 8).

On ne trouve que les solutions (mod 8)

O==O + 4 + 4H-O,

== o + 4 -H o + 4,
— o+o + o + o,

Donc X, Y, z, i sont, ou tous pairs,, ou tous impairs.
Mais, s'ils sont tous impairs, la décomposition

est une i)î>, (N).
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S'ils sont tous pairs, la décomposition

4(
correspond à

N= 5 /

qui est une $, (N).
Réciproquement, à l'ensemble des décompositions ^ ( N ) ,

correspond évidemment les décompositions #, (4N)
Donc

de même

71. Ainsi N = ± i (mod i o)

N = ±3(modio) :

N = ± 2 (mod i o) :

N = ± 4 (mod 10) :

IV. — Étude des décompositions O et S.

72. Calcul de G. — Partons de la formule rappelée au n° 26 :

y)? 0J TT-r = 8 > m —^—

Remplaçons <r par -> puis par ~̂ et ajoutons les deux équations

obtenues. Les formules (VIII) (Chap. III) donnent

ÖjYjjJ izz: l 6 7 —^ — 8 ) ~jl COS -^—z h COS
5 j
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ou (n° 23)

{ \ q
m -r\ 5 J-r

5 J 1 — q*m

Egalons les coefficients de qu dans les deux membres.
An premier membre, il faut poser :

puis

Supposons que, dans G, N soit pair. On voit tout de suite que G est
la somme des deux nombres de décompositions précédentes, si Ton
pose

Dans le second membre, il faut poser

M = m(2p H- i)

et le coefficient de qu est
2 o2(ï)2 m>

m étant un diviseur de M à conjugué impair.
Cette somme est encore (n° 5)

- 2 (?)"'•
Ainsi

!«=» 2 (!)"'.
donc(n°8)

e = 3€ — €l=2^+2U.

On a supposé N pair. Si N est impair G est évidemment nul, car la

congruence
( ) ( j i ) 2 - h i o s 2 4 - 2 *2 (mod 8)

est impossible.
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73. Calcul de S. — Partons de la formule rappelée au n° 26

0^£L _L i
' H 2 COS2^

raisons-y x = -?> puis x = -g- et ajoutons

Les formules (VIII) (Chap. III) donnent

,71 . 27T

cos ' 2 - cos 2 -^ -

ou (n° 23)

5i

i i « f mV mqlm

« 7T 9 27T
COS2 77 C O S 2 - r r -

Égalons les coefficients de qu dans les deux membres.
Il faut poser, au premier membre,

M = io# 24-2j 2- i - 5s2 H- t%;

et, pour que le coefficient ne soit pas nul, il faut que tetz soient de

même parité, c'est-à-dire M pair = aN.

Le coefficient est alors

puisque z et ^ sont de même parité.
D'ailleurs

2N = 'ix%-\- 2 j 2 - ^ it% (mod 4),

N = x + / - h £ (mod 2),

et le coefficient devient
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Au second membre, on posera

2N = M = 2|UL(l -f-p)

et le coefficient est

Ainsi
d'

74. Relations entre les § et les G. — Considérons les décompo-
sitions <§(N), c'est-à-dire les représentations

2N = io.a?2-f- 25y2-+- 5 s2 4- 2*2,

2N —

Considérons >2 +- zt2.

On ne peut avoir dans <S, pourjr2 et ^2, que les combinaisons (mod 5)

O — I

0 I

1 — I

— I O

NE=-I

N = I

NE=2

— i i

1 O

(mod 5).

o o N = o '

Ainsi donc, si N EE ± i (mod 5),

$2 — o , < § — Ö J

si N = ± 2,

G. 10
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De même, si N = ± i (mod5),

j — Of

siN = ± 2(mod5),

si N = o(mod5),

75. Expression de Ga(2N) ( a = i ou 2)* — Supposons d'abord
N impair, par exemple^ congru à 3(mod 10).

Zr nombre des décompositions C2(2Nj ê i eg*a/ a// double du nombre
des décompositions $(N) où le nombre t nest pas multiple de 5.

Nous avons désigné ce dernier nombre par ĉ  (N) (nos 35 et 74).
Ainsi

Partons en effet de la décomposition (33)

(33) 2N = io^2 + y 2 + 5 s 2 H - 2 ^ , S)C(N).

On en déduit quatre décompositions :

(34) 8N = ( ty +

(35) 8N-(->r-^

1 ~ " " \ 2 / " \ 2 /

2 y + 5(-1+z+xy-^r 10('

Que peuvent être a?,j, z, < assujettis à l'équation (33) ?
x pourra être quelconque, mais y, z et t sont assujettis à la con-

gruence
2/2 (modio).

De plus
t^o (mod5).

On trouve
6 = 0 + 4 + 2,

= 5 + 9 -+- 2 ;
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d'où les solutions

SE=O, i , 4, 6, 8 3 = 1 , 3, 5, 7, g

y ==2, 8 et j = 3, 7 (mod io),
£ = i, 4, 6, 9 £ == i, 4> 6, g

dans lesquelles il faudra combiner de toutes les manières possibles les
valeurs de z,y, t. On aura donc 8o solutions. Il suffit évidemment de
se borner aux 16 solutions obtenues en combinant les valeurs de y et
de t. Ori remarque, en effet, que si y est pair, z est un nombre pair
quelconque et que si y est impair, z est un nombre impair quelconque.
Les décompositions (34), (35), (36), (37) ont donc tous leurs termes
entiers.

Précisons les parités de ,r, r, s, t.
Il faudra résoudre la eongruenee

'2 = 2 x°- 4- s2 4- ) 2 4- 2 £2 (mod 4 )

qui a comme solutions
2 = 04-04-04-2,

d'où
X = O, >' E

d? = O, J E

â? = I, J E
<y? ——* 1 "V -

Dans tous les cas, les décompositions (34)5 (35), (36), (37) sont
telles que les carrés, dont les coefficients sont 1 et 5, sont impairs.

Enfin, des deux nombres y— ut et j - f - 2ï, il en est toujours un qui
est multiple de 5.

Groupons les décompositions 9t quatre par quatre :

Y t x z
— y t x z

y —t X Z
— y —t x z

EEE04-

= 2 +

~ 2 4-

S E

Z =

Z ~

I

I

O

4-

4-

4-

0 ,

I ,

I ,

0 .

• 1 -

I -

- 0 -

• t - o ,

\-2,

/ =

^ E =

^ E==

^ =E=

n

: 0

1

0

(mod
(mod
(mod
(mod

2 ) ;

2 ) ;

2 ) ;

2 ) .
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C'est toujours possible puisque ni j , ni t ne peuvent être nuls.
Deux des quatre couples ( j , t) donnent, pour la différence / — 2t,

un multiple de 5, savoir
(y,0 et ( -7 , -0 ,

ou bien
( - 7 , 0 et ( y,-t).

Pour ces deux couples, les décompositions (34), (35% (36), (37)
sont des G2(aN).

Je vais montrer que ces décompositions donnent le moyen d'obtenir
lesG2(aN), sans répétition, ni omission. On pourra, dès lors, écrire

d'où
2 M = e 2 ( 2 N ) .

1° Deux décompositions (34) sont distinctes. Caries équations

j H- t H-5a? =7'-+- t'-\-5x\

y — ii — 5s = 7 ' — zt' — 5zf,

t— z — x— tr— z'~ œ',

y ~\- z —2^z=7 /-f- z'—lx1

n'admettent que la solution

x = x', y—y\ zz=z', t=ztf.

De même, deux décompositions (35) sont distinctes, etc.
2° Une décomposition (34) est différente d'une décomposition (35),

par exemple.
Car les équations

7 4 - £ -h5# :=— yf — t' — Sx1.

y — it — 5* — y1 — 2t'— 5z',

t— z— x— t'— z'—x',

y -h z — ix-=i y'-h z'—2xf,

donnent

ce qui est impossible, puisque le second membre est impair.
La démonstration des autres cas ne présente pas de difficultés.
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Les formules (34)? (35), (36), (37) permettent donc de passer des
décompositions 9C(N) à des décompositions G2(aN), toutes distinctes.

3° On a bien toutes les décompositions G 2 ( Ü N ) .

Soit, en effet,

(38) 8N==(

une décomposition G2(2N). On Fa obtenue.
Il suffit de montrer qu'en posant

y 4- f + 5 ^ =
y — it — 5z — 10T

(6=±I>Y)=dbl),
£ — £ — X ~ Y}(2 Z 4 - i )

y -h -s — 2œ — 2X

on peut déterminer s et Y] de manière que x,y-> z, t aient des valeurs
entières et que t ne soit pas divisible par 5.

On trouve :

(3g) 8^ —

(4o) 4-3 = — 5T —

(42) 8/ ——

D'ailleurs, X, Y, Z, T sont assujettis à certaines conditions données
par la résolution de la congruence

24 = (2Y + i)2 + 2(5T)M-5(2Z + i ) 2 + i o X 2 (mod8o)

qui n'a que les solutions

= 9
= 9

= 9

= 9

= 4 9

= 49

= 49

^ 4 9

4- O4-

4- 5o 4-

4-4o4-

4- 5o 4-

4-4O4-

+ 5o +

4- O4-

4- 5o 4-

D 4 -

5 4 -

45 4-

45 4-

5 4 -

5 4 -

454-

^5 4~

1 0 ,

4o,
1 0 ,

0 ,

FO,

1 0 ,

4o;

il en résulte que t n'est pas divisible par 5.
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Posons
2Y + i = Y',

aZ + i=Z'.

On aura pour Y', Tl', X, T les valeurs suivantes (mod 8) :

3

3

3

3

1

1

1

1

Y'

OU

OU

OU

OU

ou

ou

ou

ou

5

5

5

5

7

7

7

7

1

1

3

3

1

1

3

z.
ou

ou

ou

ou

ou

ou

ou

ou

7

7
5

5

7

7
5

4

1,

1,

3.

2

3

0

3

0

3

2

\.

,5

ou

,5

ou

ou

,5

ou

ou

6

ou

4
ou

4
ou

6

7

7

7

7

0

1,3.

2

1,3

2

O

i,3

T.

OU

,5
ou

, 5

ou

,5

ou

,5

4
ou

6

ou

6

ou

4
ou

7

7

7

7

Mais, écrites en congruences, les équations (39) et (4a) donnent les
conditions

(43) e Y ' - YÎZ'— 2X = o (mod 8),

(44) - I O T - + - 5 Y ) Z ' - + - £ Y ' E = O (mod 8).

Supposons ces conditions remplies. On en déduit, en retranchant,

- 2 X = o (mod 8)

OU

— 5T-f-3YîZ'-h X = o (mod 4),

(45) - 5 T - YÎZ '+ X = o (mod 4);

donc, si les conditions (43) et (44) sont satisfaites, on pourra déduire z
de l'équation (4°)-

On constate d'une manière analogue qu'en éliminant Z'entre (43)
et (44)? o n trouve la congruence

(46) 5X + 5T + eY;=o (mod 4).

qui montre qu'on pourra déduire y de (40-
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Les congruences (45) et (46) s'écrivent encore

(47) SY'H-X4-T==O (mod4)

et

(48) Y)Z'-h T - X E = O (mod4).

Elles permettent de calculer s et r\ d'une manière unique, parce
que X et T ne sont jamais de même parité et que Y' et 7/ sont im-
pairs.

Mais l'ensemble des congruences (47) et (48) n'est pas équivalent à
l'ensemble des congruences (43), (44)-

On peut seulement dire que l'ensemble des congruences (4-3)
et (44) e s t équivalent à l'ensemble des congruences (43) et (4#)> par
exemple. Il faudra donc encore, pour chaque couple s, r,, vérifier que
la congruence (43) est satisfaite. C'est bien ce qui arrive.

11 en résulte que la totalité des G2(â N) a été obtenue et, par suite,
que

Pour les autres valeurs de N impair et non multiple de 5, on a
des résultats analogues que nous nous bornerons à énoncer.

76. N = ± 3 ( m o d i o ) :

JN = ± 1 (mod 10) :

77. Expression de Ga ( 2 N). s— Cas de N pair :
Supposons, par exemple, JN = 2(mod 10).
Alors, le nombre des représentations G2(2N) est égal au nombre des

représentations G(N), où iix + 1 n'est pas divisible par 5.
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En d'autres termes
#(N) = e2(2N),

#(N) étant

(4g) 4N = x24-5j2-hio,32-}-2£2,

où x et y sont impairs et où. x n'est pas multiple de 5.
De l'équation (49) on déduit les quatre décompositions suivantes :

(DO) 8N=T + 2

K \ 2 J \

4 - 2

( 5 2 ) 8N = (

(53) 8 N ^

\ 1 ) \ 1

/ a?-hy~h2z\* /'— t+y — z\*
+ 1 0 >

Je dis qu'à toute décomposition (.r,r, z, 0 on peut faire corres-
pondre une certaine de ces quatre dernières décompositions, de telle
manière qu'elle soit une G2(2N), c'est-à-dire une

8N = X2-h5orP +~5Y2H-IOZ2,

avec X et Y impairs.
L'équation (49) donne, puisque N = 2(modio),

8 = x2-\- 5 / 2 + io^2-h 2£2 (rnod/Jo),

qui n'admet que les solutions

8 === i -h 5 -H o-h 2
(mod4o),

= I-t-5 + IO + O2

puisque x et y sont impairs et que x n'est pas multiple de 5.
Alors

x== i ou 9 (mod io) ,

y impair quelconque,

z pair quelconque si £ = 1 . 9 (mod 10).

z impair quelconque si £ = 4 ,6 (mod 10).
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II en résulte donc que les décompositions (5o), (5i), (52) et (53)
ont tous leurs termes entiers.

Si Ton forme toutes les valeurs de x-h-t et de x—£, on constate
qu'un et un seul de ces deux nombres est un multiple de 5. Il s'ensuit
que le coefficient de 2 sera divisible par 5 dans deux des quatre décom-
positions envisagées; on ne retiendra donc que ces deux décomposi-
tions, savoir : ( 5o) et (5 1) si (,r, t) est (mod5) (1, 4) ou (4? 0> e t a u

contraire (52) et (53) si (#, t) est (mod5) (1, 1) ou (4, 4)-
Remarquons qu'il faut de plus que xzh 2 top 5y soit double d'un

nombre impair. Gomme le signe à prendre devant t vient d'être fixé,
tout revient à trouver le signe à mettre devant 5 y. Or, y étant im-
pair, a — 5y et a -h 5y ne peuvent à la fois être le double d'un
nombre pair, ni le double d'un nombre impair. Le signe à prendre
devant y sera donc déterminé sans équivoque.

Les considérations qui précèdent donnent ainsi le moyen de choisir
avec précision une des quatre décompositions (5o), (5i), (52), (53),
et la décomposition obtenue aura, comme coefficient de 2, un mul-
tiple de 5 et, comme premier terme, un carré impair.

Mais, pour que la décomposition ainsi déterminée soit une G2 (2N),
il faut, enfin, que le coefficient de 5 soit un carré impair. Or, si 71 et e
représentent ± 1 , on a l'identité

Or, la parenthèse est paire, car des trois nombres j ' , z et t, deux sont

impairs, le troisième est pair. Mais - — ^ — a été choisi impair.

-^ X Y) V - h 2S r .

Donc ^ est impair.
Ainsi, à toute décomposition / (N) on peut faire correspondre une

décomposition G2(2N) et une seule.
D'ailleurs, on vérifie que deux décompositions G2(2N), représentées

par deux des formes (5o), (5i), (52), (53), ne peuvent coïncider que
C. n
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si les décompositions (49)? qui leur ont donné naissance, sont iden-
tiques.

Si nous montrons que, réciproquement, toute décomposition
©2 ( 2 N) est représentable, d'une manière unique, par une des quatre
formes (5o), (5i) , (52), (53), où (x,y,z,t) sont des solutions
de (49) et où<r, y sont impairs, x non divisible par 5, il en résultera
qu'à toute décomposition <Sf(N) correspond une décomposition G2 (2N)
et une seule et réciproquement, et par suite que

Soit donc
8N = X24- 5oT24- 5 Y24- ioZ2

une décomposition G2(2N) en supposant X et Y impairs.
La congruence

16 == X24- 5Y24- ioZ24- 5oT2 (mod 80)

n'admet que les solutions suivantes :

16 = 14- 5 4- 10 4- O

== 14- 5 4- 4o 4- 5o

== I 4-45 4- 10 4-4o

== I 4- 45 4- O 4- 5o
(mod 80)*,

S E 4 I 4 - 54-104-4O

== 4l4- 5 4- O 4- 5o

= (\\ 4- 45 -*- IO 4- O

== 4 I -h 45 4- l\O 4- 5o

d'où, pourX, Y, Z, T, les valeurs suivantes (mod 8) :

x. Y. z. T.

1,7 J> 7 1 ,3 ,5 ,7 0 ,4
1,7 1,7 2 ,6 i , 3 , 5,7
1,7 3, 5 1, 3, 5, 7 2, 6
1,7 3,5 0,4 1 ,3 ,5 ,7
3,5 1,7 i , 3 , 5 , 7 2,6
3,5 1,7 o,4 i , 3 , 5 , 7
3, 5 3, 5 i, 3, 5, 7 o, 4
3,5 3,5 2,6 i , 3 , 5 , 7
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Je dis qu'on peut trouver ,v,y,z, £, £, vi (s = ± i, r, = ± 1), tels

que
— r\t~ zy—z

L — ?

5T — x ~hrit~~ ^z ,
2

On en déduit, en effet,

(54) - 4 - — 5T— sY + Z,

(55) ^sy=z r\X— EY — 2Z,

(56) l\rit=z— 5Z 4- 5T —Y)X,

(57) koe =

Réduites à des congruences, ces équations deviennent :

(58) T + 3sY+ Z = o (mod4),
(59) Y)X4- 7£Y-T- 6Z = 4 (mod8)f

(60) 3Z-+- T-f-3rîX = o (mod 4),

(61) 2Ï + 58Y4- YÏX = 4 (mod 8).

Ajoutons (58) et (61), il vient

(62) 3T-+-Y}X-hZ = o (mod 4).

Nous déterminerons £ par la eongruenee

(58) ÊY = T + Z (mod 4)

et T| par la congruenee

(62) Y)X==T — Z (mod 4).

e et YÎ étant ainsi choisis, ce qui ne se peut évidemment que d'une
seule manière, car T et Z sont de parité différente et X et Y sont
impairs, x, j , z, t en résultent également d'une seule manière.
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Il faudra encore vérifier que, pour les valeurs de s, 7] ainsi trouvées,

la cotigruence (61) est satisfaite. C'est ce qui a lieu.

D'ailleurs, X n'étant pas multiple de 5, l'équation (57) montre

que x ne peut l'être.

Donc la décomposition

donnera un système unique de valeurs de œ,y9 z, t satisfaisant à l'équa-

tion (49) avec x, j impairs, x non multiple de 5.

En définitive

Les autres cas [N = 6, 4? 8 (mod 1 o)] se traitent d'une manière ana-

logue. On trouve

78. N = ± 2 ( m o d i o ) :

79. Relation entre Sa(N) et 8p(2N), X(N) et 3t(2N). — Cas

de N impair :

<Sp(2N) est

oh y ont est multiple de 5.

On en déduit la congruence

4 == 2 x2 -4- y 2 4- 5 z1 + 21%
4

= 2 4 - o - h o - f - 2 (mod 8);

= o + 0 + 4 + 0

= = 2 H - 4 - h 4 - f - 2

donc/ et z sont toujours pairs.
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Donc

qui est évidemment une Sa(N).
Ainsi, à toute <§̂ (2N) correspond une §a(N), et inversement.
Donc

(63)

On a d'ailleurs

(64)

car
S(N) = 2 31,

= S(aN),

puisque N est impair.
Retranchons membre à membre les équations (64) et (63), il vient

80. N = ± i ( m o d i o ) :

= ±3(modio) :

81. Relation entre Sa(N) X(N) et 3C(aN). — Cas
de

Si N est pair, on a

3C(2N) c'est

où ni j , ni t n'est divisible par 5.

2 * 2 ,
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Résolvons la congruence

j 2 + 5 . s 2 + 2/2 (mod 8)
OU

o = y2 + 5s2 + 2#2 + 2t% (mod 8),

on trouve
0,

= 1 + 5 + 2 + 0,

= 1+5 + 0 + 2,

= 4 + 4 + o + o,
= 4 + 0 + 2 + 2.

Les troisième et quatrième lignes correspondent à y, z impairs à la
fois, c'est-à-dire à des < (̂N), les deux premières et les deux: dernières
à y, z pairs à la fois, c'est-à-dire à des décompositions

OU
2 / 2

c'est-à-dire à des 9t(N), puisque ni y= iiy', ni t=ztr n'est divisible
par 5.

Inversement, il est évident que, du tableau des <#(N) et des
on pourra déduire le tableau des

Donc

(65) 3C(2N)

On a trouvé

= 2 C t = 2(2^+1 —3)U, puisque N est pair;

cS(2N)=

donc
(66) S(2N)

En retranchant membre à membre les équations (65) et (66), on
trouve

(67)
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82. N = ±a(modio):

= ±4(modio) :

83. Relation entre Sa(N) et <Sa(4N). — Cas de N impair :
On a trouvé (n° 79)

or(n°81)

donc
§a(4N) = Sa(N) + S a ( 2 N ) ;

mais (n° 76)

donc

84. N = ±3(modio)

N = =bi(rnodio) :

8S. Relation entre Sa(N) cf Sa(4N). — Cas de
Nous venons de trouver, en supposant N impair,

ou encore (n° 79)

ce qui s'écrit

S(4N) — S a

Or
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donc

ou encore

Donc, si N est pair et double d'un nombre impair, non multiple
de 5, on a

(68) DC(2N) + DC(N) = 2[Sa(2N)-HSp(N)].

Je dis que cette relation subsiste, quel que soit N, pair.
Il suffira, pour l'établir, de montrer qu'en la supposant exacte pour

une certaine valeur de N pair, elle l'est encore quand on remplace JN
par 2INI.

Or, on a (n° 82), si N est pair,

donc, en supposant (68) exacte, on en déduit

(69)

D'ailleurs

(70)

OU

(70

puis (n° 78)

donc (69) devient

OU
484-2

donc

(72)
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car N n'est pas divisible par 5.

Mais, d'après (71),

d'où

D'ailleurs
î— 3)U,
1— 3)U;

donc

puis

OU
DC(4N) — ££(N):=2Sp(4N) — aSp(N),

Mais, par hypothèse, (68) donne

DC(aN)-hS>C(N) = a[Sa(aN) H-Sp(N)],
donc

c'est précisément la relation (68) où l'on a remplacé N par aN.
Il en résulte que cette relation est générale, et aussi la relation (72)

qu'on en a déduite.
Cette formule (72) s'applique même encore au cas où N est impair

(non multiple de 5) puisque alors ©p(N) = o.

86. N =

dzi(mod5) :

C. 12
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V. — Calcul des nombres D\Ll et #K .̂

87. Partons de la formule (n° 26)

/ ov 9^oH2
 o v7 mqm

 n v mqm

(73) Y)Î0?7T1 = 8 y ^ — 8 7 ^r-cos2ma?.

Faisons-y x = |> a? = ^ et retranchons.

Par les formules II (Ghap. III), le premier membre devient

et le second membre est (n° 30)

Égalons les coefficients de qm dans les deux membres. Au premier
membre, il faut poser d'abord

M = g -H g + ^

OU

8 M = ( 2 ^ + i)2 + 5 ( 2 j + i)2 + 5(2* +i ) 2 H

puis aussi
8M= (2^-f-i)2 -h (2y + i)2 -h (2S-+-I)2 -h 5(at-M)*.

s

On a donc

en posant

M = = m ( i -t- 2 p ) ;

m est donc un diviseur quelconque de M, à conjugué impair.
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Posons

donc (n° 8)

(74)

88. Pour obtenir une autre relation entre JH, et J$l3, partons encore

de cette formule (73) et faisons-y x=^-

On en déduit (Ghap. III, formules II' et VIII')

mci

2m lm

i -— qzm 2

et Ton obtient une relation analogue en faisant x =
M

Le premier membre donne, comme coefficient de q% en posant
toujours N = 2M,

~ T "" 5 Mz "*" S ̂ ! p o u r ^ = T"
et

27TT

Au second membre, pour x = y > il faut poser

M

OU
N = 2m' (iop 4- 5)

et prendre 8 S m' ; puis

= 2/TC//(l0p i t 3)

et prendre \Zmr/\ puis, pour x= ^ J il faut prendre encore 82m'
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et 4£m"'avec
N = 2m///(iop±:i).

On aura donc

2 4 4

2 4 4

N

m', m'7 et T?/' étant des diviseurs de -5 dont les conjugués (impairs j
sont respectivement congrus à o, 2 ou 1 (mod 5).

i° Supposons N = 2 (mod 5).
Si Ton résout la congruence

#y==i (mod5),

on ne trouve comme solutions (mod 5) que

2.3 ,

3 .2 ,

44;
donc

2m! = 0 ,

i-^'HS)]'
donc

2 2

-©-+- £«,— i*,=—823' —

On en déduit immédiatement pour G la valeur déjà trouvée (n° 72)
et pour JH9 — M, la valeur

(75) «i-jnl = -i62

d'où, par (74),
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On trouve le même résultat si N = — 2 (mod 5).
20 Supposons N = 1 (mod 5).
Résolvons la congruence

xy ==3 (mod 5),

on n'a que les solutions (mod 5)
1.3,

2.4,
3 . i ,

donc
2 m' = o,

d'où Q et

v7°; Mh — «il —-

donc, par (74),

^3 = — $lè'(j]= 5Ï+ Î5t [N=i(mod5)].

On trouve le même résultat si N = — i (mod 5).
3° Supposons enfin N = o (mod 5).
Posons

N = 5^N".

NSra' est alors la somme des diviseurs à conjugués impairs de —
N

c'est, en appelant tf un diviseur à conjugué impair de —^>

de même
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d'où
+ 82m'

c'est le résultat du n° 72.
Ensuite

(77) —±Ml+-Ml = —SIm + S2m=&(^\
2 '2 \ 5 /

Cette formule est générale et comprend comme cas particuliers les
formules (76) et (75).

89. En la combinant avec (74) on obtient

Rappelons que

et que

90. Nous avons obtenu les formules (78) par des considérations
purement analytiques.

On peut, en supposant connue la formule (74)5 en déduire les for-
mules (78) par des considérations arithmétiques qui ne sont pas sans
intérêt et que nous allons exposer succinctement.

i° D'abord, si N = ± 2 (mod 5), 4 N n'est pas résidu quadratique
de 5 et la décomposition JW3 est impossible.

Donc

20 Supposons maintenant N = ± 1 (mod 5).
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La décomposition Jîl3 est alors possible.
Soit

On peut lui faire correspondre la décomposition

(79) 4N==*2

qui est une Mt.
Toutes ces décompositions (79) sont distinctes si l'on part de

groupes (<r, jr, z, t) distincts.
Inversement, soit une décomposition

(80) 4N = X2-+-Y2+Z2+5T2 (Jtti);

on peut lui adjoindre cinq autres décompositions Jïto savoir :

4-

(80 bis)

On suppose X2, Y% Z2 différents.
Pour que la décomposition (80) coïncide avec la décomposition (79)?

il suffit que
x =. X,

= Y-2Z,

(81)
(82)

On en déduit

(83)

donc

(84) 2Y + Z = o (mod5).

On déduit d'ailleurs de la congruence (84)

4Y-+-2Z — O (mod5)
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OU
Y — 2 Z = o (mod5),

qui prouve que la condition (84) est suffisante pour que le système (83)
soit résoluble.

Si N = 4 (mod 10), l'équation (80) implique la congruence

X2+Y2-+-Z24-5T2=i6 (mod4o),
d'où

2 4-Z2=x (modo),

qui n'admet que les solutions

04-0-1-1

0 + 1 + 0

I + O + O
(mod 5);

d'où, pour X, Y, Z (mod 5), les valeurs

O O ± I,

o ± 1 o,

± 1 o o,

d= 1 d=i ±2,

±1 ±.1 ± 1,

±2 ±2 ±1.

On vérifie alors, pour chacune de ces solutions, que parmi les
nombres

2Z +-Y,

2Z -4-X,

2X + Z,

2X4-Y,

. 2Y + X,

qui représentent la combinaison 2Y + Z pour l'équation (80) et les
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cinq équations (80 bis), il y en a toujours deux congrus à zéro
( mod 5) et quatre qui ne le sont pas.

On peut donc associer les décompositions Jfl, par groupes de six,
tels que deux d'entre elles soient représentables par la forme (79) et
tels que les quatre autres ne le soient pas.

Si Ton supposait Xa = Y2, on associerait à

4N — X2+X2 + Z2 + 5T2

les décompositions
4N-=X2+Z2

 H - X 2 4 - 5 T 2 ,

4N— Z2 -4-X2-4-X2-h5T2,

et Ton verrait que, parmi les quantités

2X4-Z,

2Z 4-X,
3X,

une seule est congrue à zéro (mod 5).
Enfin, le cas X2 = Y2 = Z2 est évidemment impossible à cause des

formes de X2, Y2, Z2.
On peut donc dire, en définitive, qu'aux décompositions JH3 on peut

faire correspondre un tiers des décompositions £ïli.
Le cas de N = — 4- (mod 10) se traite de même et conduit à la

même conclusion.
Donc

(81) ^

La comparaison des équations (81) et (74) donne alors

[N=s±i(mod5)].

"5

Enfin, les deux cas

Nssifci et N=±:3 (modio)
G. i3
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se réunissent en un seul en écrivant

[NjBÉo(mod5)].

91. Supposons maintenant W = o (mod 5).
Posons

N = 5VN" avec W?âo (mod 5)
et

N = 5N l5

alors si
2 0 N t = ( 2 ^ - i - l ) 2 - h 5 ( 2 j H - l ) 2 + 5 ( 2 S + l ) 2

il faut que
2#-4-1 = 0 (mod 5),

donc

Donc
(82)

Posons, en général,

o est un diviseur a conjugue impair de - ou de — y ••• ou de — •

On peut écrire les équations

Un=çn_u

5un— vn = — 4a,

système qui se résout aisément.
On en déduit

5^-t — f„ = — 4«.
Posons

F ( ) . . . 4 - P n a?"-4 - , , , .
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On en déduit

*~~ OC

Or P0 est connu : c'est (n° 90)

Donc

-
( i — - a ? ) ( i — 5a? )

donc

donc enfin

ce sont précisément les équations (78).

VI. — Calcul des nombres W„ W2 et ï*3.

92. Partons de la formule (n° 26)

(83) fl.flîg = _ L _ _ I +

271
Faisons-y x = -y > puis r̂ = g-> et retranchons.
Les formules II (Ghap. III) permettent de transformer le premier

membre qui devient

Le second membre est

\miz 2 m ni
• c o s •

C O s 2 — c o s 2 ^ ' * L v J

5 5

a étant une constante.
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En égalant les coefficients de ç2N dans les deux membres, on voit
qu'il faut poser au premier membre

et le coefficient est

Le second membre donne, en posant

N = m ( i 4 - p ) ,

puisque m représente visiblement un diviseur quelconque de N.

Il en résulte

(84) 5tt3-^i=(—i)N4». .

93. Pour obtenir une autre relation, partons encore de la for-
mule ( 83) et faisons-y x = ^p

On en déduit [formules (II7) et (VIII'), Chap. III]

* î!! —__ L sjjj) slWJ'l 9t0' 4- 00; — ox 9 -H 5; ë' J

2m 2m

_ — ,

et l'on obtient une expression analogue en faisant x = ^
2N

Egalons les coefficients de q 5 .
Au premier membrey on trouve aisément

• $ ~ T + - I p o u r

et
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Au second membre, pour x = ~r> il faut poser

cos2 -=-

puis, dans

il faut poser
2N
—-

c)

OU

et prendre

puis, dans

il faut poser
2 N „ . , m7'
- p - zz: 2 /W" -+• 2 771* p ±2 -= -

ou
N = m"(5p4-5±i)

et prendre

— 42(—i)w 'm^

Pour ^ = ^ - Ï il faudra encore prendre

puis poser

et prendre
- 4 I ( — i)«

On en déduira

(85) ( - I ) N ^ - ^ + ^ ^ ( - . f - 1 N H

(86) ( - I ) N ( _ S + ^ _ ^ = 4 [ Y ] ( - O

où [^ I représente o si N est impair et - si N est pair.

Posons
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On a évidemment

2(—i)«ï/nï = (— i)NN + 2(—

puisque en écrivant
N = 7tt"(5p +

on supprime la décomposition

N = N . i

qui existe quand on pose

Alors réquation (85) s'écrit

(87) ( - 1

où m/ est un diviseur de N dont le conjugué est divisible par 5 et où m
est un diviseur de N dont le conjugué est résidu quadratique de 5.

Dans l'équation (86) envisageons deux cas :
Si N est impair, on peut écrire

puisque poser
N = ;nw(5p-f-5zb2)

revient à éliminer la décomposition impossible

Si N est pair, soit 2 N', on a

c'est précisément le terme qui manque dans 4^(— \ )m ' m!ff pour faire
42J(— \J 'mr

Ainsi, l'équation (86) peut s'écrire dans tous les cas

(88) (_i;



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. I o 3

où m! est un diviseur de N dont le conjugué est multiple de 5 et où iri\
est un diviseur de N dont le conjugué n'est pas résidu quadratique de 5.

i° Supposons N = ± 2 (mod 5), il en résulte

2(— i)m' m' = o ,

donc

d'où
S = 2(—i)Na, {cf. n°73)

et :

(89) «.-«^-(-i)^»,;

d'où, en comparant avec (84)»
îlj=:O

et
ml — -{— i)N 4 î>, [N=±2(mod5)] .

a° Supposons N ̂  db i (mod 5), alors

S (-!)"•'= O,

d'où § et

(9o) *i1-u3=(-i)N.4ï>1

et, par suite,
«. = 6(-.)-*I ( m o d 5 ) ] .

3° Supposons enfin N = o (mod 5).
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Posons N = 5YN" et soit 8' un diviseur quelconque de N"

de même

-„•^«•[ . - ( ï ) (?)](-.)»

—3)U;

-4-

d'où

c'est le résultat du n° 73.
Ensuite

ou

(90

Cette formule (91) est générale et comprend comme cas particuliers
les formules (89) et (90).

On en déduit, en la combinant avec (84),

Rappelons que

94. Nous avons obtenu les formules (92) par des considérations
purement analytiques.
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On peut, en supposant connue la formule (84), en déduire les for-
mules (92) par des considérations arithmétiques entièrement analogues
à celles du n° 90.

i° On voit immédiatement que, si N = ± 2 (mod 5), la décompo-
sition lî3 est impossible et la formule (84) donne

20 Si N = ± i (mod5), à

N —
faisons correspondre

(93) N = x*-

Les décompositions (93) sont toutes distinctes et ce sont des tt,.
Réciproquement, soit

une décomposition tt,.
On peut lui adjoindre cinq décompositions analogues, et Ton trouve

aisément que, pour que cette décomposition puisse être donnée
par (93), il faut que

"Y-4-2Z=o (mod5),

et, en suivant presque mot pour mot le raisonnement du n° 90, on
trouve qu'aux décompositions tî3 ne correspondent par (g3) qu'un
tiers des décompositions tt|? de sorte que

(94) ^ = 3 ^ 3 ;

d'où, par la formule (84)?

On encore, en réunissant les deux cas,

C.



IO6 JACQUES CHAPELON.

3° Si N = o (mod 5), on posera

N = 5*Nf=5N,,
et, si

N = ^24-5/2-+-5^2-4-5

on en déduira

d'où

Puis, en posant

^(5»!**) = e»,

on trouve que la fonction génératrice F (,r) de vn est

/N" \

F(.)=(ij£»i+'""'U;>-t
V ' I 57 1 — 55?

ou

P „ = ( - ,

donc enfin

ce sont les équations (92 ).

95. Calcul de tt2(N), cas de N /?öur. — Partons de l'équation (VII)
(Chap. III)

" " ê 4 Ö 1 soi 0 -f- 0j e2
 -H eae;.

Les coefficients de <fN+1 sont visiblement nuls.
Egalons les coefficients de cf.
Il faut poser

N = ^ 2 -+J2 +5^ 2 + 5^2, tl2(N),
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et Ton a

OU

Supposons d'abord N pair, alors si x' et y' étaient de parité con-
traire, z et if seraient aussi de parité contraire et aN serait f\v-+- 2,
ce qui n'est pas, puisque N est pair. Donc, x' et / sont de même
parité.

Mais alors

. 4 - 5

de sorte que

Ainsi

Mais

= 4(51 — 3 t ) — 2 (€ —

Si N est impair, l'équation (g5) se réduit à une identité sans intérêt.

96. Remarque. —J . Liouville a donné, sans démonstration, l'ex-
pression de IÏ2(N) (N pair) dans le Journal de Mathématiques,
(2e série, t. X).

Eisenstein adonné l'expression de tt/N) dans le cas où N est im-
pair, non divisible par 5 (Journal de Crelle, t. 35, p. 134)? Liouville,
dans le Journal de Mathématiques (iQ série, t. IX) a donné des for-
mules générales. Dans le même Volume, il donne aussi des formules
pour le calcul de U3(N), mais toujours sans démonstration.



IO8 JACQUES CHAPELON.

VII. — Relations diverses.

97. D'après un théorème d'Hermite ('), le nombre de décompo-
sition d'un nombre P, congru à 3 (mod8) en une somme de trois
carrés dont les racines soient positives, est le nombre des classes des
formes, primitives ou non, du discriminant P, de l'ordre propre.

Il en résulte que l'équation

peut s'interpréter ainsi :

N étant pair.
C'est un cas particulier d'une formule de Liouville, donnée sans

démonstration dans le Journal de Mathématiques (2e série, t. XII,

P . 98).
De même l'équation

s'interprète ainsi :

r>o

98. Prenons l'équation (VI) (Chap. III)

ou encore
5^0,0 0 , - 4 - 0 , ^ 0 - - 0 ^ 0 , —

(*) Lettre adressée à M. Liouville sur la théorie des fonctions elliptiques et ses applica-
tion à l'Arithmétique (Œuvres, t. 11, p. 122).
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d'où [formules (19) et (20), Chap. IIJ

Cherchons les coefficients de g 2 dans les deux membres. Il faut
que N' soit impair, car les termes où N' est pair se détruisent.

Il faudra donc poser

2I2N + 1 + - ) = /iN-i-3=:2v + i + ÎOm2
f

V

et le coefficient est

42F[8N-f-6— 20m2] [(— i)v— (— ] ) ^ ] ~ — 82(— i)'"2F(8N H-6 — 20m2).

Dans les deux premiers termes, on posera

2N 4- - =

ou

avec

et le coefficient est

donc enfin

ou encore, en changeant de notation,

(96) a2(-i) 2

avec

= o.

Le second membre de (96) n'est d'ailleurs différent de zéro que si

N = 1 ou 3 (mod 10).
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99. Prenons enfin l'équation (X) (Chap. JII)

en utilisant

il vient

i

égalons les coefficients de q 2.
11 faut nécessairement que N' soit impair, sans quoi, les coefficients

sont nuls dans les deux membres.
Au second membre, on remplacera TJ^9I etïj^ô par leurs valeurs,

comme au n° 98 et l'on trouve comme coefficient du second membre

Au premier membre, il faut encore poser

donc

le symbole F(A) étant remplacé par o si A n'est pas entier.
On peut encore écrire

(97)

avec
4N -4-2 = (2^7-M) 2 -h 5 ( 2 / -+- i)2 ,

et Ton voit encore que la formule n'a d'intérêt que si

N == i ou 3 (modio).

La comparaison des formules (96) et (97) donne

(98)
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et

(99) > ( - i ) - F[4N + 2 -

Nous ne pousserons pas plus loin ces considérations qui sortent un
peu de notre sujet.

100. Résumé. — Rappelons que nous avons posé

N = 5vN"=2i\5*N" avec (^-) ?é o.

Alors
X o = 4 [2 H- ( - i)"] (21 - 3 , ) = a[a -+- ( - i )N]

V,

°"' V-l D +—^—v,
U2 = 4 ( ^ — 3 , ) — 2 ( C — €,)=:2(5V-1-1 — 3)U (N pair seulement).

De plus, si N = ± i (mod 10),

3 ( 3 ^ 3 - X i ) ,

4 ^ ,
i>n° 115);
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si N = db 3 (mod 10),

si N = ± 4 (mod i o),
3= A ( 3 - 6C)

20

si N ^ ± 2 (mod i o)*,

X3=o.

®,(4N) =

siN ^ o (mod 10),

y(e -« , ) = 6(5v—ou,

n° 115);
si N = 5 (mod 10),
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Relations entre les nombres de classes :

.r>0

i ^

et

avec

= 2

A ces formules il convient d'adjoindre celles du n° 147.
La signification des lettres est donnée aux. noi r>4 et 55 pour les

décompositions en carrés et au n° 5 pour les sommes de diviseurs.

CHAPITRE V.

APPLICATION AU CALCUL DES NOMBRES DE CLASSES

DE FORMES QUADRATIQUES BINAIRES.

I. — Expressions des sommes ^ F ( 8 M -t- 4 — ^2).

101. Partons de la relation d'Hermite [Chapitre II, formule (17)]

(1) -

Multiplions les deux membres par
(2/n-M)2

C.
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Oa trouve, en supposant N impair,

( 2 )

Multiplions maintenant les deux membres de (1) par

puis par

puis par

2 f
(10m-+-5)2

On obtient alors les résultats désirés si Ton tient compte des rela-
tions du Chapitre IV.

Supposons par exemple N = 1 (mod 10), et égalons les coefficients

de (f aux deux membres : il faut poser, dans le premier membre

N ( 2 ^ - f - i ) 2 ( 2 J / + 1 ) 2 ( 2 ^ - h i ) 2

et prendre le nombre de ces représentations, ou encore des représen-
tations

(3) 4N = (2/-hi)24-(2y-M)2+(2^ + i)24-(iom±:i)2.

Or, le Tableau du n° 60 montre que les décompositions (3) ne peuvent
être que des décompositions DïCo et DïïJr II y aura d'ailleurs toutes les
décompositions DVUQ et, parmi les décompositions 3ïC{, uniquement
celles pour lesquelles le quatrième carré est congru à i (mod 10),
c'est-à-dire évidemment j des décompositions 31t/.

N

Le coefficient q2 au premier membre est donc

Au second membre il faut poser
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d'où
8v-+-3 = 4N — ( iom±ï) 2

IN

et le coefficient de q* est

82F[4N — (iom±i)*],
donc

8 2 F [ 4 N — ( io /n :± i)2] rzz O1UO -+- y Dïl '3.

Le second membre se transforme au moyen du n° 63

i

donc en définitive

(4) 2F[4N-(io(idbi)«] = | x , - jX , + a.

Remarquons de plas que

4 N — ( 2 ^ H - I ) 2 = 3 (mod8),

puisque N est impair.
Mais on sait que

F(A) = 3F,(A)
si

A ==3 (mod8).

On aura donc, par la méthode qui précède, les sommes

et les sommes

Les quatorze autres cas se traitent de la même manière. Nous nous
contenterons de donner les résultats.

102. i°N = i (mod io)

,+ i
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a° N = — i (mod i o)

2F[4N — (ioor± i )«] = 32 F , [4N- ( io (7± i)«] = - | X 3 H - | X , 4 -

2 F [ 4 N - ( I O < X ± 3 ) Ï ] = : 3 2 F , [ 4 N — ( I O < T ± 3 ) ' ] = 7 ^ , - ^ , +

2F[4N —(ioff-H5)t] = 32F,j;4N — (IO<T 4-5)2] = — ̂ X>,+ -

3° N = 3(mod 10)

- (ioff ± 1 )2] = 32 F,[4N - (io(7± 1 )2] = - i | X , - H 1 ^

I

2F[4N —

" N = — 3 ( m o d 10)

( I O O - H 5 ) ] = - ^ ^ - i ^ + U
1D o 4

5° N = 5(mod icf)

2F[4N-(ioff±i)*]=32F,[4N-(ioor±i)»]= ^ + - ^ 3 + l c = ^ + Z^ l± i U,

2F[4N-(.off±3)2]=:32F1[4N-(ioff±3)*]= £li + -1 a + -^ (C = Jl Z£L±!

2F[4N— ( | a - r C = - - ^ - + 7(5V

Dans ces formules, a prend toutes les valeurs entières, positives,
négatives ou nulles, rendant les crochets positifs.

On peut remarquer, comme vérification, que la somme des seconds
membres de chaque groupe donne 251, conformément à la formule (2),
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( —4 —#II. — Expressions des sommes V F( —4 —# \

103. Partons encore de la relation crHermite

Multiplions les deux membres par

et égalons les coefficients de ç5. Il faut poser, pour le premier
membre

' 8 ' 8 ! 8 10
OU

ou
4oM -f-4 =25(2.r -+-i)2+25(2y-4- I)S-H S 5 ( 2 5 -4- i)2-h (10/'±: 3)2

et? en posant N = i oM H- I , on voit qu'il faudra prendre le quart des
décompositions 3rC'3.

Au second membre, il faut poser

5 8 8 10
'où

8v -h 3 = r = z
25 25

Ainsi
N — ( I 0 ^ — 3 ) 2 1 _ DXi'* — 8 a — OT ;̂ — x ; _

^ J"T"- 4 ~

avec N ^ i (mod 10).
En multipliant les deux membres de (i) par
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on trouve par des calculs analogues

J =[ 55 J = 4
avec

N==— î (modio).

104. Ainsi

i° N = i (mod io)

2° N = — i (mod io)

a prend toutes les valeurs entières, positives, négatives ou nulles,
rendant positif et entier le crochet. Pour les autres valeurs de a, il
faut remplacer les F correspondants par zéro.

III . — Express ions des sommes ^ F ( 8 M — œ-).

105. Nous partirons de l'équation de MM. Petr et Humbert (16)
(Chapitre II)

0

( 2 / K + 1 I Î T ( 2 m — l ) 2 ( 2 m — 5 ) s "|

q 8 L ( 2 / n ~ I ) ^ r * -4-(2 m — 5 ) ^ 8 -h . . J c o s ( 2 m

Remplacons-y x successivement par F> puis -r-> multiplions la
seconde équation par ~k et ajoutons membre à membre. Le premier
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membre devient, en vertu des formules

d'où, par (II) et (VIII) (Chapitre III),

ou

Calculons cos ( a m + i) | et cos

Si m = o (mod 5), on a (n° 30)

Si m^ 1

Si m- = 2

2) g

cos(2 m H

cos(2 m -

- l 5 -

1-1)2 =

H.)5 =

— i(v/5 — 1);

= — • 1 ;
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Si 771= 3

c o s ( 2 m 4- i ) ~ = — y ( i / 5 — i ) ;
5 4

Si 7ii = 4

cos(2/n + i ) - = T ( \ / 5 4- i ) ;
D 4

donc, quel que soit m,

de même,

Donc

- H-ÀC0S(4^ + 2 ) - = 7 r (I —>0 4- V ( H - X ) = —14-A,
D t> L\ \ 0 / 4 \ ^ /

X7T . y / x 7T 5/2m4-l\2
/ . N \JE , , s / 2 m + l \ .

COS(a/w 4 - i ) ^ -—^COS(4/W4- 2 ) - = 7 ( P ( T 4 - X ) 4 - ~ - ( I — X) = — I— ï.

Égalons les coefficients de r/u dans les deux: membres.
Dans la première ligne du premier membre, il faudra poser

et
5 ( 2 ^ + l ) 2 5 ( 2 ^ 4 - l ) 2

8 + 4
OU

et
8M = 5(2*4-«)2- t - 1 0 ( 2 / - M ) 2 4 - 8 ^ 2 4 -

donc, indifféremment,

8M==5(2^4-i)24- ioy24- 2^24-(2.2? 4-i)2

et, en posant N = 2 M,

4N = 5(2*4-i)24- JOJ24- izt-{-{ix -t-1)2

On reconnaît les décompositions G.
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Le coefficient correspondant sera

5

et

Dans la seconde ligne du premier membre, il faudra poser

(2Z -+- 0 * 4 - 5 ( 2 * + l ) 2

On reconnaît les décompositions JH, et Jît8.
Il faudra prendre

Le second membre est

) )
o o

(2yn-+-l» r (jm-il8 ( 2 /» - 5 )2

i

On posera donc
N __ 8v H-7 ( 2 m H- i

et la première ligne donnera

5 . /2/n-f-i\ s/5, . /am + iV -i

u ( K—w +x(I+}°v~5~") ~l

Dans la seconde partie il faudra poser

N [
8

C. ' 6
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d'où

d'ailleurs

car cette inégalité revient à

qui est évidemment remplie.
Donc

dp
t>dl (voir n° 5).

Enfin
2 m -h i = d\ H- dl

et
2 m — (4fx + i) = ûff— d1.

Donc le coefficient de q2 dans la seconde partie est

Pour préciser ces résultats, il convient de distinguer divers cas.

106. i° N = -h2(mod IO).

Premier membre. — Alors

Gf étant le nombre des décompositions G o î i 2 ^ ( + ] = o (mod 5)
étant le nombre des décompositions G où ( 2 ^ + 0 * = l (m°d 5).

Le coefficient correspondant (5) est alors

(10)

Posons
sj 0 -4-

Alors (10) devient



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. I $ 3

Posons

- = A2

(10) devient alors

A — =
y 5 — i

Passons au terme correspondant à la décomposition Jtt,.
Remarquons que

(2O: + I ) 2 + ( 2 / + I ) 2 + ( 2 ^ + I ) 2 = 3 (mod5);

d'où, pour
(2#-|-j)2, (/-hl)2, (22 + l)2,

les valeurs (mod 5)

O, — I , — I .

Le nombre des décompositions correspondant à la seconde ligne çst
ce que nous avons appelé \Si>%.

Le nombre des décompositions correspondant à la première ligne
est alors

Le terme (6) devient alors

Si donc X = 'Xl, le terme est zéro ; si 1 = \ , il est

Enfin, comme 4N n'est pas résidu quadratique de 5,
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Donc, le terme (7) est toujours nul.

Second membre. — On Ta immédiatement.
Pour \ = mkn c'est

_ 4 y ^ r

Pour X —X2, c'est

4

d'ailleurs
dfï+dl==±2 (mod5),

donc

Enfin, en égalant les deux membres on trouve, pour X =

( 1 1 )

— (ioAdb i ) 2 ] — 3 2 F [ 4 N — (10//d= 3) 2] = | e —

et, pour X = X 2

(12) — 22F[4N | ^

On connaît d'ailleurs une troisième relation entre

2F[4N — (10h — 5)2], 2F(4N — ( I O A ± I ) 2 ] et 2F[4N — (ioh

c'est la relation de Kronecker

(2^-f-i)2]=:22(^— rf')

qui s'écrit

(i3)

•+-1 F [4N - (io/i ± 3)2] -H I F [ 4 N - (10A =4= J ) 2 ] = aS(rf? — rf1)-
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En résolvant enfin les équat ions (i 1), (12) et ( i 3 ) , par r a p p o r t à

2F[4N-(io/*-b5)2], 2F[4N--( IO/I :±I) 2 ] et 2F[4N - (TO/I±: 3)2],

remplaçant G, M et 2d*— d* par leurs valeurs, on trouve

-1

<— a)^-1 V H- ^ (23!—

107. 2 ° N = —2 (mod 10)
On posera alors

puis

Les raisonnements sont complètement analogues à ceux du n° 106
et conduisent aux valeurs suivantes du premier membre :

Pour X = A,
5 ( - y / 5 + i ) Q .

8

Pour X = X4

Le second membre se calcule tout aussi aisément et Ton trouve en
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définitive

}

= 3.2H--1U 4- ( - a)^-1 V - ^ ( 2 8 , -hUfet),^

-^(20,

108. 3° Supposons N = ± 4 (mod io).
Nous poserons N = 4£ (mod IO).

Premier membre. — Alors

et Ton voit (n° 74) que G2 représente le nombre des décompositions G
où(2.r- i - i )2 = e (mod loj et que ^représente le nombre des décom-
positions G où (2,x -h 1)2 = — e (mod 10).

Le coefficient (5) correspondant est alors

d'où, pour A = i>

et, pour X = — 1,

Passons aux termes provenant de la décomposition iîlf

Remarquons que

(aa? + i ) 2 -f- ( 2y 4 -1) 2 -+- ( 2s 4 - Ï ) 2 S £ ;
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d 'où , p o u r (2 a?•+• i ) 2 , ('ly-+-1)2, ( f u + i ) 2 , les valeurs (mod 5)

s, o, o,

e, — e , e.

Le nombre des décompositions correspondant à la première ligne
est ce que nous avons appelé \lî>2.

Le nombre des décompositions correspondant à la seconde ligne est
alors

Jtlt — 3Db2.

Le terme ( 6 ) devient alors

et, pour "k= i,

-
pour X = — i

Passons au terme provenant de la décomposition Jtt,. (7) donne

donc, pour X = 1,

i6

et, pour 1 = — iy

Donc en tout, pour le premier membre :
Pour \ = 1

t—8) —(«t—ioifet) —J»,],
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et, pour X = . — i,
5 o 5 25
8*w 4 8 £ 1~i~ T6 £ 3*

Deuxième membre. — Les calculs n'offrent aiictlfte difficulté et Ton
trouve :

P o u r \ = i

et, pour 1 = — i,

^-2 (—g—) J
Aux deux relations obtenues en égalant les deux membres pour

X = i, puis pour X = — i , on adjoindra la relation de Kroneeker,
rappelée an n° 106 et Ton pourra alors résoudre les trois équations
obtenues, par rapport aux trois sommes

, 1 F[/ jN — ( l o m 4- 5 ) 2 ] .

Nous écrirons les résultats en distinguant lçs deux cas s = i et
s = — i .

109. i° N = 4 (mod 10)

2F[4N — i ^ | ^ ^

2F[4N—(ioA±3)»] = |3l—13,+ ! » + ^ » , — ^

C 2 ) l V A

2 F [ 4 N — | i ^
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2° N = — 4 (mod 10)

= 3.2Hu—(— 2 ) H V — A

2F[4N— (IOh ±:3)2] = - i ^ + ! * , — j * S3-i- -% S5t + »_» 1 -+ -A (a©,—ift*)

2 F[4N— (ioA + 5)2] = — l a + | a , - H -15 — -Î9,-+- V
o o 2 2

HO. Supposons enfin N = o (mod io).

Premier membre. — On a vu (n° 74) que dans ce cas Q =

Donc
24? -h I = O,

et le coefficient (5) sera :
Pour 1 = i

o;

Pour 1 = — i

2

Passons au terme (6).
On aura, dans la décomposition JH,,

(ix + i)2-h (2 iy + i ) ! + ( 2 s - t - i ) 2 = o (mod i o ) ;

d'où (n° 91) pour (20?-+-1)2, ( Ü J H - i ) 2 , ( 2 z + i ) 2 les valeurs

0, o, o,
1, — I , O,

A la première ligne correspondent les décompositions

C. 17
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ou, puisque IN = o (mod 5),

IS
4— = 5(2^-4-1 ) î-+-5(2 iy-M)2

c'est-à-dire les décompositions

Quant à la seconde ligne, il lui correspond évidemment les décom-
positions ift), et Ton a

donc, pour A = i, (6) devient

pour 1 = — i, le coefficient est évidemment o.
Enfin, en dernier lieu, prenons le terme provenant de la décompo-

sition JH3.
On a nécessairement

donc

Pour \ = i on a donc le terme

O.

et, pour 1 = — i, on a

Ainsi, on a en tout pour le premier membre :

si \ = — i
- 5 - e .

2 *
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Second membre. — On trouve comme second membre les expres-
sions calculées au n° 108 et Ton en déduit, en adjoignant toujours aux
deux relations obtenues pour 1 = 1 et pour 1= — t la relation de
Kronecker

IF[4N-

2 2 2 2

* - ] "

20 2 2

SF[4N—(ioA+5)«]=—a-t-—a,+ -§-«——
L v ' J 10 'O 10 IO

Rappelons enfin que

N = 5VN" avec W?âo (mod 5),

111. Remarque. — Si N est pair,

4N—(2^~hi)2=7 (mod 8),

donc
F[4N — (2^-f-i)2]=

On voit donc que les seconds membres des formules finales des
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nos 106, 107, 109 et 110 représentent également les

Si donc on adjoint à ces formules celle du n° 102, on a, dans tous les
cas, les expressions des sommes

— œ*~) et 2

où x est un nombre de la forme \ok ± i, \ok ± 3 ou io#-+- 5.

IV. — Expressions des sommes > 11 r

112. Partons encore de l'équation

(2/rc+l)2 r __ ( 2 m — 1 ) 8 1

i{2m — i)q 8 -h.. .J

et faisons x = -r- •
«r/2

II s'introduit le rapport -̂ j» donc par (II') et (VIII'), Chapitre III, le
premier membre devient

04)

Cherchons le coefficient de^5 au premier membre.
Il faut poser, pour la première ligne,
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OU

Puis, pour la seconde ligne

M (2a?4- l ) 2 (2.
5 4o '

OU

(16) 4oM 4 - 1 6 = 5 ( 2 ^ 4 - i ) 2 -

Résolvons la congruence,

I6EE:5(2*4-I)24-IO :

on trouve
16 s 5 4- O

i6 = 5 + 0

16 = 5 4-10

/ 4 - 1 ) 2

2 0

f . o ( a

K24- 2Z

4- 2.

4- 2.

4- 2.

-\- z

7 +

;2 4

1 4

25 4

1 6 4

Ï 2 4 - -

i)24-

- ( 2 t

"9.

-9»

'2*4-1)*
8

- 2(lO^)2

+ 1)* (mod 4o),

4-IO 4 - 2 . 0 4- ï.

Il en résulte que l'ensemble des représentations ( i5) et (16) cons-

titue ce que nous avons appelé O 2 ( ioM -+- 4).

Le coefficient correspondant est — g G 2 ( ioM -+- 4)-

Passons au troisième des termes ( 13).
Il faudra, poser

M
5"

OU

(17)

Les décompositions (17) sont évidemment ce que nous avons appelé

et le coefficient correspondant est

~
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Il faudra poser , p o u r le qua t r ième te rme ( i 4 )

M
"5

ou

Donc, le terme correspondant est

On a donc en tout, au premier membre, en posant 1 o M H- f\ = N,

Passons au second membre.
On a d'abord le terme

2/n-t-l 2m

On posera donc

OU
4oM -h 16—

et le terme correspondant sera

Ensuite 1)

lim+l)« 5 ) a * |

H - . . . J cos(2/n 4-1) —
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On posera donc

ou

08)

et d'ailleurs

M
D

/ JOMH

I O M H

(im -+- i)2

8

16— l o m

-4 = (.om-

im

8 - 5

' ± 4 ) 2 — [io/ra—5 (4-f- -1— i ) ] 2

car
iom— J O / J L ± I 2 > IOJJI 4- 5 zb 2

revient à
im > 4^4-Ï.

Remarquons que la congruence

[± = xy (modio)

n'admet que les solutions

4 = i.4, d'où # 4 - 7 ^ 5 (modio),

E=3.8, » x 4-y = i (modio),

= 7.2, » a? 4-7=—1 (modio),

= 9.6, » x-\-y ~ 5 (modio).

Et, comme dans (18), dp
{ et rf' ne représentent pas des diviseurs

quelconques (mod 10), mais seulement des diviseurs = ± 2 (mod 10),
on voit qu'on pourra lever cette dernière restriction en prenant pour
dp

{ et dl des diviseurs quelconques, mais en remplaçant dp et dl par

Dès lors, la somme

devient

Nous sommes ainsi en possession de tous les éléments du calcul. En
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passant à nos notations, on obtient aisément, N étant congru à 4?
(mod 10)

yF[-4N-(.oiH±.)H=_La| j _ ^ > _ 7 , , , , ,
<M L 20 J 2O 20 80 80 5 5 16

10 10

113. Si dans la première équation du n° 112 on remplaçait x
par — > on serait conduit à des calculs identiques, à quelques change-
ments de signes près.

Nous nous bornerons à donner le résultat

3(2!*—
10 10

avec
N = 6 (mod 10).

Remarquons pour terminer que, dans ces deux dernières formules,
les crochets des premiers membres étant congrus à 7 (mod 8), les

seconds membres représentent également les SFJ — ~ °™~~~ y

114. Digression arithmétique. — Soit ^(A) le nombre des classes
des formes proprement primitives de discriminant A. Cherchons le
nombre des classes de formes propres de discriminant A. Soit k = a?Ii!',
a étant un nombre impair.

A la forme proprement primitive (a, [3, y) de discriminant A', corres-
pond la forme (aa, a(3, ay) de discriminant A et réciproquement.

Il en résulte que
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a2 étant un carré contenu dans A.

Or, on a la formule (' )

(19)

en posant

On suppose que A' ne contient pas au carré un des facteurs premiers

de A et que r est un facteur premier impair de S.

Ceci posé, proposons-nous de trouver une relation entre F(a5 A),

F (A) et F (4).
Soit 52(X la plus haute puissance de 52 dans A, de sorte que

A, pouvant être divisible par 5, mais pas par 25.

On a évidemment

Or

(19)

car I —r-1 = 1; donc

\ ° /
(^) ] *-' + . . .+ 5] + A(A.)

donc enfin

(20)

Supposons {/.= 2.

( !) P.-G. LEJEUNE-DIRIGHLKT, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4e édition, Braun-
schweig, 189/4, § 100.

C. 18
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Alors, de même

(21) F(5^-*A t)= ^ Z z l

et

d'où, en éliminant jx et F(A I) entre les équations (19), (20) et (21),

Puis, en changeant de notations

(23) F(a5A) = 6F(A) —5F(A

formule qui n'est valable que si A = o (mod 25).
Si cette condition n'est pas remplie, il faudra prendre la for-

mule (20) qui donne alors aisément

(24) F

On peut d'ailleurs réunir les équations (a3) et (a4) en une seule en
écrivant

(25) F(a5A)=[6- ^

5. La formule (26) permet de vérifier les équations des nos 106,
107 et 108 et de démontrer celles des nos 112 et 113.

La formule (25) donue en effet l'identité

où r = ± 1 ou dz 3, ou 5 (mod 10).
Supposons N = H- 2 (mod 10).
Si r% = ± 1 (mod 10),
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si r = zb 3(mod 10),

si r = 5 (mod 10),
4N — r2

— i ;

On a donc

—(ro/t±:3)2]

4- 72 F[4N - (io/i-f- 5)2] = 2 F[4(a5N) — (10A -+• 5)2].

Les trois termes du premier membre sont connus (n° 106) et le
second membre est donné par la dernière équation du n° HO. On
remarquera que, dans le cas de N = 2 ( mod 10),

et de même

Puis (n° 18)
V (25N) —« (25N) = 5» (N),

»i(a5N)-» l(25N) = 5»1(N).

Le cas de N = — 2 se traite de même.
Si nous supposons N ^ ± ^ ( m o d i o ) , le terme W—^~~") n'est

plus nul et la formule (^5) permet alors de calculer les sommes

et

sans passer par l'intermédiaire des formules du paragraphe 3
(Ghap. III).

Enfin les formules du n°102, traitées par le même procédé, donnent
des relations nouvelles entre les IHó.

SiN = ±3(modio)
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si N = ± i (mod 10) ^

4

Nous n'insisterons pas sur ce sujet.

V. — Expressions des sommes V E(N — a?2).

116. Partons de la formule de Kronecker [Chap. II, formule (i8)]

(26) e\(g) =

et multiplions les deux membres par

On obtient ainsi

d'après un résultat classique sur le nombre des décompositions d'un
nombre en une somme de quatre carrés.

Multiplions maiiftenant les deux membres de (26) par

puis par

puis par

On obtient alors les résultats désirés, si l'on tient compte des rela-
tions du Chapitre IV.

Supposons par exemple N = 6 (mod 10) et égalons les coefficients
de #N dans les deux membres.

Il faut poser au premier membre

(27) N = ^ 2 + ^2+£2-t-(5m:±i)2

et prendre le nombre de ces représentations.
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Or, le Tableau du n° 60 montre que les décompositions (27) ne
peuvent être que des décompositions 9T</ ou ?)!</.

Il n'y aura d'ailleurs à compter que le quart des décompositions^ :
celles où le premier carré n'est pas divisible par 5. De même, il est à
peu près évident qu'il n'y aura à prendre que la moitié des décompo-
sitions JÇ/ .

Donc

(5m±i)2]=z^-\- ^ = 23^ — 53̂ 3 = —53̂ 8 + 63 —6a,.4 2

Les quatorze autres cas se traitant de la même manière, nous nous
bornerons à donner les résultats.

117. i ° N = i (modio) :

122 E [N — (5m±l)«]

I22ELN — (5m)2]

2 0 N = — 1 ( m o d 1 0 ) :

3° N

4° N

i22E[N-(5mzbi)2] = -3<D

i22E[N — (5m±2)2]= 2 3

i22E[N —(5m)8] = 3

= 3 (mod io) :

i22E[N - ( 5 m ± i ) 2 ] = 23

i22E[N— (5m)2] = S

^ — 3 (mod io) :

122E[N — ( 5 m ± i ) 2 ] = - 33

I22E[N — (5W±2)2]=: 2 3

i22E[N —(5m)2] = 3

2

2

l5
1 2
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5° N = 5(modio):

( ) ]
2

i22E[N —(5/n)2] = Xi

6° N = 4(niodio):

i22E[N-(5m±i)J]= 5^34-33-33,= 5 X, +- 6U,

i2SE[N — (5m)2] — 4-351 — 3 3 , = 6U;

7° N = —4(modio) :

i2SE[N — ( 5 m ± i ) 2 ] = - 5 X, 4-63 — 63!=— 5X8-4-i2Ü,
33 - 3 3 ! = 5X84- 6ü,

^ - s a i i z i 6Ü;

8° N = 2(mod io) :

i22E[N-(5/nihi)3

1 22E[N — (5m)2]

9° N = — 2 (mod io)

i22E[N-(5mdzi)!

i22E[N— (5m±a)!

i22E[N — (om)1]

—

r] =

=

2

5
2 !

2 ' !

6 3

,+ 5*

6 3

j-h 21

-63 ,=

- 5 3 , =

- 3,=

— 53, =

— 63,=

- 3,=

~ \ ^

1

2

5
2 ;

I2U,

,+ 2Ü;

i+ioü,

12Ü,

,-H 2Ü;

N = o(modio) :
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VI. — Expressions des sommes > E ±— ) .

118. Partons encore de la relation de Kronecker

(26) 0}(?) = i22<7»E(/i).

Multiplions les deux membres par

et égalons les coefficients de cf . Il faut poser, pour le premier membre,

M , ,_^2t

OU

et en posant 5M •+-1 = N , on voit qu'il faudra prendre le quart des
décompositions SK>\

second membre, il faut poser

M

n •=. 20

et, par suite,
12

En multipliant les deux membres de (26) par

a-+- l

lq ~ S

on trouverait aussi
12

119. Ainsi
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2o N = —i(mod5)

5

VII. — Expressions des sommes Y j ( N ~ ^ 2 ) .

120. Nous partirons de l'équation de MM. Petr et Humbert [for-
mule ( i5), Chap. II]

(— *)mÇtmt [— 2^~2 -H...H- (— i)tn

l ) m ^ 8 L̂  ' + ...4- ( - I ) ' » ( 2 W - I ) ^ 2 J coscos (4 m + 2) ar.

Remplaçons-y successivement ,x' par | , puis y i multiplions la
seconde équation par À et ajoutons membre à membre. Le premier
membre devient, en vertu des formules

d'où, par (II) et (VIII) (Chap. III),

Calculons cos—^ et cos8^z?-
0 0
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On trouve aisément

cos-

5 4 \ 5 / 4 \5
Donc

Egalons les coefficients de q™ dans les deux membres.
Dans les deux premiers termes du premier membre, il faudra poser

et le coefficient correspondant sera

II est clair que y et z doivent être de même parité.
Donc, le coefficient est

Mais on a le Tableau suivant (mod 2) :

C.



i46 JACQUES CHAPELON.

X

o

o

o

o

i

i

i

i

y

o

0

i

i

o

o

1

l

t

o

1

0

1

o

1

0

I

\

o

I

1

o

1

o

0

1

x-\-y -\ t

0

I

!

O

1

O

0

1

Donc
(

et le coefficient cherché est

(.8) 5(-O»

Dans le troisième terme du premier membre, il faudra poser

et prendre

(29) ^2(-!)^

Puis dans le quatrième terme

N = 5^2-+- 5 j 2 -H 5s2
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et Ton prendra

(3o) - ^ 2 ( - ,)*+r-«+' I"cos4 1ï - cos8* ï

Le second membre est

i 1

. 7T

5 c o s 5

- — 4- 2(— 0v72vJ(v) 2(— J)'» ^ f cos ^ L E -^ X cos 8 m

Iî;»-Htn

1

X c o s { l \ m -4- a )p - -h > c o s ( 8 m -h 4 ) ^ •

On trouve aisément

les deux premiers termes sont sans intérêt.
Dans le troisième, on posera

2N = 2v + 2m2

OU
v— N — m2,

et le coefficient de qs sera, en remarquant que

Dans la seconde ligne, il faudra poser

^N = 2 m2— 2/JI2,

N = m2— p.2 = (m — (i) (m
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et prendre

ici, 8, et 8 sont de même parité.
Dans la troisième somme, il faut poser

2 N _ ( a " * - * - » ) _
2 2

OU
N = (m - /X-+-1) (m H- JJI) =

et prendre

Or
2/n + i - ô'-hd;,

m 4 - u — i = ó - i .

La somme s'écrira donc

ici 8' et 8'̂  sont de parité différente.
En réunissant ces deux sommes, on pourra écrire

d{ et <i ayant la signification habituelle (n° 5).
Pour préciser ces résultats, nous distinguerons divers cas.

121. i° N = a(mod5).

Premier membre. — Alors
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<§2 étant le nombre des décompositions

où t est multiple de 5, et 9t celui des décompositions § où

t1^— i (mod5).

Le coefficient correspondant (28) est alors :

Si ) i = — = ^5, (28) devient

v/5

Si 1 = ^=—- = \ , (28 ) devient
y 5 -H 1

V/5 + .

Passons aux termes relatifs à la décomposition XI.
Remarquons que

^2 _|_ r2 _j_ 2̂ ̂  2 (mod 5),

d'où pour

les combinaisons
I, I, O,

— i , — i . — T .

Le nombre des décompositions correspondant à la première ligne
est ce que nous avons appelé $,.

Le nombre des décompositions correspondant à la seconde ligne est

alors
m,-3 4V

Le terme (29) devient alors
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et si 1 = \ ,
o;

si X == \ ,
V/5 ( | ) W ( | | 5 ^ )

v/5 + i

Enfin, Nn'étant pas résidu quadratique de 5, la décomposition tt3

est impossible.
On a donc comme coefficient de y2N au premier membre :

v/5
SiA=A„,

/— 2 /— V m / L 1

Second membre. — On l'a immédiatement.
Pour X = X, c'est

Pour X = );ö? c'est

2 \ D

En remplaçant les nombres de décompositions connus par leurs
valeurs et en remarquant que

il vient

puis
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équations auxquelles on peut adjoindre la relation de Kroneeker :

( - i ) N | 2 2 J ( N - 2 5 m * ) - h 2 J [ N - - (5m ± i)2] 4 - 2 J [ N - - ( 5 / n ± 2)*] J ~ 2 p , .

On a donc trois équations pour calculer les trois sommes

2 J ( N — 2 5 m 2 ) , 2 J [ N — ( 5 / w ± : i ) * ] , 1 J [ N — ( 5 m ± 2 ) 2 ] .

On trouve

122. 2°N = —2 (mod5).
On posera alors

Les raisonnements sont tout à fait analogues à ceux du n° 121 et
conduisent aux valeurs suivantes du premier membre ;

Pour X = X„.

Pour

Le second membre se calcule tout aussi aisément et Ton trouve, en
définitive :

- 51, — -
2 2

(5 /n±a) 2 ]=—
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123. Supposons N = ± i (mod 5).
Nous poserons

N = £ (mod5).

Premier membre. — Alors

et Ton voit que St représente le nombre de décompositions S

2N = io^2-+-J24- 5 s2 4- 2f2,OÙ
y == o (mod 5),

et 9t le nombre des décompositions «S où y2 = — s (mod 5).
Le coefficient (28) correspondant est alors : pour \ = 1

et, pour ^ = — 1

Passons au terme provenant de la décomposition lt l.
On voit tout de suite qu'on n'a, pour les nombres

que les combinaisons
e, o, o;

e, — e, s;

à la première ligne correspondent les décompositions îPa ; à la seconde
ligne correspondent tt, — 3 ̂ 2 décompositions.

Ceci posé, pour >.= i, on trouve comme valeur de (29)

5
' 12 l

et, pour ~k = — 1,

Passons enfin au terme provenant de la décomposition tt8, ** ne
pourra être congru qu'à 1 (mod 5).
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On a donc, pour X = i ,

pour X — — i,

En définitive, le premier membre est, pour 1 =

pour ~k— — i,

Deuxième membre. — II se calcule sans difficulté et Ton trouve,
pour 1 = i,

— 25m2] — 2(—i)N:

et, pour 1 = — i,

_ 2 y / 5 ( _ i f { 2 J[N — (5m ± i)2] —. 1J [N — (5 m ± i)2]}

Aux deux relations ainsi obtenues on adjoindra la relation de Kro-
necker rappelée au nG 121 et Ton pourra alors résoudre les équations
par rapport aux trois sommes

2J[N —(5m±i) 8 ] , 2 J ( N - ( 5 m ± 2 ) 2 ] , 2 J[N — (5m)2].

Nous écrirons les résultats en séparant les cas £ = i et s = — i.

124. !°N— i(mod5) :

—(5m) 2] —— *-

C.
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= —i (mod5):

4

125. Supposons enfin N = o (mod 5).
On a vu (n° 74) que, dans ce cas, § = <§, = <§2.
Donc t = o et le coefficient (28) sera, pour X = 1,

pour 1 = — 1,
o.

Passons au terme (29).
On aura, dans la décomposition (tt,),

/ + s 2 + ^2=o (mod 5),

d'où (n° 60), pour

les valeurs (mod 5)
0, o, o,

1, — 1 , o.

A la première ligne correspondent les décompositions

ou, puisque N = o (mod 5),

o

(N
"5

Quant à la seconde ligne, il lui correspond évidemment les décom-
positions $,, et Ton a
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donc, pour 1 = i, (29) devient

pour 1 = — 1,

Enfin, en dernier lieu, prenons le terme provenant de la décom-
position tt3.

On a nécessairement t = o.
Pour 1 = 1, (3o ) devient

o;

pour X = — 1,
-5v/5[îI3(N)l.

Donc, en tout, pour A = 1,

pour X = — ï

Second membre. — On trouve, pour 1 = 1,

et, pour); = — 1,

d'où, en tenant compte de la relation de Kronecker,

— ( 5 A ± 2 ) 2 ] = —Ti +

(—l)N2JfN — 25#] =2^4-2»!— 2*!.

Rappelons que N = 5vN/r avec N ; / ^ o (mod 5).
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V I I I . — E x p r e s s i o n s d e s s o m m e s ^ J ( z—)

126. Partons encore de l'équation

(2m —1

et faisons-y .r = — •
J 5

II s'introduit le rapport ^ , donc, par (II') et (VIII') (Chap. III),

le premier membre devient

cherchons le coefficient de q b .
Remarquons que

2m 2m

•(¥•«•) =2»-

Le premier terme du crochet introduit la représentation

2M

ou

ce sontles 3?2(5M + i).
Il faut prendre

| 2 ( - i ) w = : - h ( - i j r ^ 7 ( — i )
4 4 4

Le deuxième terme du crochet donne

2M IX* 2}2 2Z2 - , 1\t

5 5 5 5 5
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OU
5M •+-1 =

Cesontlestt3(5M + 1).
Il faut prendre

Le troisième terme du crochet conduit à poser

2M _ y2 iz1 , . 4*

ou

Ce sont les S{ (5 M-h i), et il faut prendre

-
4

On a déjà calculé cette somme et on l'a trouvée égale à

Le terme correspondant est donc

Le quatrième terme du crochet ne donne rien#
2M

Le coefficient de q 5 au premier membre est donc

en posant
N = 5M-hi.

Passons au second membre.
On a d'abord

2M
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qui donne donc

Ensuite
km km

8V( l)mq*m*[ 29~24-...4-( 1

2

II faut poser
2JVf __ 2 l\m
— -2m —2ii _ —

OU

et il faut prendre

la somme étant étendue aux diviseurs conjugués d\ d' congrus tous
deux à i ou tous deux à — i (mod 5), c'est-à-dire

et

Ensuite

1

II faut poser

d'où, d'abord,

puis.

d\d==\

2M
5

fiom H

/ i o m ^

l 2

( 2 m -

2

- 5
ii

- 5
i• r ~

ou d\ c

..+ (-!)•

om H- 5 _j_
2

IOJX — 5
i

) ( 5 m — 5

lOjJL 5

2

* 'SE44

(mod 2).

2

i l f

^ + 6)=â

1 1 /

(mod

(2 m

4m +
5

2 ^

4-5

5),

8 m

J

lofx — 5

IOjJL 5

2

8/n

q

- )

V



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. 1

et il faut prendre

la seconde somme étant étendue aux diviseurs conjugués d®, dm

congrus, le premier à — i, le second à 4 et tels que, de plus,

d"[-\- dm == i (mod 2).

La première somme est étendue aux diviseurs conjugués d"^ dff

congrus, le premier à 1, le second à 1, à l'exception cependant de la
décomposition

5 M -h 1 = xy,

où j est 1, à laquelle correspond le terme

qu'il faudra par suite retrancher de la somme. Mais ce terme est juste-
ment le terme 4(—i)M+lM que nous avons calculé tout à l'heure et
qui provient de —l— -̂ En le faisant inversement rentrer dans la somme,

cos2—-

on voit que

|2(—. i)rfï (d'1 — d') + 12(— i)d'" « — d'") + 4 (— i)M+1M — 12(— \f\d*l—dr),
D o o

la somme du second membre étant étendue aux diviseurs conju-
gués d™, oîlvcongrus tous deux à 1 ou tous deux à — 1 (mod 5), et tels
de plus que

d"-hdlyE=i (mod 2).

Enfin

la somme du second membre étant étendue aux diviseurs conjugués
r/v, '<v congrus tous deux à i ou tous deux à — i.
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Mais
i = 1.1 = 4 . 4 = 2 . 3 = 3 . 2 ( m o d 5 ) .

On voit donc qu'on peut écrire

dt et d ayant la signification habituelle (n° 5).
Enfin, le terme

2M

donne pour coefficient de q s

On a ainsi tous les éléments du calcul dont voici le résultat

( - 1 :

127. Si, dans la première équation du n° 126, on posait x= — >

on serait conduit par des calculs analogues à l'équation

avec
N=4 (mod 5).

128. Remarque. — Nous avons démontré au n° 114 la formule

On a également la relation

(3.) F 1 ( 2 5 A ) =
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D'où, puisque
E(N) = F ( N ) -

<3a) Ei

<33) J

Ges formules conduisent à diverses vérifications, mais ne donnent
pas de résultats nouveaux. On peut cependant remarquer qu'elles
dispensent de recourir aux formules du paragraphe III (Ghap. III).

IX. — Expressions des sommes V F (N —•#•), V F I ( N — #*).

129. Remarquons que

E(N) = F(N)— F,(N),

) = F ( N ) - H 3 F , ( N ) .

Il en résulte que les formules trouvées précédemment en E et J
permettront de calculer les sommes relatives aux F et aux F, . Nous
donnons toutes ces formules classées en dix groupes suivant les valeurs
de N(modio) . Nous y adjoignons les formules trouvées pour les
2 F (4N — x2) au début de ce Chapitre.

N = i (modio) :

IV [N — (5a±i)2] = — j%— A a +!*-+-A(*s ç s ) + JL ̂  x
L 4 lb 2 o2 o ID

q. lu 2 02 24 40

•«j |-> r -\T / K 1 \ o "I ^ ^ / 1 1 îft / n Q f P \ rYT _ 1 _ <YT
^ V I J^ ~ ^ ( D ̂  —r^ 2 ) 1 —— "~" *•» ~~~" " " >«' "~~~ ' " I 2 ü j ^~~ > t 2 / " /> 2 / v ? j —r~ ' /̂  d /v>*i

o 11) «J2 IO IO

-+- — 5 ' a 5 (2S — $ — — —

SF[N-(Sa)*] = _ ^ + ^u + ip-1% + ^ ^ '

2F,[N-(5^] r-ga+ \'*+\y-\* ~àXl'
C. 2 I
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I ,

7 6 J

IO

IO

~(io*±3)2] = 7 ;

2F [4N--(IOO-±I)2] =32]

2F [4N-(IO(T±3)2] =321

<+

2F [4N — (loer -h- 5)2] =32F 1 [4N — (io<7 + 5)2] = | :

"4N — (IO«T±3)2"25 "J = 4 3

N ^ — i (mod io ) :

2F [N —(5er±:i)*] = | ^ + 75j

2F1[N-(5aifci)«] = ^7*+^

2F[N — (5(7ih2)2] = - . i3 lH- -^ ï H-i
L v 7 J 4 *6 2

l

2F,[N — (öcri

2 F [N —(5(T)2]

2F,[N —

8 4 1 2

2F
N — ( 5 c r ± 2 ) 2 1 __

25 J ~"

N — (5<7±2)2

25
] _
J - à'

I .

IO

2 p L4N —(ioo-zh i ) 2 ] = 3 2 F 1 [ 4 N — ( i o a ± i ) 2 ] = f:

2 F [4N —(io(T=b3)2] = ;

2 F [4S —(iocr + 5)

'4N — ( I O « T ± : I )

— (io<7±:3)2] =

v F
25

I

4 ^ 1

3 _

O
O

I

i

8 •

8 ^

5
' + 4

5
l ~ 4

I
1 + 4

i 6 '
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N = 3(modio):

2F[N-(5»±.)«] = j ^ - g » _^L Ë

SFt[N-(5er±i)*3 = 3 * - g » ~

2F[N-(5*±2)2] = i3l +1»

O O O A J vJ

2F,[N —(5ff)
2] =_ia+ I j +JL(2^+fi)_ i

o o o2 40

2 F [4N —(iocrzhi)2] mSIFi t / iN —(ioaih i)2] = 7 ^ -+- | ;

2 F [4N-(iO(Tih3)2] = 3 2 F 1 [ 4 N - ( i O ( 7 ± 3 ) 2 ] = a — I (

4 0 ] b

N ̂  7 ( mod 10):

2F[N-(5ff±i)2] = la +i» - ^ X ' + ^ '

2F,tN-(5a±i)!] = - | a +iî> + T 6 X ' - é '

2F[N-(5»±a)«] = ian- i» - |-(2S2-^> + 5 ̂ »~ ]£•

2F[N-(5ff)
2]

2Fl[.N-(5a)2]

2F [4N-(IO«7±I)S ] =32F,[4N-(ioffd=i)2l= a - I ̂ , ,

2F r 4 N - ] 3 2 F [ 4 N ( ± 3 ) 2 ] ^ E

2F [4N-
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130. N = 5 (modi o) :

i 6

5 V + 1 -t- i :

48~

48

2F[N_(5.).] =

2

4W^4

+

+

2F[4N -(io f f±3)2] =

1O 10

131. N =4(,modio

A (^, A

2F,[N-(5<r=ti)«] = - ^ 3 H - ^ 3 l + -^
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2Ft[N-(5a±a)»] = - j a - i a . + lî», + 1 M, +

, , + , ,

1 4 l 2 * 2 l

-L

—(lO(Tzbl) 2] i=2F 1[4N —(lO(T±:l)2]

— (iocr±3)2]

2F[4N-(iocr+5)2]=2FJ[4N-(io(7+5)'-]
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io io 5 5 \ 4 / ib

N = 6(modio) :

2F[N-(5cr±i)2l = | a - | 3 , -

i . ( 3 . 2 ^ _ 5 ) u + ^ [ 5 + ( — 9 ) ^ ] V ^ ( » « , « , ) - l

»,

\ 4 / V4/

i^ +

L 5S J =

4

2F,
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—(io<j±3)2]

2F [4N —

25

lo io 5 ' 5 \4

N = 2 (modio) :

•la + i

2Fl[N-(5ff±2)'] ^-1^+021,+ i^ _£(,,,_«,) + £,

2F[N-(5,)«]
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5 5

[4N —

[4N —(IO(T±3) 2 ] = 2 F 1 [ 4 N —(io(7±3)2]

2F [4N —

= 8(modio) :

ü+ V — — (a^H-ï,)-^ —

2F,[N-(5ad=a)«] = _ ^ a - | a ,

U -k V -+-_(2S2 + çL l)__
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2F [4N —

2F [4N - ( 1 0 ^ + 3)»] = 2F,[4N-(ioo-±3) 2]

= 3 . a t U - i - ( — a ) l V - A

2F [4N — (10(7+5)'] = 2F,[4N —(ioa-i-5)2]

132. JS=o(modio)

2Fl[N-(5«r±.).] =-J 5a + 1L

2F,[N —(5a)!] =—L31-+- — a, + ± q i + -9.€1+i.
1 L v ' J 20 20 20 20 2

2F [4N —

2O 20 2 2 2 2

20 20 2 2 2 2

2F [4N-

10 10 1 10 10

2 2
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ou encore, avec d'autres notations :

2F1[N-(5<r±i)'] =

2F,[N —(5<x±a)'] = (»'*- |-0(5v—•) D + ^ T, + /N^

2 F [ 4 N — ( i o < 7 ± i ) 2 ] = 2 F 1 [ 4 N — ( i o < x ± r ) « ]

__ 2|X__ 5v__]

2¥ [4N —i.

2F [4N-

133. On pouvait prévoir certaines de ces formules dans un cas
particulier.

Supposons N pair, mais double d'un nombre impair, c'est-à-dire
supposons [X = 1.
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Alors F, (N — m2) est nul, car N — m2 est congru à i ouà 2 (mod4).
On a, en effet,

N — (2/i-4-i)2E=N--iE= 1 (mod4),

^ N ~2 (mod4),
et d'ailleurs

Ft(M) = o,

si M est congru à 1 ou à 2 (mod4).
On vérifie aisément, dans le cas de N = o(mod 10) qu'il en est ainsi.

On le voit encore dans les autres cas, pour les 2F(N — m2) qui s'ex-
priment sans faire intervenir des nombres de représentations par des
formes quaternaires. On en déduit, pour les autres, inversement, une
relation entre les nombres Sa, T^ 3T̂ 2 (ou 0X>3) et, par suite, on voit qu'il
est possible de simplifier les formules obtenues au n° 129 dans le cas
de J / . = I . Je montrerai au Chapitre suivant que les formules se sim-
plifient quel que soit jx, aussi ne m'attarderai-je pas actuellement sur.
cette question.

134. Liouville (Journal de Mathématiques, t. XIV, 2e série, p. 162),
donne la formule

2 F ( m - 25£2) = 2;A,

A étant un diviseur de m', avec m=\om, m! étant un entier impair
premier à 5, t étant un nombre entier prenant les valeurs 1, 2, 3, . . . .

Cette formule est un cas particulier de notre formule

dans le cas où N = o (mod 10), ;x = 1, v = 1.
On trouve alors

U n'est autre que la somme des diviseurs de m! = — et le facteur 2

provient de ce que les a prennent des valeurs négatives.
On peut donner des formules analogues pour les deux autres

sommes : on trouve, en supposant toujours [x = 1, v = 1 :
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CHAPITRE VI.

FORMULES DE M. GIERSTER. — FORMULES DEFINITIVES.

155. Nouvelles relations. — On sait que

= aF(A),

Il en résulte immédiatement que

(1) 2F [ 4 N - ( 5 a ± i ) 2 ] = r 2 F [ 4 N - ( i o c r ± i)2] + 2 2 F[N - ( 5 a ± 2 ) ' ] ,

(2) 2F [4N-(5f f±2) 2 ] = 2F[4N — ( I O < J ± 3 ) 2 ] + 22F [N — (5<7± 1)*],

(3) 2 F [ 4 N - ( 5 a ) 2 ] = 2F [4N— (iocr±: 5)2] + 2 a F [N - (5a)2],

(4) Z

et

(6) 2
= 2 F , [ 4 N - ( I O < 7 ± I ) 2 ] -H2F[N-(5<T±2)2]+2J7

ItN — (5«T±a)«],

(7) 2F,[4N-(5a±2)2]
= 2F,[4N — (.off±3)2] + 2 F [ N - ( 5 a ± i ) « ] +2F,[N — (5a ± 1 )»],

(8) 2F1[4N-(5ff)
2]

= 2F,[4N — (ioff+5)2] +2FfN-(5a) !] + 2F, [N—(5a)2],

{n\ y F r4N-(5 f f±.)H
(9) =2¥^ T5 J

4N-(ioj±i)H -(5a±2)H

—is—J'
(.0, lF,[*i^^]
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Or, dans ces formules, chaque somme est connue. On peut donc
espérer, au moyen des formules des nos 129 et 131, en déduire des
relations entre les nombres §n <S2, Tn

 (j£2J etc., qui les encombrent, et
inversement, se servir de ces relations pour simplifier les formules des
n08129 et 131.

136. Formules de M. Gier ster : cas de N impair. — Supposons
d'abord N = 3(modio).

La formule (a) donne

Or (n° 100)

donc

(u)

Ceci posé, les équations (6), (7) et (8) donnent

= 3 (mod 10),

Ce sont les formules de M. Gierster, traduites dans nos notations

(nos2eti5).

137. La formule (11) permet de simplifier les formules du

n° 129.
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On trouve

2F[N-(5»±i)*] = i*

2F [N-(5ff±2)2]= I a + i p - —x.+ ^at,

Ns3(modio),
SF1[N-(5<x±a)*]=-ga+IîP + -L;fcl__o&,

N-(5af] = l a H-J.^,-!^,

Ce sont les formules que nous voulions obtenir.
On peut remarquer que dans ce cas

— (5a±i)2] = 2 lF[N- (5a)2]

138. Supposons N = 7 (mod 1 o).
Au lieu de l'équation ( i l ) on obtient

o

(12) 2 82—$,-+- 3&,= g3

et les formules de M. Gierster sont

)2] = P Ns-3(modio),

On simplifie enfin les formules du n° 129 comme tout à l'heure,
Nous donnons les résultats plus loin (n° 148).

139. Supposons N = ± 1 (mod 10).
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On a trouvé (n° 100)

3(4 N) — X,(4N) = 3[3X 3 (N)-X,(N)] ,

il en résulte, par la formule (i),

avec N = dz i (mod 10). Les signes supérieurs se correspondent et les
signes inférieurs aussi.

En formant alors les combinaisons conduisant aux premiers
membres des formules de M. Gierster, on obtient, si N = i (mod 10),

2 H [ 4 N - ( 5 ( x ± 2 ) 2 ] = 2 F, [ 4 N - ( 5 ( T ± 2 ) 2 ] = ' a — !
O 2

2H [4N-(5ff)2] =2F, [4N-(5ff)!] = I
2

= 2 F = a , l i +

25 J L 2^ J i5 io 5

et, si N = — i (mod i o)>

2H[/JN — (5cr±i)2] =:2F1 [4N—(5o-±i)2] = ' a + - » +
«j 2

2 H [ 4 N - ( 5 « r ± 2 ) 2 ] = S F 1 [ 4 N — ( 5 < r ± a ) * ] = | a ,

2 H [ 4 N - ( 5 a ) s ] = 2 F , [4N —(5<r)*] = - -SB + V — %
2

5

5

Ces formules sont équivalentes à celles de M. Gierster (nos 2 et 16).
M. Gierster introduit les symboles H+I(A) et EL, (A) qui désignent
respectivement des nombres de classes de formes susceptibles de re-
présenter des nombres résidus quadratiques de 5 ou non résidus.
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On passe d 'une notat ion à l 'autre en r emarquan t ( ' ) que

La relation (i3) permet d'ailleurs évidemment de simplifier les
formules du n° 129. Nous donnons les résultats plus loin.

140. Supposons enfin
N=3=5(mod 10).

Les formules de M. Gierster (n°2) s'obtiennent sans peine. Nous
avons, en effet, calculé ff(/ï)> $(m) —

Par exemple,

2 I 4 24

d'après le n° 1S.
Le second membre s'écrit encore

Or N =*= m. 5V, donc

( TV \

* V25; ~
puis

2 ] H ( / N ^ ) $ ( ) $( ' | j lir^J C.Q.F.D.

Foir la Note placée à la fin du Mémoire,
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141. Formules de M. Gierster : cas de N pair. — Supposons
N = 4(modio).

Les formules (i) et (2) donnent

On en déduit

2H[4N — (5<7±i)*] = 2 F , [ 4 N - ( 5 ( 7 ± . )2] = ^a

2H[4N-(5o-±2) 2 ] =2F,[4N-(5ff±a)»] = | a ,

L 2D j ib 10 5

[N == 4 (mod io) ] .

qui sont des formules équivalentes à celles de M. Gierster.
142. Si N = — 4( m °d 10), on trouve de même

V / V 1 W 2 2 • 2 / 3 ^ 5 l 5

puis

2H [4N — (5cr)2] rr=2F, [ 4 N - ( 5 a ) 2 ] = i SB-j-V — W,

= r 4 W ( 5 « , ± a ) H
5 = = __L3_J_,+ ^

2D J L 2 5 J 10 JO 5
10)].

143. Si N = dt 'À (mod 10), on trouve

(16) 3 [2S 2 qz^ 1 +2a i q=i l l ) 1 ]4 -^ 2 ^Ç3-h | a t ± 6» ± i?», ,
D O 0
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puis

[N == 2 (mod 10)]

— (5<T)2] =2F1[4N-(5(j)1] = i
0

et

) ]=IF 1 [4N-(5cr=t a ) ]=Ja [ N i H a_ a ( n i o d io ) ]

2H[4N-(5(7)2] =2F1[4N — (5cr)2] = ̂ 31

Si enfin N ̂  o (mod 10), les formules du n°132 donnent sans peine,
parles combinaisons convenables, les formules de M. Gierster.

144. Formules définitives. — Nous avons déjà traité aux nos 137,
138 et 139 le cas de N impair.

Supposons m impair et congru à 2 (mod5).
On a trouvé n° 138

d'où, en posant 4 m = N,

(17) 2 F 1 [ N - ( 5 a ± i ) 2 ] = 3 Ü = — — i ü ,

puisqu'ici a== 2.
Nous avons remarqué plus haut (n° 135) que, si [x = 1,

Donc la formule (1 7) s'applique encore dans ce cas.
Supposons m pair et congru à 2 (mod 5).
On a trouvé n° 143
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avec /?!= 2^/1 (/i impair); d'où, en posant /\m—N,

ce qui montre que la formule (17) s'applique, quel que soit N pair et
congru à 8(modio). Alors, par comparaison avec l'expression déjà
obtenue pour le premier membre, on trouve

(18) 3(2 8,-1- «0 = 3C,-+- (V+3 - ^ \ U + | [5 + ( - 2)^] V

et, par suite,

De même

d'où, en posant

(19) 2 F i [ N — (5<7± 2)9-] =

formule qui n'est vraie que si N est multiple de f\. On sait (n° 133) que
si N est multiple impair de 2,1e second membre doit être remplacé
par zéro. Or, si ;x = 1, le second membre de\ient zéro (n° 10,
remarque 3). Donc la formule (19) est vraie dans tous les cas
où N = 8 (mod 1 o).

On a aussi

puis, de même
9^—1 r

ll\[N- 25<?*]=: U,

ÏF [N — 2 5 ( 7 2 ] = ^ ^ ü +

En comparant les équations ( 16 ) et ( 18), on trouve

(20) 3(2a1 + Dl) I)=-2%s
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d'où Ton déduit
9UH-2

( ± 3 ) 2 ]

9( _ _ T K

2 F t [ 4 N - (ioo- H- 5) 2 ] = 1 F [ 4 N - (foor + 5)2] = - — ~ - - U - — X 2 .

145. Les autres cas conduisent à des calculs complètement analo-
gues. Nous avons réuni les résultats aun° 148 pour N non multiple de 5.
Pour N multiple de 5, les résultats ont déjà été donnés aux nos 130
et 132.

146. Notre méthode nous a permis de retrouver les résultats de
M. Gierster. Nous donne-t-elle quelque chose de nouveau?

Supposons d'abord N non résidu. 'Vos formules donnent douze rela-
tions dont trois pouvaient êtres écrites a priori, savoir :

(a = i, 3 ou 5).

Trois autres résultent des formules de Kronecker donnant les sommes

I F ( N — a2), I F j f N - a 2 ) , 1F[\N — (2cr 4 - i ) 2 ] .

Enfin deux autres coïncident avec les formules de Gierster que je ne
compte que pour deux parce que l'une des trois formules se déduit
des deux autres grâce à la relation de Kronecker.

Nous obtenons donc, en définitive, quatre relations nouvelles.
Si N est résidu, nos seize formules donnent

relations nouvelles.
Si N est multiple de 5, nons avons

12 — 3 — 3 — 2 — 4

relations nouvelles.
Nous commencerons par réunir les formules analogues aux rela-

tions (18) et (20) et donnant de nouvelles propriétés des nombres de
représentations par diverses formes quaternaires.



FORMES QUADRATIQUES BINAIRES DE DETERMINANT NEGATIF. 1 8 1

147. Formules nouvelles relatives aux nombres de représentations
par diverses formes quaternaires. — N = ± i (mod 1 o) :

N = ± 3(mod 10) :

N = ±8(modio) :

3(2©t±.(!.,)= — 2.)b2 + y * - y^1=p6î5qz|i

N ̂ ±6(modio) :

3(2G5ziz i&o) -= a Ô o— 7 3H——2lzp3ÏZL:-^ i .

148. Formules relatives aux nombres de classes. — N = 1 (mod 1 o) :

SF,[N-(5a±.)«] = j a - J » + ï « - ^ a t .

2F [N-(5(7±3) '] = i a - T ; X

2 F [ N - ( 5 < 7 ) » ] = - g

±.)n=_3 j_ +.U
] 4o 20 10

v n rN-r>cr±:i)2 I 3 1 .
l l 25 J 4o 20

1 1 1

IO 48 12
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— ( i o < j ± i ) 2 ] = 3 2 ^ 1 ^ — ( l o o - d z i ) 2

:3)2] = 32F,[4N - (iocr ± 3)2

3 ^ t - + - | ^ > 3 ,

0 4

5 ) 2 ] = 3 2 F 1 [ 4 N — ( i o a + 5 ) 2 ] — 2 a — I « ^ ,
4 o

r 4 W - ( , Q g ± 3 ) n = 3 r 4 N - ( . o < r ± 3 ) n ^ . a | _ , J i

L 2;) J L 2J J 4 « 4
]\f = — j ( m o d i o ) :

2F [N — (5<7± r)2] = - a —-La^,

2F,LN-(5a±i)2] = - -Ja +^,_ij)ü8)

A «_ i

4o 20 10 48 *'

ZVi\ z — — 7—-rt H U H tl -+- 77: a/v>, ;
I O

2 F [ 4 N — ( i o c r ± i ) 2 ] = 3 2 F , [ i i \ — ( I O C J ± i ) 2 ] = \ a + | X x - ^
4 ö 4

3) 2 ] r=z32F1[4N-(iocr±:3)2] = a _ l ^ 1 +

= 3 r 4 N - - ( , o c r ± , ) 1 i a ^ , .
L 25 j 4 8 4

N = 3(modio) :

2F [N-(5a±iy]= i

2F.LN ( 5 a ± , ) 2 ] = ^
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2F[N-(5a)«] = l a '

2F,[N-(5a)»] = g a

2F[4N —(ioc7±3)2] = 3IF1[4N —(IÛCT±3) 2 ]= Z— j

5)2J = i a — I
4 o

N — — 3(modio) :

2F[N-(5ff±a)»]= l

2F,[N-(5a±:2)î]= JLa - J L ^ 1 + A

- (io<7± 3)2] = 32F,[4N — (ioa± 3)s] = 3̂1 -+- g

(ioa + 5 ) 2 ] r = i ^ — i x ,

a(mod io) :

2 F t N - ( 5 a ± i ) ' ] = | 3— | 3,-4- ^ i»i =
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S F [ N - ( 5 a ± a ) « ] = J a - I 3 , - ^ , =

- 1 — Ü,

2F[N—(5<j) 2] = - ! 7 a+-! 7 3l 1 -+-4 ' ! r c > »= ^ - ^ U + 'TL v ; J 24 24 24 b 24

2F,[N-(5«r)«] = _ ^ a + i a ,

2F[4N — (ioff±i)'] = 2F,[4N — ( I O O - ± I ) 2 ] = ^ — ^^+

a^2—1 n , 5

2F[4N — (ioff±3)*] = 2F,[4N — (io«r±3)*]=— -

2F[4N —(ioff + 5)«] = 2F,[4N —(ioff + 5)»] = 5 3 — I 31,—A

b
= 8(modio):

_ 5 ^
24

2F,[N —(5ff±i)«]=--î-aH-Ia l = H ^ u,
£ 2̂ if. O

2F [N — (5<7±2)']= I 21— I a ,+ i P, =U +

2F,[N —(5ff±a)»]=— I 3 - I

2F [N
24 24 24 6 24

2 F [ 4 N — ( I O < T ± I ) Î ] = 2 F , [ 4 N — ( i o c 7 ± . ) î ] = — 1

A2F[4N —(iocr±3)2]=:2F1[4N —(io(7±3)2 ]= JL a__ JL .a, + ̂ ;
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4(niodio) :

- ( 5 ( 7 ± I ) 2 ] =

O O

5_
24

U-~^2.

12 O 12

i * I + I * t + I I , - 1 * .

L\O ID 4 2

'N

-La--La,-ii., + If,_lK,

i5 3o 5 \ 4

^ |"N-(5cr±2)n==_ i ^___ 3 j _ B j _ B
1 [ 20 J 24O 8O 2O IO

- i5 " ^ 3o

2 F [ 4 N - ( i o c r ± : i ) 2 ] = 2 F , [ 4 N — ( i o < 7 ± i ) 2

,+( a r y + , /y.

i 3 I , I , 5
24 8 * 2 2 l 12

2{x 2 1-f-( 2 ) ^ /N\ 5

__ _ _j _ y ^ j ^
2 F [ 4 N - - ( i o a ± 3 ) 2 ] = 2 F 1 [ 4 N - ( i o ( j ± 3)2]

12 4 12 6 12

C. 24
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2 2

V — ( f O < 7 ± ! ) 2 1

25 J
7 3 i . i «. i i i

120 4o j 10 10 * 5 5 * 12

i5 io 5 5 \ 4 / 12

4(modio) :

, +

SF[N-(5a).] = ^a-^+Ii l »,

1 f T _ | _ / t

[•N-(Sg±,)H = _ _ L a 3 jr. ...
L 25 I 240 80 1 20 10

3o
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2 F [ 4 N — ( i o a ± i )* ] = 2 F 1 [ 4 N - - ( i o < x i f c i ) * ]

2 F [4N — ( i o c r ±

_ a /NN A ^

3 2 \ 4 / 12

2 F [ 4 N — ( i o ( 7 4 - 5 ) 2 ] = ; 2 F 1 [ 4 N — ( i o c r + 5 ) 2 ]

25

^ - g ü l u - y+M-j»^—Lac,.
15 l o 5 5 V 4 / 12

149. Notations. — Je rappelle enfin le sens des notations.
F (A) est le nombre des classes de formes quadratiques

(ax2 + 'ibx')"H- cy2) de discriminant A = ac—62 , de Tordre propre,
primitives ou non.

F, (A) est le nombre des classes de formes de discriminant A, de
l'ordre impropre, primitives ou non.

Les sommes sont étendues à toutes les valeurs entières, positives,
négatives ou nulles de a, rendant les crochets positifs ou nuls, mais
entiers.

On pose d'ailleurs

(̂0)3=0, F(o)=-i-.
I A

Si N = o (mod5), on a posé

N =

avec
N'^^o (mods) et (mod5).

Si d! est un diviseur quelconque de N, et que dt et d soient deux
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diviseurs conjugués (N== rf, rf et dh > d\ on a posé

'"Si 0' est un diviseur de N

Enfin x , , %o, x 3 sont respectivement les nombres des représenta-
tions de N par les trois formes

o;24- y% + 25-s2 -h 25*2,

25 S2 -h 25 ̂ 2.

Ce sont des nombres de décompositions de N en quatre carrés, dont
au moins un, deux ou trois sont multiples de 25.

NOTE.
DEMONSTRATION D ' Ü N THEOREME.

150. Il s'agit d'établir que le nombre des classes de formes quadra-
tiques de déterminant négatif susceptibles de représenter des nombres
résidus quadratiques de 5, est égal au nombre des classes de formes
susceptibles de représenter des nombres non résidus de 5.

Remarquons d'abord que la proposition n'a de sens que si le déter-
minant est divisible par 5.
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Supposons en effet que le déterminant —A soit résidu et consi-
dérons la classe

x^-v- Aj2 .

Si
A== 1 (mod 5),

A + i = 2 (mod 5).

Donc les deux nombres i et A + i qui sont représentables par la
forme (i , o, A) sont, l'un résidu, l'autre non résidu : l'énoncé n'aurait
donc aucune signification dans ce cas.

Si
A = —1 (mod5).

on vérifie que i et A -h 4 sont représentables par la forme (i , o, A) et
sonr, l'un résidu, l'autre non résidu.

Si A n'est pas résidu, la classe (1, o, A) peut représenter 1 et A, c'est-
à-dire des résidus et des non résidus : le théorème n'a pas de sens.

Supposons donc

A = o (mod5).

On sait alors (f) que, si n et nf sont deux nombres non divisibles
par 5 et représentables par la forme (a, &, c) de déterminant — A,
on a

et, par suite, tous les nombres représentables par la forme sont résidus
ou tous sont non résidus : l'énoncé a donc un sens.

l o i . Ceci posé, rappelons d'après Lejeune-Dirichlet les principaux
résultats de la théorie des genres, de Gauss (2).

(1) P.-G. LEJEUNE-DIRICHET, Vorlesungen tiber Zahlentheorie, vierte Auflage, § 121.
(2) P.-G. LEJEUNE-DIRICHLET, Recherches sur diverses applications de l'analyse infini-

tésimale à la théorie des nombres (Première Partie, § 3 et 6) {Journal de Crelle,
t. 19).
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Soit —A le déterminant de la forme (<r,
(soit proprement, soit improprement).

On pose

, r) supposée primitive

ou
= 2 P.

selon que le quotient du premier membre est impair ou pair. S1 dé-
signe d'ailleurs le plus grand carré qui divise A. Par suite, P est un
nombre impair dont les facteurs premiers y;, ƒ/,ƒ/', ..• sont tous iné-
gaux. Soient s, / , / ' , ... les divers facteurs premiers impairs (inégaux)
de S, et m un nombre représentable par la forme (*).

On considère les Tableaux suivants :

S == ï (mod 2)

S = 2 (mod 4)

S =so (mod 4)

S =s 1 (mod 2)

S E=2 (mod4)

S==o (mod4)

S == 1 (mod 2)

S = o (mod 2)

i° A = S2P

m

P^3 (mod 4)].

m\

m \ f m

77' \7

( - 0
m —1

( - 0 2 , ( - 0 g

2°
m — l

, = SfP [ P s i (mod 4)].

^

( - 0 m

7
, = 2S2 = 3(mod4)].

?

5

(l) II faut prendre 2m si la forme est impropre.
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S == 1 (mod2)

S = o (mod 2)

4° A — 2 S 2 P [P = i (mod

m — 1 w s —1

(_,) * _/ m\ (m

(-0 2 , (-0

\p ! \P

m\ m
P J \P

m\ m
s \s'

m\ 1 m
s r \s'

Ces quatre Tableaux contiennent évidemment tous les cas.
Les divers caractères quadratiques contenus dans ces Tableaux ne

dépendent en rien du nombre particulier m (*) représentable par la
forme; ils constituent autant de caractères particuliers de cette forme.

L'ensemble des caractères particuliers, c'est-à-dire l'ensemble des
caractères quadratiques contenu dans une ligne des Tableaux précé-
dents, est le caractère complet de la forme. L'ensemble des formes
ayant même caractère complet constitue un genre. Deux formes de la
même classe appartenant au même genre, les classes se répartissent
également en genres.

Si \ est le nombre des unités (-+• i ou — i) d'une ligne des Tableaux
qui précèdent, le nombre des genres possibles est évidemment o}.
Mais, tous ces genres n'existent pas, en général. On a, en effet, une
relation entre les caractères particuliers : le produit des caractères
particuliers qui sont situés dans la première partie de chaque ligne
doit donner H- i. Cette condition, si la première partie de la ligne
existe, aura donc pour effet de réduire le nombre des genres pos-
sibles de moitié. On constate d'ailleurs aisément que la première
partie de chaque ligne existe toujours, sauf si A est un carré précédé du
signe —. Ce cas ne nous intéresse pas, puisque nous supposons le dé-
terminant négatif.

Ainsi le nombre des genres possibles est 2l~l. De plus, ces genres
existent effectivement et chaque genre contient le même nombre de
classes de formes. On remarquera que, dans le cas d'une forme impro-
prement primitive, on ne peut avoir que A = 3 (mod 4) et, par suite,

(*) Ou <xm.
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P = 3(mod4) et S = i (mods). Les Tableaux qui précèdent se
réduisent alors à la première ligne de i°.

152. Or, un des nombresp, . . . , s, . . . est 5. Un des caractères qua-
dratiques sera donc (ifV

i° Si 5 est un des nombres p9p', . . . , P étant impair, sera ou 5, ou
le produit de 5 par au moins un autre facteur, différent de J .

Si P = 5 = i (mod 4)? o n e s t dans le cas 2° et la première partie des
caractères particuliers se compose de deux caractères :

et «

auxquels correspondent deux combinaisons de signes

-+- -fr-
e t

et, par suite, au moins deux groupes de genres : l'un pour lequel

(™ j = 4 - i, c'est-à-dire le groupe des genres pour lesquels la forme

représente des nombres résidus quadratiques de 5, l'autre pour lequel

/ ^ j = — i, ou le groupe des genres pour lesquels la forme représente

des nombres non résidus quadratiques de 5. D'ailleurs, ces deux
groupes contiennent le même nombre de genres et, par suite, le même
nombre de classes de formes, ce qui démontre le théorème.

Si P est le produit de 5 par un autre nombre, quel que soit le cas
où l'on se trouve, il est clair que la première partie des caractères par-
ticuliers se composera au moins de deux caractères, et par suite qu'on

aura un certain nombre de groupes de genres où ( y j = - + - i ? et le

même nombre de groupes de genres où ( y ) = — i - H y a donc,

ici encore, autant de classes où f ^ - j= - f - i que de classes

ou l -5 ) = —

2° Si 5 est un des nombres s, il est clair que, puisque les caractères
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particuliers de la seconde partie de chaque ligne ne sont soumis à au-

cune restriction, lors même que seul le caractère (j j existerait, il y

aura a la lois des genres ou ( j j = -h i et des genres ou ( y ) = — 1 •

Ces nombres de genres sont d'ailleurs les mêmes : par suite, le théo-

rème est encore démontré dans ce cas.

On voit que le point important de la démonstration est qu'il existe
m
1

y A y j r> • i \ / 77l\ i

a coup sur, a la Jois, des genres ou ( — 1 = 4 - 1 , et des genres
my

O U ( • = - ) = —

Cela n'a pas lieu pour tous les nombres.
Si l'on prenait, par exemple, les classes de formes susceptibles de

représenter des nombres résidus quadratiques de 3, ou des nombres
non résidus de 3, on constaterait que, pour certains déterminants, il
n'existe pas de classes pouvant représenter des nombres résidus.

Si,par exemple, À== 147 = 3 (49)% o n est dans le cas P = 3(mod4)
et S = 1 (mod 2)

(Ç). (f
( I, O, I/|7) -H "i-
( 4, 1, 37 + -+•
( 4 , - 1 , 37) + -+-
( 3, o, 49) + -
(12, 3 , i 3 ) -h -

(12, - 3 , i 3 ) -+- -

( 2, 1, 7 4 ) H- +
( 6, 3, i3) +-

On voit qu'on n'a que deux genres et que, seuls, les résidus quadra-
tiques de 3 sont représentables par des formes quadratiques de discri-
minant 147.

La démonstration précédente réussit pour tout nombre premier

congru à 1 (mod4)-

153. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les formes
considérées étaient des formes primitives.

C. 25
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Soient A (A) le nombre des classes de formes primitives, propre-
ment, par exemple, de discriminant A, divisible par 5 ;

F (A) le nombre des classes de formes, primitives ou non, de Tordre
propre et de discriminant A ;

F'(A) le nombre des classes de formes, primitives ou non, de Tordre
propre, de discriminant A, et n'admettant pas le diviseur 5.

Alors

D'ailleurs

/fc+l représentant le nombre des classes de formes proprement primi-
tives susceptibles de représenter uniquement des nombres résidus
quadratiques de 5.

On a démontré que

donc

de même

etc.
Donc

en appelant F(4_0(A) le nombre des classes de formes, primitives
ou non, de Tordre propre, susceptibles de ne représenter que des
nombres résidus quadratiques de 5.

Donc

v 2 3

de même

FM)(A) étant le nombre des classes de formes, primitives ou non, de
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l'ordre propre, susceptibles de représenter des nombres non résidus
quadratiques de 5.

154. Des raisonnements analogues s'appliqueraient aux formes de
Tordre impropre, et Ton trouverait

II va*de soi que F (^ J = F, (-^J = o, si A, qui est divisible par 5,
ne l'est pas par 25.

Le théorème énoncé résulte évidemment de ces équations.

Grenoble , le i e r mai 1913.

Vu et approuvé :

Paris, le 5 décembre 191^.
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