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A LA MÉMOIRE DE MON PÈRE 

A MESSIEURS JACQUES HADAMARD ET EMILE PICARD 





I-AUULIL DLS S^ltrîUtS 

M ^ 

CABINET DU DEPARTEMLNT 
DES SCIENCES MATCLKATiOUIS 

PREMIÈRE THÈSE. 

SUR LES 

FONCTIONS DE GREEN ET DE NEUMANN 

DU CYLINDRE. 

INTRODUCTION ( 1 ) . 

1. Nous considérerons un cylindre dont la section droi te , s u p 

posée fermée, l imite une aire s implement connexe : soient 2 cette 

aire et L son pér imètre . Pour plan x O j ' , nous prendrons le plan 

d 'une section droite quelconque 2 0 1 el pour a \ e Oz, une para l 

lèle aux génératrices*. Nous appellerons Hz la section droite de 

cote z. 

Nous appellerons demi-cylindre la portion de l'espace occupée 

par les points qui sont intérieurs au cylindre et se trouvent d 'un 

certain côté crime section droite donnée . Toute section droite E^ 

divisera le cyl indre indéfini en deux demi-cyl indres . Nous appel 

lerons (h+) celui qui est situé du côté des ; positifs, (h_) celui 

qui correspond aux ; négatifs. Mous désignerons par (/i, h') le 

cylindre droit l imité aux sections SA et S*'. 

Mous représenterons par des grandes lettres les points intér ieurs 

au cyl indre , par les petites lettres correspondantes leurs p ro jec 

t ions sur le plan de la section ( 2 0 ) . 

(1) Les résultats contenus dans ce travail ont été résumés dans deux Notes 
publiées aux Comptes rendus de l'Académie des Sciences (5 mai et 8 décem
bre 1913). 

B. 
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2. Nous considérerons les deux équations aux dérivées par

tielles 
e P U d*U d*\J 

<•> -dF + ^ + - ^ = A U 

et 

L 'é tude de ces équations est au jourd 'hui fort avancée : le plus 

souvent on cherche à en déterminer une solution régulière dans 

un certain domaine, connaissant, le long de la frontière de ce 

domaine, les \a leurs de cette solution ou celles de sa dérivée nor 

male. 

La théorie de Fredholm a permis d 'établir la discussion com

plète de ces problèmes dans le cas où le domaine considéré est 

régul ier et limité en tous sens. Les t ra \aux qui ont trait à ces 

quest ions sont trop nombreux pour que nous puissions songer à 

les énumérer (' * ) . Nous nous contenterons de rappeler quelques 

résultats tout à fait classique*, mais d 'une importance capitale pour 

la sui te . 

Nous poserons 

R' = ( * - ? ) ' + ( 7 - 7 ) ) 2 - + - ( * - £ ) * 
et 

r i = ( * - Ç ) « + ( j r - , , ) 1 . 

Une solution fondamentale de ( i ) sera 

V^R cos(v/=TS:R) e~ 
R 

suivant que À est positif ou négatif. 

Gomme solution fondamentale de (2), on peut prendre 

K(;v/Xr) , 

quel que soit le signe de X : cette fonction est solution de l 'équa-

(') Nous citerons seulement deu\ Mémoires de M. Picard, parus dans les 
Rendiconli di Palermo . Sur quelques applications de l'équation de Fredholm 
( l. X \ [ [ ) et Sur la distribution de l'électricité avec la loi de JXeumann 
(t. XXWIl) — Voir aussi comme Ouvrages didactiques • I'IUCIIFT et HIYWOOD, 
L'équation de Fredholm et ses applications à la Physique mathématique. — 
GouusAr, Traité d'Analyse, t. III, cliap \XVII et WVII1. 

file:///aleurs
file:///XVII
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tion différentielle 
d2u i du . 
- — -h - - i Xa = o. dr2 r ar 

Si Ton considère la fonction de Bessel J (ifor) qui est une autre 
solution de la même équation, définie en tout point du plan, par 
la série 

J ( t / À r ) = i T- + 
2* «22.42 2 2 . 4 2 . ^ 2 

la fonction K est de la forme 

K(*v/Xr) = H(i/X r) + j ( t ^ r ) l o g i , 

la fonction II étant holomorphe. On démontre en outre qu'on a 

(3) ^ = i f "K(«> v/X«+ fi2) cosX(s - Ç ) rfX, 

et cela en remarquant (pie le second membre est solution de 
l'équation ( i ), lorsqu'on y suppose 

il suffit alors de constater qu'on a bien une solution fondamen
tale (le pôle était le point #, y , 3), qui s'annule à l'infini ainsi 
que ses dérivées. 

De la formule (3) on déduit immédiatement 

(4) K ( I > V / X 2 - H K 0 = - f e-^cosl(z-^)d\. 

Considérons l'intégrale 

- / K ( t > / X 2 - | j i 2 ) c o s X ( 3 —C)^X 

en lui appliquant le raisonnement t'ait pour l'intégrale analogue 
qui figure au second membre de (.{), nous voyons qu'elle repré
sente une fonction de Ç, */), Ç qui s'annule à l'inliui ainsi que ses 
dérivées, et que celte fonction est une solution fondamentale de 
l'équation (1) lorsqu'on y suppose A = — u2 : tout ce que nous pou
vons en conclure ici (ce qui nous suffira d'ailleurs), c'est que 
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cette intégrale représente une fonction de la forme 

cosfjL R -f- h sm JJLR 

R 

(h étant une constante inconnue) , c 'est-à-dire une solution fon

damentale de ( i ) . 

3 . Fonctions de Green et de Neuma/tn. — Considérons un 

volume (V) et un point P intér ieur à ce volume [s'il s'agit de 

l 'équation (i)] ou bien une aire ( ï ) et un p o i n t / ; in tér ieur k cette 

aire [s'il s'agit de l 'équation (2)] Pour le moment , nous supposons 

ces domaines ( V ) ou (2) limités eu tous sens 

La solution de notre équat ion, qui de\ lent infinie au point 

considéré ( P ou p) comme la solution fondamentale, et qui s 'an

nule sur la frontière, s 'appelle la fonction de Giee/i . celle-ci est 

donc fonction de deux points du domaine, et nous la représente

rons par l 'une des notations 

G(M, P , A ) ou g(m,p\\) 

suivant qu 'on est dans l'espace ou dans le plan. On démontre 

qu 'e l le est symétr ique par rapport aux deux points dont elle dé 

pend. Une telle fonction existe toujours lorsqu'on suppose À ^ o . 

Nous appel lerons de môme Jonction de jSeumann une solution 

qui devient infinie au point donné comme la solution fondamen

tale et dont la dér i \ éc normale s 'annule le long de la frontière. 

Nous représenterons une telle fonction par Tune des notations 

P(M, P, A) ou T ( / / i , / , ; X ) 

Une telle fonction est encore symétr ique par rapport aux deux 

points dont elle dépend. / / importe de remarquer que la défi-

nitioti précédente, qui est toujours \alable pour A positif (ou A 

pos i t i f ) , cesse de l'être lorsqu'on donne à A ou K la valeur 

zéro. 

Dans le cas de l 'équation de Laplace, il faut en effet la modi

fier, en supposant la dérivée normale non plus nul le , mais cons

tante sur la frontière (cet te constante étant — pour l 'espace, 

- p pour le p l an ) : pour achever de déterminer la fonction de 

file:///alable
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Neumann , on ajoute la condi t ion que la moyenne de ses valeurs 

sur la frontière du domaine est une constante, d 'ai l leurs arbi 

traire. On conserve ainsi , comme l'a montré M. Hadamard (*), la 

propriété de symétr ie . Nous représenterons cette fonction par 

l 'une des notations 
T(M, P) ou *((m,p). 

Il résulte de la théorie de Fredholm (pic les quatre fonctions 

G ( M , P ; V ) , / - ( / n , / * : X), T ( M , P ; A ) , T(#n, />; X) 

sont des fonctions niéromorplies de A ou A. On démontre que 

tous leurs pôles sont simples cl correspondent à des valeurs 

réelles du paramètre : ces \a lcurs sont toutes négatives pour la 

fonction de Green . Pour la fonction de Neumann, aucune nTest 

posi t ive. 

Par contre , la valeur A = o (pu\= o) correspond à un pôle 

de cette fonction. 

On démontre facilement ( 2 ) qu 'on a 

( 5 ) Y(™, /> ; x ) = y | + Y ' ( " I , / > ; X), 

où y' est une fonction holomorphe par rapport à X autour de la 
valeur X = o. 

Dans le cas de l 'espace, on aurait de même 

(6) r(M, P; A ) L ^ L + r ' (M, P; A), 

F ' étant holomorpbe en A pour A = o. 

4 . Considérons la suite des pôles de la fonction g(m, p) X) 

(a) *2 a2 a2 

à chacun d 'eux correspondent une ou plusieurs fonctions fonda

mentales, nulles sur le contour . Nous répéterons chaque terme 

de la suite (a) autant de fois qu ' i l lui correspond de telles fonc

t ions. Enfin, nous supposerons ces fonctions écrites en une sui te 

orthogonale et normale 

(?) ? i O ) i <p«('w), . . . , ««(no* •••; 

(1) Propagation des ondes, Gliap. I. 
(2) SANILLEVICI, Thèse, p. 63. 

file:///alcurs
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on a, entre ces divers é léments , les relat ions 

d2®„ à2yfl 
y » m . . = , 

<~) l ff ?'(w)?A("»)rfS«=o (*V*), / / cp2(/n)rfS,„«i, 

27ccp/(/?) = a2 / | yl(m)g(m,p)dZm, 

oii g (m, p) est la fonction de Grccn ordinaire . Cette fonction 

étant essent ie l lement positive, nous nous trouvons dans le cas 

d 'applicat ion du théorème suivant, dû à M. Robert Jentzscb (*) : 

« Etant donnée une équation intégrale de la forme 

*(P) = <?(P) - X f / % < > ) K(m, p)dLm, 

dont le noyau K (m, p) est positif, la constante caractéris t ique 

de moindre module correspondant à ce novau est réelle, posi t ive; 

en outre , c'est une racine simple de D(X) . Il lui correspond une 

seule fonction fondamentale qui a le même signe dans toute 

l 'aire. » 

Ains i , dans le cas actuel , les deux nombres aj et a2 sont cer

tainement dis t incts . En outre , la fonction o, (m) a même signe en 

tout point de l'aire ( I ) . Nous conviendrons, ce qui est évidem

ment permis , que ce signe est le signe (-H). 

Nous util iserons eu outre le théorème suivant, dont la démons

tration résulte des travaux de MM. Hilbert et Schinidt ( 2 ) : 

Soit Y (m) une fonction définie en tout point de Vaire ( 2 ) , 

s annulant sur le contour (C) ef possédant en tout point de 

Ictire des dérivées du second ordre continues. Cette fonction 

est développable en une série absolument et uniformément 

(1) Ueber Integralgleichungen mit positiver Kern {Journal de Crelle, 
t. 141, fasc. \). 

(2) FRLUILI et IIEVWOO», Léquation de Fredholm et ses applications, e l c , 
p. 108 et i 3 i . 
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convergente de fonctions de la suite (<p) : 

+ 00 

i = 1 

la valeur du coefficient et sera donnée par 

Ci=f £F(m)<?i(m)dZm. 

De même, considérons la suite ((3) des pôles de la fonction 

y(m,p;l) 

(P) o, - p ? , - P 2 , . . ., - p » , . . . 

et soit 

la suite orthogonale et normale des fonctions fondamentales cor

respondantes . Toutes ces fonctions ont leurs dérivées normales 

nulles sur le contour . Toute fonction définie dans l'aire ( S ) , con

tinue en tout point de Vaire ainsi que ses dérivées des deux 

premiers ordres et avant une dérivée normale nulle sur le con

tour , sera encore dévcloppahlc par rapport aux fondions de la 

suite (<|/) en une série absolument et uniformément con

vergente. 

5. Le présent Mémoire est consacré à l 'étude des fonctions de 

Green et N eu ma un du cyl indre indéfini, et de quelques quest ions 

qui s'y rat tachent . 

Les proposit ions que nous rencontrerons peuvent se classer en 

deux sortes : 

i° Les unes sont négatives : du fait que le domaine considéré 

est infini, un certain nombre des propriétés des fonctions 

G ( M , P ; A) et T( M, P ; A) cessent d'être vraies : ainsi nous ver

rons que ces fonctions ne sont plus méromorphcs en A. 

2° Les autres ont trait à des relations précises entre ces fonc

tions et les éléments correspondants de la section droi te , et 

résultent directement des propriétés géométr iques élémentaires 

du cyl indre . 
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Pour l 'é tude des premières , j e me suis inspiré de l 'exemple 

s ingul ier d 'équation intégrale, donné par M. Picard ( 1 ) et désor

mais classique. 

Pour les aut res , j e dois citer le Mémoire de M. Paul Lévy ( 2 ) , 

qui contient une relat ion fort importante entre la fonction de 

Green ordinaire d 'un cyl indre indéfini et celle de sa section 

droi te . On a 

L'objet pr incipal du précédent Mémoire est de montrer com

ment l 'équation aux dérivées fonctionnelles de la fonction de 

Green permet le calcul complet de cette fonction dans le cas d 'un 

cyl indre de révolution indéfini : ce calcul se ramène à l ' intégra

tion d 'une équat ion de Riccal i . M. Paul Lévy indique aussi inci

demment un fait important que nous généraliserons ici : 

La fonction de Grccn ordinaire du cyl indre de révolution a une 

expression asymptol ique de la forme 

A J(X/*)e->l^l, 

r désignant la distance à l'axe du point £, YJ, £, et X la plus pet i te 

racine positive de l 'équation 

J(XcR.) = o (clR = rayon du cylindre). 

L'expression de la fonction de Green du cyl indre de révolut ion 

est d 'ai l leurs connue depuis très longtemps ( 3 ) (au moins formel

lement) sous forme d 'un développement QII figurent les fonctions 

de Bessel. 

J'ai également tiré parti de la Thèse de M. Vergne ( 4 ) : j e fais 

al lusion à la méthode fort élégante par laquelle l 'auteur a résolu le 

problème des petites oscillations d 'un lluidc parfait, un iquement 

soumis à l 'action de son poids, et contenu dans un cvlindre ver

tical infiniment profond. Le pr incipe de celle méthode utilise un 

(1) PICARD, C.B. Acad. Se, i3 octobre 1910, et Annales de l'École Normale, 
1911. 

(Q) Paul LLVY, Sur la fonction de Green ordinaire du cylindre de révolu
tion, etc (Bendiconti del Circolo mathemalico di Palermo, 2e semestre 1912). 

(3) HEINE, Anwendungen der Kugelfunclionen, p. 186. 
(4) VERGNE, Thèse, p. 72 et suiv. 
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développement procédant suivant les fonctions fondamentales de 

la section droite : nous verrons dans la suite tout le parti qu 'on 

peut t irer de pareils développements . 

6. Le Chapitre I est réservé à l 'étude du cylindre droit : il est 

très facile de trouver comment se prolonge ana ly t iquement , dans 

le cylindre indéfini, la fonction de Green ou de Neumann d 'un 

cylindre l imité. On démontre que la fonction ainsi prolongée est 

pér iodique par rapport à la cote du point M, la période étant 

double de la hauteur du cyl indre . On est donc conduit à repré

senter cette fonction par un développement, de Kourier, dont les 

coefficients sont des fonctions de Green de la section dro i te , 

relatives à l 'équation (a), pour des valeurs de X qui sont de la 

forme 
rt27I2 

H étant la hauteur de notre cyl indre droit . En out re , les dérivées, 

par r a p p o r t a Çde la fonction de Green G ( M , P ; A) du cylindre 

droit , sont elles-mêmes représcntablcs par des développements de 

Four ie r , qui se déduisent par dérivation terme à terme du déve

loppement précédent . On en déduit très simplement (pie, lorsque 

X augmente indéfiniment par valeurs positives, les fonctions 

g(m, p; X ) et y(//2, p ; X ) tendent vers zéro plus rapidement que 

n ' importe quel le puissance de c-• Ce résultat n'est pas d 'ail leurs 

absolument nouveau, mais la méthode précédente en donne une 

démonstrat ion tout à fait in tui t ive . 

Nous passons alors au cyl indre indéfini : avant de définir les 

fonctions de Green et de Mcumaun, il est nécessaire de recher

cher quelles conditions il convient d ' imposer à une solution de 

l 'équation ( i ) pour eu assurer l 'unici té . La réponse à cette ques

tion nous est fournie par les deux propositions suivantes : 

i° Que l que soit A, si une solution de ( i ) s 'annule sur le cy

l indre et tend uniformément vers zéro quand | £ | croît indéfini

ment (auquel cas nous dir.ms quelle est régulière à Vinjini), 

elle est ident iquement nulle à l ' in tér ieur du cyl indre . 

2° Si l 'on a au sens strict A -f- a'j > o, toute solution de ( i ) 

qui est bornée dans le cylindre et qui est nulle sur sa surface est 

nul le à l ' in tér ieur . 

B. 
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P étant un point fixe in tér ieur au cyl indre , nous appellerons 

donc fonction de Green une solution qui devient infinie en P 

comme la solution fondamentale, qui s 'annule sur le cyl indre et 

qu i est régulière à l 'infini. 

O n démontre alors aisément le résultat suivant : 

i° Si A + otj est positif, il y a une fonction de Green donnée 

par 

G(M, P ; A) = - / g(m,p\ A + X2) cosX(Ç — z) d\. 

2° Si A -h <*j est négatif ou nu l , il nyy a pas de fonction de 

Green . 

O n obtient des résultats analogues pour la fonction de Neu-

m a n n r ( M , P ; A ) ; sa définition est analogue à celle de la fonc

tion de Green : il suffit de remplacer la condit ion G = o sur le 

cyl indre par la' condit ion — = o. 11 ny a de fonction de Neu-

mann que si A est essentiel lement positif. 

Les fonctions G (M, P ; A) et T (M, P ; A) du cyl indre indéfini 

(A étant tel qu 'el les existent ) peuvent être considérées comme la 

l imite vers laquelle tendent les fonctions de Green et de Neumann 

d 'un cvlindre droit (pour la même valeur de A) lorsque les bases 

s 'éloignent indéfiniment de part et d 'autre . 

Le Chapitre 111 contient les développements des fonctions 

G ( M , P ; A ) et T (M, P ; A) en séries de fonctions fondamentales; 

ces séries ont l'avantage de fournir immédiatement l 'expression 

asymptot ique de ces fonctions à l'infini : elles convergent unifor

mément dans toute section droite différente de celle du point 

fixe P . Leur examen fournit en outre une preuve du fait que ces 

fonctions G (M, P ; A) et T (M, P ; A) ne peuvent être méro-

morphes en A. 

\ u Chapitre IV, j ' a i étudié les relations entre la fonction de 

Green du cylindre et celle de sa section droite : l 'une de ces rela

tions est due à M. Paul Lévy. J 'ai montré comment on peut en 

obtenir une autre de la forme 

fJ^GfnG^dlm=,^g]), 
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cette relat ion s 'applique à toutes les équations de la forme 

d2U d*U d2U A D / t XTT 

•5? + 1 ^ + ^ = A R « ' i > u ' 

où R (£, vj) est une fonction positive dans toute la section droite : 

comme on le voit, elle ne fait intervenir que les valeurs de la 

fonction G qui correspondent à des points situés dans une même 

section droi te . 

De cette propriété se déduit la résolut ion d 'équations fonction

nelles de forme s imple, dont le noyau est la fonction G (m,y?; A); 

m et p désignant toujours deux points d 'une même section 

droite 2 0 . 

Au Chapitre V, j ' a i abordé la discussion du problème de Di r i -

chlct en essayant de montrer ce que le fait de considérer un 

domaine infini peut introduire de nouveau. Voici à cet égard les 

résultats que j ' a i obtenus : suivant le signe de A- j -a* , on est 

amené à se poser deux problèmes différents : 

i° Si A -f- a2 est > o, on peut énoncer la quest ion sous une 

forme plus générale : « Trouver une solution de l 'équation ( i ) , 

régulière et bornée à l ' intérieur du c\-lindrc et prenant sur le 

cylindre des valeurs données , cont inues et bornées. » J 'ai montré 

que ce problème a une solution et une seule . 

2° Lorsque À - f aj est < o , j ' a i du me restreindre à é tudier la 

quest ion suivante : « Soit II ( s , z) une fonction donnée sur le 

cy l indre ; on la suppose cont inue, tendant vers zéro lorsque \z\ 

croît indéfiniment et telle que son intégrale le long d 'une généra

trice soit absolument et uniformément convergente : trouver une 

solution de ( i ) régulière dans le cyl indre et régulière à l 'infini, et 

prenant sur la surface les valeurs H (,ç, z). » Ce problème est en 

général impossible, j ' a i donné les conditions nécessaires et suffi

santes pour qu 'on puisse le résoudre, en introduisant la notion de 

fonction de Green généralisée. Si A est compris entre les deux 

nombres —c/J, et — a* + l i ces conditions sont au nombre <\eip. Si 

l 'on suppr ime dans l 'énoncé précédent la condit ion de régulari té 

à l 'infini, le problème, d ' impossible , devient indéterminé . 

Enfin, dans un dernier Chapi t re , j ' a i consacré quelques mots à 

la fonction de Neumann ordinaire , qui est bien entendu analogue 

aux fonctions de Green généralisées. 
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Qu ' i l me soit maintenant permis d 'expr imer à M. Hadamard 

mes bien sincères remerc îmcnts ; non seulement , j ' a i toujours 

trouvé auprès de lui l 'accueil le plus cordial et les plus précieux 

encouragements , mais c'est dans son œuvre (pie j ' a i puisé les 

idées directr ices de mes propres recherches . 

C'est pour moi un plaisir non moins vif de remercier M. Picard 

et M. Borcl dont je suis aussi l 'élève, et dont j ' a i éprouvé maintes 

fois l 'extrême bienveil lance. Je suis heureux de leur en témoigner 

ici ma profonde reconnaissance. 

CHAPITRE I. 

LE C Y L I N D R E L I M I T É . 

7 . Nous at t irerons d'abord l 'at tention sur le fait suivant : 

Les fonctions de Green et de iN eu ma nn d 'un cylindre l imité se 

prolongent aisément dans le cxl indrc indéfini : les fonctions, ainsi 

prolongées, sont périodiques par rapport à la cote du point va

r iable , et leur période est double de la hauteur du cyl indre . 

Prenons , par exemple , la fonction de Green ordinaire G (M, P ) 

relative au cxlindrc (A, h')\ considérons le cxl indrc (/i, ? h — h1), 

symétr ique du précédent par rapport au plan 2/^ et la fonction qui 

prend au point M' symétr ique du point M par rapport à S^ la 

valeur — GVM, P) : celle fonction est définie dans notre nouveau 

cyl indre , et (die x prolonge G( M, P) , car le long du plan 1^, elle 

s 'annule tout comme G( M, P) , et sa dérivée par rapport à Ç coïn

cide avec celle de G V M, P) . Enfin, le long du cyl indre , elle pro

longe bien G^M, P ) , puisqu 'e l le est nu l l e . La fonction de Green 

du cyl indre (A, h') est donc dès à présent définie dans le cyl indre 

double (2/1 — A', lé) : sur les sections I2h_/t' et Ih elle s 'annule, et 

en des points de ces sections situés sur une parallèle aux généra

tr ices, sa dérivée par rapport à ^ a la même valeur : c'est dire que 

si nous imprimons au cxlindrc ('> li — A\ h') le groupe de transla

tions reeti lignes '> n (A'—A) (paral lèlement aux génératr ices) , n dé

signant un ent ier que lconque , nous réaliserons le prolongement 

annoncé . Nous obt iendrons bien une fonction périodique de Ç, et 

sa pér iode sera 2{hf— h). 

La fonction G ( M , P ) possédera deux points singuliers dans 
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chacun des cylindres de hau teur i(lé— h) que nous juxtaposons 

a ins i . En désignant par P ; le symétr ique de P par rapport à S*, 

dans le cyl indre (2A — A', A'), sa partie s ingulière sera 

1 1 

MP " ~ M F ' 

Ce ra isonnement s 'applique sans modification à G ( M , P ; A ) 

(pourvu que A ne soit pas une constante caractér is t ique) . 

Pour r ( M , P ; A ) , on procédera d 'une manière tout à fait ana

logue : toutefois, ici, pour opérer le prolongement dans le cy

l indre (A, 2 A — / / ' ) , il faudra considérer la fonction qui prend au 

point M' la valeur T(M, P ; A) e l le-même. 

8. Voici maintenant une conséquence de celte proposi t ion : 

Soit une parallèle aux génératr ices, intérieure au cyl indre , et 

ne passant pas par P : si le point M se trouve sur cette droi te , nos 

fonctions G et F dépendent seulement d c £ ; nous venons de voir 

qu 'el les sont pér iodiques . Piemarquoiis de |)lus (pie, quel que 

soit Ç0, elles sont développahles en série entière autour de cette 

valeur. Il en résulte qu 'el les satisfont aux conditions de Dirichlet; 

elles sont donc développahles en séries de Four ier , dans un inter

valle d 'ampli tude > ( A ' — h ) \ et ces séries seront uniformément 

convergentes dans tout l'intervalle, pu isque , nul le part, G ni V 

ne présentent de discont inui té (1). 

Mais nous pouvons répéter ident iquement le même raisonne

ment pour une dérivée d 'ordre que lconque , par rapport à Ç, de G 

ou de r : celle-ci sera encore dévcloppable en une série de 

Four ie r uniformément convergente. De là résulte immédia tement 

ce fait : 

Les développements en série tri gonomé trique de G ou T sont 

indéfiniment dé riva blés terme à terme. 

9. Supposons, pour fixer les idées, A positif, soit 

et cherchons le développement de G ( M , P ; f/.2). Il est clair que G 

(v) Voir PICARD, Traité d'Analyse, l. I, 2e édition, p. 269. 
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est une fonction impaire de Ç—h . Le développement cherché 
sera donc de la forme 

-4-ao 

G(M, P; ^)=2*«(w' P: ^""(""feî)' 

le coefficient ¢,, ayant pour expression 

^ ( m , P; ^^jJL-^f G(M, P ; f J L 2 ) s in (Ai7r | ^A)^ ; 

on vérifie fort aisément, par une difiérentiation sous le signe 
somme et une double intégration par parties, que le coefficient $n 
considéré comme fonction du point m est solution de l'équation 

en outre, ¢,, s'annule lorsque le point m appartient au contour (C). 
Pour achever de caractériser ¢,,, nous allons chercher quelle 

singularité elle présente lorsque les points m et p tendent à se 
confondre. 

Or, dans le cylindre ^A, A'), on a 

G(M, P; H L 2 ) = ! 1 ^ - Û ( ] V 1 , P; p), 

la fonction Q étant régulière en tout point M intérieur à ce 
cylindre. La singularité de ¢,, nous sera donc fournie par l'inté
grale 

qui satisfait elle-même à l'équation (8) . Puisqu'elle ne dépend 
que de r, elle est donc de la forme 

c'est A qu'il nous faut connaître, et nous n'altérerons pas ce coef
ficient en remplaçant dans l'intégrale précédente les limites h et A' 
par —oo et - j - oo, car une telle transformation ne modifie cette 
intégrale que d'une fonction holomorphe. Nous sommes ainsi 
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ramenés à 

î—- / — sin ( rait-^7 r ) aÇ; 

transformons celte intégrale au moyen de la formule 

""(""fcl) = s^"*fcri)cos (""S) 
+ s i n ( n w £ ^ ) C o 9 ( n , « £ = ^ ) , 

notre intégrale se décomposera en une somme de deux termes : le 
premier reste fini même pour r = o, le second s'écrit 

A'—A \ h'—hJJ_m ^ 2 + ( ^ ^ . ^ ) 2 \ A—A/ 

c'est-à-dire, en vertu de (4)? 

en résumé, ¢,, est une solution de (8) qui s'annule sur le bord et 
qui ne diffère de l'expression (9) que par une fonction holomorphe 
en tout point m de (2). 

On en conclut immédiatement 

d'où le développement cherché 

(10) G(M,P;A) = ^ 2 s i n ( ' ^ r a ) X 5 i n ( r t u r a ) ^ [ w ^ ; A + ( Â S î ) ï ] ; 

71 = 1 

nous y avons, il est vrai, supposé A positif; si nous supposons A 
négatif et différent d'une constante caractéristique, la démonstra
tion précédente subsistera (*) et le développement (10) continuera 
à être valable. 

(1) En posant cette fois A = — jx2, il n'y aura qu'à changer dans le raisonne-
, . . , e—PR COSULR 

ment précèdent —=— en — — - . 
K R 
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10. Tl est d'ailleurs facile de déterminer a priori ces constantes 

caractéristiques. Désignons par — K2 l'une d'elles et par$(M) 

une fonction fondamentale correspondante : cette fonction pourra 

se prolonger analytiquement dans tout le cylindre absolument par 

le même procédé que la fonction de Green elle-même : nous 

obtiendrons ainsi une fonction périodique de Ç, dont la période 

sera encore i{Ié — h). Celte fonction sera impaire par rapport 

àÇ—/i. Dans son développement en série de Fourier, le coeffi

cient de 
sin(^fc4) 

sera donné par 

<P(^)=7^X'",I,($''1'0sin(/l,tfe^)^; 

donc <p satisfait à l'équation 

d2© d*o [TZO «2?r2 1 

et comme o s'annule lorsque le point (£,v|) appartient au con

tour (C), nous en concluons : 
. ,2 —2 

i° Que K2 — —n—Vu est é<;al à l'un des nombres de la suite (a); 
^ [h—h)*r x J 

2° Que 3(ç,f4 ) est une fonction fondamentale correspondante 

de la section droite. 

Réciproquement, soit vp(m) une fonction quelconque de la 

suite (cp) : quel que soit l'entier n, la fonction 

(p/;(m)sin (^IT.-^—JJ 

sera une fonction fondamentale de notre cylindre droit et la 

constante caractéristique correspondante sera 

Ainsi, toutes les constantes caractéristiques s'obtiendront en 

donnant à p et à n dans l'expression (i î) toutes les valeurs entières -

possibles (1) : nous voyons qu'elles seront toutes inférieures au 

nombre — a". 

(1) Toutefois, on doit supposer n différent de zéro 
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Il nous est facile de vérifier maintenant que , si A n'est égal à 

aucune de ces valeurs caractérist iques^ tous les termes de la 

série (10) ont des valeurs finies; en effet, s'il en est ainsi , q u e l q u e 

soit l 'ent ier /*, le nombre 
/ l27t2 

A"*~ (h'—hY 

n'appartient pas à la suite (a), et la série en quest ion ne présentera 

pas de terme infini. 

1 1 . Par un ra isonnement tout pareil a celui qu i nous a donné 

le développement (10) de G (M, P ; A), on trouve celui de T(M, P ; A) : 

(„> r(M,P;M=7^T[^^-) 

+2cos (n* ifcî)x cos(rt1t î = £ ) ï (»./»!A+(¾) 
-t-oo J 

nature l lement , on doit supposer que A n'est pas une constante 

caractéristique, et en particulier que A n'est pas nul. En posant 

pour l 'uniformité des notations 

o = —PS, -J= = <Mm), 

toutes les constantes caractérist iques seront de la forme 

/ i27t2 

K- (h' — h)*' 

ici, on devra donner k p et n toutes les valeurs entières possibles, 

zéro y compris . Les fonctions fondamentales correspondantes 

seront de la forme 

typ(m)cos(mz hl__l
hJ. 

12. Il est possible d 'écr i re , pour la fonction de Neumann ordi

naire F ( M , P ) , un développement analogue à (12). Mais, pour 

cela, il est nécessaire de modifier un peu la définition de cette 

fonction, telle que nous l'avons donnée dans l ' Introduct ion. Nous 

ne changerons que les condit ions à la frontière, et cela de la façon 

suivante : 
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Au lieu de supposer la dérivée normale de T constante sur toute 
la surface, nous l'assujettirons à s'annuler sur les deux bases, et, 
le long du cylindre lui-même, elle prendra la valeur 

4TT 

(h'-h)L' 

pour achever de la déterminer et pour assurer la symétrie par 
rapport aux: deux points M et P, nous ajouterons que la moyenne 
des valeurs de V sur la surface latérale est une constante, d'ailleurs 
arbitraire (1) . 

Le procédé de prolongement donné pour IV M, P ; A ) s'applique 
sans modification à la fonction T(M, P) ainsi définie, du fait que 
sa dérivée normale est nul h' sur les bases : par rapport à la cote Ç 
du point M, celle fonction est donc périodique, la période étant 
encore 2 (A'— A), et son développement s'écrira 

r ( M , p ) s B l ! ^ i P ) + 2 v . ( » . P ) c o . ( » w J ^ * ) . 

Le calcul des coefficients ^7,, s'efTectue par la méthode que nous 
avons indiquée pour G (M, P ; A); on trouve facilement 

( I3 ) r(MiP)-¥—j^ — 

^ c o s ( n * n ^ ) c o s ( " * t t ^ 
/i = i 

Remarque. — Dans le courant de la démonstration des déve
loppements (12) et (i3) on rencontre les égalités 

;rVÎ,P: \)dt = *i(m,p;A), 

<•<> . .* 
I J%\(M,P)dÇ = i*{(m,p), 

qui fournissent une relation entre la fonction de Neumann du 
cylindre et celle de sa section droite. M. Hadamard qui a signalé 

(1) J'emprunte cette définition à M. Hadamard (C. R. Acad. Se, t. GLVI, 
p. i364). 
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cette relation ( ' ) a fait remarquer qu'elle est de même forme que 

celle de M. Paul Lévy, citée au paragraphe 5 de l'Introduction, et 

qui a trait à la fonction de Green du cylindre indéfini. 

13. De la forme des développements (m) et (12) [ou ( i3)] , et 
du fait qu'ils sont indéfiniment dérivables terme à terme, se dégage 
immédiatement la proposition suivante : 

En désignant par a //// nombre positif quelconque, les 
produits 

W-g{m,p\\) et l*i(m,p;\) 

tendent vers zéro lorsque \ croît indéfiniment par valeurs 
positives (on suppose les points m et p fixes). 

Prenons par exemple le développement (10) : du moment qu'il 
est indéfiniment dérivable terme à terme, il est nécessaire que le 
produit 

""'["'''"^(iRî] 
(où k est un entier positif quelconque) tende vers zéro, puisque 
ce produit est (au signe près) le coefficient du terme en 

sK'l*ra)sin('l,tra) 
dans la dérivée d'ordre 2A. 11 suffit de faire 

/ l27T2 

A = o et X = 
( A ' - A ) 2 

pour obtenir la proposition annoncée, lorsque le nombre positif a 
est entier : mais on voit immédiatement que, d'après sa nature 
même, le théorème, s'il est vrai pour a entier, l'est pour a quel
conque. 

On fera une démonstration identique pour la fonction de 
Neumann, en raisonnant sur le développement ( i3) . 

Remarque. — Ecrivons les fonctions g et y en mettant en évi-

( * ) Loc. cit. 
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dence le terme s ingul ier ItLyiyjkry. 

g(m,p;\) = K(is/lr) — u>(/?i,/>; X), 

y(m,p; X) = K ( J / X r) — 73(771,/?; X); 

il résulte de l 'expression asyinptotique ( * ) de la fonction K que le 

produi t 
X«K(*VXr) 

tend lu i -même vers zéro lorsque \ croît indéfiniment par valeurs 

positives. Dans ces condi t ions, il eu sera donc de même de chacun 

des produi ts 
Xaw(m,jo; X) et Xa7n(m,/?; X). 

14. Les résultats du paragraphe précédent nous seront très 

utiles dans la suite pour établir l 'existence des fonctions de Green 

et de Neumann du cyl indre indéfini. Je dois dire toutefois qu ' i ls 

ne sont pas ent ièrement nouveaux: depuis longtemps, on connaît 

en effet la proposit ion suivante : 

Les solutions de Véquation ( 2 ) , définies et régulières dans 

Vaire limitée par un contour (C) et satisfaisant au contour à 

une condition donnée (de Dirichlel ou Neumann) indépendante 

de\, tendent rapidement vers zéro en tout point intérieur à 

l'aire lorsque A augmente indéfiniment par valeurs positives. 

En ce qui concerne la solution de (2) qui prend sur ( C ) des 

valeurs données indépendantes de X, M. Hadamard a donné ( 2 ) 

une preuve très simple du fait précédent ."soient un point intérieur 

à l 'aire, 0 sa plus petite distance au contour ( C ) , M la borne 

supér ieure du module des valeurs données sur ( C ) . Il a montré 

que la solution en ce point est moindre en valeur absolue que 

M 

Jx*v/X 8)" 

(1) Le produit 
- /Tfi 

(«e v^ 
tend vers 1 lorsque 0 augmente indéfiniment. 

(2.) HADAMARD, Transactions of the American Mathematical Society, 1902, 
p . 4^o. 
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Si donc S n'est pas nul, c'est-à-dire si le point n'est pas sur le 

contour, cette valeur tend rapidement vers zéro: plus rapidement 

que n'importe quelle puissance positive de c-- C'est ce qu'on voit 

facilement en se reportant à l'expression asymptotique ( ' ) de la 

fonction J. 
Les considérations qui précèdent nous conduisent à un résultat 

analogue et nous permet lent de démontrer la proposition suivante : 

Soit v\(p) la solution d'un problème de Dirichlet ou de 
Neumann relatif à l'équation ('*>-): si les données au contour 
H ('s, X) répondent (à partir d'une certaine valeur positive de X) 
à la condition 

|H(* ,X) |<AXP, 

où A et p sont deux constantes positives quelconques ( 2 ) , le 
produit 

l*?\(p) 

tend vers zéro lorsque X croît indéfiniment par valeurs posi
tives et cela quel que soit le nombre positif a (le point p étant 
strictement intérieur à l'aire donnée. 

Pour le démontrer il suffit de remarquer que la solution sera 
donnée par l'une ou l'autre des deux intégrales suivantes : 

± f H(s,l)^(s,P;\)ds ou - J - />H(5,X) ï(5, j D ;X)^, 
2 «Ac, «Ad 

suivant qu'il s'agit du problème de Dirichlet ou de celui de 
Neumann; celles-ci sont moindres en valeur absolue que 

'01 « 

or si le point p est strictement intérieur à l'aire, quels que soient 
les nombres positifs a et (3, les produits 

(1) Lorsque 9 croît indéfiniment, J («9) et ,—5 sont des infiniment grands 

équivalents. 
(2) P pouvant a fortiori être nul ou négatif. 
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tendent vers zéro (•) lorsque X croit indéfiniment par valeurs 

positives. 

15. Il n'y a aucune difficulté à étendre les résultats précédents 

a l'équation 
â2 u d^u . D . t . 

où R ( i , Tj) représente une fonction positive dans toute l'aire S0 . 
Pour cela, nous considérerons encore notre cylindre (A, h') et la 
fonction de Green de l'équation 

d'U ^2U R / C , ^ U 
< l 6 > ^ + ^ + * ( ^ ) "3p = °> 

on peut lui appliquer le même mode de prolongement qu'à la 
la fonction de Green ordinaire et la développer comme elle en 
une série de Fourier 

-4- oo 

^^n{ni,p)^n\^nTZjjZ^ 

n — \ 

avec 

*.= râJ]*'G<M.p>'K,ncï'=î)*î 

on vérifie aisément que <ï>„ satisfait à l'équation aux dérivées 

partielles 

-5jr + -rfVr = (F=^T*R(5 ' , l )*" 

(1) Il y a une difficulté apparente pour le premier de ces produits, du fait 

que ce n'est pas g lui-même qui intervient, mais -JL : elle est facile à lever; on 

. dG , , „ t remarque que, puisque/; est intérieur à 1 aire S,„ la quantité ^ (ou L» = tonc-

tion de Gicen du c)hn<lrc h, h') est dé\cloppal)lc -.ur la surlace du c\lindre en 
une série tru;onoméiiique . celle ci coïncide avec celle qu'on obtiendrait si l'on 
dérivait directement terme à terme le développement (io), suivant la normale. 

En reprenant pour -r- le raisonnement fait pour G, on Irouve que, quel que soit 

le nombre positif a, le produit 

tend bien vers zéro lorsque X croit indéfiniment par valeurs positives. 
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et, comme précédemment, on trouve 

7 1 = 1 

en représentant par la notation 

g(m,p;\R) 

la fonction de Green de l'équation (i3) (il est bien entendu que g 
n'est pas une fonction, mais bien une fonctionnelle de R) . 

En reprenant tous les raisonnements indiqués précédemment, 
nous démontrerons que, quel que soit le nombre positif a, les 
produits 

X«^(m,/i;XR)l X«v(m,/»;XR) 

tendent vers zéro lorsque X croit indéfiniment par valeurs posi
tives, etc. 

Il est à remarquer en outre que la méthode précédente conduit 
k des résultats absolument analogues pour l'équation à n variables 
indépendantes : 

df? + ^ + - - - + ^ = ^ 1 ^ - ' * » ) " ( ^ 

on passera par l'intermédiaire de la fonction de Green de l'équa

tion 

pour un cylindre droit de l'espace à (/i + i) dimensions, ayant ses 
génératrices parallèles k l'axe OÇ. 

CHAPITRE II. 

LE C Y L I N D R E I N D É F I N I . 

Théorèmes d'existence des fonctions de Green et de Neumann. 

16. Pour faciliter l'exposition, nous rappellerons d'abord 
quelques propositions (1) qui nous seront utiles dans la suite : 

( ! ) Je me borne à les énoncer, vu leur caractère élémentaire. 



— 24 — 

LEMME I. — Soit <p(X) une fonction continue dans l'inter
valle (o, H-oc) et telle que le produit Xa<p(X) tende vers zéro 
lorsque X croit indéfiniment, quel que soit le nombre positif a. 
L'intégrale 

f(z)=. I o(\) cosXzdX 
J o 

possède par rapport à z des dérivées de tous les ordres : celles-
ci se calculent par la règle ordinaire de dérivation sous le 
signe somme. En outre, la fonction J\z) et toutes ses dérivées 
tendent vers zéro lorsque z croît indéfiniment. 

(Enoncé analogue en changeant cosX; en sinXc.) 

LEMME 11. — Soit '}(X) une fonction continue dans l'inter
valle (o, -f- oo) et satisfaisant (a partir d'une certaine valeur de X) 
à l'inégalité 

l+a)l<è' 
où A est un nombre positif et a un nombre supérieur à i . 
L'expression 

lorsque p. croit indéfiniment, a pour limite l'intégrale 

J 0 

[On pourra prendre a fortiori pour fonction <J*(X) la fonction <p(X) 
remplissant les conditions du lemme i.] 

17. La recherche de toute fonction de Green est un cas parti
culier du problème de Dirichlet, lequel consiste ici k déterminer 
une solution de (i) connaissant les valeurs qu'elle prend sur notre 
cylindre indéfini. On comprend immédiatement qu'une telle 
donnée serait insuffisante pour d^uvcvïunicité de cette solution : 
pour achever de déterminer celle-ci, il faut encore dire comment 
elle se comporte à l'infini. 

C'est ce qui nous apparaîtra clairement en résolvant la question 
suivante : 
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A ayant une valeur donnée quelconque, trouver toutes les 
solutions de (1) qui s'annulent sur le cylindre. 

Soit \?(x,y,z) une telle solution : dans toute section droite, 
elle remplit les conditions du théorème d'Hilberl-Schmidt (§ 4) . 
Elle est donc rcpréscnlable sous la tonne 

-+- oo 

(F) F(x,y,z)=^cl(z)o,(x<y); 
1=1 

cette série est absolument convergente et, dans toute section 
droite, elle converge uniformément. En outre, la fonction F, étant 
analytique, admet par rapport à z des dérivées de tout ordre qui 
sont nulles elles-mêmes sur le cylindre : on pourra donc les 
développer en des séries analogues à la précédente. On aura par 
exemple 

ces séries successives s'obtiendront en dérivant terme k terme la 
série (F) : ainsi, je dis qu'on a 

en effet, nous avons 

c\"(z)=JJ — (x,y,z)<?t(x,y)dxdy, 

Ci(*) = j (v(x,y,z)yl(x,y)dxdy, 

et la première intégrale est manifestement la dérivée de la seconde. 
En outre, puisque F est solution de (i) , on a 

— ô— - r _ — • 

par suite, le premier membre est développable en une série de la 
forme précédente, qui peut s'écrire 

-4- oo 

2^i(*)?i(*ir) 

B. A 
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avec 
4 (*) = Acf(*)-<S(*)5 

mais, d'autre part, 

donc les coefficients c/(s) vérifieront des équations différentielles (1) 
de la forme 

(17) (A + a? )cf(«) - c';(s) = o. 

Si À + â  est positif, cette équation s'intègre par des expo
nentielles; si A-1-aj est négatif, ses solutions sont des sinus et des 
cosinus. 

Les solutions de l'équation (1) qui s'annulent sur le cylindre 
seront donc des combinaisons linéaires, en nombre fini ou infini 
de fonctions de l'une des formes suivantes : 

<p/(/?i) . ( s/\-hOLfz) pour A + a2>o, 

?i(/w) . W— A — o.} z) pour A-+-a? < o. 

Si l'on a A + a j > o, il n'y aura que des solutions de la pre
mière forme. 

Il est donc bien prouvé qu'une solution de (1) n'est pas déter
minée lorsqu'on se borne k se donner les valeurs qu'elle prend 
sur le cylindre. Par contre, je dis qu'elle le sera si l'on donne, en 
outre, la manière dont elle se comporte a l'infini. C'est ce que 
nous montre le théorème suivant : 

Toute solution F (x, y, z) de l'équation (1) qui s'annule sur 
le cylindre et qui tend unijormément vers zéro lorsque \z\ 
croît indéfiniment est identiquement nulle (2) . 

(1) On aurait pu écrire tette équation par dérivation directe; mais il importe 
ici de montrer que celte opération est légitime. 

(2) On voit que cet énoncé n'exige aucune hypothèse sur la façon dont se com
portent à l'infini les dérivées de l*' ( x, y, z). 
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En effet, F (# , y , z) sera représentable par le développement (F ) . 
Le coefficient Ci(z) du terme général s'écrit 

cl(z)=j( F(x,y,z)yl(x,y)dxdy, 

c'est dire que la fonction ct(z) tend vers zéro lorsque \z\ croît 
indéfiniment, et comme clic doit cire choisie parmi les solutions 
de l'équation (17), nous avons nécessairement, quel que soit l'en
tier 1, 

C,(z) = 0 C. Q. F . D. 

Il importe de remarquer que cet énoncé est valable, quel que 
soit A, 

18. Nous dirons qu'une solution F (x,y, z) de (1) est régu
lière et l'infini si elle tend uniformément vers zéro lorsque \z \ 
croit indéfi n imen t. 

Le théorème précédent peut alors s'énoncer ainsi : 

Une solution de (1), sans singularité et r intérieur du cy
lindre et régulière à l'infini, ne peut s'annuler sur sa surface 
sans s'annuler identiquement à l'intérieur. 

19. De l'analyse précédente, on peut tirer d'autres conséquences. 
Supposons que A -h â  soit positif et que F (x, r , z) soit encore 
une solution de (\) qui s'annule sur le cylindre (sans singularité 
k l'intérieur). Je dis que si elle est bornée, elle est identique
ment nulle. En effet, si elle est bornée, il en sera de même de 
Ci(z), mais nous avons 

ct(z)= at ch^V -h a/*) -h bt sh(\/Y^~xfz); 

il est nécessaire qu'on ait, quel que soit 1, 

*i = bt=. o ; 

en particulier, nous avons le théorème suivant : 

Si une fonction harmonique à l'intérieur d'un cylindre 
s'annule sur sa surface et est bornée à l'intérieur, elle est iden
tiquement nulle. 
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20 . Toutes les considérations précédentes s 'étendent a isément 

au cas où, au lieu de supposer connues les valeurs de la fonction 

sur le cyl indre , on se donne celles de sa dérivée normale . En 

part icul ier , on peut énoncer , quel que soit A, le théorème sui

vant : 

Toute solution de ( 1 ), dépourvue de singularités ù l'intérieur 

du cylindre, régulière et l'infini, et dont la dérivée normale 

s'annule sur la suif ace, est identiquement nulle. 

2 1 . Soit V un point fixe quelconque intér ieur au cvl indre . La 

fonction de (heen (î (M, l*;A) est par définition une solution 

de l'équation (i ), qui devient infinie en V comme la solution 

fo n dam en ta le, q u i s a n n u le sur le c) ' lin dre et qui est / 'ég u Hère 

à l'infini. 
D'après ce qui précède, il y a au plu» une fonction répondant k 

cet ensemble de condit ions. 

Nous allons montrer (pie si l 'on a, au sens strict, l ' inégalité 

A + a J > o , 

cette fonction existe et a pour expression 

(18) G(M, P; V)= - / g{m,p; A-t-X*)cosX(* — Ç)rfX; 

on vérifie aisément que le second membre (18) satisfait k toutes les 

conditions précédentes en l 'écrivant sous la forme (*) (cf. § 13, 

Remarque ) : 
. •. + * 

(iZbis) - / K(ir \/\-+•!*) cos\(z — Qdk 
7 1 « / - P O 

> 
u(m, p; A -H X2) cosX(* —- Ç) d\. 

Nous avons vu dans l ' Introduct ion (§ 2 ) que la première de ces 

(1) La formule (iS) ne donne, en apparence, la valeur de G que lorsque nos 
deux points M et P ne sont pas sur une parallèle au\ génératrices, en réalité, 
elle continue à donner sa valeur dans ce cas il suffit d'écrire le second membre 
sous la forme (iS bis), la deuxième intégrale a un sens, quels que soient les 
deux points. Quant à la première, on peut la remplacer par sa valeur, facile à 
calculer. 

if 
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intégrales représente toujours une solution fondamentale de ( i ) , 

qui tend vers zéro k l'infini. De plus , nous pouvons (§ 13 , R e 

marque) , dans l 'énoncé du lemme I, choisir pour fonction © (X) la 

fonction (o (///, p ; X2 -f- A) ; ceci nous permet de voir que la seconde 

intégrale est une solution de (i ) qui est régulière k l'infini ( ' ) . Le 

second membre de ('18) représente bien une solution de (1), qui 

est infinie eu P comme la solution fondamentale, qui est régulière 

k l 'infini, et qui m inifcstcmcnt s 'annule sur le cyl indre : c'est la 

fonction de Green cherchée. 

Tou t ceci suppose vérifiée, au sens strict , l ' inégalité 

A - h a ï > o , 

sinon l 'é lément de notre intégrale deviendrai t infini, et celle-ci 

divergerait . 

22 . Nous allons maintenant montrer que si l 'on suppose 

A - f -a j^o , 

la fonction de Green n'existe pas ; autrement dit, il est impossible 
de trouver une fonction G (M, P ; A) répondant k l 'ensemble des 

conditions précédemment indiquées . Nous allons montrer , en 

elfet, qu 'en admettant l 'existence d u n e telle fonction, on est con

dui t k une absurdi té . 

Admet tons donc l 'existence d 'une fonction de Green G (AI, P; A) 

relative au point P : par définition, c'e^t une solution de (1) qu i 

s 'annule sur le cylindre et devient infinie en P comme 

MP 

(') Le lemme I montre que l'intégrale 

/ w ( m, p ; A + A2 ) cos \ { z — Ç) d\ 

tend vers zéro quand Ç croît indéfiniment; Vuniformité de cette convergence par 
rapport au point m résulte du fait suivant : Quand l'expression 

X*u> {m,p; \) 

tend vers zéro (pour \ infini), sa convergence est uniforme par rapport au 
point m. 
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E n out re , elle est régulière k l ' infini; j e dis que sa dérivée par 
rapport k z sera, elle aussi, régulière k l 'infini. En effet, considé

rons une section droite que lconque , située au-dessus du point P 

par exemple . Notre fonction de Green est représentable par un 

développement de la forme 

-4-00 

20(09.(5,¾). 
/ = 1 

qui est valable au-dessus de cette section d ro i t e ; les coefficients 

C/(C) vérifient des équations telles que (17) . Gomme G est régu

lière k l ' infini, les c*(Ç) sont nécessairement de la forme 

Ci(Ç) = ate-Kl, 

où les K/ sont des nombres positifs. 

O r la dérivée par rapport k Ç de la fonction G sera el le-même 

représentable par un tel développement , qui s 'obtiendra (§ 17) en 

dérivant le précédent terme k terme. La quant i té — est donc bien 

ré g u Hère à l'infin i. 

Gela posé, considérons les deux fonctions 

U = G(M, P ;A) et V = ? 1 ( m ) cos[v/ - A - af {z - Ç)]; 

ce sont deux solutions de (1). Nous allons écrire qu 'on a 

La surface d ' intégration sera consti tuée : 

i° Par une petite sphère de centre P ; 

20 Par la surface tôt île d 'un cvdindre droit , dont nous ferons 

ensuite éloigner indéfiniment les base^ de part et d 'aut re . 

Grâce k la remarque précédente, les portions de l ' intégrale rela

tives k ces bases tendent vers zéro; car \ et — sont essent iel lement 

bornées et les quanti tés U et —- tendent vers zéro. 
" s 

La port ion de l ' intégrale relative au cv lindre est nu l l e . 

Il faudrait donc que la portion de l ' intégrale relative a notre 

petite sphère de centre P eut pour limite zéro. Or il est facile de 
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la calculer et de voir qu 'e l le a pour l imite 

- 4 * ? i ( P ) . 

Nous arrivons k une absurdi té . Donc la fonction de Green 

n 'existe pas. 

Il est k remarquer que ce raisonnement subsiste pour A = — aj : 

il n 'y n donc pas non plus de fonction de Green pour cette 

valeur . 

2 3 . P désignant toujours un point fixe in tér ieur au cyl indre , 

nous appellerons fonction de NeumannT (M, P ; A) une solution 

de l 'équation ( i ) qui devient infinie en P comme la solution fon

damentale , qui a sa dérivée normale nul le sur le cyl indre et qui 

est régulière k l'infini. En raisonnant comme nous venons de le faire 

pour la fonction de Green , nous verrons (pic la fonction de Neu

mann n'existe que si A est positif et non nul [ i l faut, en effet, 

remplacer le nombre — a j , premier terme de la suite ( a ) , par le 

nombre o, premier terme de la suite (fî)]. Dans cette hypo

thèse, clic a pour xpression 

(19) r (M, P ; A ) = . f Y (m, / ï ;A-HX«)co8X(*-C)dX; 

cette formule se démontre comme (18) . 

24 . La quest ion d 'existence de nos fonctions de Green et de 

Neumann est donc maintenant complètement résolue. Quand ces 

fonctions existent , elles nous sont données par les formules (18) 

et (19) . Gomme on pouvait s'j a t tendre , elles ne dépendent des 

cotes z et Ç de nos deux points M et P que par leur différence z— Ç, 

et, en outre , sur cc^ formules, la symétrie par rapport aux points 

M et P apparaît immédiatement . 

Montrons enfin (pie ces expressions (18) ou (19) fournissent 

une vérification très simple du fait suivant : 

Soit un cylindre droit (h, // ') dont les sections limites S^ et S^ 

s'éloignent indéfiniment de part et d'aul/e. La fonction de 

Green (ou de Neumann) de ce cylindre a une limite qui est la 

fonction de Green (ou de Neumann) du cylindre indéfini. 
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Bien en tendu , on suppose rempl ie , au sens s tr ict , l ' inégalité 

A - + - a î > o , 

en supposant , par exemple , qu ' i l s'agisse de la fonction de Green 

( i l faudrait la remplacer par A > o s'il s'agissait de la fonction de 

N e u m a n n ) . Plaçons-nous dans cette hypothèse. Q u e l que soit le 

cyl indre droit considéré, A n'est jamais une constante caractéris

t ique (§ 10) et nous pourrons écrire (§ 9 ) 

G,*,*.,(M,P;A) 

= /7=7r2s,n ("*/?=*) x uu\nitT^h)g[m'P' A + (7T=7# 
// — 1 

en réservant la notation G(h,h') pour représenter la fonction de 

Green de notre cylindre droi t ; le second membre peut encore 

s 'écrire 

l /1=1 

V> / Ç + z — ih\ f k n*iz* 1 

/i = 1 

Servons-nous du lemme II en prenant 

f i = """" y <KX) = g(m,p\ A + X2)cosX(ï — Z ) \ 

nous voyons que le premier de nos deux termes a pour l imite l ' in

tégrale 

- / é>(m*p] A-h X2)cosX(Ç — «)^/X; 
* J-» 

c'est précisément la fonction de Green G (M, P ; A) du cyl indre 

indéfini. 

Il ne nous reste donc qu'à montrer que zéro est la l imite du 

second terme : pour cela, il suffit de vérifier qu'à tout nombre 

pos i t i f s , on peut faire correspondre un nombre A tel que les iné

galités 
/ i ' > A , - / i > A 
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aient pour conséquence de rendre le module de ce second terme 
moindre que e. Or ce module est évidemment moindre que 

w = l 

— - f g(m,p-,\-h\*)cos'k)(ta-+-z — 2h)dl 

a l Z 1 4" 0 0 

+ " / ^ , D ; A4-X*)COSX(Ç + ^ — ih)dk 
* Ko 

une seconde application du lemme II nous montre que la première 
ligne a pour limite zéro quand h' croit indéfiniment, et cela quel 
que soit le nombre négatif//. C'est dire que nous pourrons tou
jours prendre lé assez grand pour la rendre inférieure k -• 
D'autre part, nous avons vu que l'intégrale écrite k la seconde 
ligne tend vers zéro quand — h augmente indéfiniment. Nous 
pourrons donc prendre h assez grand pour lu rendre elle-même 
moindre que - et le théorème est démontré. 

CHAPITRE III. 

LES DÉVELOPPEMENTS EN SERIES DE FONCTIONS FONDAMENTALES. 

25. Nous avons obtenu, au moyen des formules (18) et (19), 
une première expression des fonctions G (M, P; A) et r ( M , P ; A), 
sous la forme d'une intégrale définie, où n'interviennent que des 
éléments de la section droite; ainsi, on saura calculer les fonc
tions G et r si l'on connut les expressions des fonctions 
g(m,p',l) et y(m, p ; X ) , quelle que soit la valeur du para
mètre X. 

Nous allons maintenant donner une autre expression des mêmes 
fonctions G et T. Celle-ci se présente, non plus sous forme d'in
tégrale, mais sous la forme d'une série par rapport aux fonctions 
fondamentales de la section droite, ces fonctions étant celles de 
la suite (o) s'il s'agit de G, celles de la suite (»L) s'il s'agit de T. 

Un tel développement est valable toutes les fois que les deux 
points M et P ne sont pas dans* une même section droite. 

B. 5 
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26. Prenons par exemple la fonction de Green G (M, P ; A) 
relative au point P. Dans toute section droite qui ne passe pas par 
ce point, cette fonction remplit les conditions du théorème 
d'Hilbert-Schmidt. Donc, pour z — Ç ^ o , nous aurons un déve
loppement de la forme 

G(M, P; A) = ?i (/")/,(/>; K - * |; A ) + . . . 
-+-<?n(m)Mp;\K — *\; A)-+-...; 

la valeur du coefficient/,, est donnée par 

fn{p; | Ç - z |; A) =ffv ?n(M)G(M, P; A) rfZM. 

Pour calculer cette intégrale, on s'appuie sur les propriétés des 
potentiels de simple couche généralisés : la notion de potentiel 
de simple couche, classique pour l'équation de Laplace, s'étend 
d'elle-même (1) k l'équation (i) où A a une valeur quelconque. 
On voit facilement que f„ ne diffère d'un tel potentiel étendu 
k 2ç que par un terme régulier. Si donc nous considérons fn 

comme une fonction du point P, c'est une solution de l'équa
tion (i) qui s'annule sur le cylindre, qui est régulière k l'infini, 
et dont la dérivée normale le long du plan 2^ prend les valeurs 
— 27t(fa. 

Nous connaissons une fonction remplissant toutes les condi
tions précédentes; c'est 

aTC
 f - \ A r f + A i g - a i t 

/ * ! • 

1 ¥»</>) 

et nous avons vu (§ 17) qu'il ne peut y en avoir plus d'une. Nous 
avons donc 

V*n •+• A 

D'où le développement cherché 

-i-oo 

j " /A-h a» 

(1) Voir à ce sujet le Mémoire de M. PICARD, Sur la distribution de Vélec-
tricité avec la loi de Neumann (Rendiconli di Palermo, ier semestre, IÛI4) . 
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Naturellement, ce calcul n'est valable que si toutes les quan
tités A-f-aj sont positives; il en est bien ainsi, puisque, pour 
l'existence même de la fonction de Green, il nous faut supposer 

A -+- a'f > o. 

Par un raisonnement tout k fait analogue, on démontrera de 
même que l'on a 

(21) r ( M , P ; A ) 

où l'on devra supposer que A est positif. 
Nous aurons ainsi une nouvelle manière de calculer G et Y au 

moyen d'éléments de la section droite. 

27. De la forme des développements qui précèdent résulte 
immédiatement la conséquence suivante : 

Les fonctions G(M, P ; A) et T(M, P; A) ne sont pas méro-
morplies en A. 

Considérons par exemple G(M, P; A). Nous avons vu ( § 4 ) 
que a* est différent de a*. Dans le voisinage de la valeur A = — a*, 
la série 

o 2 
/1 = 2 

, - v /Â7Ï3 | i : -3 | Vn(rn)Vn(p) 
• A H- %\ 

représente, grâce a ce fait, une fonction holomorphe de A : c'est 
ce que nous allons montrer dans un instant. Ce point étant admis, 
il est évident que G ne peut être méromorphe en A, puisque dans 
le domaine du point A = — aj elle se présente comme la somme 
d'une fonction holomorphe et d'une fonction non uniforme. 

Considérons la série précédente et supposons que nous ayons, 
au sens strict, 

A + a 2 > o ; 

tout d'abord, elle est absolument convergente (*) : en effet, 

(1) Cela n'est nullement évident si A est compris entre — <x\ et — a | . 
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soit [JL2 un nombre positif que lconque ; la série 

(O e 
V|i« + a2 i Ç- - | ?n(m)ffH(p) 

est absolument convergente; or, le rapport des termes généraux 

de nos deux séries ( T ) et (o-') a pour l imite i quand n croît indé

finiment. La convergence absolue de (cr') entraîne donc celle 

de (cr). 

E n outre , il résulte de la forme même de la série <r que sa con

vergence est uniforme dans tout intervalle fini dont la l imite 

inférieure est supér ieure k —OL?2 (car la fonction > lorsque u 

est positif, est décroissante) . 

Il existe donc un intervalle fini entourant le point — a j , dans 

lequel tous les termes de la série (?) sont des fonctions holomor-

phes de A et où la convergence est uniforme. La série (Œ) r epré 

sente donc el le-même une fonction holomorphe autour de (—aj ) . 

Il suffit de répéter ce ra isonnement pour T, en remplaçant—%\ 

par o. 

2 8 . Nous allons maintenant é tudier comment les fonctions G 

et r se comportent k l ' infini. Par définition même, elles tendent 

vers zéro lorsque, P restant fixe, M s'éloigne indéfiniment dans le 

cyl indre . Les formules (18) et (19) montrent immédiatement 

qu ' i l en est de même de leurs dérivées [car , dans l 'énoncé du 

lemme 1 (§ 16) on peut prendre pour o ( A ) une des fonctions g 

ou y ] . Nous allons obtenir des renseignements beaucoup plus 

précis en recourant aux développements (20) et (21) qu i , comme 

nous l'avons vu (§ 17) , sont indéfiniment dérivables terme k 

t e rme . 

La première constante caractérist ique — aj étant simple (§ 4 ) , 

nous pourrons écrire le développement (20) sous la forme 

é 
.-v/aî-f-AlS-sl 

G(M, P; A) = 2* ? i ( m ) T i ( p ) 
/ a ? H-A 

-f-00 

<?n(m)<fn(p) a i U ^ 

/1 = 2 M-
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lorsque | Ç — z \ augmente indéfiniment, la partie principale de 
cette série est évidemment son premier terme. 

Ainsi, P restant fixe et M s'éloignant indéfiniment, la fonction 
G(M, P ; A) est un infiniment petit équivalent k 

e 
- vAx? •+• A i S - z | 

27r ?i("0?i(/>). 
\f<x\ •+- A 

Telle est l'expression asymptotique de la fonction de Green. Il 
est d'ailleurs k remarquer que les dérivées successives de cette 
expression par rapport k Ç fournissent, dans les mêmes condi
tions, des expressions asymptoliques des dérivées de G par rap
port k Ç. 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : 

Lorsque, P étant fixe, M s'éloigne indéfiniment, G et ses 
dérivées par rapport à Ç tendent vers zéro comme l'exponen
tielle 

e-\f*\+\\Z-Z\m 

Pour la fonction de Neumann T(M, P ; A) (A positif), nous 

trouverons un résultat analogue en nous adressant au développe

ment (21). Ici, zéro est le premier terme de la suite ( [3) et la fonc

tion fondamentale correspondante se réduit k la constante-7= • 

L'expression asymptotique de P(M, P; A) se réduit donc k 

"2" y/Â ; 

elle ne dépend pas de la position dans S0 des points m et p, 
projections de M et de P. 

Ainsi se trouve généralisé le résultat de M. Paul Lévy, concer
nant l'expression asymptotique de la fonction de Green ordinaire 
du cylindre de révolution (voir Introduction, § 5) : M. Paul Lévy 
l'avait obtenu en s'appuyant sur ce fait que les deux fonctions 

G(M,P) et J(X Oe-W-*», 

où X représente la plus petite racine de l'équation 

J(X&) = 0, 
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sont toutes deux positives à l'intérieur du cylindre : il en 

déduisait que leur rapport a une limite quand |Ç — z\ croît indé

finiment. 

29. La méthode précédente ne se borne pas k nous fournir des 
expressions asymptotiques pour les fonctions de Green et de 
Neumann. 

Considérons une solution quelconque F (£, 7), Ç) de l'équa
tion (i) , qui s'annule sur le cylindre pour 

Supposons que cette solution soit régulière à l'infini. 
Il nous sera alors très facile d'écrire son expression asympto

tique; en effet cette solution est représentable par un développe-
pement en série de fonctions fondamentales, qui sera de la 
forme (§ 17) 

Zc^-MWoJcp^,*)), 

où tous les nombres 
K, = /A + OLJ 

sont positifs. 
Ici nous sommes naturellement conduits a distinguer deux cas : 
i° Si A H-aj est positif, le premier terme du développement 

sera en général 

2° Si A + aj est négatif, soit — a* le premier terme de la suite 
(a) tel que l'on ait, au sens strict, 

A •+• «J > o, 

le premier terme du développement sera en général 

Cpe-v^A+a^-sV cp/)(Ç, 73); 

il s'ensuit immédiatement que dans la section droite 2*0 et dans 
toute section située au-dessus, nous aurons nécessairement 

ff F(5,*), ç)?i(5. ^ ) ^ 5 ^ = ° (* = ".2> • . . . / > - ! ) . 

En tout cas, du moment que nous raisonnerons sur une solution 



— 39 — 

parfaitement déterminée et régulière k l'infini, nous aurons ainsi, 

par un développement en série de fonctions fondamentale-», son 

expression asymptotique, sachant qu'elle s'annule sur le cylindre 

pourÇ^Ço- 11 e i 1 serait de même si celle dernière condition était 

remplacée par la suivante : pour Ç = Ç<n^ dérivée normale s'annule 

sur le cylindre. 

CHAPITRE IV. 

RELATIONS ENTRE LA FONCTION DE GREEN OU DE NEUMANN DU CYLINDRE 

ET CELLE DE LA SEC I ION DROITE. 

30. Nous allons maintenant étudier quelques propriétés des 
fonctions G (M, P; A) et Y (M, P ; A) qui découlent de la-forme 
simple du domaine que nous avons choisi. Reprenons les formules 

(,8) G ( M , P ; Y ) = - / ^( / / i , />;A-f-X*)cosX(;;-Ç)A 

(19) r(M,P;A)=l / ' t(m,p;\+-k')coS-k(z-Qd\ 
~ J 00 

(dans la première, nous supposons A -\- a* positif et dans la 

seconde A positif). Ainsi que nous l'avons déjà remarqué, les 

cotes Ç et z de nos deux points M et P n'y interviennent que par 

leur différence. Il en résulte qu'on a 

dG dG dT dF 
dz dÇ dz dÇ 

on en déduit qu'on a 

AMG(M, P;A) = APG(iM,P;A), 
AMr(M,P; A) = A P r (M,P;A) , 

en posant 
d'1 d2 d2 d* 

^ = 3^ + ^ A p = = 5 ^ + ^ ' 

On déduit des équations (18) et (19) les suivantes : 

2# (m, /> ;A+-X 2 )= / G(M,P;A)cosX(« —Ç)<*Ç, 

2 7(m,p; A-+-X2) = / r (M,P; A)cosX(3 — Ç)^Ç, 



— 40 — 

qui pour X = o se réduisent k 

*f(m,p;A)= f G(M,P;A)rfÇ, 

2Y(m,p ;A)=y > r(M,P;A)rfÇ; 

ces formules constituent une relation (*) entre la fonction de 
Green ou de Neumann du cylindre cl celle de sa section droite : 
c'est cette relation (voir Introduction) que M. Paul Lévy a signalée 
dans son Mémoire. 

31. Nous allons maintenant développer des considérations qui 
vont nous conduire k une seconde relation, de forme toute diffé
rente entre les mêmes fonctions. Pour plus de simplicité dans 
l'écriture, nous allons raisonner sur l'équation de Laplace et sur 
la fonction de Green ordinaire. Les résultats obtenus se générali
seront ensuite aisément k G ( M, P; A ) quand A a une valeur quel
conque supérieure k — OL]. 

Considérons la section droite (l'0) rt le demi-cylindre (o + ) . 
Nous appellerons (H) toute fonction harmonique jouissant des 
propriétés suivantes : 

i° Elle s'annule sur le demi-cylindre; 
a° Elle est régulière k l'infini; 
3° Elle reste finie au voisinage du contour (C) de la section 

droite (E„). 

Nous commencerons par traiter deux problèmes préliminaires. 
Posons-nous d'abord le problème suivant : 

PROBLÈME I. — Déterminer celle des fonctions (H) qui prend 
sur (1Q) des valeurs données U (p). 

Ce problème se résout immédiatement, car nous en connaissons 
la fonction de Green. En désignant par P' le symétrique de P par 
rapport k S0, celle-ci sera 

G(M,P) -G(M,P ' ) ; 

(') Nous avons indiqué plus haut (§ 12) une relation de même forme pour la 
fonction de Neumann d'un cylindre limité. 
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si donc il existe une solution du problème, on démontre très sim

plement qu'elle est donnée par la formule 

U(P) = — ff U(/n)§(m,P)d2,rt. 

Réciproquement, cette intégrale fournit bien une solution du 
problème proposé : en effet, clic représente une fonction harmo
nique du point P, s'annulant sur le cylindre, régulière k l'infini, 
et restant finie au voisinage du contour (C). Il est alors facile, à 
l'aide des propriétés classiques des potentiels de double couche, 
de constater qu'elle prend bien sur (£0) les valeurs demandées. 
On peut encore écrire 

U(P) = - — -£- f f U(m)G(m,P)d2m. m dzj Jr^ 

La dérivée de cette fonction par rapport k z nous sera donnée 

par 
d U ( P ) i d* 

dz 
ou 

= - — ?r ( f U(m)G(m,P)û?Sm 2TT dz*J J ( E o ) 

^ l £ ) = _ L A p r r U(m)G(m,P)d2m; 
dz 27T J J ( S Q ) 

tant que P n'est pas dans (20) , le second membre peut s'écrire 

— f f U(m)ApG(/TC,P)c?Z,„ ou — f f U(/7i)AmGv/n,P)^£M; 

en transformant cette dernière intégrale par la formule de Green, 
il nous vient 

(M) M±P)=j_ r r A U ( m ) G ( m P) r f2 | | | 
àz ITZJ J ( S o ) 

- r - f u(c)£j£(c,P)*f 
™J{L) dn 

c désignant un point quelconque du contour de S0. Chacune de ces 
intégrales est continue pour z = o : donc le long de (S-) la dérivée 
normale V (p) de la fonction U sera donnée par 

(23) \(p) = —kff U(m)G(m.p)t 

B. 
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ou 

(236w) \(p)=—ff àV(m)G(m,p)dLm 

™J J(20) 

-ijfC J
u< e)S< e«')*-

Le passage de la première de ces expressions a la seconde cons

ti tue une formule de diflerentiation que nous aurons l 'occasion 

d 'ut i l iser dans la sui te . 

Le second terme de (IÏ) [OU celui de (23 bis)] disparaît lors

qu 'on a U (c) = o en tout point du contour (C) de l'aire (S 0 ) : 

lorsqu ' i l en est ainsi , les valeurs prises par la fonction harmonique 

considérée sur la frontière consti tuée par le demi-cyl indre et la 

port ion de plan (2 0 ) sont continues au voisinage du contour ( C ) ; 

on voit alors que — restera finie au voisinage de ce contour. Au 
^ dz c 

contraire , si l 'on a U (c) ^ o, la dis t r ibut ion des valeurs de notre 

fonction, le long de la frontière précédente , présente, sur le con

tour (C), une discont inui té : considérons alors, dans la formule (22), 
À\ 1 

le deuxième terme de -7- , c'est-k-dire l ' intégrale 

2 7T J.c) 
c)^(c,P)ds. 

(O a" 

Il est facile de voir que ce terme devient infini quand P tend 

vers un point du contour ( C ) . Supposons par exemple que P 

tende vers un point p0 du contour ( C) en restant dans le plan (2 0 ) 

et en outre que le contour (C) soit rect i l igne dans le voisinage du 

point p0 (fig> 1). le long de la portion ab par exemple . Lorsque p 

est voisin de pQ, en a p p e l a n t / / le symétr ique de p par r a p p o r t a 

la droite ab, la fonction de Green ne diffère de 

1 1 

mp mp' 

que par un terme ho lomorphe . De sorte que l ' intégrale précédente 

se comportera alors comme 

cp 

laquel le devient logari thiniquement infinie lorsque p tend vers p0. 
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Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Etant donnée une fonction de l'ensemble (YL), pour que sa 
dérivée par rapport à z appartienne au même ensemble, il 
faut et il suffit que la fonction considérée s'annule sur le 
contour (C). 

Nous avons eu dans ce qui précède k considérer des intégrales 
de la forme 

jrc)u(«>£(o,p)*. 

quelle que soit la fonction U (c) sur le contour (C). Cette inté
grale représente une fonction du point P, qui est régulière à 

l'infini, s'annule sur le demi-cylindre, et enfin qui possède en 
tout point de (20) une dérivée normale nulle. En dépit de ce 
concours de circonstances, l'intégrale précédente n'est pas iden
tiquement nulle, puisqu'elle devient infinie au voisinage du con
tour (C). 

De même l'intégrale 

jfuco^cP),, 

nous fournit un exemple de fonction harmonique s'annulant sur 
la surface totale de notre demi-cylindre et régulière k l'infini, 
sans être identiquement nulle, grâce k cette circonstance qu'elle 
peut devenir infinie au voisinage de (C). 
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Abordons maintenant, relativement aux fonctions (H), un se
cond problème : 

PROBLÈME II. — Déterminer celle des fonctions (H) dont la 

dérivée normale, le long de (S0), prend des valeurs données 

V(/>). 

Soit V(p) une fonction régulière dans l'aire (S0) : il résulte des 
propriétés élémentaires des potentiels de simple couche qu'il 
existe une solution et une seule du problème donnée par 

(24) U ( P ) = - — f f \(m)G(»i,P)dï,n. 

32. Ces deux problèmes préliminaires étant résolus, nous 
arrivons k notre seconde relation entre la fonction de Green du 
cylindre et celle de sa section droite. 

Nous supposerons que les points M et P soient dans une même 
section droite; dans ces conditions, nous pourrons toujours, sans 
diminuer la généralité, les supposer confondus aux deux points m 
et p de la section (20). 

Nous allons démontrer qu'on a 

( 2 5 ) i / Y G(m>9)G(<l,P)dZq=g(m,p). 

Pour cela, proposons-nous le problème I, en prenant ponr dis
tribution sur (S0) 

U ( / 0 = " ~ 2 ^ f / X V(in>G(m'/ ,>d£«' 
où V(m) sera une fonction quelconque, régulière dans (S0) et 
finie sur (C). La solution de ce problème sera donnée par 

U ( P ) = - ^ f f V(m)G(m,P)dLm. 

D'après ce qui a été vu, relativement au problème 11, la dérivée 
normale de cette fonction le long de (S0) est précisément égale 
k V. Or la formule (23) nous apprend que cette dérivée normale 
est encore égale k 
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en remplaçant U par son expression au moyen de V, nous ob te 

nons l ' identi té 

4K*V(p) + *f f^ V(™)\ff^ G(™,q)G(q,p)dZq^ dZm — o, 

qui a lieu quel le que soit la fonction V . 

Il est très facile de transformer cette ident i té , utilisons pour 

cela la proposit ion suivante (•) : 

Soient p un point fixe, m un point variable intérieurs à 

l'aire ( £ 0 ) . La différence 

f f - - ^ 
J J v mq pq 

2TT 10g 
° mp 

est une fonction holomorphe des coordonnées du point m. 

Ecrivons alors 

G ( m ' 9 r ) = ^ " " " Û ( m ' q^ 

G(?>/0 = ^ -Q(g,p)\ 

on voit immédia tement que si l 'on considère p comme fixe et m 

comme variable, la différence 

sera une fonction holomorphe des coordonnées de m. 

Cela nous permet d'effectuer, dans l ' identi té précédente , la 

différentialion indiquée , en remarquant qu 'on a, d'après la for

mule de Poisson, 

A / T v ( m ) l o g — dZ#II = —arcV(/>); 
%.' U mp 

les termes en dehors du signe somme disparaî t ront et il nous r e s -

(1) Voir FRÉCHET et HEYWOOD, L'équation de Fredholm et ses applications 
à la Physique mathématique. Note de M. Hadamard sur l'itération des noyaux 
infinis. 
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tera seulement 

f f Y(m)\ff G(m,q)G(q£p)dSqd2m=o 

pour qu'une telle égalité ait lieu, quelle que soit la fonction \ , 
il faut et il suffit qu'on ait 

t, f f G(/fi, q)G(q, p)dïq=o. 

L'intégrale 

±-ff G{m,q)G(q%p)dLq 

sera donc une fonction harmonique plane des coordonnées du 
point m quand on considère /; comme fixe. Cette fonction s'annule 

sur (C) et devient infinie en p comme Io<; C'est donc la fonc-

tion de Green de la section droite, et la formule (26) est dé
montrée. 

33. On peut donner de la formule (23) une démonstration un 
peu différente, qui va nous conduire en même temps k un théo
rème d'addition de la fonction de Green lorsque l'on considère 
celle-ci comme fonction de ; — £. 

Pour cela, proposons-nous de calculer l'intégrale 

4 / X G ( W ' ? ) G ( ? ' p ) ^ ' 
lorsque nous ne supposons plus forcément les points M et P dans 
(20). Nous pouvons toujours supposer que ces deux points soient 
de part et d'autre de ( ï 0 ) , cir, s'il en était autrement, il suffirait 
de remplacer l'un d'eux par son symétrique par rapport au plan 
(S0), ce qui ne change pas la valeur de notre intégrale. Supposons 
par exemple la cote z de P positive et la cote Ç de M négative. Le 
point M étant fixe et différent d'un point du plan ( I 0 ) , notre inté
grale définit une fouet ion du point P qui appartient k l'en
semble (H) ; la dérivée normale de celle-ci le long de ( ï 0 ) est 

V(p)=-G(p, M); 

d'autre part, il est immédiat que la fonction (H) qui satisfait à 
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cette condition a pour valeur 

r G(P, U)dz\ 

égalons cette valeur k celle que nous fournit la formule de réso
lution du problème II. Il nous vient 

(26) air f G(P9M)dz = f f G(M,q)G(q,P)d2q. 

L'intégrale du second membre est une fonction continue des 
cotes z et £ lorsque celles-ci tendent vers zéro, la première par 
valeurs positives et la seconde par valeurs négatives. 

Quant au premier membre, pour z = Ç = o, il se réduit à 

2TT 
' 0 

/. + » 
/ G(P, m)dz 

dn 

ou, d'après la relation de M. Paul Lévy, k 

2Tzg(m,p). 

Nous retrouvons donc bien la formule (2 5) comme cas particu
lier de la relation (26) qui peut encore s'écrire 

(a7) G < M ' P ) = - ^ à / Y , G(M,ç)G(q,P)dJ:q 

dans le premier membre, la différence des cotes de nos deux 
points M et P est | z | -f- | Ç |. Dans le deuxième, la différence des 
cotes des points M et q est | Ç |, celle des points P et q est | z |. La 
formule (27) constitue donc un théorème d'addition par rapport a 
la différence des cotes; ce théorème est peu commode, il est vrai, 
puisqu'il revêt la forme intégro-différentielle. 

34. Proposons-nous de résoudre l'équation intégrale de pre
mière espèce 

(28) Y{p)=-±.f f Y(m)G(m9p)d*m. 

Tout d'abord elle ne peut avoir plus d'une solution. Autrement 
dit, G(/n,/>) est un noyau fermé; cela résulte immédiatement du 
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fait suivant : si l 'on itère ce noyau, on trouve, nous l'avons vu, 

la fonction de Green de la section droi te , qui est e l le-même un 

noyau fermé. 

L 'équat ion (28) se résout alors immédia tement en remarquant 

que V doit être la dérivée normale le long de (2 0 ) de la fonc

tion ( I I ) qui prend sur celle section les valeurs F , de sorte que 

nous aurons 

V(/>) = - î - A f f F(m)G(m,p)dLm. 

On aurait encore oblenu ce résultat en mul t ip l iant les deux 

membres de (28) par la quant i té 

G(/>, q)dLp 

et en intégrant dans ( 2 0 ) ; il suffit alors de se servir de la formule 

(25) et d 'appl iquer la formule classique de Poisson. 

3 5 . Etudions de même l 'équation fonctionnelle 

(29) F(p) = ^-\f f U(m)G(m,p)dZm. 

Nous en avons immédiatement une solution qui est 

U ^ ) = - ^ / Y F(m)G(m> p)dZm\ 

en effet, F doit être la dis t r ibut ion le long de (S 0 ) des valeurs de 

la dérivée normale de celle des fonctions ( H ) qui prend au point 

p de cette section la valeur U ('/>). 

Cette solution n'est d 'ail leurs pas la seule. Considérons en effet 

l 'équat ion homogène 

(30) A / * / U(m;G( /n , p)dZm = o; Lf( U( 

il est facile d'en indiquer la solution générale quand on se borne 

k considérer les fonctions régulières en tout point in tér ieur (au 

sens s t r ic t ) k l 'aire ( 2 0 ) : soit ©(/>) une fonction harmonique 

que lconque dans l 'aire ( 2 0 ) ; nous aurons 

/ / U(m)G(m, /?)afë„ ,= 2Trcp(/> 
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d'où nous déduisons [en supposant que cp n'a pas de singularités à 
l'intérieur de (S0)] 

U ( / ? ) = "~2 i S A /X ^™)^>n,P)^m 
' l * . ) 

ou, d'après ce qu'on a vu au paragraphe 31 [formules (23), 
(23 &«)], 

la distribution <p le long du contour (C) correspondant k une fonc
tion continue arbitraire. 

Toutes les solutions de l'équation (29) régulières en un point 
intérieur (au sens strict) k (S0) sont donc données par 

u (")=-^/X/ ( ," ) G ( m ' / 'M S" , + -X )
t p ( c )^ ( c , P )^ 

mais il faut bien remarquer qu'une seule de ces solutions est 
bornée dans notre aire, c'est celle indiquée précédemment qui 
correspond a © = o. 

Remarque. — Si l'on prend pour o(p) une fonction harmo
nique présentant, dans l'aire (20) , des points singuliers, on 
obtiendra des solutions singulières de (3o); ainsi soit a un point 
quelconque intérieur k (S0). Si nous prenons 

v(p) = e(<*,p)> 

il correspondra la solution 

U(/>) = G(a,/>). 

36. Considérons l'opérateur linéaire défini par 

Q [ U ] = - ! - A / Y U(m)G(m,p)dZm; 

nous en connaissons la signification : il nous fournit les valeurs 
prises, le long de (S0), par la dérivée normale de celle des fonc
tions (H) qui prend au point j» de (S0) la valeur U (p). 

Je dis qu'on a 
a[ t t [U]]= — AU. 
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Tout d'abord, si l'on a U(c) = o, le fait est évident, car la dé

rivée — de la fonction U(P) de l'ensemble (H) qui prend sur(S0) 

les valeurs U(/?) appartient elle-même k l'ensemble (H); si donc 

nous superposons deux opérations 12, nous trouverons les valeurs 
^2 TT 

de -pr> c'est-à-dire — ALT, le long de (Eo). 
Si U est différent de zéro sur (C), on peut poser 

u o ) = Ui(/>) + ?(/0. 

©(/?) étant la fonction harmonique dans l'aire (S0) et prenant 
sur (C) les mêmes valeurs que U, de sorte que U{ est nul sur(C). 
Nous avons alors 

AU = AU,. 

Il nous suffit alors de vérifier qu'on a 

Q[tt[f]] = o; 
or nous avons 

Q<f)=-^fc^Ê(c'P)dt^ 
or, nous avons vu, au paragraphe précédent, que le deuxième 
membre V(/>) de cette équation est solution de l'équation (3o), 
c'est-a-dire qu'on a bien 

Q(V) = tt[û[«p]] = o. 

La proposition est donc démontrée. 

37. Soit maintenant A un nombre quelconque supérieur à la 
constante caractéristique —a*. Tous les résultats qui précèdent 
peuvent s'étendre k l'équation (i) . Bornons-nous k faire cette 
généralisation, dans ses grandes lignes, pour les plus importants 
d'entre eux. 

Reprenons notre demi-cylindre (o+) : appelons encore fonc
tion (H) toute solution de l'équation (i) dépourvue de singularités 
k l'intérieur de ce demi-cylindre et remplissant en outre les con
ditions suivantes : 

i° Elle s'annule sur le demi-cylindre; 
2° Elle est régulière k l'infini; 
3° Elle reste finie au voisinage du contour (C) de la section (20). 
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Comme précédemment, il y a une fonction (H) et une seule 
prenant le long de (20) des valeurs données U ( p ) ; elle a pour 
expression 

U ( P ) a " ï ï 5 / / V{m)G(m,P',\)dLm; 

de même, il y a une fonction (II) et une seule dont la dérivée 
normale le long de (S0) prend des valeurs données V(p). Elle est 
donnée par 

h { P ) = - ^ f f V(m)G(m,P;A)rfS,„. 

Ceci nous permet de reprendre le raisonnement fait au para
graphe 33. Soient M et P deux points situés de part et d'autre 
de (20) [z > o > Ç], Calculons l'intégrale 

i / X G ( M > ? ' A ) G ^ p ; A ) ^ ; 
^ i . ) 

le point M étant regardé comme fixe, elle nous définit une fonc
tion du point P qui appartient k l'ensemble (II), k savoir celle 
dont la dérivée normale le long de (S0) prend les valeurs 

V(/>)=-G(M, />;A); 

mais il est immédiat qu'une telle fonction peut s'écrire 

f G(M, P;A)<&, 

d'où la relation, analogue k (26), 

(3i) 27T f G(M,P;A)dz = f f G(M, q ; A) G(q, P; A)d2q. 

Les deux membres de cette relation sont des fonctions continues 
pour z = ^ = 0. Pour ces valeurs, le premier membre, en vertu 
de la relation de M. Paul Lévy, se réduit k inzg (m,p; A). Nous 
avons donc la relation suivante qui généralise (25) : 

(i'i) 2 7 : ^ ( m , / ? ; A ) = f f G(m,q;A)G(q,p:A)dliq. 

Supposons que nous donnions k A une valeur positive p.2. 
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L'égalité suivante 

2 r c K ( i > r ) = / / dïq, où r = mp% 
K ^ ' J J rnq pq 

où l ' intégrale qui figure au second membre est é tendue k tout le 

plan, peut être considérée comme un cas limite de la relat ion (32). 

38 . On peut encore étendre les résultats précédents . Bornons-

nous au cas où l 'on considère, au lieu de l 'équation ( i ) , l 'équa

t ion 
W ^ U d2U . D / , WT 

où R représente une fonction positive en tout point de l'aire ( S 0 ) . 

On peut alors montrer qu ' i l existe un nombre — a2 ( ' ) jouissant 

de la propriété suivante : Lorsque À -f- a2 est positif, il existe une 

fonction de Green donnée par 

(34) G(M, P; AR) = - / g(m,p; AR + X») cos\{z — X>)d\ 

(dans ce mode d 'écr i ture , il va sans dire que G est une fonction

nelle de A R ; remarque analogue pour g). Nous aurons encore la 

relat ion de M. Paul Lévy 

2 # ( m , / ? ; A R ) = / G ( M , P ; A R ) r f « , 
J— 00 

et, comme au numéro précédent , nous démontrerons la relation 

i* f ° ° G ( I \ ] , P ; A R ) ^ = f f G ( M , ? ; A R ) G ( ? , P ; A R ) ^ , 
dz J •'(S., 

où M et P désignent deux points situés de part et d 'autre de ( S 0 ) . 

Quand M et P viennent dans (E 0 ) , on a k la l imite 

i7zg(mlP;AH)= f f G(m,<7;AR)G(?,/>;AR)û?27 . 

Nos deux formes de relations entre la fonction de Green du 

cyl indre et celle de sa section droi te , d'abord établies pour 

( l ) Lequel, lorsque R est égal a i, se réduit à — <x\. 



— 53 — 

l 'équation de Laplace, s 'appl iquent donc sans modification à 

l 'équat ion (33 ) . 

39. Enfin, on obtient des résultats identiques pour la fonction 

de N e u m a n n ; il est inuti le d'en reprendre la démonstrat ion qui 

suit une m irche toute parallèle k la précédente ; nous devrons ici 

supposer que A est essentiellement positif, cl , dans ces condit ions, 

il nous suffira, dans les formules précédemment obtenues , de> 

changer G en r et g en y-

CHAPITRE V. 

DISCUSSION DU PROBLÈME DE DIUICHLET. 

40 . Nous avons vu (Chap . II, § 17) qu 'une solution de l 'équa

t ion ( i ) n 'est pas déterminée lorsque l'on connaît un iquement les 

valeurs qu 'e l le prend sur un cylindre indéfini. 

Il convient (loue, lorsqu'on parle du problème de Dirichlet pour 

un tel domaine, (\'e\\ préciser l 'énoncé. Rappelons k cet égard 

deux résultats déjà obtenus (§ 18 cl 19) : 

i" Lorsque A. -f- y\ est positif, il existe au plus une solution de 

l 'équation ( i ) prenant des valeurs données sur le cyl indre et 

bornée k l ' in tér ieur ; 

2° Lorsque À + CL\ est que lconque , l 'équation ( i ) admet au plus 

une solution prenant des valeurs données sur le cyl indre et régu

lière k l ' infini. 

Il est donc naturel d 'examiner successivement les deux pro

blèmes suivants : 

i° A + aj étant positif au sens strict , soit H (s, z) une fonction 

continue et bornée sur tout le cy l indre ; l 'équation ( i ) admet-elle 

une solution régulière et bornée k l ' intérieur du cylindre et 

prenant sur le cylindre les valeurs H (.s, r )? 

2° A + aj étant négatif ou nu l , soit H(s,z) une fonction qu i , 

outre les conditions précédentes , remplisse celle de régularité k 

l'infini (c 'est-à-dire elle tend uniformément vers zéro lorsque z 

croît indéfiniment) . \ a-t-il une solution de ( i ) , régulière k l ' in

tér ieur du cylindre et régulière k l 'infini, prenant sur le cyl indre 

les valeurs H (s , z)'? 
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4 1 . Commençons par le premier de ces problèmes, de beaucoup 

le plus facile. Nous supposons donc, vérifiée au sens str ict , l ' iné

galité 
A 4- a? > o. 

Il existe donc une fonction de Green G ( M , P ; A ) . Soit pi un 

point quelconque (s, z) de la surface du cyl indre , et soit 

1I(H) = H ( J , * ) 

la dis t r ibut ion des valeurs données : H(fJi) étant cont inue et 

bornée, nous allons montrer qu ' i l y a une solution de ( i ) régulière 

et bornée dans le cyl indre et prenant sur sa surface les valeurs 

H (pi). Elle est donnée par 

(35) U ( P ) = ^ / j ^ H ( ^ ) g ( ^ P ; A ) r f S | l 

{ I / r e p r é s e n t e une intégrale double é tendue k tout le cyl indre)* 

Tou t d 'abord, il n 'y a aucune difficulté k démontrer que la 

fonction U est bornée et qu 'el le vérifie l 'équation ( i ) . Mais il nous 

faut en outre établir le point suivant : xs désignant un point que l 

conque sur le cyl indre , la fond ion U ( P ) tend vers H (ci) lorsque P 

tend vers m. 

Nous prendrons comme plan des xy le plan de section droite 

du point m. Mous utiliserons les deux remarques suivantes (*) : 

i° La fonction de Green G( M, P ; A) csl toujours posi t ive; il en 

est donc de même de sa dérivée normale ; 

2° Quand M décrit une parallèle aux génératrices en s 'éloignant 

indéfiniment de P, la fonction G ( M, P ; A) tend vers zéro en dé-

croissant; il en est donc de même de -^ ( JJI, P ; A) quand u., décr i

vant une génératr ice, s'éloigne indéfiniment de P ; c'est ce qui 

résulte immédiatement de l 'expression asymptot ique de — . 
oz 

Remarquons enfin que si l 'on donne k H la forme part icul ière 
suivante : 

H(s, z) = A(s) C. S w*, 

(*) La première de ces remarques est démontrée, dans une Note, à la fin de ce 
Mémoire. 
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où w est une constante, nous sommes assurés de l'existence d'une 
solution qui sera 

U ( ^ , 7 i ^ ) = / ( ^ , J K ) ^ S a > ^ 

en a p p e l a n t / ( # , y ) la solution de l'équation 

d* u d^u 

qui prend le long du contour (C) de (20) les valeurs A (s); en 
outre, cette solution U est nécessairement susceptible de s'écrire 
sous la forme (35) (ce qu'il serait d'ailleurs facile de vérifier di
rectement). 

En reprenant le raisonnement classique qui sert k étudier l'in
tégrale de Poisson, nous sommes conduits k démontrer la propo
sition suivante : 

Considérons la rondelle R0 découpée dans le cylindre par une 

Fig. a. 

sphère de centre w, de rayon />, aussi petit qu'on veut, 
déte mais 
léterminé. On peut prendre le point P assez voisin de TU pour que 

l'intégrale 

IL e-Ro 
~(^P;\)dS^ 



— 56 — 

étendue a toute la surface du cyl indre , moins la rondelle R 0 , soit 

aussi petite qu 'on veut . 

E n effet, soient A (s) e t B ( s ) deux fonctions positives, la seconde 

au sens strict , la première n'ayant d 'autre zéro que la valeur s = o 

que nous ferons correspondre au point rs. Si nous prenons alors 

H (s, z) = A($)-H(i — cosuz) B(s), 

notre problème aura cer ta inement une solution fournie par ( 3 5 ) . 

Les zéros de H (s, z) forment une division régulière sur la géné

ratrice du point or, la distance de deux consécutifs d 'entre eux 

étant — , partout a i l leurs , II (s , r ) est posit ive. Enlevons de notre 

cyl indre , non seulement la rondelle R0 qui entoure TB, mais 

encore toutes les rondelles égales R , , Pi2, .-, R',, R!,, . . . entou

rant les autres zéros de la fonction II . Sur le cyl indre ainsi per 

foré, H a un certain minimum positif. Il en résulte que l ' intégrale 

f/ —R 0 —Rt—R a — . — R j — R j — . . 

étendue k cette surface, tend nécessairement vers zéro lorsque P 

tend vers m. 

Pour nous débarrasser maintenant des rondelles auxil iaires R , , 

R 2 , . . . , R'f, R'2, . . . , il nous suffit de remarquer que l ' intégrale 

u. Rt+Ra- f - . . - f - R ' 1 + R ' 3 + . . . a U 

étendue a la somme des aires de ces rondel les , est moindre qu'une 

port ion de l ' intégrale précédente , grâce au fait que -7- décroît à 

part i r d 'un certain moment lorsque u. s 'éloigne de P sur une géné

ratr ice : nous en serons du moins assurés si la quant i té arbitraire <o 

est prise suffisamment pet i te . 

La proposit ion annoncée est donc établie. 

Il est maintenant facile de vérifier que U ( P ) tend vers H (TS) 

lorsque P tend vers m. On écrit pour cela 

+ 4 ^ / X [ H ( f " ) ~ H ( ' î T ) ] £ ( | J l , P; A)ds*-
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La première de ces intégrales représente la solution régul ière 

et bornée de ( i ) qui prend sur le cyl indre la valeur cons

tante H (xa). H suffit donc de montrer que la seconde tend vers 

zéro quand P tend vers m ; c'est ce (pie l'on fera en la décompo

sant en deux parties : l 'une étendue à H 0 , l 'autre à © — R0- Nous 

n ' insisterons pas sur ce raisonnement qui est classique, et dont la 

proposit ion précédente consti tue la pierre de touche essentiel le . 

Il est donc établi (pie notre problème admet une solution et 

une seule, donnée par La formule ( 3 5 ) . 

Supposons maintenant que la fonction II ( s , z) soit régulière k 

l 'infini. Il est alors facile de vérifier (pic la solution U (x, J , z) 

fournie par (35) est el le-même régulière à l ' infini. Cela t ient au 

fait suivant : 

P étant un point quelconque intér ieur au cyl indre , on peut 

toujours trouver une section droite ï^, déterminant deux demi-

cylindres / i + et A_, telle que l ' intégrale 

u dG 

étendue a celui de ces deux demi-cyl indres situé par rapport k 2^ 

de coté différent de P , soit aussi petite qu 'on veut. Ceci revient 

à dire que la même intégrale, é tendue k tout le cyl indre , est 

convergente. 

Par un raisonnement analogue, on voit que , dans la même 

hypothèse, les dérivées par rapport k z de U ( o \ y , z) tendront 

vers zéro sur toute parallèle aux génératrices s t r ic tement inté

r ieure au cyl indre : c'est dire que si les dérivées de II jusqu 'à 

un certain ordre sont régulières k L'infini, il en sera de même des 

dérivées de L jusqu 'à cet ordre . 

42 . Supposons maintenant que nous ayons 

A n - a ^ o 

et considérons une fonction H ( s , z) cont inue sur le cyl indre et 

régulière k l ' infini. Nous supposerons en outre que l ' intégrale 

L | H ( l(s,z)\dz 

B. 
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a un sens et que sa convergence est uniforme par rapport à s. 

Nous cherchons s'il y a une solution de ( i ) régulière dans le 

cyl indre , régulière k l'infini et prenant sur le cyl indre les 

valeurs H (s, z). 

En général, on doit répondre à cette question par la néga

tive. 

Nous allons en effet démontrer le théorème suivant : 

Soit une solution de ( i ) régulière dans le cylindre et régu

lière à I"infini, prenant sur le cylindre les valeurs H ( s , z) qu i 

remplissent toutes les condit ions précédemment énoncées . Si 

l'on a 

(36) A + a} i o, 

(37) A + a J M > o , 

on a nécessairement 

(38) £--(^=^^,)^/^(...)^^-
pour 

' ( C ) 

Les égalités (38) nous fournissent donc des condit ions néces

saires de résolubil i té de notre problème : ces condit ions sont au 

nombre de ip si l ' inégalité (3(i ) est vérifiée au sens s l r ic t ; si, par 

contre , elle est vérifiée au sens large, et si a ' est d 'ordre de mul

t ipl ici té /*, h de ces condit ions se trouveront vérifiées d 'el les-

mêmes et leur nombre se réduira k ip — h. 

Un premier moyeu de présenter la proposit ion précédente est 

de se servir de la formule de Green : c'est là du moins une 

manière très simple d 'opérer, si nous considérons une solu

tion \J (oc* j i z) de (\) qui soit régulière k l 'infini, et qui, en 

. , , . . . dU . . , . „ . , , 

outre, possède une dérivée -r- jouissant de la même propriété. 

E n effet, remarquons que la fonction 

Vi(a?, 7» *) = ¥<(*i y) gj°n
S ( / — ' * - - * ? * ) 

est el le-même une solution de ( i ) , essent iel lement bornée ainsi 
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que- r -^ ' Considérons alors un cyl indre droit oblenu en coupant 

par deux sections droites que lconques . Nous avons 

/ / • ( " S - ' - S ) * -
l ' intégrale double étant é tendue k la surface totale de ce cy l indre . 

Lorsque les deux bases s 'éloignent indéfiniment de part et d 'aut re , 

les portions de celle intégrale qui leur correspondent tendent 

vers zéro, et nous trouvons bien les formules ( 3 8 ) . 

Mais la restr ict ion précédemment imposée a la solution U, soit 

d'avoir une dérivée par rapport à z régulière 11 Vinfini, ne 

saurait être admise ; nous allons donner une deuxième méthode 

où elle devient tout k fait inut i le . 

Nous allons pour cela nous appuyer sur les proposi t ions sui

vantes, bien connues dans la théorie des équations linéaires : 

Désignons pa r / ' (z) une fonction définie et cont inue pour toute 

valeur de z cl tendant vers zéro lorsque | ^ | croit indéfiniment. 

Elles s'énoncent comme suit : 

i° L'équation di lièrent ici le 

(a) i>''(z)-u>*v(z)=f(z) 

a toujours une solution et une seule qu i tend vers zéro quand \z | 

croît indéfiniment; c'est 

%J— « 

2° Considérons par contre l 'équation 

(b) o"(*) + w2 <>(*)=/ (*) ; 

pour qu 'el le admette une telle solut ion, il faut et il suffit que l 'on 

ait 

f / («coseoÇa^o, f / (Ç) sincoÇrf; = o. 
« / _ 0 0 ^ - 0 0 

Cela posé, considérons la fonction suivante : 
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La solution considérée étant régulière a l'infini, il est nécessaire 
que la fonction vt(z) tende vers zéro quand \z\ augmente indéfi
niment. Mais, d'autre part, il est facile de former une équation 
différentielle k laquelle satisfait vt(z). Nous avons en effet 

<>;(*) =ff^?.&n) G**'» 

tenant compte du fait que U est solution de l'équation (i) et 
appliquant la formule de Green, il nous vient 

(39) ^ - ( A + a ^ . W - j H t i , ! ) ^ , 

Pour i = i, 2, ...,/>, cette équation est du lype (£>); pour i^p-\- i , 
elle est du type (a). Exprimons qu'elle admet, quel que soit 
l'indice i, une solution qui tend vers zéro lorsque |^ | croît indéfi
niment, nous trouvons bien les conditions (38). 

Le théorème est donc démontré par une méthode qui n'exige 

aucune hypothèse sur la manière dont se comporte a l'infini —• 
Ainsi donc, II (v, z) remplissant les conditions énoncées au 

commencement de ce paragraphe, il n'y a pas en général de 
solution U (#, y, z) de (i) , régulière dans le cylindre et régu
lière ci Vinfini, qui prenne sur le cylindre les valeurs II (s, z). 
Pour qu'il existe une pareille solution, il est nécessaire que H 
vérifie les conditions (38). 

Inversement, nous allons nous proposer de montrer que ces 
conditions (38) sont suffisantes. Pour parvenir k ce résultat, 
nous commencerons par définir ce qu'on doit entendre par fonc
tion de Green généralisée. 

43. Les fonctions de Green généralisées. — Quand A -+- aj 
est négatif ou nul, il n'y a plus de fonction de Green et le pro
blème de Dirichlet lel que nous l'avons énoncé est généralement 
impossible. Nous allons construire une fonction qui, dans les cas 
de possibilité, jouera le même rôle que la fonction de Green 
G (M, P; A) dans la résolution de notre premier problème 
(A + a * > o , § 4 l ) ( ' ) . 

(1) Au fond, nous faisons ici quelque chose d'analogue à ce que l'on fait pour 
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Faisons toujours l 'hypothèse 

A + aJ<o, A + a J + l > o 

Dans ces condi t ions, nous appel lerons fonction de Green géné

ralisée Ç (M, P ; A) une solution de l 'équation ( i ) s 'annulant sur 

le cyl indre , régulière k l'infini cl régulière en tout point a dis

tance finie non situé dans la section droite du point P ; au passage 

de cette section droi te , sa dérivée —• subit une d i scon t inu i té ; sur 

la face supérieure de cette section droi te , on a 

dC 
-Tzf— = ^[li(m)idp)-h...-hip(m)ffp(p)]i 

sur la face inférieure, -£ prend la valeur opposée : 

à^=z 
— î»1t[®!( m) « | ( / > ) + . . . + ?#>("0?#»v/0]; 

enfin, la différence CJ — ° t > — reste partout finie. 

Il est évident qu ' i l y a au plus une fonction répondant à cet 

ensemble de condi t ions . Cette fonction existe effectivement et 

elle est donnée par la formule 

(4o) C/(M, P; A) 

\iTz<?i(m)<?\(p) , a t t ?#»( jn )y p v »1 ) 
[ X> + V + af + -- + X^+A + aJ \ \ 

x cosX(Ç — z)d\. 

Remarquons d'abord que lorsque A -f- aj est positif, le deuxième 

membre peut se décomposer et s 'écrire 

£ , g-^A + a î i ; - 3 | 
G(M, P; V ) - 2 7 r y ? * ( " 0 ? « O ) -

~ v/A + aJ 

Ç (M, P ; A) vérifie, on le voit alors immédia tement , toutes les 

résoudre le problème de Neumann relatif à l'équation de Laplace, dans le cas 
d'un domaine limité; ce problème n'est en général pas possible; on construit une 
fonction de Neumann pour le cas de possibilité. 
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condit ions que nous lui avons imposées, et , en ou t re , il résul te 

de la formule (20) qu 'on a, dans cette hypothèse, 

i ^ e- y/A -H a31 ̂  — r I 
( 4 0 Ç(M, P ; A ) = 2TT > yw(m) ?»(/!)• 

D'autre part , tant que l 'on a au sens strict de l ' inégalité 

A •+- aj,+1 > o, 

le second membre de ( 4 ° ) a u n s e a s : ^ e n e s t c ' e même du 

deuxième membre de (4») (cf. § 2 7 ) , la série qui y figure con

verge absolument et uniformément dans une section droite déter-

minée (différente de celle de P ) . Il ny a aucune difficulté k 

démontrer l ' identi té de ces deux seconds membres de (^o) et 

de ( 4 i ) pour une valeur quelconque de A supérieure k — a*-H> e n 

effet, dans ces condit ions la fonction Cj( M, P ; À), représentée par 

le deuxième membre de ({o ) , possède dans toute section droite 

des dérivées i\cs deux premiers ordres et s 'annule sur le contour 

de cette sect ion; elle est donc dévcloppable en série de fonc

tions fondamentales; si l'on effectue ce développement , on tombe 

forcément sur ( \ \). 

Sous la forme ( f i ) , apparaît immédiatement ce fait que 

Q (M, P ; A) est solution de (1) ; sous la forme ( i o ) , on démontre 

aisément que la différence 
,, cos /— V R 
(J R 

reste partout finie; il suffit pour cela d 'opérer comme on l'a fait 

pour la fonction G (M, P ; A) e l le -même; on décomposera g sous 

la forme 

g{m,p-, X»-hA) = K ( i y X " 4 - A r ) — w(m, />; X2+A), 

et l 'on écrira 
. •. + • 

Ç ( M , P ; A ) = i / K(«V**H- Ar)cosX(Ç-*)r fX 

n=p "J 

X*+ A) - 2 7 ^ ¥«("*)?/»(/>) 
n = \ J 

X cosX(Ç — z)d\\ 

sous cette forme, la proprié té en quest ion est immédiate . 
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Il reste a montrer, et c'est là un point très important, que ~ 

éprouve au passage du plan z = Ç une discontinuité. Pour cela, 
écrivons le second membre de (4o) sous la forme 

2 / , + 0° 
+ - / g(m,p\ X*+ A)cosX(Ç — *)<iX 

> V / v / x f + - D c o s X ( ï — * ) ,, 

/1 = 1 

en désignant par A un nombre positif quelconque supérieur 
à y/—A—a*; dans ces conditions, toutes les intégrales écrites 
ont un sens, et les deux premières d'entre elles sont continues 
ainsi que leurs dérivées, même pour z = Ç. Considérons, par 
contre, la troisième. Sa dérivée par rapport à Ç est 

ce que nous écrivons, encore 

' V » ^ « r„T r + " » i n X ^ - « ) ^ /*+-(jH^Î)MnX(Ç-£2 .1 

La seconde des intégrales entre parenthèses est continue 

sin)(Ç — *) 

pour ^ = Ç; finalement, -^ se comporte donc comme 

y / x / N r suw(ç — * ) . 
jjmd<?n(m)<ïn(p)J ^ Û?X. 4 

rc = l 

Or, quand Ç — £ est positif, cette dernière expression a pour 
valeur 

r 
2Tz^yn(m)vn(p); 
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lorsque Ç — z est négatif, sa valeur est 

p 

nty2d?n(m)<?n(p), • 27 

7 1 = 1 

ce qui démontre le résultat annoncé. 
Ainsi, il existe une fonction de Green généralisée, définie 

comme nous l'avons dit et donnée par l'une des formules (4o) 
ou (4 i ) . 

44. Reprenons alors notre distribution H(.v, z), et soit 
R(x,y,z) la fonction harmonique prenant sur le cylindre les 
valeurs 11(5, 3), et qui en lotit point intérieur est bornée et régu
lière. La fonction H(\s\ z) étant régulière k l'infini, il en sera de 
même de \I(x,y, z). Considérons l'intégrale 

(42) ? ( P ) = - ^ y y y i H ( M ) f f ( M l P ; A ) r f V H l 

où (J désigne toujours notre fonction de Green généralisée. La 
fonction <p(P) s'annule sur le cylindre, et elle est elle-même régu
lière à l'infini. JNous allons former une équation aux dérivées 
partielles k laquelle satisfait cette fonction cp. Pour y parvenir 
facilement, il suffit de résumer les singularités de (j dans l'énoncé 
suivant : 

Le point P étant fixe, la fonction Ç(M,P; A) ne diffère de 
l'expression 

cos(v/--AMP) n ^ \ r r*„( Q ) C O S ( V / : ^ T M Q ) 

MP -Z^^J J. ÂÎQ ^ 

que par une fonction holomorphe en tout point M. 

En s appuyant sur celle propriété et sur la formule de Poisson, 
on démontre immédiatement que o vérifie l'équation 

d 2 cp d2cp d9cp 
VH ' dx2 0yl dz* r 

P 

= H -yà^(p)jf^a, 1)H(È, v), z)dtdrï. 
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45. Nous sommes maintenant en mesure de montrer que les 
conditions (38) sont suffisantes. Si notre problème admet une 
solution U(x , )', z) et si nous posons 

U(ar, y, z) = H(ar, y, z) •+• V(ar, y, z), 

la fonction V(x,y*z) sera régulière a l'infini et nulle sur le 
cylindre; en outre, elle vérifiera l'équation 

(44) T T + T T + l i AV = AH; 
dx* dy2 diz 

cette fonction V sera susceptible d'être développée en une série 
absolument et uniformément convergente de fonctions fondamen
tales 

-4-oo 

v =2«>/i(*)?»(tf, ^) -
/ i = i 

Considérons les/? premiers termes de cette série. Nous avons 

La fonction ^«(5) est solution de l'équation différentielle 

(45) v"n(z) - ( A H- «fl)on(z) = Afflltt, ri,z)^n(lyl)d^drï; 

nous considérons les/} premières de ces équations, qui sont de la 
forme (b) (§42) . 

Considérons la fonction 

p 

^v»(*)Vn(x, y)- ±fffH(M)Ç(M, P- A)dV*; 
n — \ 

c'est une solution de l'équation (44) qui s'annule sur le cylindre. 
11 suffit donc de montrer qu'en vertu des conditions (38) nos 
p premières équations possèdent des solutions ^ ( 5 ) qui tendent 
vers zéro lorsque | z | croit indéfiniment. 

Cela revient k prouver que les conditions (38) ont pour conse
il 
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quence 

fffu&ii, Ç ) ^ ( ? , ^ ; . O
n

S ( / - A - - a ? 0 ^ ^ ^ = o 

( * = I , 2 , • . . , / ? ) , 

où l'intégrale triple est étendue a tout le cydindre. 
Remarquons pour cela que la fonction 

V, = •,(»») ^ ( • - A - a « 0 

est une solution de ( i) . INous avons donc 

ff*v.* + *-if//»& + % + %)* + * 
Appliquons k cetle intégrale la formule de Green, en prenant 

pour volume d'intégration un cylindre droit : en faisant éloigner 
indéfiniment de part et d'autre les bases de ce cylindre, nous 
tombons sur les intégrales qui figurent au premier membre de (38) ; 
toutefois, il nous faut, pour l'exactitude du résultat, démontrer 
que la quantité 

ii 
tend vers zéro lorsque z croît indéfiniment. Ceci résulte du fait 
que la fonction 

M*)=ffn(l, ij, *)*,(?, r j ) ^ ^ 

est solution de l'équation 

/ ï ( * ) + «?//(*) = - / H ^ A. 

C o m m e / i ( s ) tend vers zéro, il en est de même d e / * et par suite 
d e . / » . 

Les conditions (38) sont donc nécessaires et suffisantes. 

Remarque. — L'analyse précédente nous montre que, lorsque 
les conditions (38) ne sont pas remplies, il y a une infinité de 
solutions de l'équation ( i), dépendant en général de ip constantes 
arbitraires, qui prennent les valeurs données sur le cylindre et 
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qui sont en outre régulières et bornées en tout point in tér ieur au 

cyl indre , mais aucune de ces solutions n'est régulière k l ' infini. 

46 . Les considérations précédentes nous fournissent un exemple 

d 'équation intégrale s ingulière , analogue à celui de M. Picard. 

Considérons l 'équation 

(46) U(P) + ± j fflJ(M)G(M, P)dVM = H(P), 

dont le noyau est la fonction de Green ordinaire du cylindre 

indéfini, et où l ' intégrale triple est é tendue k tout le cyl indre . Si 

nous supposons que I I ( P ) désigne une fonction harmonique 

bornée et régulière dans tout le cyl indre , c'est a l 'équation (46) 

que nous serons conduits lorsque nous chercherons k déterminer 

une solution U ( P) de l 'équation ( i ) qui soit el le-même bornée et 

régulière dans tout le cyl indre , et qui prenne sur sa surface les 

mêmes valeurs que 1 I ( P ) . Il résulte de l 'analyse développée au 

paragraphe 41 que si l 'on a 

A f-aj > o , 

il y a une fonction U ( P ) , et une seule, répondant k cette con

dit ion : elle est donnée par la formule (35). On démontre d 'ai l leurs 

aisément qu 'on peut écrire cette solution sous la forme 

U(P) = H ( P ) - A y y , y ,
U ( M ) G ( M , P; A)rfVM. 

Supposons maintenant qu 'on ait A. + a J f ï o , et considérons 

l 'équation sans second membre 

(47) U ( P ) + ^ [|Ju(M)G(M,P)rfVM=o. 

Si nous supposons que A satisfait aux inégalités 

A-ha j* = 0 , A - t - a £ + 1 > o , 
les fonctions 

Vi = <pi(ar, y) °?* (•— A - «f *) (i = i, 2, . . . , /> ) 

seront des solutions de cette équat ion, ainsi qu 'on le vérifie au 

moyen de la formule de Green . 
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Ces solutions ne sont pas les seules : nous voyons eneflet que les 
fonctions 

Wi=v(x,y)e±UX~^*) 

vérifieront l'équation (47) s o u s les conditions 

A-t-oc^o, s/A + a f '< a i 

(la dernière de ces conditions étant remplie, nous sommes assurés 
du fait que 

dz dz 

tendra vers zéro lorsque \z\ croit indéfiniment, cela résulte de ce 
que l'expression asymptotique de G fait intervenir e _ a i | s | ) , c'est-
à-dire pour les valeurs de À comprises dans l'intervalle 

( - a ? , - a ? H-a?). 

Nous avons d'ailleurs ainsi, en vertu de l'analyse du para
graphe 17, toutes les solutions de l'équation ( i^). 

Prenons maintenant l'équation ( \6) avec second membre, et 
supposons que la fond ion H(P)soit régulière k l'infini, et telle que 
son intégrale, le long de toute parallèle aux génératrices, converge 

absolument et uniformément ( c'est ce qui arrivera si l'intégrale 

|H (s, z)\ dz est uniformément convergente )• Dans ces condi

tions, nous savons (§ 4o, Remarque) que l'équation admet une 

infinité de solutions. Si, parmi ces solutions, on n'accepte que 

celles qui sont régulières k l'infini, la fonction II devra satisfaire 

aux conditions (38) pour que le problème soit résoluble. 

CHAPITRE VI. 

LA FONCTION DE NEUMANN ORDINAIRE. 

47. La discussion du problème de Neumann suit une marche 
toute parallèle k celle du problème de Dirichlet. Nous laisserons 
donc de côté l'étude approfondie de ce problème. Bornons-nous a 
indiquer k grands traits les résultats de cette discussion : 

i. 
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i° Lorsque A est s t r ic tement positif, si H (s , z) est une fonction 

cont inue et bornée sur tout le cyl indre , il existe une solution et 

une seule de l 'équation (1), régulière et bornée dans le cyl indre 

et dont la dérivée normale prenne les valeurs II ( s , z). El le est 

donnée par 

U(P)=-±.JJ\l(lJ.)r(litP; V ) ^ . 

2° Si A est ^ o, supposons pour fixer les idées qu 'on ait 

et que II (.s, z) vérifie les condit ions st ipulées au commencement 

du paragraphe 42 . La condit ion nécessaire et suffisante p o u r q u ' i l 

y ait une solution de (1) régulière dans le cyl indre et régulière k 

l 'infini, dont la dérivée normale prenne les valeurs II (5, z), est 

qu 'on ait 

r * t°„s (V / T = T -^ ) d* f » («. «) * = o 
et 

f l°*W-\-tfz)dz fH(M)^)^ = o ( l = I , 2, . . . , / ) ) . 
«- ' -oo b l " t / , C ) 

Comme dans le Chapitre précédent , nous aurons k introduire 

ici les fonctions de Neumann généralisées, dont la définition est 

absolument calquée sur celle des fonctions de Green généralisées. 

48 . Eu part icul ier , si nous considérons la valeur A = o, c'est-

k-dire l 'équation de Laplace, la fonction de Neumann , telle que 

nous l'avons définie au Chapitre 11, n 'existe pas. Mais il nous est 

facile de construire une fonction de Neumann général isée, au sens 

précédent , qu 'on pourra util iser, pour la résolution du problème 

de Neumann, toutes les fois que celui-ci sera possible, c 'est-à-dire 

toutes les fois que l ' intégrale / / II ( ;JL) C/S^ é tendue au cylindre 

sera nul le . 

Cette fonction de Neumann ordinaire du cylindre sera définie 

comme suit : le point P étant fixe, c'est une fonction ha rmonique , 

sauf dans la section droite du point P, où elle se comporte comme 

MP 
L f f f(5u 

'2J J MQ 



— 70 — 

(où l ' intégrale double est é tendue à la section droite du point P ) 

qui est régulière à l'infini et dont la dérivée normale s 'annule sur 

le cyl indre . Soit T(M, P) la fonction ainsi const rui te . 

Conformément k la théorie générale, la quant i té — subit une 

discont inui té dans le plan z = Ç. C'est ainsi qu 'on peut écrire 

dT __ 2TT dV _ 2TC 

O n a 

(48) T(M, P) = 1 ^ [ Y ( m , / i ; X i ) - £ | J cosX(* -Ç)dX; 

on peut encore représenter Y (M, P ) lorsque M n'est pas dans la 

section droite de P par une série procédant suivant les fonctions 

fondamentales (ty) de la section droi te . Nous aurons 

(49) r(M,P) = . ï y i ! ^ r M 5 - . l . 

( O n suppose naturel lement tous les 37l positifs.) 

Il est facile de développer pour cette fonction une théorie assez 

semblable k celle que nous avons exposée au Chapitre I V ; nous 

rencontrerons toutefois quelques différences qui t iennent au fait 

que la valeur A = o est s ingulière ( * ). 

Considérons l 'ensemble ( K ) des fonctions définies dans le demi-

cylindre ( o + ) e t jouissant des propriétés suivantes : 

i° Elles sont harmoniques ; 

2° Leur dérivée normale s 'annule sur le cyl indre ; 

3° Elles sont régulières k l'infini ; 

4° Elles restent finies, même au voisinage de ( C ) . 

O n vérifie immédiatement que toute fonction de l 'ensemble ( K ) 

jou i t des deux propriétés suivantes : 

Si l 'on appelle U (p) et V (p) les valeurs respectives de cette 

(1) On poiirrdit faire une théonc analogue pour toute fonction de Green ou de 
Neumann généralisée, quel que soit A; cela n'a pas d'ailleurs grand intérêt et 
n'offre pas la moindre difliculté. Le cas de A = o pour la fonction de Neumann 
est intéressant à cause de se» applications à l'Hydrodynamique. 
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fonction et de sa dérivée normale en un po in t / ? de (S , ) , on a 

(5o) f f U ( m ) d S l w = o , ff\(m)dZm = o. 

E n effet, la fonction U ( P ) considérée est au p lus , a l ' infini, de 

l 'ordre de e~$*~\ remarquons alors que les deux fonctions 

v = z et w = i 

sont des solutions de l ' équat ion de Laplace dont la dérivée nor

male s 'annule sur notre demi-cy l indre . Nous avons donc 

//(»£-§)—- //(»£-S)—-
où les intégrales sont étendues k la surface totale de notre demi -

cyl indre ( ' ) ; mais on voit immédiatement que ces égalités se 

réduisent aux formules (.M)). 

11 en résulte en part icul ier (pic le demi-cyl indre n 'admet qu 'une 

fonction de Green généralisée, par rapport au problème mixte 

suivant : 

« Déterminer une fonction harmonique connaissant ses valeurs 

sur la section 2 0 et les valeurs II (s, z) de sa dérivée normale sur le 

demi-cyl indre on suppose comme précédemment que H ( s , z) 

tend vers zéro lorsque z croit indéfiniment cl que l ' inté

grale / | H ( s , z)\ dz est uniformément convergente U et sachant 

qu 'e l le est régulière à l 'infini. » 

Ceci posé, soit U (p) une fonction donnée dans la section 

droite 2 0 et dont la valeur moyenne dans cette section soit nu l l e . 

Il existe une fonction ( K ) et une seule prenant les valeurs U (p) 

dans ( S 0 ) , elle est définie par 

(5i) U ( P ) = - ~ ±JJ U(m)r(iîif P ) ^ ; 

il suffit pour le vérifier de remarquer que la différence 

(1) L'une de ces intégrales, étendue à une section droite dont la cote croît indé
finiment, tend \ers zéro. 
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est une fonction paire de la cote du point P, dont la dérivée par 
rapport à z ne présente pas de discontinuité, et de se reporter 
aux propriélés classiques des potentiels de simple couche. 

Le long du planS0 , la dérivée normale V(p) de la fonction U (P) 
nous sera donnée par 

(52) V(p)= — *ff V{m)T(m,p)d2m. 
27r J Jrs.) 

De même, on vérifie aisément qu'il y a une fonction (K) et une 
seule dont la dérivée normale le long de (S0) prend des valeurs 
données V(p) pourvu que la moyenne de celte fonction dans (S0) 
soit nulle. Cette fonction a pour expression 

(53) U ( P ) = - — ff Y(m)T(m,P)dZm. 

La formule (52) peut encore s'écrire 

V ( ' ) = ^ / / £ / U ( m ) F ^ ^ 

Si ^ n'est pas nul, le second terme présente une singularité 
dn 

logarithmique lorsque p s'approche du bord (C) de la section 

droite (S0) ; par contre, si - ^ est nul en tout point de (C), la 

fonction V(p) restera finie, même sur (C) (cf. § 31). 
Quoi qu'il en soit, en comparant les égalités (02) et (53), on 

trouve aisément l'identité 

47r2V (p)-h A,, f f V(m)T j j T(m,q)Y(q,p)dZq\dZm = o, 

qui devra avoir lieu quelle que soit la fonction V satisfaisant à la 

condition 

J[v(m)dLm = o. 

Comme dans le cas de la fonction de Green, cette identité se 

transforme aisément en 

f f y{m)UPJJP{m, q)T(q,p)dLq\.dLm=o. 
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Il faut donc que l'expression 

A " 7 L r<m'*>r<^>rfï* 
soit indépendante du point m\ il est d'ailleurs facile de voir que 
cette expression est symétrique en m et p ; elle se réduit donc à 
une constante absolue, qu'on détermine immédiatement au moyen 
de la formule de Green, ce qui nous donne 

Lpffc Y(m,q)Y(q,p)dZq = 
4jT* 

On pourrait refaire une théorie complète assez analogue à 
celle que nous avons exposée pour la fonction de Green ordinaire. 
On pourrait obtenir ainsi une relation entre la fonction T (M, P) 
et la fonction de Neumann ordinaire y (m, p) de la section droite. 
On est conduit à la relation 

^J J v r(miq)Y(q,p)dZq=*{(m,p)-^Jj%J«((ni,q)-h*((qip)]d'2,q-h*, 

a étant une constante arbitraire, laquelle s'introduit naturellement, 
puisque la fonction y n'est définie qu'à une constante additive 
près. 

On pourrait d'ailleurs obtenir cette relation par une autre 
méthode absolument analogue à celle que nous avons donnée au 
paragraphe 33 ; il convient k cet égard de remarquer que le succès 
de celte méthode tient k ce fait que, quels (pic soient les deux 
points q et M, on a 

JfY(q,M)dZq=o, 

l'intégrale double étant étendue k la section droite du point M ; 
c'est ce qu'on vérifie aisément au moyen de l'expression (18). Si 
donc M est un point fixe situé au-dessous du plan S0, il existera 
une fonction de l'ensemble (&) dont la dérivée normale prendra 
sur S0 les valeurs 

V(?) = r(<7,M) 

et notre méthode sera applicable. 

B. ÎO 
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NOTE 
SUR LE SIGNE DE LA FONCTION DE GREEN. 

Considérons un cylindre indéfini et l 'équation ( i ) . Il existe une 

fonction de Green tant qu 'on a, au sens strict , 

(5f) A - f - a ? > o . 

Je me propose de montrer que cette fonction de Green est tou

jours positive. 

Nous util iserons pour cela le fait suivant (§ 2 i ) : celle fonction 

de Green peut être considérée comme la limite de la fonction de 

Green d 'un cylindre droit dont les bases s 'éloignent indéfiniment 

de part el d 'autre . 

Nous al lons, en supposant vérifiée l ' inégalité (5{) , montrer que 

la fonction de Green d 'un tel cyl indre est toujours positive : le 

théorème annoncé en résultera évidemment . 

Nous rattacherons ce fait à la propriété suivante : 

Soit un volume fini quelconque V, d'un seul tenant. Consi

dérons sa fonction de Green G V ( M , P ; A) et soit — a2 la pre

mière constante caractéristique. Si A -f- a2 est positif, il en est 

de même de G. 

Lorsque A est positif ou nu l , celle proposit ion est classique, et 

il ny a pas lieu (Yen donner ici la démonstrat ion. El le est un peu 

moins immédiate quand A appartient à l ' intervalle (— a2 , o ) . 

Plaçons-nous dans celle hypothèse. 

Quel le que soit la valeur A différente d 'une constante caracté
r i s t ique , il est aisé de démontrer qu 'on a 

(55) tê — ikfff0**"'* 
l 'équation (55) est une équat ion inlégro-différcntielle à laquelle 

satisfait notre fonction G (M, P ; A). Soit G (M, P) la fonction de 

Green ordinaire , c'est-k-dire relative.! A — o. La fond ion G (M, P ; A) 

est la solution de (55) qui pour \ = o se réduit à G (M, P ) ; elle 

est positive pour A = o ; faisons décroî tre A à part ir de o ; d 'après 

la forme même de l 'équation (55), — est négatif pour A = o; donc 
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si A reçoit une valeur négative — e, de module très petit, nous 
aurons, quels que soient les deux points M et P, 

G ( i \ r , P ; - £ ) > G ( M , P , o ) > o ; 

en raisonnant sur la valeur — e, comme nous avons raisonné sur 
la valeur zéro, nous verrons de même que 

G ( M, P ; — 2£) > G (M, P, - e) > o, 

et ainsi de suite; ce raisonnement s'appliquera tant que nous ne 
franchirons pas la valeur singulière — a 2 . 

En résumé, lorsque A croit de — ?2 k -f- oo, la fonction de Green 
est positive et décroît : elle décroîtra d'ailleurs, nous le savons, 
de -+ oo k o (M cl P étant <lcu\ points fixes distincts quelconques, 
strictement intérieurs à l'aire). 

Revenons à notre cylindre limite. La première constante carac

téristique nous est d o n n é e ( § 10) par 

Si Von a A -+- a' > o, on a a fortiori A -h a2 >> o et par suite la 
fonction de Green de ce cylindre droit est bien positive. Il en est 
de même du cylindre indéfini dont elle est la limite. 

Remarque. — On démontre d'ailleurs aisément que l'équa

tion ( 55) est valable pour la fonction de Green du cylindre indé

fini; naturellement on suppose V -f- a 2 > o. 

Vu et approuvé : 
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