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PREMIÈRE THÈSE.

ÉTUDE
S L R I E S

FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES
A INDÉTERMINÉES RÉELLES OU COMPLEXES,

ou

A INDÉTERMINÉES CONJUGUÉES;

PAK M. GASTON JULIA.

INTRODUCTION.

Le Mémoire actuel est une contribution à la théorie arithmétique des formes
non quadratiques, en particulier à l'étude du problème de la réduction qui
domine toute cette théorie. On s'est limité aux formes binaires à indéterminées
réelles ou complexes, ou à indéterminées conjuguées. Les bases de la théorie
de ces formes ont été jetées par Hermite dans une série de Mémoires Sur les
fonctions homogènes à deux indéterminées, et surtout dans l'admirable
Mémoire Sur Vintroduction des variables continues dans la théorie des
nombres (Tome I de ses Œuvres). C'est de la lecture attentive de ce dernier
Mémoire qu'est né le Mémoire actuel, et son objet peut être ainsi résumé :
mettre en lumière et étendre la belle méthode de réduction continuelle créée
par Hermite pour l'étude arithmétique des formes.

Hermite n'envisage dans ses OEuvres, sauf peut-être dans le Mémoire Sur le
nombre limité d'irrationalités auxquelles se réduisent les racines des équa-
tions à coefficients entiers complexes <Vun degré et dhin discriminant donnés,
que des variables réelles, en particulier dans son Mémoire sur les variables
continues. C'est aussi dans cette hypothèse qu'on s'est d'abord placé pour la
première Partie de ce Mémoire. A la forme proposée ƒ, on associe, d'après"
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Hermite, une forme quadratique binaire définie dépendant de paramètres con-
tinus (/, u) et l'on donne d'abord, en s'aidant des représentations usuelles des
formes quadratiques binaires définies, une interprétation géométrique de la
méthode de réduction continuelle qui, pour les formes quadratiques binaires
indéfinies, se réduit à l'interprétation de Stephen Smith. Cette interprétation
conduit à associer à toute forme binaire ƒ à coefficients réels un certain poly-
gone convexe non euclidien D du demi-plan analytique qui sert au\ représen-
tations. La considération simultanée de ce domaine D et de la division modu-
laire connue du demi-plan donne une image immédiate des substitutions que
conduit à faire s u r / l a méthode d'Hermite, en même temps qu'elle donne une
définition intuitive des formes (ƒ) équivalentes à ƒ que cette méthode associe
à ƒ : ce sont toutes les formes équivalentes à ƒ dont le domaine D associé a un
point commun au moins avec cD0, domaine fondamental connu du groupe
modulaire. On aperçoit de suite cette conclusion que le seul cas (hors le cas
banal où la forme ƒ n'aurait pour racines réelles que des nombres rationnels),
où l'ensemble (ƒ) ne compte qu'un nombre fini de formes, est celui où f n'a
pas déracines réelles (formes positives). A ce titre la théorie des formes posi-
tives apparaît comme plus simple que celle des formes dont le signe est
variable, et la proposition précédente aurait pu suffire à établir la réduction.
Mais, poursuivant avec Hermite le choix d'une ou plusieurs des formes (ƒ) qui
joueront le rôle de réduites, on met en évidence le rôle d'une fonction 0 des
paramètres (t, u) que comporte la forme quadratique associée à ƒ, pour la
limitation des coefficients de (/) (cette valeur minimum de G est dite détermi-
nant de ƒ) . Les valeurs des (/, u) qui rendent 0 minimum absolu donnent la
forme quadratique^ qu'on appelle correspondante de f. La réduction de f se
fait par la même substitution que celle de <p; ç est un covariant quadratique
de ƒ. Une réduite de f est une f orme équivalente à f dont la correspondante y
est réduite. Il peut d'ailleurs y avoir plusieurs réduites ( ' ) .

On s'attache ensuite (Chap. II) à étudier l'application de la méthode aux
formes cubiques et biquadratiques qu'IIermite n'a traitées qu'en partie. On a
fait usage de la représentation géométrique pour relier simplement la corres-
pondante (D à la forme ƒ et l'on y est parvenu dans tous les cas. Les représenta-
tions trouvées pour cette correspondante sont toujours simples et mettenten évi-
dence la propriété de covariance de ç.

Suivent des remarques utiles pour simplifier les calculs de la méthode, c'est

( i) Bien entendu, on suppose dans tout ceci que les coefficients de la forme sont réels, mais
pas forcément entiers. Si l'on envisage plus particulièrement les formes à coefficients entiers, les
limitations des coefficients des réduites en fonction du déterminant permettent d'affirmer que
pour un déterminant donné il n'y a cjuun nombre limité de classes de formes à coefficients
entiers.
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l'objet du Chapitre III. Des exemples variés choisis parmi les formes cubiques
et biquadratiques montrent l'utilité de ces remarques pour supprimer beaucoup
de calculs, et pour relier entre elles les diverses façons dont s'applique la
méthode à une forme d'un degré donné, dans les diverses hypothèses possibles
sur le nombre des racines réelles. L'exemple des formes biquadratiques, en
particulier, montre que du cas le plus simple des formes positives du degré 4,
on peut, sans aucun calcul, déduire l'étude de celles qui admettent deux ou
quatre racines réelles.

Le Chapitre IV traite d'une nouvelle façon d'envisager la méthode d'Hermite
ïet met en évidence l'intérêt qu'il y a à grouper deux par deux les racines réelles
ou imaginaires conjuguées. Les résultats obtenus pourlesformesbiquadratiques
avec cette nouvelle conception sont rapides et simples, et ils donnent la raison
des propriétés géométriques élégantes qui relient le point représentatif de la
correspondante aux points racines de la forme proposée. Celte nouvelle con-
ception est surtout utile à la généralisation qui fait l'objet delà troisième Partie
de ce Mémoire.

La deuxième Partie est une première extension de la méthode d'IIermite aux
formes binaires à coefficients et indéterminées complexes ('). La nécessité de
cette extension est ici aussi nécessaire et rationnelle que l'introduction des
nombres complexes l'est pour l'étude même de toutes les racines des équations à
coefficients réels. En particulier elle apporte à l'étude qui fait l'objet de la pre-
mière Partie (formes à coefficients réels) une aide qui met dans son véritable jour
le rôle des différentes racines de la forme proposée. Elle montre que toutes ces
racines jouent en définitive le même rôle, et ainsi la nouvelle méthode met une
unité complète dans ce qu'avait d'un peu disparate à première vue la méthode
d'Hermite : c'est seulement parce qu'on l'envisageait du seul point de vue réel
que cette méthode semblait disparate; elle ne l'est plus quand, avec l'extension
qu'on lui donne ici, on l'envisage du point de vue complexe.

Pour cette étude, on a du remplacer, les indéterminées étant complexes, le
groupe modulaire réel par le groupe modulaire complexe, qu'une terminologie
aujourd'hui adoptée appelle groupe de Picard, depuis que M. Picard a mis en
évidence la division du demi-espace en penlaèdres, à laquelle ce groupe donne
naissance. On a aussi remplacé la forme quadratique définie associée par une
forme quadratique définie à indéterminées conjuguées (forme d'Hermite),

(!) Les forme» non quadratiques à coefficients complexes ont fait l'objet d'un important
Mémoire de M. Jordan, sur Véquivalence des formes, inséré dans le 48e cahier du Journal de
l'École Polytechnique. La méthode dont je me suis servi ici, directement inspirée de celle
d'Hermite, diffère de celle de M. Jordan qui M^ait les formes à un nombre quelconque de
variables. On pouria rapprocher les limitations que j'ai données pour les coefficients des
réduites, de celles qu'a données M. Jordan, et les conclusions qu'on en peut tirer pour les formes
à coefficients entiers.
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dépendant d'autant de paramètres positifs t) que la forme proposée a de racines.
Le Chapitre II donne alors l'exposé complet de la méthode. La représentation
usuelle des formes d'Hermite définies conduit à associer à ƒ un domaine D qui
n'est autre que le polyèdre convexe non euclidien ayant pour sommets les
racines de f.

Ce polyèdre, envisagé concurremment avec la division penlaédrique du demi-
espace, donne une interprétation géométrique de cette méthode de réduction
continuelle tout à fait analogue à celle exposée dans la première Partie. Il n'y
a naturellement plus ici de distinction entre les formes positives et les formes
non toujours positives, le polyèdre a tous ses sommets dans le plan de la
variable complexe. L'ensemble des (ƒ) associées à ƒ par réduction continuelle
est toujours infini (sauf le cas banal où toutes les racines de f seraient ration-
nelles), et l'importance du choix de la réduite équivalente & f (pu. des réduites,
car il peut y en avoir plusieurs) est plus grande encore que dans la première
Partie. Il y a une fonction 0 dépendant des ƒ/ qui joue un rôle primordial dans
la limitation des coefficients des (ƒ).

Pour les valeurs des tL qui la rendent minimum absolu, on obtient la corres-
pondante <p de ƒ, et cette correspondante quadratique à indéterminées con-
juguées est un covariant de ƒ par toute substitution linéaire. La réduction de ƒ
se fait par la même substitution que celle de o : une réduite est une forme
équivalente à f dont la correspondante est une f orme d'Hermite réduite.

Au Chapitre II on étudie l'application de la méthode aux formes quadra-
tiques, cubiques et biquadratiques. Pour les formes quadratiques, on retrouve
l'idée de réduction de M. Bianchi. Passant aux formes cubiques, on arrive pour
la correspondante 9 à une représentation géométrique très simple qui donne
immédiatement, et par une voie naturelle, l'interprétation du covariant quadra-
tique d'Eisenstein (hessien) à laquelle M. Klein ( ' ) est parvenu en inter-
prétant la théorie algébrique des covariants. Pour les formes biquadratiques,
l'idée exposée au Chapitre IV de la première Partie (association des racines
deux à deux) donne de façon très simple : i° la correspondante de la forme ƒ ;
20 une série de propriétés géométriques de son point représentatif d'où découle
en particulier une interprétation géométrique du covariant T du sixième degré
de la forme biquadratique, à laquelle M. Klein était arrivé, sinon explicitement
du moins implicitement, en interprétant certains résultats de la théorie algé-
brique des covariants de cette forme. On voit aussi nettement, dans le cas des
formes cubiques et biquadratiques, pourquoi la correspondante est un covariant
quadratique à indéterminées conjuguées de la forme proposée ƒ : cela tient
aux relations géométriques simples qui relient son point représentatif aux
racines de f.

(!) Mathematische Annalen, t. IX.
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Le Chapitre IV envisage l'application de la méthode de cette deuxième
Partie aux formes à coefficients réels. Gomme on devait s'y attendre, on
retombe sur la méthode d'Hermite exposée dans la première Partie. Mais on
voit cette dernière méthode d'un point de vue plus large qui fait apparaître
son unité profonde. Les divers cas que peut présenter dans la première
Partie une forme d'un degré donné, selon qu'elle a o, 2, 4? ••• racines imagi-
naires, et auxquels la méthode d'Hermite semble s'appliquer différemment,
reçoivent ici une seule et même application de la nouvelle méthode. L'une des
conséquences les plus importantes que j'ai pu tirer de l'unité qu'apportait cette
nouvelle méthode, est la réponse à une question qu'Hermite se posait relati-
vement aux: formes à coefficients réels et à l'équation qui relie le déterminant
d'une telle forme (valeur minimum de la fonction G dont il a été question plus
haut) à ses coefficients : « On observe alors, dit Hermite, cette circonstance
remarquable que, pour chaque degré, c'est toujours la même équation
en D (D = y'Q) qui vient s'offrir, bien que les calculs par lesquels on y arrive
diffèrent beaucoup suivant le nombre des racines réelles et imaginaires, mais
je n'ai pu jusqu'à présent découvrir la raison générale de ce fait important
(Œuvres, p. 92 et Q3 du Tome I).

La deuxième Partie ê termine sur quelques remarques relatives à une
conception purement géométrique de la réduction, dont on pourrait faire
usage pour certaines formes particulières.

La troisième Partie aborde un sujet qui me paraît absolument nouveau et
auquel conduisaient tout naturellement les interprétations géométriques avec
lesquelles les première et deuxième Parties de ce Mémoire (en particulier Cha-
pitre I \ de la première Partie et Chapitre III de la deuxième) rendent familier :
c'est l'étude de certaines formes à indéterminées conjuguées non quadra-
tiques. Jusqu'ici il n'existe, à ma connaissance, d'études que sur les formes
quadratiques à indéterminées conjuguées; la troisième Partie de ce Mémoire
est un essai sur les formes de cette nature de degré supérieur à 2.

Le Chapitre I traite de celles de ces formes ƒ qui sont un produit de formes
d'Hermite définies. Elles généralisent les formes binaires à coefficients réels
positives. On leur associe une forme d'Hermite positive dépendant de para-
mètres positifs t), dont le point représentatif, lorsque les tL varient, décrit
l'intérieur et la surface d'un polyèdre convexe euclidien D associé à f d'une
façon très simple. On définit encore l'ensemble des (ƒ) associées à f par
réduction continuelle, et l'on introduit une fonction 0 des paramètres tL qui joue
le rôle essentiel pour la limitation des coefficients de (ƒ). Les valeurs des t
rendant 0 minimum absolu (déterminant de ƒ ) donnent la correspondante
quadratique d e / . On réduit ƒ et sa correspondante par la même substitution.
Les conclusions habituelles sur les formes à coefficients entiers du type étudié
se tirent de là.
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Passant au cas où ƒ est un produit de formes d'Hermite non toutes défîmes,
on prend d'abord, dans le Chapitre II, le cas des formes biquadratiqucs qui
amène à des considérations inattendues et fort simples. Le domaine D associé
à ƒ est ici limité par des portions de sphère et des portions de cyclide de Dupin;
on le définit immédiatement à l'aide des cléments géométriques qui repré-
sentent les formes composantes de ƒ. On peut définir une réduite unique
par l'intermédiaire d'une correspondante quadratique définie d'Hermite, sauf
dans le cas où les formes composantes de f sont indéfinies et à demi-sphères
représentatives sécantes. Il se produit dans ce dernier cas une circonstance
analogue à celle des formes quadratiques binaires indéfinies à coefficients réels.
Il y a en général une infinité de réduites. On tire des conclusions immédiates
relatives à celles de ces formes qui sont à coefficients entiers et ne peuvent
représenter zéro.

L'étude complète des formes biquadratiques décomposables à coefficients
entiers fait l'objet du Chapitre IV. Au préalable, on donne dans le Chapitre 111
des relations nouvelles entre les groupes cycliques de substitutions modulaires
complexes qui conservent une forme d'Hermile indéfinie à coefficients entiers-
Ces propositions nouvelles, complétées par une Note rejetée à la fin du Mémoire,
éclaircissent en particulier la nature de toute substitution loxodromique du
groupe de Picard en donnant des indications simples sur la valeur de l'argu-
ment de son multiplicateur K. A l'aide de ces résultats, Tétude des formes
biquadratiques à coefficients entiers devient facile.

En particulier, on voit que, dans le cas d'exception signalé plus haut, les
réduites en nombre infini se ramènent à un nombre fini de formes se repro-
duisant périodiquement lorsque les coefficients de la proposée sont entiers.
C'est un résultat comparable à celui des formes quadraliques binaires indéfinies
à coefficients entiers. Dans ce cas aussi la forme reste invariable par un groupe
cyclique infini de substitutions modulaires complexes, toutes hyperboliques.
On montre qu'une telle forme peut toujours, d'une infinité de façons, se ramener
au type «cp°-h 2.b^ -h cvp2 («, b, c, entiers réels; //— ac > o, o et '\t formes
d'Hermite indéfinies à coefficients entiers et à demi-sphères représentatives
toujours sécantes). Ce sont les formes do la première catégorie. A la deuxième
catégorie appartiennent les formes biquadratiques à coefficients entiers qui se
décomposent en produit de : i° deux formes d'Hermite définies; 2° une forme
définie, et une indéfinie; 3° deux formes indéfinies à demi-sphères représen-
tatives non sécantes. On les ramène toutes d'une infinité de façons au
type a^2-f-2&cp'|'4-c^2, a, /;, c étant du même type que pour la première
catégorie, o et ty étant deux formes d'Hermite à coefficients entiers qui ne
peuvent jamais être indéfinies et à demi-sphères représentatives sécantes.

La méthode du premier et du deuxième Chapitre donne pour toute forme de
la deuxième catégorie une réduite unique, et pour toute forme de la première un
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nombre fini de réduites se reproduisant périodiquement. On a vu aussi que
toute forme de la première catégorie se conservait par un groupe de substi-
tutions modulaires hyperboliques. Une forme de la deuxième n'admet pas en
général de substitution qui la conserve, sauf certaines formes équivalentes à
des formes canoniques qu'on donne et qui se conservent par un groupe fini. On
voit ainsi que les formes biquadratiques de la première catégorie généralisent
les formes quadratiques binaires indéfinies à coefficients entiers réels, et celles
de la deuxième généralisent les formes définies.

On passe ensuite au cas où f est un produit de deux formes conjuguées Tune
de l'autre, chacune étant à indéterminées conjuguées, mais non d'Hermite,
c'est-à-dire ne prenant pas des valeurs réelles pour toutes valeurs des variables.
On ramène ƒ au type a^1 -f- iby\ -\-c\/2, a, />, c entiers réels, mais ac — &2^>o.

cp et ' | sont encore deux formes d'Hermite à coefficients entiers qui sont
toujours indéfinies et à demi-sphères représentatives sécantes pour les formes ƒ
de la première catégorie, et qui ne sont jamais indéfinies et à demi-sphères
sécantes pour les ƒ de la deuxième catégorie. Les deux catégories se distinguent
par la réalité des points doubles de la cyclique ƒ (r, i) = o. On étend à ces
formes la théorie de la réduction en s'aidant de la représentation usuelle projec-
tive des formes (la sphère unité servant de quadrique fondamentale) et des
résultats trouvés aux Chapitres I et II avec celte représentation. Sur la sphère,
on considère la cyclique correspondant à f (3, 1) = o qui ici se décompose en
deux cercles imaginaires conjugués. Les sommets des cônes du deuxième degré
passant par ces deux cercles jouent le rôle principal dans la réduction de ces
formes. Il y a une réduite pour toute forme de la deuxième catégorie et une
infinité de réduites pour toute forme de la première, qui se réduisent à un
nombre limité d'entre elles, se reproduisant périodiquement si la forme a ses
coefficients entiers. On s'élève ensuite au cas où la cyclique ne se décompose
plus pour donner une méthode théorique de réduction basée toujours sur la
considération des cônes du deuxième degré contenant la cyclique.

Le Chapitre V traite du cas général où ƒ est produit de n formes d'Hermite
non toutes définies (n^>'i) et montre, par des exemples, la nature des
domaines D associés aux formes de ce type. On y retrouve, pour limiter ces
domaines, des portions de sphères et de cyclides de Dupin. La réduction est
basée sur la considération d'une fonction 0 des paramètres figurant dans la
forme d'Hermite associée à ƒ, et sur la recherche des valeurs de ces paramètres
qui rendent 0 minimum.

Les deuxième et troisième Parties de ce Mémoire ont mis en évidence le rôle
de certains covariants à indéterminées conjuguées d'une forme binaire ordi-
naire ou à indéterminées conjuguées. Je ne crois pas qu'on ait beaucoup insisté
jusqu'ici sur les covariants de cette espèce; on a surtout envisagé les covariants
qui sont des formes ordinaires, non à indéterminées conjuguées.
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Enfin, le dernier Chapitre de la troisième Partie traite d'une question que
soulèvent naturellement les recherches précédentes : Déterminer toutes les
formes binaires à indéterminées conjuguées qui restent invariantes par un
groupe de substitutions linéaires ( ' ) ; et Ton trouve que, hors les formes
décomposables du type

aoy
n -h axy

u ' ^ H- . . . 4 - ctnfy1 0 e s ai réel*, © et <\> formes cTIlermite)

qui se conservent par toute substitution conservant à la fois o etr^, toute forme
cherchée non décomposable ne peut rester invariante que par un groupe fini.
On donne les types canoniques des formes jouissant de la propriété, en rame-
nant les groupes à être ceux des polyèdres réguliers.

( ! ) D a n s u n e N o t e du Bulletin de la Société mathématique de Fraïue, i\I. P i c a r d a \ a i t

signale l'existence, pour tout groupe fini de substitutions linéaires, d'un invariant qui est une
forme quadiatique d'Hermite. Ici ce serait la forme xx' -\-yy', qui est représentée par le centre
de la sphère fondamentale : ce centre reste évidemment invariable par toute substitution d'un
groupe de rotation autour du centre comme l'est tout groupe fini.



PREMIÈRE PARTIE.
LES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDÉTERMINÉES RÉELS.

PRÉLIMINAIRES.

Nous rappellerons quelques principes essentiels de la théorie des formes
quadratiques binaires dont nous aurons à faire un constant usage dans la suite.

Soit la forme quadratique binaire

On donne à x et y des valeurs entières réelles; #, è, c sont supposés réels
quelconques. Dans la théorie arithmétique de ces formes on envisage avec
grand intérêt les formes où a, b, c sont entiers.

Si b2 — ac < o, la forme a le même signe quelles que soient les valeurs de x
ely. Elle est dite définie. Ce n'est pas restreindre la généralité que de sup-
poser a >• o, la forme est dite positive.

Si b2—ac^> o, la forme n'a pas toujours le même signe. Elle est dite indé-
finie.

Si b2 — ac = o, la forme est carré parfait d'une forme linéaire en x et y. Ce
cas est le moins intéressant dans l'étude arithmétique. Nous le passerons sous
silence dans la suite.

Représentation géométrique. — Considérons l'équation

x
ou, en posant z = ->

az2-h ibz 4- c =z o.

Deux cas sont possibles :

i° Si la forme est définie, ses racines sont imaginaires conjuguées : Ç et Ço.
On représentera la forme (et toutes celles qui s'en déduisent en la multipliant
par un facteur constant) par le point du demi-plan supérieur de la variable

«L 2
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complexe r = \ -h vt\ dont l'affixe est £ (nous dirons pour abréger le point Ç)
et nous pourrons toujours nous borner à la considération du demi-plan supé-
rieur de la variable complexe (Y)>O).

£0 est symétrique de £ par rapport à O ; .

L'abscisse de £ est égale à = -(£•+- u0).

Le carré de sa distance à l'origine est - = 'ÇÇ0 — Norme ^ '
Cl

II est facile, connaissant les trois nombres «, />, c, de construire C.

On peut remarquer que l'ordonnée de 'C est égale à —^—
Fig. i

2° Si la forme est indéfinie, ses racines sont un £2, réelles. On définit une
première et une deuxième racine dans certaines recherches, on prend

y-

et Ton représente la forme f(x9 y) par le demi-cercle tracé sur u/(2 comme
diamètre,, affecté d'une flèche allant de la première à la deuxième racine. Cette

Fig. a.

flèche permet de distingue^ la forme f(x,y) de la forme —f(x,y) à laquelle
correspondrait la même demi-circonférence mais affectée de la flèche opposée.
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La raison de cette représentation géométrique ressort de la théorie de la
réduction des formes quadratiques, puis de la réduction continuelle telle
qu'Hermite l'a imaginée. C'est à Stephen Smith qu'on doit cette interpréta-
tion de la méthode d'Hermite. Nous rencontrerons plus loin l'interprétation
géométrique complète de la méthode de réduction exposée par Hermite dans
son Mémoire Sur Vintroduction des variables continues dans la théorie des
nombres (HERMITE, Œuvres, t. I, p. 164).

ÉQUIVALENCE. — Deux formes

-cy't et F(X, Y) z= AX !+ 2BXY -+- CY2

quadratiques binaires sont dites équivalentes proprement si F( Y, Y) s'obtient
en remplaçant dans f(x, y), x et y par

(S)

a, p, y, S étant quatre entiers réels tels que aS — (fy = T :

La substitution S est dite une substitution modulaire.
Elle fait correspondre à tout couple d'entiers (#, y) un couple d'en-

tiers (X, Y) et réciproquement. On a

= 6? — ac.

Donc, si f(x, y} est définie, F ( \ , Y) sera aussi définie ; si ƒ est indéfinie, F l'est
aussi.

Soit z le point représentatif de la forme f(x> y) supposée définie; c'est là
racine située dans le demi-plan supérieur de l'équation

Soit Z le point représentatif de la forme F(x, y)\ c'est la racine de l'équation

F(Z, i)=o,

qui n'est autre que

)

On a denc entre z et Z soit la relation
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soit la relation

z0 étant conjugué de z. Mais on voit immédiatement que ^ z + ^ comme Z est

situé dans le demi-plan supérieur de la variable complexe (c'est un calcul facile
qui résulte de OLO — (3y = i), on a donc bien

Z— yZ + <T

Si donc F(X, Y) se tire de /(a?, y) par la substitution

son point représentatif Z se tire de celui de f(x, y) par la substitution

"" yZ + o

qui est une substitution fuchsienne. Nous désignerons également par la lettre S
cette dernière substitution.

Pour abréger nous écrirons quelquefois symboliquement

F(X,Y)=/.S,
Z in z.S ;

c'est une notation coutumière dans la théorie des groupes. Il ne faut pas y voir
autre chose qu'une notation.

Si ƒ(#, y) est indéfinie, il lui correspond un demi cycle (demi-cercle affecté
d'un sens), à F(X, Y) = / . S correspond aussi un demi-cycle. C'est une chose
facile de vérifier que si le point z décrit le demi-cycle correspondant à ƒ(#*, y)
dans le sens de sa flèche, le point Z lié à z par

Z~~ yZ + â

écrit en même temps le demi-cycle correspondant à F(X, \ ) dans le sens de
sa flèche.

Réduction des f ormes définies. — Reprenons la forme définie

(1) f(x,y) = ax,"-t-2bœy-+-cy°> (ac — be>>o)]

on sait qu'il existe une substitution modulaire S telle que la forme

(2) / .S
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ait des coefficients vérifiant les inégalités suivantes :

(3) a|B| = A, A<C

et, naturellement,
AC-B 2 >o.

Cette forme F est dite une réduite équivalente àf.
En général une forme définie n'a qu'une seule réduite : ceci arrive toutes

les fois que les conditions (3) se trouvent être de vraies inégalités. Si certaines
des inégalités (3) se trouvaient être des égalités, il y aurait deux réduites dif
férant seulement par le signe du coefficient moyen B.

Considérons le point représentatif Z d'une réduite; son abscisse [partie
H i

réelle de Z que nous désignons par &(Z)] est — x> e ^ e e s t comprise entre — -
et + i.

GLe carré de sa distance à l'origine est> i : Norme Z = —

Le point Z est donc à l'intérieur ou sur le contour du triangle curviligne C00

dont les côtés sont les droites

et le cercle

öö0 s'appelle le domaine de réduction. Toute forme définie dont le point
représentatif est intérieur à <D0 ou sur son contour est dite réduite.

Fig. 3.

Le développement de la théorie de la réduction montre que :

i° Deux formes réduites dont Vune au moins a son point représentatif inté-
rieur à a\ ne sont équivalentes que si elles sont identiques.

2° De toutes les formes équivalentes à une forme donnée positive (formes
d'une même classe) il y en a en général une seule dont le point représentatif
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tienne à dD0 : c'est ce qui a lieu si ce point représentatif tombe à l'intérieur
de ÖÖ0; il y en a deux dans certains cas exceptionnels, et ils sont alors symé-
triques par rapport à Oy et tous les deux sur le contour de (Do.

Le groupe modulaire. — C'est le groupe des substitutions modulaires

(S) j œ^ "x + av (*' p'y'8 enliers réels; ** ~~Py = °
ou

les deux points s et Z sont dits quelquefois congruenls dans le groupe modu-
laire.

On démontre aisément que le triangle cD0 est un domaine fondamental du
groupe modulaire, c'est-à-dire que :

i° Si l'on forme tous les congruents d'un point z par les substitutions du
groupe modulaire, il en tombe toujours un à l'intérieur de (Do ou sur son
contour.

2° Deux points dont l'un est intérieur à (Do et l'autre est dans ÖÖ0 OU sur son
contour ne peuvent être congruents que s'ils sont confondus.

3° Dans 0D0 ne peuvent tomber plus de deux congruents d'un point z.

Il n'en tombe qu'un en général, et il est intérieur à (Do. S'il en tombe deux,
ils sont nécessairement sur le contour de <i)0 et symétriques par rapport à OYJ.

On démontre aussi que les deux substitutions fondamentales du groupe
modulaire sont

La division modulaire du plan. — Lorsque Z décrit le triangle (Do, le

points— a + \ décrit un triangle curviligne cö dont les côtés sont des arcs

de cercle normaux à l'axe réel (les droites normales à cet axe sont à comprendre

parmi ces arcs de cercle). Si l'on imagine que la substitution S (z = ^-j—£ j

change, tO changera. Par toutes les substitutions du groupe modulaire, (Do se
transforme en une infinité de triangles qui, suivant un processus connu,
recouvrent tout le demi-plan supérieur. L'opération de la réduction d'une
forme définie se présente donc ainsi :

Le point représentatif s de la forme ƒ (x,y) tombant dans un des triangles (D

de la division modulaire, si S est la substitution z = ^ — t qui transforme le
7 y Z -f o *
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triangle (ö dans le triangle (Qo, la réduite équivalente à ƒ(«£, y) sera
F ( X , Y ) = / . S .

Représentation projectwe. — Tl nous arrivera quelquefois de nous servir
d'une deuxième représentation des formes quadratiques binaires.

Nous choisissons dans un plan des coordonnées trilinéaires telles que la
conique xKx^— x\ = o soit une ellipse. Nous l'appelons la conique fondamen-
tale ou absolue, avec Gayley. Tout point tel que x{x% — x] > o est intérieur à
la conique; si x{xz— x\<^o il est extérieur. Gela fait nous représentons la
fprme quadratique

f(x-> y) — <2<#2-f- ibxy -h cy

par le point de coordonnées homogènes

Une forme définie a son point représentatif à Vintérieur de la conique fonda-
mentale ; une forme indéfinie a son point représentatif à l'extérieur de la conique
fondamentale; on la représente aussi par le segment qui joint les points de
contact des tangentes à la conique issues du point représentatif, afin de n'envi-
sager jamais que ce qui se passe à l'intérieur de la conique fondamentale.

Une forme dont le discriminant est nul a son point représentatif sur la
conique fondamentale.

Les deux modes de représentation donnés sont d'ailleurs étroitement liés l'un
à l'autre.

Représentons paramétriquement la conique fondamentale à l'aide des rela-
tions

,Ti X-, _XZ

'C étant le paramètre.
On voit que les valeurs du paramètre correspondant aux points de contact
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des tangentes issues du point xK = a, x2 = b, xA = c, sont

- c = o;

ce sont les racines de la forme.
On fait alors correspondre Y intérieur de la conique et le demi-plan analy-

tique en associant à tout point a, b, c, intérieur, la racine dont la partie imagi-
naire est positive de l'équation

c'est-à-dire le point représentatif selon le premier mode de la forme définie

f(x, y) — ax2-+- ibxy •+- cy2.

A un point '( de la conique correspond le point de Taxe réel qui a pour
abscisse la valeur correspondante du paramètre t.

Si un point décrit un segment £/(2 joignant deux points CC/C2 de la conique,
son correspondant, dans le demi-plan analytique décrit la demi-circonférence
orthogonale à Oc; qui va du point d'abscisse £, au point d'abscisse Z2 de l'axe
réel. On voit ainsi la liaison entre les deux modes de représentation des formes
indéfinies.

Il faut aussi rappeler que les notions de distance et d'angle par rapport à la
conique fondamentale deviennent, par la transformation précédente, les notions
de distance et d'angle dont Poincaré s'est beaucoup servi dans son Mémoire sur
les groupes fuchsiens.

Enfin aux substitutions modulaires, effectuées sur le paramètre (, corres-
pondent des transformations homographiques qui conservent l'intérieur de la
conique fondamentale, formant un groupe de mouvements non euclidiens. Le
domaine fondamental de ce groupe est un triangle ayant un sommet sur la
conique et deux sommets intérieurs; c'est le transformé du domaine <00 parla
correspondance indiquée plus haut.



CHAPITRE I.
THÉORIE DES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDÉTERMINÉES RÉELS

RÉDUCTION CONTINUELLE.

Avec Hermite nous considérons une forme

ƒ(#, y) = aox
rl•+- a,xn~ ly -+- a2x

n-*y 4 - . . . -f- a^xy71'1 -h an) n (l ).

et, conjointement, l'équation

ƒ (s, i) = aoz
n-halz

n~1-{-.. . •+- an=z o,

dont les racines seront appelées racines ou se>os de la forme/ .

Soient a,, a2, . . . , a^ les racines réelles de ƒ ; (J,, (3 ;̂ (32, [î'2; . . . ; (3V, ̂  ; ses

couples de racines imaginaires conjuguées;

fjL H - 2 v = n.

On aura

Concevons qu'avec les quantités réelles tn . . . , t^ wn w2,

construise la forme quadratique définie positive

On imagine maintenant que les / et les u reçoivent un système de valeurs

déterminées et pour ce système de valeurs on réduit la forme ç. Il faut pour la

réduire faire sur x eïy la substitution

(S)

(1) Nous supposons dans la suite a0 7^ o. On pourra toujours se placer dans ce cas en rempla-
çant au besoin ƒ par une forme équivalente modulairement et dont le premier coefficient ne soit
pas nul, ce qui est toujours possible. D'ailleurs, comme on le verra par la suite, cette supposition
n'est pas indispensable; elle allège simplement l'exposition.

j . 3
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On fera alors sur ƒ la même substitution que sur cp, on obtient une forme/S
équivalente à / ,

Concevons alors que les / et les u reçoivent toutes les valeurs possibles, que
pour chacun de ces systèmes de valeurs on réduise la forme cp, et qu'on fasse
dans ƒ la même substitution que celle qui réduit ç. On obtiendra ainsi un
ensemble de formes équivalentes à ƒ que nous désignerons pa r ( / ) et dont nous
allons étudier les propriétés.

Tout revient à étudier Vensemble des substitutions S qu'il faut faire pour
réduire <p lorsque les t et les u prennent toutes les valeurs possibles. Ceci va
nous être facilité par la représentation géométrique des formes définies qua-
dratiques et l'interprétation de la réduction de ces formes rappelée dans les
préliminaires.

Tout d'abord cherchons le domaine décrit par le point représentatif de la
forme cp lorsque les / et les u varient.

Développons l'expression de la forme cp; nous pouvons l'écrire

o -= px" — iqœy 4- ry9,
en posant

p — t\ 4- . . . 4- ip4- 2 u\ 4 - . . . H- 2 u9,

r = t\ v\ + . . . - 4 - t^l. + 2 u\ (3j ( 3 ; 4 - . . . 4 - 2 « v
2 ( 3 V ^ .

Prenons par exemple la représentation projective. Soient :

i le point de la conique qui représente (x — o£i/)2; ses coordonnées sont i, — a n OL\ ;
A,

; » i , —

le point intérieur à la conique qui représente

(x — p ,v) (a?— (3', x) ; ses coordonnées sont i, ~~ vPi + Pi )? ^ (

Bv le point intérieur à la conique qui représente

(.z? — (3 v / ) ( ^— (3^ ) ; ses coordonnées sont i, — (Pv + ftv)^ ^ ^
2

Le point représentatif de cp peut alors se désigner symboliquement par

t\ A, 4- . . . 4 - /^AJA

ce qui veut dire que chacune de ses coordonnées homogènes s'obtient en rem-
plaçant dans l'expression précédente les lettres A, et B, par la coordonnée
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homogène en question relative au point A, ou B, correspondant ; en d'autres
termes, la première coordonnée p s'obtiendra en remplaçant respectivement
A, . . . Bv par leurs premières coordonnées, la deuxième coordonnée — q par
leurs deuxièmes coordonnées, la troisième coordonnée r par leurs troisièmes
coordonnées.

Une telle expression symbolique du point représentatif de y fait apparaître
la ressemblance avec les formules connues du barycentre des points A,, . . . ,
Aji, B n . . . , Bv, affectés de masses respectives proportionnelles à /J, . . . , /£,
u\, . . . , u*. Plus précisément, si Ton a choisi pour système de coordonnées
trilinéaires le système des coordonnées homogènes xn x2, x3, xi jouant le rôle
de la coordonnée d'homogénéité, en sorte que les coordonnées cartésiennes

soient — et — (la conique fondamentale serait une parabole, cas limite d'une
CC \ OC'1

ellipse), on voit que le point représentatif de ç est exactement le barycentre
des points A,, . . . , A^, B n . . . , Bv affectés des masses /;, . . . , /£, iu\, . . . , 2wJ.

Rien n'est alors plus aisé que de construire le domaine dans lequel se meut
le point

connaissant les points A n . . . , A^, B,, . . . , Bv, lorsque tn . . . , t^ un

prennent toutes les valeurs possibles.

En effet l\h{ -+-1\ A2 va décrire le segment A^ A2 ; il sera en A, pour 12 = o t

en A2 pour tK = o. Le point (t\Ai •+- t\A.2) -f-1\ A3, lorsque t3 variera tK et l2

restant fixes, décrira le segment qui joint A3 au point ^ A , + ^ A 2 . Et lorsque
tnt2, t3 varieront arbitrairement, ce même point t\ A h -H t\ A2 -f- t\ A3 va décrire
le triangle A,A 2A 3 ( f ) . Si / , , /2, /3=^o il esta l'intérieur; si l'une des trois
quantités /,, /2, t3 est nulle, il est sur un côté; si deux sont nulles, il est en un
sommet..

[On peut remarquer, en passant, que si trois points quelconques M n M2,
M3 sont donnés dans ou sur la conique fondamentale, à tout point M intérieur
au triangle ou situé sur son périmètre correspond (à un même facteur près) un
seul système de nombres [JL̂ , ̂ , p] tels que le point M s'écrira symboli-

C1) Ai, A2, A3 étant sur la conique, ce triangle ne se réduit pas à un segment de droite.
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quement
M ^ M L + ^M^+^M,.]

En continuant de proche en proche, sans qu'il soit utile d'insister davantage,
il est clair que le point représentatif de la forme <p va décrire l'intérieur et le
périmètre du plus petit polygone convexe qui contienne à son intérieur ou sur
son périmètre, l'ensemble des points A n A2, . -, A^; B,, . . . ,BV . Ce qu'il faut
entendre par là n'est pas douteux, et le polygone en question peut être construit
par le procédé indiqué :

On joindra d'abord les points A,, A2; le premier point de la suite A8, ..., A(JL,
B,, ..., Bvqui n'est pas sur A! A2 détermine avec A{ A2un triangle (si A3 existe,
c'est lui qu'il faudra prendre). Puis le premier point autre que les trois sommets

du triangle qui ne tombe pas dans ce triangle ou sur son périmètre déterminera
avec les trois sommets du triangle un quadrilatère convexe, ou avec deux
d'entre eux un triangle qui contient le troisième (voir les deux cas de figure).
On continuera de proche en proche en choisissant le premier des points de la
suite A n . . . , Bv, qui ne tombe ni à l'intérieur ni sur le périmètre du quadrila-
tère ou du triangle qu'on vient de déterminer, et à l'aide de ce point on déter-
mine un polygone de 5, 4 ou 3 côtés qui contient à son intérieur ou sur son
périmètre tous les points de la suite A,, . . . , Bv qui précèdent le point choisi en
dernier lieu. Après un nombre limité d'opérations, le polygone en question
sera construit.

S'il n'y a que deux points dans la suite A , , . . . , Bv, le polygone se réduira au
segment qui les joint; de même si tous les points de la suite en nombre supé-
rieur à deux étaient en ligne droite, le polygone se réduirait au plus petit seg-
ment de la droite contenant tous les points.

Si tous les points A M . . . , Bvne sont pas en ligne droite, on a un vrai, polygone
convexe. D'un mot voici comment on peut le concevoir. On imagine qu'en
A n . . . , Bv sont plantées des épingles et qu'on jette sur le plan une boucle
simple de fil flexible embrassant toutes ces épingles, puis on tend le fil de la
boucle de façon qu'elle emprisonne toujours toutes les épingles, la boucle dessi-
nera alors le polygone cherché.

Voici des exemples de figure.
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On peut remarquer que si ƒ n'a que des racines réelles le polygone aura pour
sommets consécutifs les JJL points A, , . . . , A^, dans l'ordre où ils se suivront sur
laconique fondamentale; à coup sûr aussi les points A,, . . . , A^ qui figurent

dans la suite A,, A 2 , . . . , A^, B n . . . , B ,̂ lorsque ƒ a des racines imaginaires,
seront des sommets du polygone. Ceci résulte de la propriété de l'ellipse d'être
une courbe convexe (c'est encore vrai du cas limite envisagé plus haut : la
parabole).

Si nous passons à la représentation de la forme <p par l'affixe de sa racine (
située dans le demi-plan supérieur, on a

p

Les points A,, A2, . . . , A^ représentatifs des formes (ce — a4^)2,
(x — oL^y)'2 sont des points de l'axe réel d'abscisse ai? a2, . . . , a^.

Les points [3,, p 2 , . . . , [3V, représentatifs de

sont des points du demi-plan supérieur ayant respectivement pour affïxes

Si l'on affecte ces points respectivement des masses t\, . . . , /*, iu\, . . . , 2 ^ ,
on voit que la projection sur l'axe réel du point Ç représentatif de 9 est la pro-
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jection sur cet axe du barycentre euclidien des points A,, . . . , A^, B,, . . . , Bv,
affectés des masses précédentes.

On voit aussi que les mêmes principes qui ont permis de trouver le domaine
dans lequel évoluait le point représentatif de o dans la première représentation
sont valables ici.

Pour passer de la première représentation à la deuxième, il faudra remplacer
le segment de droite joignant deux points intérieurs à la conique ou situés sur
elle par l'arc du cercle orthogonal à l'axe réel qui joint les correspondants de
ces deux points dans le demi-plan analytique.

Ceci résulte de la propriété rappelée dans les préliminaires en vertu de
laquelle par la transformation qui fait passer de l'intérieur de la conique au
demi-plan analytique une droite du plan de la conique devient un cercle ortho-
gonal à Taxe réel.

Pour abréger, il nous arrivera d'appeler les cercles orthogonaux à l'axe réel
des droites non euclidiennes; ceci est conforme à la représentation donnée par
Poincaré de la géométrie non euclidienne de Lobatchefsky dans l'introduction
de sa théorie des groupes fuchsiens.

Des deux remarques précédentes on conclut une construction bien simple du
point t connaissant A,, A2 , . . . , A^; B , , . . . , Bv et leurs masses respectives /J,...f

Fig. 8.
c i 1 '

Az P, A 2 P2 A, P, Q, P Q 2

Sur la droite non euclidienne A,A2 on prendra le point £, qui se projette
en P, sur l'axe réel et tel que

et l'on affectera Ç, de la masse t\ -+-1\.
Sur la droite non euclidienne '(, A3 on prendra L2 qui se projette en P2 tel

que

P2A3

- h t2
3.e\ '£2 recevra la masse t] -

On continuera ainsi de proche en proche. Pour fixer les idées, supposons qu'il
y ait trois racines réelles a,, a,, a3, et deux couples déracines imaginaires con-
juguées p f p; ; p, p;.
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Sur la droite non euclidienne qui joint <C2 à B, on prendra C., projeté en P3 et
tel que

C3 recevra la masse ^ -W] -t- f3 -H 21/;.
Enfin sur la droite non euclidienne qui joint L3 à 132 on prendra '( projeté en P

tel que

Ç recevra la masse t\-+-1\-+-1\-\- iu\ -h iu\. et ce sera le point représentatif
de la forme <p.

Convenons d'appeler bar y centre non euclidien des points A n A 2 , . . . , A^
B , , . . . , Bv respectivement affectés des masses /J, l\,... , /*, iu\,..., 21/J le
point C construit précédemment, alors le point représentatif de 9 sera d'un
mot le barycentre des points A,, A2 , . . . , A^, B,, B 2 , . . . , Bv.

Sans qu'il soit nécessaire d'insister, on voit que ce barycentre ne dépend
nullement de Tordre dans lequel on prend les points A n . . . , A[JL, B,, . . . , Bv pour
faire la construction. On voit aussi immédiatement que l'on peut, pour la
recherche du barycentre de l'ensemble A,,..., Bv, remplacer tel groupe de points
de cet ensemble que l'on voudra par le barycentre des points de ce groupe, à
condition de l'affecter d'une masse égale à la somme des masses des points du
groupe. Tout se passe pour la recherche des barycentres comme en Géométrie
euclidienne ordinaire.

Revenant au domaine que décrit le point l représentatif de <p lorsque les
paramètres/, u prennent toutes les valeurs possibles, on voit ce qu'il faudra
faire pour le trouver connaissant les racines a n . . . , a^; (3n $\ ; . . . ; (ïv, (̂  de la
forme représentées par les points AM . . . , A^; B n . . . , Bv du demi-plan supé-
rieur.

On joindra A, A2 par une droite non euclidienne. S'il y a un point A3 on le
joindra à A, et A2, et cela déterminera un triangle non euclidien.

Fig. 9.

A n A2, A3 divisent l'axe réel en trois segments (nous regardons comme for-
mant un même segment les deux demi-droites reliant au point à l'infini de l'axe
réel les deux points extrêmes du groupe A, A2A3, ce segment contient le point
à Tinfini de l'axe réel). S'il y a un point A4, on le joindra par des droites non



2 4 FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

euclidiennes aux extrémités de celui des trois segments précédents qui le con-
tient et l'on aura un quadrilatère non euclidien.

On épuisera ainsi tous les points A^ en joignant chacun d'eux A, aux deux
sommets consécutifs du polygone non euclidien déterminé par les points A n . . . ,
A,—, qui limitent celui des i' — i segments contenant Ac en lesquels les points
A, , . . . , A,_, partage Taxe réel. On obtiendra ainsi un polygone non euclidienTT
à p. côtés ( ' ) (Jîg* 10). On prendra le premier des points B n . . . , Bv qui ne

Aj A4. A3 Ag

tombe ni à l'intérieur de ce polygone ni sur son périmètre et on le joindra tou-
jours, par des droites non euclidiennes, aux deux sommets du polygone qui sont
tels que les deux droites qu'on sera amené à tracer ainsi ne pénètrent pas dans
le polygone TC précédent. On obtient ainsi un polygone TT, contenant TU à son
intérieur, et dont le contour est formé des deux droites précédentes et d'une
partie du contour de TU (2). On prendra ensuite le premier des points B, qui ne

Fig. n .

A* A v

tombera ni dans le dernier polygone TT, obtenu ni sur son périmètre, et on le
joindra comme précédemment aux deux sommets de ce polygone ir, qui sont
tels que les deux droites non euclidiennes qu'on sera amené à tracer ainsi ne
pénètrent pas dans le polygone, on obtiendra ainsi un polygone TC2 (

3). En con-
tinuant de proche en proche jusqu'à épuisement de tous les points B n . . . , Bv on
arrivera à construire le plus petit polygone convexe ( 4 ) non euclidien qui
contienne à son intérieur ou sur son périmètre les points Ai9 A 2 , . . . , A^ ;
B , , . . . , B v .

i1) Si l'on suppose quatre points Aj, A2, A3, A4, la figure 9 représente le polygone TU.
(2) Dans la même hypothèse que pour la note (*), B! tombant dans TU, B2 hors de TU, la figure 10

représente le polygone TUI.
(3) Dans les hypothèses des notes (1) et (2), B3 tombant hors de TUI, on a construit le poly-

gone 7U2.
(4) Convexe, c'est-à-dire tel que le polygone n'est traversé par aucun de ses côtés prolongé au

besoin.
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Et c'est l'intérieur et le périmètre de ce polygone non euclidien que décrira
le point s représentatif de la forme quadratique 9 associée à/lorsque les para-
mètres /, u qui entrent dans 9 prendront toutes les valeurs possibles. Ce poly-
gone D, que nous appellerons le polygone associé à la f orme / , est parfaite-
ment déterminé par la connaissance des racines de cette forme.

Maintenant que nous connaissons le domaine D que décrit le point '( repré-
sentatif de 9, quand les t et les u varient, l'ensemble des substitutions (S) qu'il
faut faire pour réduire 9 peut être facilement caractérisé à l'aide de l'interpré-
tation géométrique que nous avons donnée de la réduction des formes quadra-
tiques définies.

Envisageons la division modulaire du demi-plan, telle que nous l'avons rap-
pelé dans des préliminaires.

Lorsque le point représentatif £ de 9 tombe dans un des triangles <£) de cette
division, la substitution

(S) ou (ad — (3v =

ÔY

qui réduit 9 est celle qui, au triangle (D que décrirait *(, fait correspondre le
triangle (Do que décrirait Z. L'ensemble des substitutions (S) à faire pour
réduire 9 lorsque / e t w varient s'obtient ainsi :

Considérons fous les domaines modulaires (t> arec lesquels!) a au moins un
point commun (intérieur ou sur la frontière), rensemble des substitutions (S)
est Vensemble des substitutions qui transforment chacun de ces domaines (D
en (Do, domaine fondamental du groupe modulaire.

On a ainsi comme une image tangible de cet ensemble de substitutions, et par
suite du groupe des formes (ƒ) que la réduction continuelle précédente associe
à la forme initiale/.

Remarque L — Si la forme ƒ n'a pas de racines réelles ou si ces racines
réelles sont toutes rationnelles, il est évident géométriquement que le do-
maine D n'a de points communs qiCavec un nombre fini de domaines modu-
laires (D. L'ensemble (f) comprendra donc dans ces cas seulement un nombre
fini de formes. Si l'on excepte en outre les formes quadratiques indéfinies à
coefficients entiers, on voit aussi sans grande difficulté que les deux cas précé-
dents sont les seuls où l'ensemble ( / ) n'admet qiCun nombre fini de
formes (*).

(*) On voit en particulier que les formes n'ayant que des racines imaginaires (formes ayant
toujours le même signe;, ne donnent naissance qu'à un nombre fini de formes ( ƒ ). Et cela pourrait
suflire à la rigueur pour bâtir la théorie de la réduction relativement à ces formes, en appelant
réduites toutes les formes de ( / ) qui sont en nombre fini.

J. /,
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Remarque IL — Le domaine D se réduit en particulier au demi-cercle joi-
gnant a,a2 lorsque ƒ est une forme quadratique indéfinie

f=z(x — a i < x) (x — <x.2y).

Dans ce cas l'interprétation de la réduction continuelle a été donnée par
St. Smith, et elle explique pourquoi on a représenté dans les préliminaires
une forme indéfinie par la demi-circonférence décrite sur le segment joignant
les deux racines comme diamètre.

A ma connaissance l'interprétation générale n'a pas encore élé donnée
jusqu'ici; nulle part il ne me semble avoir été question du polygone D associé
à une forme binaire.

Dans deux autres cas intéressants et simples, sur lesquels nous reviendrons
plus tard pour les traiter complètement, D se réduit à un arc de cercle ; ce
sont :

i° Le cas des formes cubiques ayant une racine réelle

2° Le cas des formes biquadratiques à racines imaginaires

ƒ = (x - (S,/) (x - $\y) {x- (32y) (x-£>'2 y).

Dans le premier cas D se réduit à Tare du cercle orthogonal à l'axe réel qui
joint OLX à (3,.

Dans le deuxième cas D se réduit à l'arc du cercle orthogonal à l'axe réel qui
joint [3, à (ï>.

Polygones associés à deux f ormes équivalentes. - Soit deux formes équi-
valentes f (ce, y) et ƒ, (x '^y,) , et supposons qu'on passe de la première à la
deuxième par la substitution

x = mœx-±- /?/oXi, y =

Les racines z de la forme/, et celles zt de la forme ƒ, se correspondent biuni-
voquement par la transformation

" ~~ nzl-\- n0

Aidons-nous des remarques suivantes : par une transformation

mzl-\-m{i

n *» x - t - A? 0

à un contour fermé c décrit par z dans le demi-plan analytique correspond
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un contour fermé c{ décrit par zK dans ce demi-plan. (Bien entendu, sic passe par
le point d'affixe—? c, passera par le pointàl'infini du demi-plan qui est à consi-
dérer comme un point ordinaire du demi-plan; ceci ne nous empêche nullement
déconsidérer cK comme un contour fermé passantpar l'infini. Et de fait, si l'on
passe du plan analytique à la sphère dont il est la projection stéréographique et
dont tant de fois on a fait usage, la terminologie employée s'explique d'elle-
même.)

Si c est un contour simple sans point double délimitant une aire d d'un seul
tenant simplement connexe, c, sera un contour de même sorte qui délimitera
une aire d, dont tous les points correspondront biunivoquement par la transfor-
mation considérée aux points de l'aire limitée par c. Il y a conservation des
sens de parcours : c'est à-dire que si z décrit c dans le sens direct, c'est-à-dire
tel que Taire A, délimitée par c soit à la gauche de l'observateur debout sur le
plan des z et regardant dans le sens de la demi-tangente positive, c, décrira
aussi c, dans le sens direct tel que Taire A{ correspondant à A, soit à la gauche
de l'observateur qui regarderait dans la direction du mouvement de z{.

Alors, par la transformation

HZ,

le contour C du polygone convexe non euclidien D associé à ƒ se transforme en
un contour polygonal C, dont les sommets sont les racines de ƒ, qui sont les
transformées de racines de ƒ sommets de D ( ' ) . G contenante son intérieur
sur son périmètre toutes les racines d e / , C, contiendra à son intérieur ou sur
son périmètre toutes celles de / , . Et il n'y a pas de contour polygonal convexe
intérieur à C, contenant toutes ces dernières racines, car par la transformation
il correspondrait à un contour polygonal convexe intérieur à C et contenant
toutes les racines de / . Donc C, est le contour du polygone D1 associé à fK.

Les domaines associés à deux formes équivalentes ƒ, ƒ, se Ir ans foi ment
donc Vun dans Vautre par la substitution modulaire qui fait passer de ƒ
<*ƒ.•

Voici quelques figures qui montrent la transformation des domaines l'un

( ' ) Nous répétons encore que si — est un sommet de D, cx aura un de ses sommets à l'infini :

les côtés issus de ce sommet seront deux droites orthogonales à l'axe réel, mais ceci n'est pas une
exception, ni une difficulté. Il n'y a pas non plus dans ce cas de doute possible sur ce qu'il faut
entendre par Taire que limite C\. Nous ne reviendrons plus à l'avenir sur ce cas paiticulier qu'on
a toujours l'habitude de faire rentrer dans le cas géneial comme nous le faisons en considérant,
si cela paraît plus commode, la sphère comme support de la vaiiable complexe au lieu du
plan.
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dans l'autre (on a donné en particulier le cas où l'un des sommets du polygone
est à l'infini).

a] , a*, a] , a| et (3, sont les racines de fK qui correspondent aux racines a,,
a2, a3, a,, et (3 d e / .

Fig. i2 et Fig. i3.

Il est facile maintenant de montrer que deux formes équivalentes / e t fK don-
nent naissance au même groupe de formes ( / ) par la réduction continuelle.
Autrement dit ( ƒ ) et (ƒ,) sont identiques.

En effet, soit S la substitution

qui fait passer de / à f K

D 1 = D.2;

soient (D̂  un des domaines modulaires avec lesquels D, associéde ƒ, a des points
communs, S, la substitution qui amène (D, sur öö0 [cD0 = Cö, S J ; il est clair que
le triangle modulaire (D tel que CD, = dö.2 mord sur D, et la substitution qui le
transforme en CD0 est exactement 2.S, [dö0 = <&, S1 =dö-2S,].

Au groupe (ƒ) appartient donc la forme / S S , = / , S I puisque fK = / S
et/iSl appartient à (ƒ,) .

Toute forme de ( / ) est dans (ƒ,) et inversement. Donc (ƒ) et ( / ^ son t
composés des mêmes formes.

En résumé : Que l'on parte d e / o u d'une forme équivalente fK quelconque,
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l'ensemble des formes ( / ) que la réduction continuelle conduit à former est
toujours le même ( i ) .

On peut d'un mot caractériser celles des formes équivalentes à f qui consti-
tuent le groupe (ƒ) . Effectivement une forme de (ƒ) s'obtient en faisant dans/
la substitution qui amène sur CD0 un des domaines modulaires (D sur lesquels
mord le polygone D associé à / ; par conséquent, le polygone associé à celte
forme (ƒ ) mordra sur cö0. L? ensemble des(f) est f orme de toutes les f ormes
équivalentes à f dont le polygone associé a avec (Do au moins un point
commun.

Avec cet énoncé on voit bien que l'ensemble (ƒ) estle même quel que soit la
forme équivalente à ƒ dont on parte.

Il n'est pas sans intérêt de remarquer que si ƒ et ƒ, sont deux formes équi-
valentes

<p et <PJ leurs formes associées

?(*, y) = t\(x — «i j ) 2 + • • • -+- #(•* - < w ) 2 + 2 ul(* - P

-+-2 uZ(œ — (3vy)(^ — Pij),

?i(^iiri) = T}(^i—«îJ1)-i-...4-T2(^1-a^ iyi)2-h2uJ(^-

?(^> j ) se transforme en ç, (a?,, j ^ ) par la substitution

si l'on suppose

Donc ï point représentatif de ç pour les valeurs /, u des paramètres et ^,
point représentatif de ç, pour les valeurs T, U des paramètres liées aux précé-
dentes par les relations ci-dessus se transforment l'un dans l'autre par la substi-
tution

la même que celle qui fait passer defkf{.

(l) Notons en passant que ceci montre bien que l'hypothèse dans laquelle nous nous sommes
placés au début aö ̂  o ne restreint pas la généralité : elle n'est nullement indispensable comme
nous le disions au début. Et si Ton avait pour la forme proposée a 0 = o , en passant à une
forme équivalente on ramènerait toujours au cas où a0 ̂  0 sans rien changer au système des
formes (ƒ ) que la réduction continuelle doit fournir.
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Définition de la réduite équivalente à f. — Selon la méthode indiquée
par Hermite c'est parmi l'ensemble ( / ) que nous allons choisir une réduite pour
représenter toute la classe des formes équivalentes à ƒ.

Nous abandonnons ici l'exposition qu'Hermite fait aux pages 173—178 de
son Mémoire Sur l'introduction des variables continues dans la théoiie des
nombres (Œuvres, t. I), parce que les limitations de coefficients établies par
lui et qui sont fondamentales pour cette réduction nousparaissent insuffisantes,
et laissent prise à des difficultés relatives, en particulier aux cas où certains des
coefficients de la réduite définie par Hermite seraient nuls, auxquels cas les
limitations données par Hermite ne permettent pas de tirer toutes les conclu-
sions qu'il en tire.

Mais tous les éléments nécessaires à l'exposition plus satisfaisante que nous
avons en vue se trouvent dans son Mémoire Sur la réduction des fonctions
homogènes, pages 84 et suivantes du Tome I de ses Œuvres.

Soit donc

ƒ = ao(x — «! r) (x — a, y). . . (x — o^j) {x — fay) {x — (3'. y)... (x—^y) (x — (3'vj),

la forme proposée de degré
/UL -f- 2V = / l ,

on peut toujours supposer a 0 ^ o à une équivalence près. Soit

9 = t\ (x — a,yy +*•(* — a2j)2 + . . . + &(x — avyY-h 2 u\ {x - (3,y) {x -

la forme associée à / , et soit

la substitution qui la réduit pour certaines valeurs /, u des paramètres.
Deux cas peuvent se présenter :

MPremier cas. — Aucune des racines réelles a/ de ƒ n'est égale à r—, alors Ja
transformée F = / S n'aura pas de racines infinies; ses racines seront les A/ et
les Bo B̂ . liées à al? p„ $[ par les formules

_ iMA l+Mn _ Mo—
"'- INAJ + i V A < - N«,

M B + M _ M O -

Parla substitution (S),/devient

F(X,Y) = A 0 ( X - A 1 Y ) . . . ( X —AjtYXX - B ^ ) (X —B' t Y ) . . . (X - BVY) ( X - B^
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a v e c

A o = «o(M — a i N ) . . . (M - o ^ N ) (M — (3, N) (M — ( 3 ; N ) . . . (M - (3VN) (M — frN)
(Ào5*o),

et ç devient $ = cp S :

avec

Deuxième cas. —' Les/? premières racines réelles, a, , a2, . . . , a^ de ƒ sont

égales a ^ -

Alors par la substi tution (S),(a? — wy), (i = i , 2 , . . . , / ? ) devient

a: - a / 7 ^ ( M o - N0«i)Y= ^ M o - ^ ) Y = - ~

Pour les 0LJhhl,..., a ,̂ et les [3n $\,..., ^ tout se passe comme précédemment
et F = / S s'écrit

' = J\af —M

_ M 0 - N 0 ( 3 ,

AP + 1Y). . . (X — A j , Y ) ( X - B 1 Y ) ( X — B /
1 Y ) . . . ( X - B V Y ) ( X - B ( ; Y )

avec
. Mo

A

et

A 0 — ̂ — 1 y a0

Quant à cp elle devient $ = ƒ S :

avec
T ; = •— ( p o u r £ = 1 , 2 , . . . , / > ) ,

(4) II n'est pas sans intérêt de remarquer la relation

Ag al
T Ï . . T j l U J . . . U i - * ï . . . ^ i # }

valable dans les deux cas.
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Si Ton suppose/? = o les formules de ce deuxième'cas redonnent celles du
premier.

Nous allons donc dans la suite raisonner sur ce deuxième cas, et dans les
résultats obtenus il suffira de faire p = o pour obtenir les résultats relatifs au
premier cas.

La forme
, \) = PX* - 2QXY 4- RY2

étant réduite, si A désigne son déterminant

A = PR — Q %

qui est d'ailleurs égal au déterminant S de qp, on a, comme on sait,

Ceci va nous servir à limiter supérieurement | Ao | et les valeurs absolues de A,
et de B/ en fonction de A.

En effet

R = T ; 4 - . . . + T* + T*+1 A » + 1 + . . . + Tji A ^ + 2 U 2 B , B; +- . . . -H 2uv
2
 BVB;.

P est la somme des 2V H- jx — /? termes suivants

T ; , h ..., T J , u ; , u ; , ..., u ; , u v
j
f

dont le produit est inférieur ou égal à la puissance 2v-hu. — p=n — p de leur
Pmoyenne arithmétique— _—•

2TT* T U

u—p

Ceci donne, en revenant à <p équivalente à <D,

De plus on a

Donc

c'est-à-dire
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Multipliant membre à membre et par aj les deux inégalités obtenues, il
vient

Si /? était nul il est clair que l'on remplacerait — et R;' par UN.

La notation (tu)2 représente, comme dans le Mémoire d'Hermite, la
quantité

qui reviendra fréquemment dans la suilc.
En se servant de

o étant le déterminant de ç, il vient

quelque soit p, on a a fortiori

Il

' °= [tuy \

rliori

A o =

n

n

{'«Y

''(n—p)'->'

n

A y

Passons aux limitations supérieures des | A, | et des | Bf |.
Si parmi les sv -f- (x — p termes dont la somme fait P on supprime Tf, la

( p \n—p—l
) ; or

n—p-ij

ce produit, c'est
T » T Ê U Î U J

donc
T 2 -

l

n-p-i

En considérant R on voit que

et la comparaison de ces deux inégalités donne

n-p-l

J.
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mais

Donc

A; _ ai
(TU)»

A 2 < aÔ DB-fl-i
1 = {tu)* (n —p —

et, avec les limitations de P et R,

II

Xl = (tuy (n "P

i

— i )"-"-' p" \

n

!)'

J

As

et a fortiori
n n

oJo7 / 4

Passons aux B, pour chercher une limite supérieure de B, B, = Norme B/.
Envisageons P comme la somme des n — p — i termes,

T 2 T - T T - F T - T T ' 1 1 ' n | ] J T 1 2 l]2 I]2 T

p+\i • • • 9 X JJL? U p ^ 1 » • • ' > *-*!—15 ^t-li A ^ l 1 ^^+11 ^i+ll • ' * 9 * ^ V > <-

il vient alors par leur produit

Vf
p \n-p-

n-p~
et, en considérant R,

La comparaison donne

«-j»-i

Le second membre est le quart de ce qiCesl le second membre de Vinégalité
qui a servi, ci-dessus à limiter A?; on en conclut la limitation

/ 1 =

€t a fortiori

n

(tu)1 (n—p —

p D'< '

n

Pp \ 3 /

n

*\& (k\
tu)" \l)

\ I

4 A?

n
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Les limitations relatives au premier cas s'obtiennent en remplaçant dans
les seconds membres des inégalités précédentes p par ZERO et pp par UN.

Conclusion fondamentale. — Si, pour certaines valeurs des paramètres/, u,
on réduit la forme ç, dont S est le déterminant; et si Ton fait la même substi-
tution dans ƒ, on obtient une forme F dont tous les coefficients sont limités

supérieurement en valeur absolue en fonction de la quantité —± ^ - ; ^

qui ne dépend que de la forme cp.
En effet, puisque F est égale à

A o Y P ( X - A „ + 1 \ ) . . . ( X - A^Y) (X - Bj Y ) ( X - B ' t Y ) . . . (X - BVY) ( X - B^Y) ,

tous ses coefficients seront des polynômes en A/H_,, ..., A^, B,, B'l5 . . . ,B V , B'v.
Par la méthode connue des majorantes, on pourra calculer pour chacun de

ces coefficients une limite supérieure qui sera une fonction de la quan-

t i té - -j^7t p et même pour préciser qui sera une certaine puissance de
\ • • [A | • • • V

cette quantité, dont l'exposant sera fixé par le rang du coefficient en question
a

a* o2

dans F, multipliée par un facteur indépendant de la quantité ° ? facteur
dépendant du degré de la forme et renfermant en général |A0| au dénominateur
à une certaine puissance. Si la forme proposée est à coefficients entiers,
Ao sera un entier certainement non nul ( * ). On aura donc AJ ̂  i et l'on pourra
remplacer dans le facteur précédent la lettre Ao du dénominateur par l'unité;
on ne fera ainsi qu'accroître le second membre de la limitation trouvée. On
aura ainsi limité supérieurement tous les coefficients de F, sans exception,

en fonction de la seule quantité

Étudions cette quantité -r

Hermite nous appellerons G

Étudions cette quantité rj-^ qui sert à limiter les coefficients de F et qu'avec

Tout d'abord, si l'on passe de la forme proposée à une forme équivalente f¥

par la substitution

noyu

f1) En effet, Ao est le premier coefficient non nul de la forme F(X, Y) ordonnée par rapport
aux puissances croissantes de Y, et F(X, Y) n'est pas identiquement nulle.
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on a vu que la forme 9 associée à ƒ pour les valeurs /, u des paramètres se
transforme en la forme 9, associée à / , pour des valeurs T, U des paramètres
liés à /, u par les relations

u; = uf ( m — (3, n ) ( m — (3J rc ).

r ^ . . . £2

Dans le cas particulier où m — 0Lt7i serait nul, il faudrait prendre T* = —•

comme on l'a vu précédemment, la conclusion que nous tirons est encore

valable. Le déterminant 0 de 9 est égal à celui 0, de cp,.
Ainsi qu'on l'a fait remarquer en passant dans les pages précédentes, on a

entre le premier coefficient a0 de ƒ, et le premier coefficient «J de ƒ, la
relation

étant, bien entendu, liés aux /, u par les formules précédentes. Done

Conclusion. — Pour deux f ormes équivalentes, cl POUR DES VALEURS CORRES-

PONDANTES DES PARAMÈTRES /, w, la fonctioîi 0 prend les mêmes valeurs.
Nous pouvons donc, avec Hermite, tirer les deux conséquences suivantes :

« i° Les fonctions 0 et 0,, relatives à deux formes équivalentes ƒ et fn

prennent les mêmes valeurs lorsque les variables (/, u) passent par tous les
états de grandeur et ont même minimum. Ce minimum sera pour nous la
définition du déterminant de la forme binaire de degré quelconque. »

« 2° Les formes quadratiques cp et cp, déduites des deux formes différentes/
et ƒ, , avec les valeurs de l et u d'une part, T et u de l'autre, qui donnent le
minimum des fonctions 0 et 0n deviendront équivalentes en même temps que ƒ
et ƒ, . Ainsi 9, se déduira de cp par la même substitution que ƒ, d e / . Pour
rappeler cette propriété, nous appellerons, dorénavant, la forme quadratique 9
la correspondante de f. »

Nous reviendrons plus loin sur la question de l'existence de ce minimum, sur
laquelle Hermite n'a pas insisté, et en supposant que ce minimum existe, nous
pouvons définir la réduction.

Nous appellerons formes binaires de même déterminant, Vensemble des
formes d'un même degré, pour lesquelles le minimum absolu de la fonc-
tion 0 aura une même valeur. Nous appellerons induites d'une forme f, la
forme unique, ou les formes de Vensemble ( / ) qui correspondent à ce
minimum de G.
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De là on conclut facilement :

i° Deux formes équivalentes ƒ et fK ont les mêmes réduites. Car si 6 est
minimum pour les valeurs t, u des paramètres, 0, le sera pour les valeurs T, U
liées à t et u par

t'2

T ? = tf(m -atnyi si m — (xtn^o et T,2 = -^ si m— a,rc=:ô;

la substitution

I y — /i.r, + noyt

faisant passer de ƒ à fK et de cp à <pn

ƒ , = ƒ ! , ?i = <f>2.

Si S, réduit cp, associée à ƒ, pour les valeurs de T, U précédentes, ƒ, S, sera
une réduite d e / , / , S, = / 2 S , . Or SS, est, à cause de <p, = qpS, la substitution
qui réduit <p associée k f pour les valeurs /, u des paramètres. Donc ƒ.2 S, est
une réduite d e / , et Ton vient de voir qu'elle est identique à une réduite d e / , ,

/i S, =ƒ.!$!. C. Q. F. D .

Cette proposition fait dépendre l'équivalence de deux formes de l'égalité
absolue entre leurs réduites ou leurs groupes de réduites.

2° Les formes à coefficients entiers, de même déterminant ô, se distri-
buent en un nombre fini de classes.

En effet, ainsi qu'on Ta fait remarquer précédemment, si ƒ est à coefficients
entiers, une réduite F équivalente l'est aussi. Dans la limitation des coefficients
de F obtenue antérieurement on a vu que, dans ce cas, on avait pour limites

°supérieures des quantités ne dépendant que de ° > c'est-à-dire des quantités

fixées par la connaissance de 0 et par le degré de la forme; ces limites supé-
rieures ne renfermaient plus en dénominateur le premier coefficient non nul
de F. Il suit de là qu'il ne peut y avoir pour un déterminant donné 0 qu'un
nombre fini de réduites.

En effet, on cherchera d'abord celles qui sont de la forme

\0\
n - hÀ 1 V- 1 Y -h. . . -+-AnV' (AOT^O) correspondant à p = o de notre théorie;

puis celles

AoX'^Y-h... (Ao^o) » p=zi »
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puis celles

A0X"-2V 4-. . . (Aop^ o) correspondant à p = i de notre théorie.

et pour chacune de ces formes on n'aura qu'un nombre limité de possibilités
qu'on trouvera en se servant des limitations fondions de /; que nous avons
données plus haut pour AJ

0 et pour les modules des racines d'une réduite.
Comme il n'y a qu'un nombre fini de réduites possibles, il ne peut y avoir

qu'un nombre fini de classes pour un déterminant donné 0.

Nota. — L'exposition d'Ilermite consiste essentiellement à montrer que
pour une réduite

F = A0X« •+- A,X«- »\ + . . . + A „Y",

le produit A, An_t est limité quel que soit i en fonction de G. Et il conclut que si 9
est donné, il n'y a qu'un nombre limité de classes de formes à coefficients
entiers.

Mais on aperçoit une objection immédiate à son raisonnement; car, du fait
que les produits A/A,,., sont limités, il ne s'ensuit pas que les coefficients At

eux-mêmes le soient. On pourrait donner à A,- la valeur zéro et à An_, successi-
vement toutes les valeurs entières, le produit A, Aw_, serait évidemment limité,
puisqu'il serait toujours nul, et cependant An , ne le serait pas, et la limitation
individuelle des coefficients est la condition indispensable pour qu'on puisse
affirmer qu'à un déterminant donné ne correspondent qu'un nombre fini de
classes à coefficients entiers.

Dans sa première exposition de la réduction des fonctions homogènes
(Œuvres, 1.1, p. 84), Hermite avait vu cette difficulté et donné une exposition
plus satisfaisante. C'est en nous inspirant à la fois de ce premier Mémoire et du
Mémoire Sur l'introduction des variables continues dans la théorie des
nombres, à l'aide des représentations géométriques données au début de celte
étude, et en éclaircissant la possibilité pour une réduite d'admettre des
racines infinies f ce qui correspond à des réduites de la forme
A0Y

p(\ — Ap+lY)...(X — B!, Y)J, possibilité qu'Hermite avait négligé d'exa-
miner, que nous avons constitué l'exposition précédente qui nous paraît satis-
faisante pour la réduction des formes binaires d'un degré quelconque.

L'existence du minimum de la fonction 0. — Nous nous bornerons au cas
général où la forme ƒ proposée a toutes ses racines distinctes et finies. A celte
catégorie appartiennent (à une équivalence près qui rend toutes les racines
finies) les formes de degré n qui, au point de vue arithmétique, sont de beau-
coup les plus intéressantes, à savoir les formes irréductibles dans le domaine
des nombres rationnels, c'est-à-dire indécomposables en produit de deux
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formes à coefficients rationnels. On sait en effet, depuis Lagrange, que tout
polynôme à coefficients rationnels ayant des racines multiples peut se décom-
poser par des calculs rationnels en un produit de polynômes à coefficients
rationnels n'ayant chacunr que des racines simples; une forme irréductible ne
pourra avoir de racine multiple en vertu de la proposition précédente, toutes
ses racines sont donc distinctes et on peut les supposer finies sans restreindre
la généralité.

Dans nos hypothèses nous allons démontrer que 0 a un minimum positif
non nul; si

est l'associée de

ƒ = a o ( x - o c l y ) . . . { x — a ^ j ) {œ — (3, y ) ( v — (3', y ) . . . ( x — (3V y ) {x — ( 3 ' v / )

il faut considérer, o étant le déterminant de o, o = pr — y%

Une remarque utile est la suivante : si t = £ -f- ir\ représente la forme <p,
on a

10 = 7 '
Donc

Si tous les / et les u sont multipliés par un même nombre A positif, yj ne
change pas, et par suite 0 non plus . On peut donc toujours supposer que les
/ varient en laissant p constant . Dans ces condit ions, y] n 'est nul et le point'C
représentatif de ç ne vient sur l'axe réel que si tous les u sont nuls et tous les /,
sauf un également : alors £ vient coïncider avec le point a, dont le coefficient /,
n 'est pas nul .

Cette simple remarque suffit lorsque la forme n 'a pas de racines réelles. En

effet, le domaine D est tout entier , dans ce cas, au-dessus de l 'axe rée l . Donc

toujours ï ]^"/] 0> o, et

— ) *

Donc
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0 reste toujours supérieure à un nombre fixe positif, elle est continue pour toutes
valeurs des /, u différentes de zéro, et si l'un des t ou plusieurs, ou même tous,
sauf un, deviennent nuls, 0 devient infinie. 11 est donc bien certain que pour des
valeurs de / et w, toutes diflérenles de zéro et bien déterminées, 0 passe par un
minimum.

Elle ne suffit plus si la forme a des racines réelles, car YJ peut devenir nul.
Développons alors o, il vient, après quelques réductions,

l = \L, /, = V

Bien entendu, quand la sommation porte sur des produits de même sorte tels
que

ou

il ne faut prendre qu'un terme pour chaque combinaison d'indices et non pas
compter ulu] et u)ui pour deux termes différents.

Toutes les racines étant distinctes et finies, on a, zn Zj étant deux racines
quelconques de la forme correspondant à deux indices différents

a et A étant deux nombres positifs finis non nuls.
Il vient alors

et tout revient à étudier la fonction beaucoup plus simple que 0

L . . . l p tf {

Considérons les n quantités

/•f, . . . , / p , i /1 ; , uj, « ] , i n , . . . , « ; , / / ? ,

et appelons-les un instant

alors il est visible que



FORMES BINAIRES NON QU VDRATIQUES. ^l

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons formées avec deux
indices différents i, j pris dans la suite i, 2, ..., n.

La somme ST/Ty est formée de * ~~ lermes dont le produit est

On a donc

d'après une relation connue.
De là se tire

et

D'ailleurs G' atteint la valeur P 1 ^ ' T p o u r T = T2 = ... = T n , c'est-à-dire
pour

f» = <* = . . . = ^ = B f = . . . = B ? = ^ ,
IL

p étant la somme
t'i - i- . . . -h tfj -h 2 ui + . . . -+- 2 M? = T t -+- . . . -H T„

qu'on peut sans restreindre la généralité supposer constante, puisque 0'
comme 6 ne changent pas de valeur si Ton multiplie tous les / par un même
facteur constant X.

On voit donc que 0 reste supérieur au nombre positif

Si l'on remarque maintenant que 0 est continue pour tout système de valeurs
des (/, u) dont aucune n'est nulle (tu) 7^ o, si de plus on remarque que 6', et
par suite 6, deviennent infinies lorsque quelques-unes de ces valeurs sont nulles,
il est établi que 0 atteint son minimum absolu pour des valeurs des para-
mètres (/, u) dont aucune n'est nulle, (tu) =£=. o.

Il nous reste donc à montrer que G est infinie lorsque certains des /, u sont
nuls. C'est une chose évidente d'après

t\ . . . ti u\ . . . iàt

toutes les fois que r\ sera pour le système envisagé
J.
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Le seul cas qui échappe est donc celui où un seul des tt est ^ o, tous les
autres et les u étant nuls. On peut supposer alors que t] tend vers p et
que t\, .,., u:t tendent vers zéro.

Nous considérerons

où T, tend vers/? et T2, T3, ..., T^ vers zéro.
On peut poser

T ^ ^ T , ( 1 = 2 , . . . , « ) ,

X/ tendra vers zéro, par valeurs positives, et G' devient

g ,__ [ X > H . . . f A „ + 2 X , X / ] ( X , 4 . .
A>. . . 7^n À 2 .

Mais

Donc

Dans le cas qui nous occupe n > 2 et Ton voit que, si X2, ..., Xra tendent
vers zéro, 0r devient infinie. Donc 9 devient aussi infinie et l'existence d'un sys-
tème au moins de valeurs des paramètres /, w, valeurs toutes différentes de zéro,
qui font acquérir à 0 le minimum absolu de sa valeur, est établie.



CHAPITRE II.
APPLICATION AUX FORMES CUBIQUES ET BIQUADRATIQUES.

La théorie de la réduction d'une forme binaire repose, comme nous l'avons
vu dans les Chapitres précédents, sur deux notions essentielles :

i° L'étude du domaine D associé à la forme ƒ ;
2° L'étude du minimum de la fonction 0, que nous avons appris à former

avec ƒ.
Nous avons fait remarquer (p. 26) que le domaine D était particulière-

ment simple dans deux cas : les formes cubiques ayant une racine réelle, les
formes biquadratiques n'ayant pas de racines réelles; dans ces deux cas, il se
réduit à un arc de cercle. Dans ces deux cas, la forme quadratique o associée
à ƒ ne renferme que deux paramètres homogènes, en sorte que la fonction 0 ne
dépend en somme que d'un paramètre, et par suite particulièrement facile à
étudier. On arrive d'ailleurs dans ces deux cas à des résultats complets et
simples, susceptibles de représentation géométrique intéressante. C'est par eux
que nous commencerons.

Formes cubiques n'ayant qu'une racine réelle. — Soient a la racine réelle,
(3, P' les deux racines imaginaires conjuguées

La forme associée est

cp — t2(œ— a / ) 2 4- 2u2(x — (3y) (x — (3'/).

Son point représentatif Ç décrit l'arc du cercle circonscrit au triangle oc(3(3'
depuis a jusqu'à jî (a correspond h u = o, fi k t = o).

Pour des valeurs t et u des paramètres, *( est déterminé par sa projection P
sur Taxe réel telle que

PC t*_

On a
9 = ^ ô2 (0, déterminant de 9),
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avec
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Tout revient à l'étude du minimum de

- (3) + «' 3E(P — P')]\

Le résultat bien simple est que G devient minimum pour

«2=n,)b(a — (3 ).

On l'obtient de suite en remarquant que, si l'on astreint t2 u k rester constant,
ce qui est permis, la quantité

r dZ[<x — [3) M f X ( « - (3)4-

figurant au numérateur est somme de trois termes dont le produit est constant.

Fig. ii.

Elle est minimum, et 6 aussi, lorsque ces trois facteurs sont égaux, ce qui donne
(à un facteur près évidemment sans importance) les valeurs ci-dessus.

La forme correspondante à ƒ est

9 = ^ ( ( 5 - ( 3 ' ) ( . r -

Quant à la valeur minimum de G, on trouve immédiatement que c'est

(<y — (3'-)

l'expression sous le radical étant w/*e fonction bien connue et rationnelle
des coefficients de la forme f {voyez HERMUE, Œuvres, t. I, p. 190). Ccst
cette valeur minima qui sert, ainsi qu'0/1 Ca vu, à limiter les coefficients de
la réduite équivalente àf.
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II n'est pas sans intérêt de voir comment se construit le point M représentatif
de la correspondante d e / , connaissant a, jî, (3', racines de ƒ représentées par
les points A, B, B'. II est sur l'arc AB et Ton a

Mais

Donc.

P C , _ tj___ 3b((3— p')
p X ~~ 2u1~ 2 > 3 b ( a — (3)"

— (3') — 4BC2

i= — 2-
BC

• = — 2 •

et Db(a — j3) = AB\

AC.CD CD

FA AB" AC.AD AD

D désignant le point diamétralement opposé à A sur le cercle ABB' ( ' ).

(l) La l e l a l i o n

PC DC

suffit à définir M. On peut indiquer une conséquence géométrique intéressante qui nous sera utile
plus tard. La relation précédente s'écrit

(GAPD) = 2.

Faisons une in\ersion ayant pour pôle M' symétrique de M par rapport à l'axe réel, et nommons
les points inverses des points de la figure par des petites lettres correspondant aux grandes de la
ligure. I/axe réel devient un cercle passant par M' sur lequel sont les inverses a, /?, c, d de

Fig. i5

A, P, C, D, et dont le centre est m inverse de M. Le cercle ABB' devient un diamètre du cercle
sur lequel sont a, b, d, b' inverses de A, B, D, B'. Le rapport anharmoniquc se conservant, on a

{capd) = '2.

Si donc Y est le point où M'c rencontre ad ( le cercle M'bcb' inverse de BGB' est orthogonal
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La construction suivante de P est immédiate : les tangentes en A et B au
cercle ABB'se coupent en K, KB' coupe O£ en P projection de M cherché.

Retenons ce résultat : que le point M représentatif de la forme quadratique
correspondant à ƒ se projette sur Taxe réel en P défini par la relation segmen-
taire

PC DC
_ _ n

PA DA

et nous verrons par la suite que de ce simple résultat on peut déduire celui que
fournirait un calcul tout différent en apparence, celui qui a trait à la réduction
de la forme cubique à trois racines réelles, dont la théorie apparaît au premier
abord comme profondément distincte de la théorie précédente.

Remarquons enfin que si Ton voulait calculer les coefficients de cp correspon-
dants de ƒ en fonction de ceux de ƒ, il serait impossible de le faire sans cal-
culer a, c'est-à-dire sans résoudre l'équation ƒ ( - , i) = o.

Effectivement,

— px1 — iqxy -f- /-y2.

Si l'on calcule p, q, r en fonction de a, [j, (3', on voit facilement qu'ils
s'expriment en fonction rationnelle de a et des fonctions symétriques de a, (3, (3'.
Montrons-le pour p par exemple,

p ==—((3 — p ' ) ' + 2(or — (3) (a - (3') = — (32-+- 2(3(3'— |3'2 -+- 2 [ a 2 - a(3 — a(3 '+ (3(3']

— _(<x*-h (32+(3'2) - 2 ( a ( 3

s2

Et si
ƒ =- tfo<

on a

P P ~~ a0oc

Donc p est rationnel en a, avec des coefficients rationnels par rapport à ceux
de ƒ puisque les parenthèses sont des fonctions symétriques entières de a, p, [3'.

On voit ainsi apparaître une espèce de dissymétrie entre les rôles des trois
racines d e / , dissymétrie qui se trouve dans la question dès le début, et qui est

au cercle M'ac), on a
{*(amd) = 1

par la considération du faisceau M'(capd), et comme da = idm on conclut que y est milieu
de nid. C'est ce résultat que nous utiliserons dans la suite.
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inséparable de la façon dont on a constitué avec Hermite la forme o associée
à f, l'expression de <p en fonction des racines de / étant différente selon que ƒ
a ou n'a pas des racines imaginaires. Cette dissymétrie n'a pas manqué de
frapper Hermite dès ses premières recherches (Œuvres, t. I, fin de la page 92
et début de la page c)3) et il a cherché à la réduire et à l'expliquer. Nous don-
nerons la raison de ce fait plus tard quand nous étudierons Jes formes binaires
à coefficients et indéterminées complexes.

Les formes biquadratiques sans racines réelles. — On considère main-
tenant

y'=ao(œ - p . y M * - f tyM*- -fay)(* - P i y)
et son associée

9 — 2u] {œ (œ - ft; ) 4- 2 u\(x - (32y) (x - (3'2

donl le point représentatif M d'affixe '( décrit l'arc de cercle orthogonal à

Fig. 16.

passant par B,B2 , qui va de V>K à B, . M est en B, pour w2 = o et en B2 pour
ux = o. Pour uK u2 ^ o M est entre B, et B2 et se projette en P tel que

g _ _ <*0

u\u\

avec

Le minimum de 6 s'oLtient pour les mêmes valeurs de utJ u2 que celui de

nr

«ï«î
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On peut supposer uK u2 = const. et le minimum de 6' en même temps que
celui de 8 et de

s'obtient de suite pour

La forme correspondant à ƒ est

Le minimum de 0 a pour valeur

C'est cette quantité qui sert à limiter supérieurement les coefficients de la
réduite équivalente à ƒ.

Le point représentatif M de la correspondante de ƒ est lié très simplement
aux points représentatifs des racines.

Effectivement

Donc, pour la correspondante, M, projeté en P, est tel que

« Ï BTB7,

Cette relation prouve que P îî'esl autre chose que le point de concours des
diagonales B, B'2 et B2B', du quadrilatère B, B2B'2 B',.

En géométrie non euclidienne ce résultat s'exprime plus simplement.
En effet, rappelons que si l'on considère toutes les droites non euclidiennes

passant par un point A (cercles passant par A et A' symétriques relativement
h O£), leurs trajectoires orthogonales (cercles non euclidiens) sont les cercles
ordinaires ayant AA' pour points limites en géométrie ordinaire. D'ailleurs on
voit facilement qu'un tel cercle par rapport auquel A et A' sont inverses est
lieu des points situés à une distance non euclidienne donnée de A. Considérons
alors un cercle non euclidien de centre A (non euclidien). Par une inversion
ordinaire de pôle A' il devient un cercle ordinaire dont le centre est a,
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l'inverse de A, et réciproquement tout cercle de centre a est l'inverse d'un
cercle non euclidien de centre A (non euclidien). En résumé tous les cercles

Fig. 17

de centre A en géométrie non euclidienne sont les cercles ordinaires ayant A
et A' pour points limites.

Faisons alors, en revenant à la forme blquadratiquede racines (3n ^ , (32, p'o,
une inversion de pôle M'. 01; devient une circonférence de centre m inverse

Fig. 18.

de M, passant par M', et/? est diamétralement opposé à M'; le cercle B,B2B2B',
devient un diamètre b^mb.,. A cause de la position de P trouvée plus haut,
on a

les inverses des droites P B n PB2 symétriques par rapport à MM', sont des
cercles pbK M', pb2M', symétriques par rapport k pmM'.

Ceci montre que m est milieu de bKb^\ c'est le centre d'un cercle ordinaire
passant par bK et b2. Donc M est centre d'un cercle (en géométrie non eucli-
dienne) qui passe par B, et B2. C'est dire que M est le milieu non euclidien
du segment non euclidien B,B2. C'est là, on le voit, un résultat particulière-
ment simple.

J. 7
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Rimirque\ — Ainsi caractérisé, le point M apparaît comme un covariant
des dmc points B, B̂  par toute transformation fuchsienne

(S)

ou

( Ï )

\ x -
} y — nxï-Y-

(m, m0, w, n0 réel»; mn0—mon =

Voici ce qu'il faut entendre par là :
Si, sur la forme ƒ, on fait la substitution S, elle devient f\{oc^y^) = / S

ayant aussi des racines imaginaires qui sont transformées des racines de ƒ à
l'aide de la relation (ï). La forme <p, correspondante de ƒ, a pour point repré-
sentatif M, le milieu non euclidien des deux points qui représentent les racines
de f, dans le demi-plan supérieur. Gomme on sait d'ailleurs que toute trans-
formation fuchsienne (ï) conserve les dislances et les angles non euclidiens, on
voit que M, est la transformée de M par la substitution (ï) . Et ceci suffit à
montrer que la forme cp correspondante de f est un covariant de f par les
transformations (S) envisagées.

Formes cubiques ayant toutes leurs racines réelles. — II faut considérer

f=ao(x - ociy) (x — a,y) (x — <73j)

? — t[{x — y^yy-h t'j (x — a,y y -f- t'l(x — vz y)2
et l'associée

dont le point représentatif M décrit l'intérieur du triangle curviligne dont les
trois côtés sont les demi-cercles de diamètres a, a2, a2a3, a3a,. Et l'on sait que

le demi-cercle orthogonal à O$ passant par a, M coupe le demi-cercle a2«3

en M,, \ rojeté en P, sur O^ tel que

- ^ - — = j) on a aussi
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Et l'on a les relations analogues

pp /2
_____ _j a v e c

7, • t\-

• l~ P P t~
• = 4 avec — 3- — J

p«3

La fonction ô est ici

avec

On peut supposer l]t\t\ constant. Alors le minimum de 0 a lieu en même
temps que celui de S qui est une somme de trois termes à produit constant,
dont le minimum est atteint par suite lorsque

/ ? * _ ( « , — a2y =tU] {a,—a,)1— t* t\ ( a 3 — a ^ 1 ,

c'est-à-dire pour
î ( ) 3

La forme correspondante de f est donc

= (a, — a3)'(x — (x^y-h (a.s—c/xy(JL' —

Le minimum de 0 a d'ailleurs pour valeur

On remarquera la parenté de l'expression trouvée avec l'expression analogue
trouvée dans le cas de formes cubiques n'ayant qu'une racine réelle. Dans le
cas présent, comme dans le cas traité antérieurement, le minimum de 0 est
toujours

si zn z2, ^3 sont les racines de la forme.
Le point représentatif M de la correspondante de ƒ est lié très simplement

aux points représentatifs des racines d e / .
On a, en effet, pour ce point

_
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Or

M, étant sur le cercle de diamètre a, a3.
Donc

- 2

et le cercle orthogonal à O£ passant par a, MM, est orthogonal au cercle de
diamètre a2ad. Le point M apparaît donc comme Vorthocenlre non euclidien
du triangle non euclidien a,a2aj, puisque la droite non euclidienne a, MM!
est orthogonale à la droite non euclidienne a2M, a3.

M a d'autres propriétés géométriques. Il est clair que les points a2, a3 sont
deux points inverses par rapport au cercle a, MM,, donc les deux côtés a,a2

et a,a3 du triangle a,a2a3 non euclidien sont symétriques par rapport à la
hauteur oc, MM,. Le triangle a,a2a3 apparaît comme un triangle particulier
d'angles nuls (ce qui n'a rien d'étonnant, car ses trois sommets sont sur Taxe
réel) dont Vortltocentre est point de concours des axes de symétrie des trois
angles du triangle. Ceci apparaît plus clairement encore par une inversion de
pôle M' symétrique de M par rapport à Taxe réel.

Flg. 20.

L'axe réel devient une circonférence de centre m inverse de M, passant
par M'les trois cercles a,MM,, a2 MM2,a,MM, deviennent trois diamètresam9

bm, cm (a, b, c, inverses de a,a2ai)) et, à cause des relations d'orthogonalité,
m est orthocentre du triangle rectiligne abc comme il l'est du triangle curvi-
ligne de sommets abc ayant pour côtés des arcs de cercles orthogonaux à la
circonférence abc.

Ceci exige que abc soit équilatéral. On en déduit, en revenant à la figure
primitive, que les trois droites non euclidiennes Ma,, Ma,, Ma, font entre elles

27T
des angles de -g— On peut donc envisagera, a2a3 comme une espèce de triangle
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équilatéral dont M serait le centre. Par une rotation non euclidienne de -y
autour de M, le triangle a, a2a3 revient sur lui-même.

Si Ton passait d'ailleurs à la représentation projective des formes, ces
résultats sont des résultats simples de la théorie des coniques. Envisageons, en
effet, la rotation non euclidienne de l'intérieur de la conique fondamentale qui
amène a,, a.,, a;l respectivement sur a2, a3, a,. Elle existe et est unique; son
centre est facile à déterminer. Effectivement cette rotation est une homogra-
phie qui amène les tangentes en a(, a2, a3 à la conique respectivement sur les

Flg. 21.

tangentes en a2, a3, a,. Elle amène donc K,, K2, K3, respectivement sur K2,
K3, K,. Elle amène donc les droites a,K,, a2K2, a3K3, respectivement sur
ocoKo, a.Jv.j, a , K r Or les trois droites a,K,, a2K2, a3K3 concourent en M
d'après le théorème de Brianchon. Donc M est le point double, intérieur à la
conique, de l'homographie en question. Cest le centre cherché. D'ailleurs,
visiblement, a, MK, est orthogonal (au sens non euclidien) à a2a3. Donc M est

orthocentre de a, a2a,. De plus, les angles a, Ma2, a2Ma3, a3Ma, sont égaux,
car ils se déduisent l'un de l'autre par la rotation considérée.

De ces propriétés géométriques il ressort, sans qu'il soit besoin d'insister,*
que le point M est un covariant des trois points csn a2, a:] par toute substi-
tution fuchsienne

(m, n, mQ, n0 réels)
y— « J + / » j

ou

n0

ou que la correspondante de f est un covariant quadratique de la forme f.
C'est là une remarque qui a été faite par Hermite (Œuvres, t. I, p. 191).
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En effet, la forme z> a des coefficients qui s'expriment rationnellement en
fonction de ƒ et si Ton écrit

f=axz-\- Zbœ-y -t-Sexy* -+- rfr*,

la correspondante est, à un facteur près,

(ac — b2)œ2-\- (ad—bc)œy -+- (bd— c2)y*\

c'est la forme d'Eisenstein.
C'est un simple calcul de fonctions symétriques à faire à partir de

<p = (a,— azy(œ — oc{y)2 4 - ( a 3 — <*i)9(^ — <*>/) ' + ( « i — a > ) ' ( J?

On peut faire plus élégamment le calcul comme suit.
L'équation du cercle a, MM, est de la forme

z étant l'affixe d'un point du cercle, z' son conjugué, Ç, l'affîxe du point diamé-
tralement opposé à a, sur ce cercle.

Mais ce cercle étant orthogonal au cercle de diamètre a2a3, on a

d'où l'on tire
ai H- | i boix -H c

2 « a t -h

Le cercle en question a donc pour équation

c)(z -h z') -\-COL1-\' d= o;

on a, pour a2M,

(a<x2-+- b)zz'-\- (b(*2-h c) (z -h z')

et, pour a3M,
b)zz' 4-(^a3-+- c ) ( s + s') -t-ca3 +<i == o.

Le déterminant de ces trois équations aux inconnues zz' et (^ -f z') est nul,
ce qui indique que les trois cercles concourent. En les résolvant, on a de suite

(c2—bd) (a 2—a,) (ad — bc) (a2— ai) (62—ac) (a2— a ^ '
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ce qui montre que le point M a un affixe C déterminé par

çt-bd
s b1—ac'

y/ _ ad — bc
+ * - b' — ac'

c'est-à-dire qu'il représente la forme définie

(b2-^ ac)x2 -t- ( bc — ad)xy + (c2— bd)y*\

on reconnaît, au signe près, l'expression donnée plus haut pour la forme
d'Eisenstein.

Ajoutons que le covariant quadratique ainsi trouvé pour ƒ n'est autre, à un
facteur numérique près, que le hessien de la forme f. Et il est digne d'intérêt
que la méthode de réduction continuelle conduise justement à ce covariant
et en fournisse d'elle-même Vinterprétation géométrique que nous avons
donnée plus haut ( * ).

Les formes biquadratiques ayant deux racines réelles. — Le type à consi-
dérer est

f— ao(x - oc{f) (x — <xty) (x — fiy) (x - $'y),

et la forme associée

Son point représentatif se construira comme suit :
On prendra M, sur le demi-cercle de diamètre A ,A 2 ( A n affixe a,; A2,

affixe a2) déterminé par

puis sur l'arc du cercle orthogonal à O^ qui joint M1 à B (B, d'affixe P; B',
d'affixe P'), on prendra M déterminé par

C étant la projection de B et B' sur O£. M représentera cp.
Lorsque tn /2, u varieront M décrira l'intérieur du triangle non euclidien

(*) On verra au Tome IX des Mathematische Annalen comment, en interprétant géomé-
tiirjuement la théorie algébrique des covariants des formes du troisième et du quatrième
degré, M. Klein est arrivé à une interprétation du hessien de la forme cubique tout à fait
analogue à celle à laquelle nous a conduit la méthode de réduction continuelle {Math.
Ann., t. IX, p. 191-192).
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de sommets A,, AJ? B dont les côtés sont les trois arcs de cercle orthogonaux
à O£ joignant les points deux à deux. (Comme cas limite B pourrait venir sur
le demi-cercle A< A2 et le triangle se réduirait à ce demi-cercle; ce cas, on le

Fl°f. 22.

verra par la suite, ne constitue rien de particulier, tout ce que nous dirons'dans
la suite s'y applique.)

Il faut considérer ici

(<5 étant le déterminant de <p),

II revient au même de chercher le minimum de 0'

(tu t2 supposés positifs),

Posant — = A,, — =

•P')

En les égalant à zéro on a les deux équations

"k * "k " ( et /y >\ ̂  , , ) r ( fo (< f \ r\

X? ^ ( o c , — [3 ) — li Ob(a ,— [3 ) = o.
D'où l'on tire

/* A î
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A est déterminé par

On conclut de là les valeurs suivantes de /;, l\, u2 r

,— P) =r (at — os) \ V i — p) («i— p') (a2— P) (*2 — P'),

et l'on est sur, d'après la théorie générale du Chapitre précédent, que ces
valeurs constituent un minimum effectif pour 0, puisque d'une part ce sont les
seules valeurs pouvant donner un minimum et d'autre part on est sur que ce
minimum existe.

Ici encore le point représentatif de la correspondante de /"est lié simplement
aux points représentatifs des racines de ƒ.

En effet,
F, Ai

PiA2

Si de plus on remarque

on conclut

P.A, _
H,A2

M,A,

M,

M,

_ BA

A;

A;

1

A 2B 2

i A, BA 2

i° Le cercle BMM, est donc orthogonal au cercle de diamètre A,A2.
On a ensuite

PC
Or

y*) ^((Xi— P) 0Z(oc,— (3) — A , A , x À 1 B x A , B ,

, _ P ) v / ï ) b ( P — p ' ) — H B ' X À . B ,
. J

Donc
, A , x A , B x A , B 1 A 1 A > x A , B x A ? B

Mais on a d'autre part

M,P1=— P1A,xlJiA1

J.
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et

Donc

P,A
' 2

P,

P,

M,

A À

1

4

A

.. n

P"r i

P P l

PC

- P i

A

- A

AtA

A,
1

\

4

2 'X 1 ^0

A i A

M,P
BC

A2A,

- tl)*

- A t B

1

xA,B

-4-A2B

et

Donc

La conclusion est que

20 Donc M se projette en P au point de concours des diagonales du qua-
drilatère M^M^B'B. C'est le milieu non euclidien du segment non eucli-
dien M, B.

Les propriétés i° et 20 caractérisent complètement le point M représentatif
de la correspondante d e / . Ces propriétés ressortiront d'ailleurs directement
de considérations géométriques que nous exposerons dans la suite. Mention-
nons encore la propriété suivante qui est d'ailleurs immédiate. A,, A2 étant
des points inverses par rapport au cercle BMM, les deux côtés A1B et A2B du
triangle curviligne A, A2B sont symétriques par rapport au cercle BMM,,
ce qui s'exprime encore en disant que BMM, est la bissectrice non euclidienne

de Vangle non euclidien A, B A2.
Il resterait maintenant à calculer :

i° Les coefficients de la correspondante de f en fonction des coefficients
d e / ;

20 La valeur du minimum de la fonction G pour les valeurs trouvées de /,,

Sans nous arrêter à ces deux calculs dont le premier exigerait d'ailleurs pro-
bablement la résolution numérique de l'équation ƒ (s, 1) = o, ou tout au moins
le calcul de ses racines réelles, ainsi que nous l'avons déjà remarqué pour les

(') Un calcul bien élémentaire fournit pour ce minimum l'expression

z
f\i

 Z2i zzt ~4 étant les racines de ƒ.
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formes cubiques n'ayant qu'une racine réelle, nous passerons tout de suite au
cas des formes biquadratiques ayant quatre racines réelles.

Formes biquadraliques ayant quatre racines réelles. — L'étude a été faite
très complètement par Hermite (Œuvres, t. I, p. 36i à 371); nous insisterons
très peu.

Fig. 23.

Nous remarquerons simplement que si

et

Je point représentatif de 9 décrit l'intérieur du quadrilatère non euclidien dont
les sommets sont les points a n a2, aM a, qui représentent les racines. On peut
toujours avec Hermite supposer a , > a a > a 3 > a ï . Dans ces conditions le
calcul donne pour le minimum de la fonction G, en posant

1 , 1

> * * = —•//(«*)

Le minimum de 6 calculé par Hermite esl

T =

expression tout à fait analogue à celle donnée pour le minimum de 6 dans le cas
des formes biquadratiques sans racines réelles.

Si l'on remarque avec Hermite que la correspondante s'écrit

(x
•/!(«*) 7.'(«0 '

et que, d'autre part, on a l'identité

_
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on trouve que cp s'écrit

? = 2L xf(«i) z'(«i) J L z'(«O + *'(«*> J

et ceci prouve que le point représentatif M de la correspondante de ƒ n'est
que le point de rencontre des cercles de diamètre a,a3 et a ^ , c'est-à-dire le
point de concours des diagonales du quadrilatère non euclidien a,a2a3a4.

Sous cette forme on voit bien que cette correspondante est un covariant
quadratique de f, puisque par toute transformation fuchsienne,

OU

le point de concours des diagonales du quadrilatère a,a2a3a4 est un covarîant
des quatre points a n a2, a3, a,1? c'est-à-dire qu'il devient le point de concours
des diagonales du quadrilatère transformé du premier. Les vérifications ont été
faites par Hermite qui a montré comment la théorie arithmétique de la réduction
continuelle de ces formes biquadratiques conduisait naturellement au système
complet des éléments analytiques de la théorie des formes biquadratiques.

On comprendra que nous ne nous étendions pas autant sur ce cas que sur les
cas des formes biquadratiques sans racines réelles ou à deux racines réelles
seulement, qui, ni l'un ni Tautre, n'ont été traités par Hermite, et nous ont
conduit, comme on Ta vu, à des résultats simples et susceptibles de figurations
géométriques très simples. Nous reviendrons seulement au Chapitre suivant
sur tous ces cas pour exposer des considérations géométriques qui sont de
nature à aider à la recherche du minimum de la fonction 0, qui constitue la
première des questions à résoudre dans la théorie de la réduction; ces considé-
rations jetteront aussi quelque lumière sur les propriétés géométriques des
correspondantes des formes cubiques et biquadratiques auxquelles les calculs
faits dans le Chapitre actuel nous ont fait parvenir.



CHAPITRE III.
QUELQUES REMARQUES SUR LA DÉTERMINATION DU MINIMUM DE LA FONCTION 6.

La question centrale qu'il faut résoudre pour réduire une forme ƒ est la
détermination du minimum absolu de la fonction G que nous avons appris à
attacher à / ,

Ace sujet on peut faire quelques remarques d'ordre géométrique dont l'utilité
manifeste nous apparaîtra au cours des applications que nous en ferons.

o étant le déterminant de la forme cp associée à f dont le point représentatif
est "C = \ 4- I'Y], on a fait remarquer que l'on a

s/ô
n = —>

P
en supposant que Ton écrive

o=pat2 — iqxy -h /y2, o=/?/- — q2.

Donc

Or on a vu que
p —t\ -h. . .-h /p.-h 2«7 + . . .H-2«5

tout revient donc à la détermination du minimum de

t\ .t2u* ui

y) étant l'ordonnée du barycentre non euclidien des points A n ..., A^B , , ...,BV

d'affixes a,, . . . , a ,̂ (3n . . . , (3V racines de ƒ , quand on affecte ces points des
masses /J, ..., /*, 2irn ..., 2w;, minimum qu'il s'agit de déterminer lorsque
tn ..., ^prennent toutes les valeurs possibles.

Nous avons remarqué que ce minimum est atteint pour des valeurs de /, w,
dont aucune n'est nulle; nous pouvons donc (puisque 0 ne change pas lorsque
tous les /, u sont multipliés par un même facteur constant X) dans la recherche
du minimum de ô assujettir les l, u à vérifier constamment la relation

\ l ) Ci • • • C\l.Ul • • • W v -
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et dans ces conditions le problème se ramène à la détermination du minimum
de

/Î [/; + . . .4-/3.4-2^4-. . . + 2 M?].

En voici une conséquence. Soient T^, . . . , TJ;, 2UJ, . . . , 2UJ les valeurs mini-
mantes cherchées. Donnons à deux des points a,, par exemple à a n a , les masses
X2Tp X2T^, A étant un paramètre variable; soil '(, le barycentre non euclidien
de ces deux points affectés de ces masses; L, reste fixe quand Xvarie, et c'est un
point au-dessus de 0<j, de masse X2(T;j 4- T^) = ini\.

Donnons aux points restants

a,3, a4 , . . . , Cy, pi , . . . , pv

les masses variables

qu'on astreindra ainsi que X2 toutefois à vérifier la relation

( 2 ) r f > T Y \ r T \ t 1
é t \ . . . t $ . u \ u \ . . u i = O .

Dans ces conditions le minimum de

n [KT* 4- X2T2 4- tl 4 - . . . 4- /jl4- 2M2 4 - . . . 4- 2«J ),

lorsque X, /3, .... t^, un ..., wv varient en satisfaisant à (2), est atteint pour les
valeurs

1, T J , Tf, . . . , Tj; , 2 U { , . . . , 2 U Î

des paramètres
V , * f , / i , • • - , ^^ 2 ^ * 7 , . . . , 2 / / , ;

O r considérons maintenant la forme ƒ , dont les racines seraient %Çi et son con-

j u g u é ^ , ^3? a',5 •••5 °V? Pi? P'u •••? Pv» Pv et cherchons sa correspondante . P o u r

cela affectons les points £,, a3, a , , . . . , a^, p n p2 , . . . , pv respectivement des

masses variables

Le barycentre de ces points affectés de ces masses est Z, barycentre des masses

Vrï\, V 1 \ , l\, . . . , / p . , 2 W 2 , 2 M ] , . . . , 2 W Ç ,

affectés à

Donc ce point C qui représente l'associée de f pour Ie6 valeurs ci-dessus des
paramètres /, u représente aussi l'associée de ƒ, pour les valeurs attribuées plus
haut aux masses des racines def{.

La fonction à considérer pour/ , serait donc

(3) Y3L2/w-4-^4-...4-^4- 2 M2 4-..-4-2 M2],
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V] étant l'ordonnée de C. Il faut chercher son minimum quand mj, /*, ..., /J[,-..,
M;, ..., MJ sont assujetties à vérifier une relation

(3') m\ t\ . . . t^u\ . . . Mv = const.

ou, puisque im\ = 1\T2 -H- T2),

(4) X*/j . .. t'^u\ . .. ui = const.

Mais (3) n'étant autre que

et puisque dans l'hypothèse (4) on a aussi

ï'*T2T2
2t

2
i...f

2,u\ .. . M* = const.,

constante qui peut être supposée égale à c par un choix convenable de la
constante arbitraire qui entre dans (4) et celle de (3'), on voit que le minimum
de (3) sera atteint pour les valeurs

T; + T], Tj, . . . , T|j, aUÏ, . . . , aU?

des masses attribuées à

Cil &Z1 ' ' • » a | i . i Pi? • • • ) Pv?

et ceci montre que la correspondante de fK est à un facteur constant près la
même que la correspondante de / , puisque toutes deux ont pour point repré-
sentatif'C le barycentre non euclidien des points

< * n ?•> OCJJ., ( 3 , , ( 3 2 , . . . , p v

affectés respectivement des masses

Voici donc un principe qui pourra être utile dans la recherche de la corres-
pondante :

Soit f dont les racines sont

« i , « 2 , . . - , a j i , P i , P i , . . . , P v t P i ,

si sa correspondante correspond aux valeurs

T f , T ] , . . . , T j i , U r , . . . , U v

des paramètres ; si, d'autre part, Zy désigne le barycentre^non euclidien des
points 0Lh OLJ affectés des masses T,2, T^, la forme f\ du même degré que f
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dont les racines sont celles de f sauf OLL et a, qui sont remplacées par Ztj et sa
conjuguée Ç ,̂ a même cônes pondante que f (à un facteur constant près sans
aucune importance).

On pourra faire des applications successives de ce principe et ramener la
forme/à une forme fK du même degré que ƒ, ayant même correspondante, et
n'ayant qu'une racine réelle si / est de degré impair, n'ayant pas de racine
réelle si f est de degré pair.

Il est bien sûr que fK n'est connue que si l'on connaît déjà T~' et Tü, c'est-
à-dire le rapport des masses /*, t\ pour les valeurs des paramètres qui rendent
0 minimum. Toutefois le principe précédent pourra éviter des calculs pour la
recherche de ces valeurs minimantes quand on l'emploiera judicieusement, et
c'est ce que nous allons montrer par des applications aux formes cubiques et
biquadra tiques.

Première application. — Prenons la forme

biquadratique avec deux racines réelles. Soit M le point représentatif de sa cor-
respondante; M est le barycentre de a,, a2, (3, affectés des masses mini-
mantes Tp Tr], 2U2.

Fig. 24.

•9

Soit M, le barycentre de a,, a2, affectés des masses T% TJ. C'est un point du
cercle de diamètre at a2 projeté en P, tel que

II

Considérons maintenant la forme biquadratique ƒ , dont les racines sont £,,
et leurs conjuguées 'Çn p ' ; en vertu du résultat précédent, sa correspondante
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sera représentée par le même point M que celle de f. Or on a vu dans la
théorie des formes biquadratiques sans racines réelles que le point représentatif
de la correspondante d'une telle forme ƒ, est le milieu non euclidien du
segment non euclidien joignant ses deux racines (situées au-dessus de Taxe
réel). On conclut donc que M représentant la correspondante de f est le
milieu non euclidien du segment non euclidien M, (3. On retrouve sans aucun
calcul la deuxième des propriétés géométriques de M auxquelles nous avait
conduit le calcul dans le Chapitre précédent.

Deuxième application. — Une des applications les plus élégantes qu'on
puisse faire du principe exposé au début de ce Chapitre consiste dans la déter-
mination de la correspondante d'une forme cubique à trois racines réelles con-
naissant seulement la correspondante d'une forme à une racine réelle, sans faire
aucun calcul.

Soit la forme cubique

f=ao(z.— a, y) (x—<z2y) (ar— oc,y)

aux racines réelles a
T ,̂

Sa correspondante qp s'obtient pour les masses
y attribuées aux points racines, soit M son point représentatif.

V\g. 25.

Soit M,, d'affixe *(,, le barycentre non euclidien de a2, a3. On a

Le principe dit que M représente la correspondante de la forme cub ique^ dont
les racines sont a,, 'Ci, 'Çï conjugué de £,. Doncon doit avoir

PPt _ DP,

D étant le point diamétralement opposé à a1 sur le cercle a, MM,.
J. 9
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Transformons la figure par une inversion de pôle M' symétrique de M par
rapport à l'axe réel. On a déjà vu l'effet de cette inversion dans une remarque
faite à propos des formes cubiques ayant une racine réelle; l'axe réel devient
un cercle passant par M', de centre m inverse de M ; l'arc a, MMi D devient le
diamètre ammKd {a inverse de aM dde D); P devient/) diamétralement opposé

Fig. 26.

à M' et P, devient pK tel que M'p{ passe par le milieu y du segment md. Les
trois arcs a,a2, oc2a3, a3a, deviennent trois arcs ab, bc, ca orthogonaux au
cercle (/w); la droite M,P, devient un cercle passant par M'mipl orthogonal
au cercle (m). Les deux cercles M ' / H , / ^ , et bmxc, étant orthogonaux au
cercle (/«), leur axe radical est mmK \ ils ont avec (m) respectivement M'pt et
bc pour axe radical, donc M'j9, et bc se coupent sur mm]. Donc bc passe par y
milieu de md. Le triangle abc est donc tel que m est son point de concours
des médianes, puisque my = - ma et de même pour les deux droites mb et me.
On en conclut immédiatement que bc est perpendiculaire au milieu de md et
que abc est équilatéral ; l'arc bmK c est orthogonal à dma, on retombe, en reve-
nant à la figure primitive, sur la définition de M comme orthocentre non eucli-
dien du triangle a , ^ ^ et l'on retrouve immédiatement toutes les propriétés
de la figure que nous avons tirées au Chapitre précédent de l'inversion de
pôle M'. Gomme d'ailleurs à ce moment-là nous avons calculé l'a f fixe de M en
fonction de a,, a,, a3 ou des coefficients de ƒ à l'aide de la définition géomé-
trique de M sur laquelle nous venons de tomber, on voit que l'on peut trouver
la correspondante de ƒ ayant trois racines réelles à partir simplement de la
connaissance de cette correspondante pour une forme cubique n'ayant qu'une
racine réelle sans faire de nouveau calcul de minimum. On voit aussi se dessiner
un lien entre les deux catégories distinctes de formes cubiques qui présente un
certain intérêt : les deux formes cubiques

de racines réelles a,, a2, a3, et

ƒ ' ^ ( * - - C i
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où Ç, est l'affixe de M, envisagé précédemment et t\ son conjugué, ont même
correspondante quadratique <p dont le point représentatif est M.

Troisième application. — Nous allons en partant des résultats obtenus pour
les formes biquadratiques à deux racines réelles obtenir, sans aucun calcul, par
l'application du principe précédent, les résultats qui concernent les formes
biquadratiques ayant qualre racines réelles, qu'Hermite a étudiées par le
calcul.

Soient
f=ao(x—<xly) (x —

la forme envisagée et T^ T*, TJ
3, T^ les masses qu'il faut donner à a,, a2, a3, a4,

pour rendre 0 minimum.
Fig. 27.

Composant les masses T* et T2 dont le barycentre non euclidien est Mi2

d'affîxe '(,2 sur le demi-cercle afa_,, on voit que la forme proposée aura même
correspondante que la forme biquadratique de racines a3, a4, (,2, t\, conjugué
de'(12. Donc, si M représente la correspondante de ƒ, on conclut, d'après ce
qu'on sait des formes biquadratiques ayant deux racines réelles, que Parc M, 2M
du cercle orthogonal à O£ est orthogonal au cercle de diamètre a3a,( et que,
déplus, M est milieu non euclidien du segment non euclidien qui joint les
deux points M i2 et M3l(M3l barycentre de a3 et a, affectés des masses T3 et T^).
La conclusion qui se dégage de ceci est donc que M est l'intersection :

i° Du centre orthogonal à OÇ et orthogonal aux deux cercles de diamètre
a,a2 et a3a,,;

20 Du cercle orthogonal à OÊj et orthogonal aux deux cercles de diamètre
a,a4 et a2a3.

Si l'on fait une inversion de pôle M' symétrique de M par rapport à O £, le
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quadrilatère a,a2a3a, devient un quadrilatère curviligne de sommets a, b, c,d
inverses de a,, a2, a3, a,, dont les côtés sont des arcs de cercles normaux au
cercle (de centre m inverse de M) qui est l'inverse de Taxe réel. Les cercles i°
et 2° deviennent des diamètres du cercle (m) orthogonaux aux côtés opposés
du quadrilatère, d'où il suit que les segments ab, cd sont parallèles, ainsi

que ad et bc\ abcd est donc un rectangle; donc ni est l'intersection des dia-
mètres ac et bd. Donc, en revenant à la ligure primitive, M est Vintersection
des diagonales non euclidiennes a1a3, a2a t du quadrilatère non euclidien
o^a^a, , ; c'est le résultat auquel nous avons été conduit par l'interprétation
du calcul d'Hermite ( f).

On peut remarquer encore que M,3 et MJ( sont confondus avec M, car M doit
être le milieu non euclidien du segment non euclidien qui les joint et toutes ces
propriétés géométriques, auxquelles nous sommes parvenus sans calcul, suffi-
raient à calculer Tf, T;j, Tj, TJ en fonction de a n a2, a3, a4 et par suite à déter-
miner la correspondante de f en fonction des coefficients de /.

Quatrième application. — Nous allons montrer comment, par une double
application de la remarque faite au début, on peut déduire tous les résultats qui
concernent les formes biquadratiques ayant quatre racines réelles des résultats
particulièrement simples que nous avons trouvés pour les formes biquadratiques
n'ayant pas de racines réelles.

En effet, soient TJ, T.*, TJ, T^ les valeurs cherchées qui rendent 0 minimum
et qui, affectées comme masses à a, ,a2 ,a3 ,a , , donnent le barycentre M non
euclidien qui représente la correspondante de ƒ.

M ta étant le barycentre de a, eta2, £l2 son affàxe, on a vu que la forme dont les

( l) On peut remarquer enfin que les deux diamètres mvjnlz elmumî2 bissectent l'angle
des diamètres ac, bd, ce qui fournit une nouvelle propriété de la figure primitive. Enfin on
voit bien que m est milieu ordinaire de mx^mZ!t et de mnni23, comme cela devait être.
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racines sont a3, a4 et t m Ç'ia a même correspondante q u e / . En appliquant une
deuxième fois le principe, on voit que si M34 est le barycentre de a3, a4 avec les
masses T3, T^, 'C3,( étant son affîxe, la forme dont les racines sont Cl2, 'C12; ̂ 3i, C^
a aussi même correspondante que ƒ . Donc M, d'après le résultat obtenu pour
les formes biquadratiques Sans racines réelles (et la dernière forme considérée
est de ce type), sera milieu non euclidien du segment MI2M34 non euclidien,
M sera de même milieu non euclidien du segment non euclidien Mn ,M23 .

Je dis que ceci suffit à trouver M puisqu'on est sûr de son existence et des
propriétés précédentes.

Effectivement si Ton fait une inversion de pôle M' symétrique de M par rapport
à l'axe réel, le quadrilatère non euclidien a,a2a3a,, devient un quadrilatère
curviligne abcd dont les quatre côtés sont orthogonaux à la circonférence (m)
(de centre m inverse de M) inverse de Taxe réel; m devra être milieu ordinaire
du segment ordinaire ??ir2 m3i qui joint les inverses de M12, M3I ; il devra être
milieu ordinaire du segment ordinaire mKh m23 qui joint les inverses de M,,,
M23. D'ailleurs on sait par la théorie générale que ni T1? ni T\, ni T3, ni T4 ne
sont nuls; par conséquent aucun des points M,2M14M23M3,, n'est en un sommet
d'i quadrilatère a,a2a3a,, ; donc, aucun des points /w,2/w,4wi23/w34 n'est en un
sommet du quadrilatère abcd.

Figurons alors l'arc ab orthogonal au cercle m\ m partageant en deux par-
ties égales le segment mi2miS qui joint m{2 de l'arc ab entre a et b à //J34 de
l'arc cdentre c et d, il faudra que l'arc cd coupe à Vintérieur du cercle (m) et
non sur ce cercle l'arc a'b' symétrique de ab par rapport à m. Ceci exige qu'un
des points c o\x d soit entre a' et b' sur l'arc a! b' du cercle (m) qui ne contient
pas ab et l'autre sur l'arc a!b' de ce cercle qui contient ab.

Gomme d'ailleurs les points abcd doivent se suivre dans cet ordre sur le
cercle (m), on a deux figures possibles, qui sont toutesles deux ci-contre. Dans
ces deux cas de figure on voit que les deux arcs ad et b'c' orthogonaux à (m) ne
peuvent avoir de point commun intérieur à ('?*); c'est-à-dire que le seg-
ment mK ,,m23 dont m est milieu n'est pas réel. On ne peut donc échapper à la
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contradiction qu'en supposant que cd coïncide avec a h', et alors tout segment
passant par m rencontre les côtés opposés du quadrilatère curviligne abcd
formé des arcs ab, bc, cd, da orthogonaux à {111) en deux points dont m est
milieu. mi2m3h est indéterminé, ainsi que mK^mi2\ mais on est sûr que par

l'inversion de pôle M' les points a,, a2, a3, a,, sont devenus les sommets
a, 6, c, rf d'un rectangle de centre m inverse de M, et m étant l'intersection des
diagonales ac et bd de ce rectangle, le point M cherché, qui représente la
correspondante d e / , est le point de concours des diagonales non euclidiennes
du quadrilatère non euclidien a la2a3a l . C'est le résultat essentiel auquel nous
avait conduit l'interprétation du calcul d'Hermite.

A titre d'exercice montrons comment on peut aller jusqu'au bout par cette
méthode et déterminer les valeurs Tj, TJ, TJ, T^ elles-mêmes qui donnent le
minimum de G.

F i g . 3 i .

Si l'on compose TJ, T^ en M13 de masse T\ + T^ et T], T\ en M2i de masse
Tg H- T\9 M doit être barycentre non euclidien de M,3, M2Î; donc, comme Mi3

est sur le cercle a,a3 etM24 sur le cercle a2a4 qui se coupent en M, il faut
nécessairement que M13 et M2, soient en M.

Posons alors
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on a

M étant barycentre de a, et a3 affectés des masses T,, T3, on aura néces-
sairement

t]-=lPz et Tl = lpu

~k étant un facteur de proportionnalité positif.
De même

T; = ppk et Tl = tiPt.

On peut donner à TJTITJT, telle valeur qu'on veut. Donnons-lui la valeur Y)2;
alors il faudra supposer XJJL = 1.

Donc
Tî=ïp^ T*=lPu

T T

Les valeurs cherchées TJ, . . . , T* sont celles qui rendent TQ(/* -+- /* 4- t\ -+- /J)
minimum dans les hypothèses où nous nous sommes placés. Elles rendent
donc, puisque YJ est fixe et égal à l'ordonnée de M, la somme

t\-±- t\-\- t\-+- t\= M / ? I + / ? Î ) + y {p-i^r P'*) minimum.

X devra donc être choisi tel que cette somme soit un minimum. Et ceci exige
évidemment

ce qui détermine X, et par suite T;*, T*5 TJ, TJ.
On trouve ainsi iaimédiatement les valeurs qu'Hermite a déduites d'un

calcul laborieux, et en particulier on a de suite cette relation

qui n'est autre que la relation précédente.
Si Ton se rappelle qu'Hermite avait trouvé

avec
X ( ^ r ) = ( ^ ? — « 1 ) ( # — a 2 ) ( ^ —

l'identité bien connue
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n'est autre que la relation trouvée ci-dessus

Nous allons montrer, en terminant, comment on peut modifier la remarque
utilisée dans les applications i°, 2°, 3° et 4° pour la faire servir à d'autres appli-
cations.

Envisageons le cas des formes ƒ du sixième degré ayant deux racines réelles
a,, QL29 et deux couples de racines imaginaires (3n $\ et (32, (3'2.

Fig. 32.

Soient T2, T2, 2U2, 2U2 les masses qu'il faut attribuer à a n a2, [3n [32 pour
obtenir la correspondante de ƒ dont M('() est le point représentatif.

Cela veut dire que le minimum de YJ[/2 H- l] -4- iù\ -+- 2w2] lorsque

( 1 ) t* C u\ u\ = TïT^ U; U] = const.

est atteint pour les valeurs T2 , T2 , U{, UJ.
Donnons à a,, a2, [3,, [32 les masses

Le barycentre de a,, [3, est fixe 'C, et sa masse est A2(T^ -h 2UJ) ;
Le barycentre de a2, (32 est fixe ^2 et sa masse est f/.a(T:j -h 2UJ).
c( barycentre de a,, [3,, a2, ^2 est le barycentre de £,, Ç2 avec les masses

précédentes.
Le minimum de

( 2 ) Y 3 [ ^

lorsque XJJL sont tels que

(3) KT* x

est atteint par A2 = [x2 = 1.
Orsil 'on envisage la forme biquadratique fK dontles racines sont Çn Z2, T1? Ç'2
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avec les masses
X»(TÎ+aUÎ), ^(TJ + aUÏ),

son associée est représentée aussi par Ç.

Pour trouver la correspondante de / il faut considérer le minimum de

(4) W
lorsque
(5)

Or si (3) est satisfaite par X et [/. en variant, (5) le sera aussi, car (3) exprime
que X[JL reste constant et (4) est identique à (2). Donc le minimum de (4) a lieu
pour X = (jL, c'est-à-dire que ƒ proposée a même correspondante que ƒ,.
D'après ce qu'on sait sur les formes biquadratiques sans racines réelles, il
résulte donc que '( représentant la correspondante de f est milieu non eucli-
dien du segment '(, "C2 non euclidien qui joint les points £,, 'C2 qu'on a définis
plus haut :

'(,, barycentre de a,, (3, et Ç2, barycentre de a2, (32 affectés des masses mini-
mantes correspondantes.

On aurait pu composer les masses minimantes affectées à a, et (32 en leur bary-
centre (3, et de même celles affectées à a2 et (3, en leur barycenlre £„ £ sera
aussi le milieu non euclidien des deux points *(3, £,,.

Nous n'insisterons pas davantage sur ces remarques qu'on peut varier selon
les cas qui sont à traiter, l'idée essentielle étant toujours de fixer les rapports
entre certaines des masses variables convenablement choisies parmi celles qui
sont affectées aux racines de / , en donnant à ces rapports les valeurs qu'ils ont
pour le minimum cherché, en composant ces masses dont le barycenlre est dès
lors fixe, et reçoit une masse égale à la somme des masses précédentes, en con-
sidérantensuite la nouvelle forme / dont les racines sont les racines de la forme
initiale ƒ qui ont conservé des masses variables arbitrairement, auxquelles on a
joint le barycentre trouvé en dernier lieu (et, bien entendu, son symétrique
par rapport à l'axe réel), tout ceci étant fait de telle façon que la condition qui
exprime que le produit des masses ( * ) affectées aux racines de f est constant
entraîne que le produit des masses affectées aux racines de / , soit constant.
Dans ces conditions ƒ et / auront même correspondante et / étant souvent
plus simple que / , les propriétés qu'on pourra connaître de '(? point représen-
tatif de la correspondante de ƒ,, seront des propriétés de la correspondante
de / .

0 ) Par produit des masses t\, . . . , ^ , 2 1 4 } , . . . , iu\ on e n t e n d ici l 'expression (lu)2,
à-dire t\ t\...t^u\ u\...u^.

c 'es t -

J . ÎO



CHAPITRE IV.
SUR UNE NOUVELLE FAÇON D'ENVISAGER LA MÉTHODE DE RÉDUCTION CONTINUELLE.

Reprenons la forme

fz=z ao(x — axy) (x — a2y)...(x — ot^y) (œ — (3^) {x — $\y)... (x — (3Vy) (x

et la forme quadratique associée

Considérons la somme

c'est une forme quadratique dont le point représentatif est sur le demi-cercle
de diamètre a1 aJ7 son déterminant est, comme on le voit aisément, égal à

On peut donc écrire

' ï(* — <*i y)2

Ç! désignant une forme quadratique positive de déterminant fixe (OLX — a2)2

dont le point représentatif est quelconque sur le cercle de diamètre a,a2.
Le déterminant de <p, est égal au discriminant de la forme indéfinie

{x — a{y) (x—a2j), qui est représentée par le demi-cercle de diamètre VLX&2.

Pour simplifier l'exposition, supposons maintenant que ƒ soit de degré pair
avec p' couples ( ') de racines réelles p. = 2[//,(a I ,a2), (a3, a4), ...;(a2[,,_naî(I,),
etv couples de racines imaginaires conjuguées ( p n p'J, ((Ja, P'a), ..., (pv> ̂ ) .
Alors/pourra s'écrire

en posant
f t = z { x — a , l _ x y ) { x — <x2ly) p o u r 1 = 1 , 2 , . . . , /*'

et
U > + k — {oc — ( 3 A : j ) ( ^ — ( 3 ^ y ) p o u r A: = i , 2 , . . . , v ;

ƒ se présente aussi sous la forme d'un produit de formes quadratiques binaires

(*) On peut d'ailleurs accoupler les racines réelles deux à deux comme on voudra.
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dont certaines sont définies (les f^+Il) et certaines sont indéfinies (les ƒ,,

Désignons par on §2, . . . , S ,̂les discriminants des formes/,,/2; .,. , y^..
On aura

A chaque forme ƒ* nous associons une forme définie <pf de déterminant fixe S,
dont le point représentatif soit quelconque sur la demi-circonférence C*(a2_ta2)
qui représente/. çf dépendra d'un paramètre variable, à savoir celui qui fixe
la position de son point représentatif sur Ci.

Dans ces conditions la forme quadratique qu'Hermite associe à la forme
proposée ƒ s'écrira

O = \\ (Dj + \\ 92 + • . . H- Xjl'Çji. -h 2 M?/j^+t -f- . . . + 2 liffp+y.

Elle dépend des paramètres XJ,.. . , X ,̂ u\, . . . , u*, et aussi des paramètres
qui entrent dans <p1? qp2, . . . , qp̂ ,.

(On peut remarquer si Ton veut que X; = t2i_x t2r)
Nous ne revenons pas sur la façon de trouver le domaine que décrit le point '(

représentatif de cp lorsque lesparamètres qui entrent dans <p prennent toutes les
valeurs possibles.

Il faut encore chercher pour quelles valeurs de ces paramètres, la fonction

2 \L' 4- 2 V

/ ^ - v 9

0 — i n i i i ,', rr (ô déterminant de 9)

71

est minimum f puisque G — -M^ devient ici à cause de n = 2 ^ + 2 v et de

Xl
2 = £2,_l*2t l'expression précédente)-

En définitive, toute forme binaire de degré pair in = 2(// -+- 2v avec
[JL' couples de racines réelles et v couples de racines imaginaires conjuguées
s'écrira

ƒ = ^0/1/2 > —fn,

les formes / l f / 2 , . . . , / ^ étant indéfinies, les formes ^ , + 1 , . . . , fn étant
définies.

On lui associera la forme quadratique

9 = ^ 9 ! + . . . + ^,9^,+ A^+1/j,.+ 1 H- . . . •+- A? ƒ„,

X2, . . . , Xf2 é tant des paramètres variables; © , , . . . , ç^, étant les formes quadra-
t iques positives de déterminant fixe oi9 . . . , 0 ,̂ qu 'on a appris à associer respec-
tivement à / n / 2 , . . . , ƒ { , -
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Enfin on cherchera pour quelles valeurs des paramètres qui entrent dans <p
la fonction

est minimum absolu
On donnera dans ç à ces paramètres les valeurs minimantes trouvées ; on fera

alors dans/la même substitution

x = mX -\-
y=nX-h n0Y

que celle qui sert à réduire <p dans ces conditions et la forme

F(X, Y) = f(mX + m0Y, nX -t- /i0Y)

sera /a forme réduite qui servira à représenter toute la classe équivalente à f.
Cette interprétation de la méthode d'Hermite pourra ici paraître un peu arti-

ficielle; nous la donnons cependant parce qu'elle prépare d'une façon très
simple la méthode de réduction que nous donnerons plus loin pour certaines
formes binaires de degré supérieur à indéterminées conjuguées. De plus nous
allons voir que cette façon d'envisager les choses jette un jour nouveau sur les
résultats simples que nous avons trouvés pour la réduction des formes binaires
cubiques et biquadratiques. Nous nous limiterons ici, pour ne pas allonger et
compliquer l'exposition, au cas des formes biquadratiques.

Trois cas sont possibles :

i° Les deux formes ƒ, f2 en lesquelles ƒ peut être décomposée sont définies,
ƒ a ses racines imaginaires

/ =

20 ƒ a deux racines réelles, alors fK est indéfinie et/2 définie;
3J ƒ a quatre racines réelles, ƒ, et f2 sont indéfinies.

PREMIER CAS. — f n'a pas de racines réelles\ — Nous poserons

fi — x"— iptxy + qiy^—{x — $ty) (x — fry),

Alors ƒ, et f2 sont définies.
On considère

Lorsque X, et °k2 varient, le point représentatif de <p décrit le segment non
euclidien qui joint les points représentatifs £, de fK à 'C2 de f2 (Çt coïncide avec
la racine (3n £2 avec (32)«
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Le déterminant S de op est facile à calculer, car

Et il faut envisager ^yrou, ce qui revient au même, T-TTJ et en chercher le
minimum

T2T2 — yr î •+" 71 2̂ + q 1 •+• q* — 2pip*

dont le minimum est atteint en même temps que celui de

puisque qK -h q2 - ^ptp2 est constant.
Le minimum de cette expression, somme de deux termes à produit constant,

est atteint pour

c'est-à-dire

La correspondante de ƒ est donc

Fig. 33.

C,

Si l'on remarque que ŷ S, représente l'ordonnée yjf de Ç, et v^2 l'ordonnée Y]2
de '(2, on a

_L — _A.

Comme d'ailleurs C représentatif de (p se projette en P sur l'axe réel tel que

1 v>l A" Cii
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on conclut que P est l'intersection des diagonales du quadrilatère PiftPaPi»
doncM(*() est le milieu non euclidien de '(< *(2. C'est le résultat trouvé dans les
Chapitres précédents et le calcul fait est, au fond, le même que celui qui a été
fait dans les Chapitres précédents.

DEUXIÈME CAS. — La forme a ses quatre racines réelles. — f=fif2,fi e t / 2

étant deux formes indéfinies. Cette décomposition de ƒ en ƒ, f2 peut être faite
de trois manières, selon qu'on prend

ou

ou

et pour f2 les racines restantes.
Dans le premier et le troisième cas (si l'on suppose a, > a 2 > a 3 > a 4 ) , les

circonférences respectives de fK et f2 ne se coupent pas; dans le deuxième cas,
elles se coupent.

Il faut considérer ici
9 = X?cp1 H - XS cp2,

cp, ayant pour déterminant fixe S, le discriminant d e / n et son point repré-
sentatif décrivant la circonférence représentative de fK ;

cp2 ayant pour déterminant fixe o2 le discriminant de / 2 , et son point repré-
sentatif décrivant la circonférence représentative de ƒ.,.

Enfin il faut étudier le lieu du point représentatif de cp (ce qui donne de suite

le quadrilatère non euclidien a1a2 a3a,,), et le minimum de r-r^r011 de
À , A 2

Mais si 1 on pose

y J2 , ô 9 = a.,c,— b\ — const.,
on aura

= ^(a1cl— b2
i)-hl2

1ll(alc2-\-a2cl--2blb2)-\-l*2(a2c2— b?2).
Donc

——. = Ldi-h ^d2-h
A , A 2 A^ AJ

Dans ^ 2 les paramètres sont XJ, X̂  et ceux qui entrent dans ç, et cp2 et qui ne

figurent ici que d \ns l'expression aic2-h a2cK — ibKb2. Le minimum de ^2^
At A2

s'obtient donc :
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i° En rendant y£ 0, + =r| o2 minimum, ce qui donne -7= = -== comme au cal-

cul précédent, et cela montre d'abord que le point représentatif de la corres-
pondante de f sera milieu non euclidien des points représentatifs Ç, '(2 des deux
formes ç n ç2 lorsque les paramètres de ces formes recevront les valeurs qui ren-
dent =ryri minimum. (C'est un résultat que nous avons déjà trouvé dans les

Chapitres précédents.)
20 En donnant au paramètre de <px et à celui de cp2 les valeurs qui rendent

d — a^^-h a^Cy — ib^b* minimum.

Il faut donc étudier cette expression et voir pour quelle position des points
représentatifs de cp< et cp2 sur leurs lieux respectifs elle est minimum.

Si l'on passe pour un instant à la représentation projective des formes, on
voit que cp, est représentée par le point Mi de coordonnées aK, bn c{ ; <p2 par le
point Mo de coordonnées a2, b±, c2.

Et, par exemple, M, décrit le segment oc, a2 joignant les points a n a2 de la
conique fondamentale; M2 décrit le segment a3a4 joignant les points a3, a4 de
la conique fondamentale.

Un point de la droite M, M2 a des coordonnées homogènes

ai-\- la2,

il vient sur la conique lorsque A a l'une des deux valeurs X4 X2 racines de

=. o

OU

Cette équation a deux racines réelles et distinctes puisque M, et M2 sont
intérieurs ; donc d2 — 4 ^ o2 ̂ > °«

Le rapport anharmonique des points M o M2 et des points où leur droite
coupe la conique est j -
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On voit donc que la dislance non euclidienne de M,M2, qui n'est autre

log~ , aura son minimum, o, et o2 étant constants (M, et M2 décrivantque

leurs lieux) lorsque d -h sjd2 — /4O,o2 sera minimum, et réciproquement. Or il
suffit d'écrire

bx b2 Oi o2 I bx & 2 \ 2

a\ a\ \üi a2)

pour voir (a, et a± pouvant être supposés positifs) que

d>o;

d'ailleurs on sait que d1 — 4 o{ o2 ̂ > o.
Donc

d> 2

Or dans ces conditions, lorsque d^> 2^0, o2? on voit que d-\- \/d* — 4ol S2 ̂ 5/
une f onction croissante de d\ son minimum a donc lieu en même temps que
celui de d et réciproquement.

CONCLUSION. — d=a{c.2-\- a2ct — ibK b2 sera minimum dans les hypothèses
envisagées, lorsque la distance non euclidienne des deux points M,M2 qui
représentent <pM cp2 sera minimum.

M, et M2 décrivant deux droites non euclidiennes D,, D2, deux cas sont
possibles :

i° Les droites sont sécantes, le minimum sera atteint lorsque M,, M.2sonl
tous deux au point d'intersection des deux droites;

20 Les droites sont non sécantes, alors on démontre bien aisément que la
distance est minimum lorsque M, et M2 sont aux pieds de la perpendiculaire
commune non euclidienne aux deux droites D, et D2.

D'ailleurs le i°nous suffit. Adoptons la deuxième des trois décompositions
de/possibles

Alors D, sera la droite a1a3, et D2 la droite o^a, qui se coupent en un point
intérieur k la conique.

Revenons à la première représentation des formes, on voit que le minimum
à réaliser sera atteint lorsque les points représentatifs de <p, et de <p2 ainsi que
celui de cp correspondante de f seront confondus au point de concours M des
diagonales non euclidiennes du quadrilatère non euclidien a, aja3a4.

Ces résultats suffisent pour déterminer complètement la correspondante d e / .
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En effet <p, est déterminée par la connaissance de son point représentatif M et
de son déterminant o, = (a, — a3)2, cp2 est de même déterminée.

On a ensuite

Donc la correspondante de ƒ est parfaitement déterminée.

Remarque. - Si l'on avait adopté la première ou la troisième des trois
décompositions, par exemple la première, on aurait trouvé, en appliquant la
deuxième des conclusions trouvées ci-dessus, que M< représentatif de o, et M2

de cp2 auraient du être pour le minimum situés aux points M,2 et M3,, où le demi-
cercle orthogonal à O£ (droite non euclidienne) et aux deux demi-cercles de
diamètre a, a2, a3a,, coupe ces deux derniers cercles. M, représentant la corres-
pondante, aurait d'ailleurs été le milieu non euclidien de M,2M34.

C'est là le résultat trouvé dans les Chapitres précédents.

Fig. 35.

<**

L'avantage de cette nouvelle méthode est de jeter un jour nouveau sur les
propriétés du point représentatif de la correspondante, en liant très simplement
le minimum de la fonction 0 à étudier au minimum de la distance de deux
points en géométrie non euclidienne.

TROISIÈME CAS. —fa deux racines réelles. — Alors ƒ = a0f{/2 avec

On considère

ç n de déterminant Ŝ  = (a i — a2)2 fixe, a son point représentatif sur le demi-
cercle de diamètre a4a2.

J. i l
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Ensuite on considère ^rr* o u ïjn9
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= ïïï ô i + T7 Ô2 -H «i c2 -I- rt2Cl — 2A A

car le calcul du deuxième cas est encore valable en posant

! — 62=1^ fixe),

(ici a2, 6,, c2 sont fixes).

Le minimum s'obtiendra lorsque les deux conditions suivantes seront réalisées
à la fois :

X2 "k2

i° Pour-rk = —= et les conclusions du deuxième cas sont vraies : si M
l 2

représente <p, pour la valeur du paramètre de ç, qui correspond au minimum
cherché, M, représentant la correspondante de f, sera milieu non euclidien
des deux points Mi2 et [3.

2° Pour le minimum de a, c2 -j- a2 c4 — 2 bi b2 ; en raisonnant comme pour le
deuxième cas, on remarquera que le minimum s'obtient en même temps que
celui de la distance non euclidienne du point fixe [3 au point M12 représentatif

Fig. 36.

do ç, sur la droite non euclidienne a,a2. Et il est très facile de voir que cette
dernière distance est minimum lorsque Ml2 est le pied de la perpendiculaire
abaissée de M sur la droite a, a2 en géométrie non euclidienne, c'est-à-dire
lorsque le cercle orthogonal à O\ passant par (3 et Ml2 est orthogonal au
cercle de\diamètre a^g.
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Nous retrouvons donc très rapidement tous les résultats trouvés aux Cha-
pitres précédents et nous en saisissons mieux la raison à l'aide de l'introduction
des distances non euclidiennes qu'il s'agit de rendre minima.

Remarque. — Rien ne serait plus aisé que de trouver aussi les propriétés de
la correspondante d'une forme cubique à l'aide de la méthode précédente,
convenablement modifiée, nous n'insisterons pas pour ne pas trop allonger
l'exposition des résultats qui concernent les formes binaires à coefficients et
indéterminées réelles.





DEUXIÈME PARTIE.
LES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDÉTERMINÉES COMPLEXES.

CHAPITRE I.

PRÉLIMINAIRES.

Hermite est le premier qui ait considéré les formes quadratiques binaires à
indéterminées conjuguées du type

ƒ(.r, y) = axx0—bxy0—boxoy -\- cyy0 (voir Œuvres, l, I, p. 234etsuiv.),

a et c sont des constantes réelles, bet b0 des constantes imaginaires conjuguées;
ces constantes ne sont nullement supposées entières, x et y reçoivent des valeurs
entières complexes (du type a 4- (3z, a et fi étant deux entiers réels), x0 et y0

reçoivent les valeurs complexes conjuguées.
L'invariant o = ar, — bb0 réel joue un rôle important :
Si ac — /v£0>o, la forme est dite définie; comme on peut supposer a et c

positifs, elle ne prend que des valeurs positives, pour toutes valeurs de x et
de y.

Si ac — bbo<^ o, la forme est dite indéfinie; on peut par des valeurs conve-
nables de x et de y lui faire acquérir tel signe qu'on voudra.

Si ac — bbQ = o, la forme se décompose en un produit de deux formes
linéaires conjuguées du type

et de telles formes n'ayant pas le caractère proprement quadratique seront
passées sous silence dans la suite.

Représentation géométrique. — Si l'on égale à zéro la forme quadratique
définie

/(^» y) = axxo— bxy0— boœoy + cyyo= o,

en envisageant l'équation
azz0— bz — bozo-+- c =
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qui s'obtient en considérant * y et posant

X

z = — >
y

on peut encore l'écrire, puisque nécessairement a^=o,

Le lieu des points s du plande la variable complexe définis par cette équation
est une circonférence imaginaire dont le centre réel co a pour affixe -£ et dont

le rayon est ̂ —-

Si alors on élève au-dessus du plan de la variable complexe par le point —

une perpendiculaire sur laquelle on porte un segment coÇ égal à -A le point Ç
obtenu est centre d'une sphère de rayon nul dont l'intersection avec le plan £O
est le cercle précédent.

F.g. 37 .

On convient de représenter par ce point t la forme définie proposée.
Ainsi à tout point '( du demi-espace (T > o) situé au-dessus du plan £OY) de la
variable complexe correspond une forme quadratique définie à indéterminées
conjuguées, et inversement.

Ce point '( est défini :

i° Par sa projection sur le plan O\r\ dont Vaffixe est ~ ;

2° Par sa cote — •
a

On peut remarquer que le segment OÇ est égal à i / - comme le montre
un calcul immédiat et remplacer la propriété 2° par la propriété :

3a La distance Ot est égale à ! / - •
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i° et 3° définissent le point connaissant la forme et définissent, à un facteur
près, la forme connaissant le point (si de plus on connaît la valeur du déter-
minant, le facteur lui-même se troine déterminé).

Si la forme f(x, y) = axx0 — bxy0 — boxoy n~ cyy0 est indéfinie, l'équa-
tion

azz0/— bz —

définit un cercle réel de centre — de rayon t / si a =/= o, car l'é
s'écrit encore

équation

Si a = o l'équation bz -h bozo — c = o représente une droite dont l'équation
cartésienne serait

(b-h bo)% •+- i(b- b0)n — c = o,

en posant z = \ -f- ir\.
On peut encore la considérer comme un cercle de rayon infini pour faire

rentrer ce cas dans le précédent.
Fig. 38.

K

a > o

On convient alors de représenter la forme indéfinie par la demi-sphère
située au-dessus du plan O£YJ (T >• o), qui a pour grand cercle le cercle précé-
dent. Si a = o la demi-sphère devient un demi-plan orthogonal au plan O£v).

A toute forme indéfinie correspond ainsi une demi-sphère dont le centre est —

dont le rayon par rapport à laquelle l'origine a une puissance égale

à-« Le centre— et la puissance de l'origine -définissent complètement cette

demi-sphère. Inversement à toute demi-sphère du type précédent correspond,
à un facteur près, une forme indéfinie que les deux propriétés précédentes défi-
nissent complètement (la connaissance de o fixe d'ailleurs ce facteur).
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Dans certaines recherches on a besoin de distinguer une forme indéfinie

0 — bxy0 — boxoy -h cyy0

de la forme
— axx0 H- bxy0 -h bQœQy — cyy0.

On le fait en fixant un sens de parcours sur la circonférence que définit la forme
dans le plan des O£Y]. Voici comment : si z est intérieur à cette circonférence,
l'expression

azz0—bz — bQz0-\-c

a un signe déterminé, et le signe opposé si z est hors de la circonférence; la
circonférence divise donc le plan en une région positive (où ce signe est -i-) et
une région négative; on fixera alors sur la circonférence par une floche un sens
de parcours tel que la région positive soit à gauche de ^observateur debout
sur le plan et regardant dans le sens de la flèche. Dans ces conditions, à deux
formes opposées correspondent deux flèches opposées sur la même circon-
férence.

C'est en interprétant la méthode de réduction des formes indéfinies donnée
par M. Picard en 1884 {Annales de VÉcole Normale) que M. Bianchi a été
conduit à la représentation géométrique précédente des formes indéfinies.

Equivalence. — Deux formes

f(x, y) = axx0 — bxy0 — boxoy -h cyy0
et

F(X, Y) = AXX0-BXY0-B0X0Y + CYY0

sont dites proprement équivalentes si F(x,y) s'obtient en remplaçant dans
f (oc, y), x, y, xQ,y0 P a r ^es expressions

( x = «X + pY, .ro=«oXoH-poYo,

a, (3, y, 8 étant quatre entiers complexes tels que oc8 — fïy — l î ao> Po> Toi
sont les entiers conjugués ; nous écrivons pour abréger

F(X, Y)=/(aX + pY, yX + oY).

(S) est dite une substitution modulaire complexe. Elle fait correspondre à tout
couple d'entiers X, Y un couple d'entiers x9 y et réciproquement. Un calcul
aisé montre que

AC

d'où le nom d'inva?*iant donné à la quantité S = ac — bb0. Si ƒ est définie, F le
sera aussi; si ƒ est indéfinie, F le sera aussi.
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Si Ton pose z = —> Z = y , la substitution (S) relie z à Z par la relation

c'est une transformation (T) qui échange entre eux les points du plan £OY). Elle
transforme, comme il est aisé de le voir, le cercle représentatif d'une forme
indéfinie/, dans le cercle représentatif de la forme équivalente F, avec conser-
vation des sens.

Il est aisé d'étendre cette transformation (T) à tout le demi-espace situé
au-dessus du plan O£YJ(T > o) en convenant quelle fera correspondre point
par point ce demi-espace à lui-même de façon qiCà toute demi-sphère ortho-
gonale au plan O£Y) corresponde une demi-sphère orthogonale à ce plan. Dès
lors les demi-sphères représentatives de f et F se correspondront par T avec
conservation des sens.

De plus considérons les points représentatifs Cet Z de deux formes définies ƒ
et F équivalentes, ils seront transformés l'un dans l'autre par la transformation T.
On s'en rendra compte immédiatement à l'aide des deux remarques suivantes :

i° Le cercle imaginaire du plan O^YJ dont l'équation est

f(z, 1) = azz0— bz — bQZQ-\- c ~ o

se transforme dans le cercle imaginaire

F(Z, i) =

par T.
20 Toute demi sphère orthogonale au plan O£Y) passant par Ç coupe le

plan O£Y] suivant un cercle orthogonal au cercle

a zz0 — bz — boz0-\- c = o ;

la transformation z = —^—£ étant conforme, ce cercle y par la transformation
devient un cercle F orthogonal au cercle

A ZZ0 — B Z — B o Zo -+- G "=• o,

c'est-à-dire que la demi-sphère a devient une demi-sphère S passant par Z.
La transformation (T) transforme donc l'être géométrique (point ou sphère)

qui représente une forme / , en l'être géométrique de même nature qui repré-
sente la forme équivalente F.

Pour abréger nous écrirons

Z=zÇT,
OU

J. 12



go FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

T étant la transformation du demi-espace définie à partir de

qui est associée à la substitution

Réduction des formes définies, r- Reprenons la forme définie

(1) ƒ(«, / ) = axx* — bxy0— boxQy + c / / 0 («c — Wo> o).

On sait depuis Hermite qu'il existe une substitution modulaire S telle que

(2) F(X, Y) = / S = A X X 0 - B X Y 0 - B0X0 Y + GYY0

ait des coefficients vérifiant les inégalités

(3 )

A . A
î partie réelle de B05 — >

o ^partie imaginaire de B0!E —

Si l'on pose Bo = m + /M, cela veut dire

o S n ,
~ 2

A<C.

F es£ rfï/e w/z<? réduite équivalente à f.
Toutes les fois que les inégalités (3) sont de vraies inégalités, il n'y a qttuhe

seule réduite, si certaines des inégalités (3) deviennent des égalités il y a deux
réduites et l'on passe de l'une à l'autre en changeant B en — Bo; ce qu'on
exprime brièvement en disant que les deux réduites ne diffèrent que par le signe
du coefficient moyen.

Considérons le point représentatif Z d'une réduite, il est défini par sa pro-
jection (o sur le plan \r\ dont l'affixe est

Bo m H- ni

et par sa distance à l'origine
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Envisageons le pentaèdre II0 limité par :

i° Les deux plans £ = — -, £ = -h -:

2° Les deux plans yj = o, Y] = - ;
3° La sphère £2 -H Y]2 -+- T2 = i,

autrement dit l'ensemble des points tels qi*e

91

il est clair que le point Z sera à l'intérieur ou sur la surface du pentaèdre II0.

II0 s^appelle le domaine de réduction. Toute forme définie dont le point
représentatif est à l'intérieur ou sur la surface de II0 est dite réduite.

On démontre dans la théorie de la réduclion que :

i° Deux réduites dont l'une au moins a son point représentatif intérieur
à II0 ne sont équivalentes entre elles que si elles sont identiques;

2° De toutes les formes équivalentes à une forme donnée définie (formes
d'une même classe) il y en a en général une seule dont le point représentatif
appartienne à II0 : c'est ce qui arrive si ce point représentatif tombe à l'inté-
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rieur de II0; il y en a deux dans certains cas exceptionnels, et ils sont alors
situés sur la surface de II0 et symétriques par rapport au plan OÏJT.

C'est à M. Picard que Ton doit l'interprétation géométrique précédente de
la réduction des formes positives et l'introduction du domaine II0 de réduction
(voir Bulletin de la Société mathématique de France, t. XII, 188^ : Sur un
groupe de transformations des points de V espace situés du même côté 'd'un
plan).

Le groupe de Picard. — C'est le groupe des substitutions modulaires com-
plexes

l .r rzzocX-f-(3Y, # o=0 ro^o+PoY o / « , (3, y, S entiers complexes, ad — &y = i\

\ y=zyX-+- 3Y, r0— y0X0-{- o0Y9 \ a0, (30, y0, ô0 entiers conjugués /

OU

deux points du demi-espace '( et Z qui se correspondent par une transforma-
tion (T) associée à une substitution S

y L + o

sont dit congruents ou équivalents dans le groupe de Picard.
On démontre aisément que II0 est un domaine fondamental pour le groupe

de Picard, c'est-à-dire que :

i° Si l'on forme tous les congruents d'un point *( par les transformations T
du groupe de Picard, il en tombe toujours un à Vintérieur de II0 ou sur sa
surface ;

2° Deux points dont l'un est intérieur à II0 et Vautre intérieur à II0 ou sur
sa surface ne peuvent être congruents que s ils sont confondus;

3° Dans II0 ou sur sa surface ne peuvent tomber plus de deux congruents
d'un point '(; il n'en tombe qu'un en général, et il est intérieur à II0. S'il en
tombe deux, ils sont nécessairement tous deux sur la surface de II0 et symé-
triques par rapport au plan OYJT.

On démontre aussi que les substitutions fondamentales du groupe de Picard
sont :

£ —Z — i, z— . qui vient de ,
— ' y=—iY,

Z — — ;=-»
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La division de Picard dans le demi-espace. — Lorsque le point Z décrit le
pentaèdrello, son congruent £ par une transformation (T)du groupe de Picard
correspondant à la substitution (S) (z = -y—r) décrit un pentaèdre II dont
les faces sont des portions des sphères orthogonales au plan O£Y) (les plans
normaux à O;YJ sont à comprendre parmi ces sphères) Si la transformation (T)
change, II change, et par toutes les transformations (T) du groupe de Picard,
Iïo se change en une infinité de pentaèdres qui, suivant le processus indiqué par
Poincaré dans son Mémoire sur les groupes kleinéens, occupent tout le demi-
espace T > o.

L'opération de la réduction d'une forme définie ƒ se présente donc ainsi :

Le point représentatif '( de la forme ƒ tombant dans un des pentaèdres II de
la division de Picard, si S est la substitution

lelie que la transformation (T) qui lui est associée à l'aide de z = ^ — Ç trans-
forme le pentaèdre II dans le pentaèdre II0[II0 = IIT], la réduite équivalente
à ƒ sera F — / . S .

Représentation pj*ojective. — Faisons une projection stéréographique du
plan 0^7] sur la sphère (2),

à partir du point cj =- o, r\ = o, T = i pour point de vue.
C'est un résultat bien connu d'ailleurs que, parles formules

un point X, Y, Z intérieur à la sphère

devient un point £, y], T du demi-espace T > O situé au-dessus du plan O^Y], et
qu'un point de cette sphère correspond par projection stéréographique à un
point £Y} de ce plan, du point (o, o, i) comme point de vue.

Si le point X, Y, Z décrit un plan, £, Y), T décrit une demi-sphère orlhogonale
à T = o et réciproquement ( ' ) . Si X, Y, Z décrit une droite, Ç, Y), T décrit une
demi-circonférence (2) orthogonale à T ==O. Enfin la transformation précédente

(*) Qui peut être un plan orthogonal au plan ()£/).
(2) Qui peut être une demi-droite perpendiculaire au plan Oj-rj.
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change les angles définis en géométrie non euclidienne par rapport à S comme
quadrique fondamentale en les angles vrais du demi-espace T > O . Ce sont là
des résultats connus qu'il suffit de rappeler.

Ceci posé, considérons une forme d'Hermite définie

f(x, y) — axx0 — bxy0 — boxoy -4- cyy0.
L'équation

/ ( s , T) = a zz0—bz - 6 0 : 0 + c ~ o

définit dans le plan O£Y) un cercle y imaginaire à centre réel, à rayon pure-
ment imaginaire. Par la projection stéréographique, ce cercle devient sur S un
cercle imaginaire F intersection de S avec un plan réel qui ne coupe pas S.
Que devient par la transformation du demi-espace T > o e n l'intérieur de S le
point C représentatif d e / ? Il suffit de remarquer que toute sphère passant par £
et orthogonale au plan O^YJ coupe ce plan suivant un cercle orthogonal au
cercle y. Donc, dans l'espace de la sphère 1, à '( correspondra un point M et tous
les plans passant par M couperont la sphère S suivant des cercles orthogonaux
à F. Uoii il suit que M est le pôle du plan réel qui contient F.

A une f orme définie correspond donc un point intérieur à la sphère S, et
réciproquement à un point M intérieur à 2 correspondra un point C du demi-
espace, et par suite une forme définie (à un facteur constant près que détermine
d'ailleurs la connaissance du déterminant de la forme). Les formules qui relient
les coordonnées de M à la forme sont

X -+- iY
i - Z

1-4-Z
i - Z

a
c
a

ou

X
i - Z "
i + Z
i —Z

A ( 60 )

c
a

b,
a

Y
i —Z a

b2

a

en posant
b = bv-\- ib2.

En adoptant le système de coordonnées x„ x2J #3, X\ définies par

cei ce 2 ^ 3 oc iç

7=~z = X-iY — X -wY ~ TT'

on voit que la sphère S aurait pour équation

(l'intérieur de S correspond d'ailleurs à xKxk — x2orti^>o) et que le point repré-
sentatif de la forme définie

axx0— bxy0— boxoy -+- cyy0

aurait pour coordonnées a, b, b0, c. Sous cette forme on voit bien qu'à une
forme définie ac — bb0 > o correspond un point intérieur à la sphère S.
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Si la forme est indéfinie, le point a, h, b0J c est extérieur à la sphère, mais
son plan polaire coupe la sphère S et, sans qu'il soit nécessaire d'insister
beaucoup, on voit que l'équation de ce plan polaire étant

CXÏ UQX-,— £#3+ #^4=0 ,

le cercle de section de ce plan avec la sphère sera déterminé en coordonnées
cartésiennes par

, X — i Y , X + i Y i + Z

et sera la projection stéréographique du cercle

a zz0 — bz —

du plan 0£Y], qui représente dans ce plan la forme indéfinie.
Donc à une forme indéfinie correspondra un plan sécant à la sphère 1 et

réciproquement. On n'envisagera d'ailleurs que les points de ce plan intérieurs
à S. Parla transformation de l'intérieur de 2 dans le demi-espace T > O , ce
plan devient la demi-sphère orthogonale au plan T = o que nous avons déjà
appris à associer à la forme indéfinie dans le premier mode de représentation
des formes.

Notons en passant qu'aux points de S, comme aux points du plan 0£Y], cor-
respondent des formes décomposables du type Çkx -h \Ly) Çkoxo + poyo),
d'invariant nul.

Rappelons enfin que les distances par rapport à la quadrique fondamentale S
deviennent, parla transformation envisagée plus haut, les distances en géomé-
trie non euclidienne du demi-espace T > o, dont Poincaré s'est servi dans son
Mémoire sur les groupes kleinéens.

Aux substitutions (S) du groupe de Picard et aux transformations T du demi-
espace T > O qu'on leur a fait correspondre, correspondent les collinéations
d'un groupe qui transforme l'intérieur de S en lui-même, et conserve I (* ). Le
domaine fondamental de ce groupe de collinéations est un pentaèdre ayant un
sommet sur la sphère S et quatre sommets intérieurs : ce penlaèdreest d'ailleurs
le transformé de II0 par la transformation qui fait passer du demi-espace T > o
à l'intérieur de la sphère S. Dans ce qui suivra il nous arrivera, ce qui ne peut
présenter d'ambiguïté, d'appeler indifféremment groupe de Picard le groupe
des substitutions modulaires complexes (S), le groupe des transformations T du
demi-espace T > O en lui-même qu'on a appris à associer aux S, le groupe des
collinéations conservant l'intérieur de S qui correspond à ce groupe de trans-
formations T par la transformation du demi-espace T > o e n l'intérieur de S.

i1) C'est un groupe de mouvements non euclidiens dans l'espace défini par la sphère fonda-
mentale Z.



CHAPITRE IL
THÉORIE DES FORMES BINAIRES A COEFFICIENTS ET INDÉTERMINÉES COMPLEXES.

RÉDUCTION CONTINUELLE.

Nous considérons la forme

(i) f(x, y) — aox
11 H- a{x

n~xy + . . . -t- an-xxyn-1 + any
n

a0, a n ..., an étant des nombres complexes arbitraires, et aussi l'équation

f(z, 1) = a0 z"-+- aizn~l-h. . . + tf,i=o

dont les racines sont appelées racines ou zéros de la forme ƒ.
Il pourra arriver que la forme ƒ ait p racines infinies, ce qui arrivera si les

coefficients a0, an ..., #,,_, sont tous nuls, et ap^o. Mais en passant, au
besoin, de / à une forme équivalente, on pourra toujours supposer que a0 -=f= o,
ce qui n'est d'ailleurs nullement indispensable et ne servira qu'à alléger l'expo-
sition.

On peut écrire, dans l'hypothèse a0 •=/=• o,

f(x, y) — aQ(x — zxy) (x — z2y). ..(x — zny)

en désignant par zl} z2, . . . , zH les racines de ƒ , et si a0, an ..., Op-., sont nuls
avec an^ o,

«VM J • • • ? zrt étant les racines finies de f.
Concevons maintenant qu'avec les quantités réelle? /*, l2

2, ..., t\ on construise
la forme quadratique définie positive à indéterminées conjuguées suivante :

ou bien, si a0, an ..., ap sont nuls et ap=/=o,

où bien entendu

dZ{x —• ̂ y ) = norme (̂ ? — zty) = ( j? — sf j ) (j?'— ^ j ' ) ,

à condition de désigner par deux lettres, telles que X et X', deux imaginaires
conjuguées.
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Imaginons maintenant que les / reçoivent un système de valeurs déterminées
et pour ce système de valeurs réduisons la forme ©. Il faut pour cela faire sur a?
e t / la substitution

On fera sur ƒ la même substitution que sur <p, on obtient la forme f S équiva-
lente à / ,

Concevons alors que les / reçoivent toutes les valeurs possibles, que pour
chacun de ces systèmes de valeurs on réduise la forme ç et qu'on fasse dans /
la même substitution que celle qui réduit <p. On obtiendra ainsi un ensemble
de formes équivalentes à ƒ que nous désignerons par ( f ) et dont nous allons
étudier les propriétés.

Tout revient à étudier Y ensemble des substitutions (S) qu'il faut faire pour
réduire cp lorsque les / prennent toutes les valeurs possibles. Ceci est facilité
par la représentation des formes quadratiques définies à indéterminées conju-
guées et l'interprétation géométrique de ces formes, qui ont été rappelées dans
les préliminaires.

Il faut tout d'abord chercher quel domaine décrit le point représentatif de ç
lorsque les t varient. Nous ne développerons l'exposition que pour a0^o,
nous montrerons ensuite brièvement que ce que nous avons dit est encore vrai
du cas où a0 = a{ = ... = ap_x = o (cip^ o) .

Développons

on peut écrire
cp = pjrx' — qxy' — q'x'y -+- ryy',

en posant

/• = L\ r, z\ + . . .4- t\ znz'n ~ t\ X^,+. . . 4- t\

Prenons, par exemple, la représentation projective.
Soit A/ le point de la sphère S qui représente la forme

Oï,{x — z, y) — xx' — z'txy' — zgx'y 4- z,z\yy';

ses coordonnées homogènes sont i, z\, zn ztz't.

Il est alors manifeste que le point représentatif de cp peut se désigner symbo-

J. i3
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liquement par

ce qui veut dire que chacune de ses coordonnées homogènes s'obtient en rem-
plaçant dans l'expression précédente les lettres A, par la coordonnée homogène
en question relative au point A, correspondant; en d'autres termes,la première
coordonnée p, par exemple, s'obtiendra en remplaçant respectivement A n

A2, ..., An par leurs premières coordonnées, et ainsi des deuxième, troisième,
quatrième coordonnées. Cette expression symbolique du point représentatif
de cp évoque une ressemblance avec les expressions symboliques connues du
barycentre des points A,, A2, . ., An affectés des masses t\, /2, ..., /,' (d'une
façon plus précise, si les coordonnées choisies étaient des coordonnées
homogènes, xK jouant le rôle de la coordonnée d'homogénéité, en sorte que la
quadrique fondamentale soit un paraboloide de révolution au lieu d'être une
sphère, on voit que le point représentatif de cp serait exactement le barycentre
des points A,, A2, ..., A/n affectés des masses l], t2

n ..., fjt).
Considérons donc le point

Et tout d'abord, lorsque tK et t2 varient, le point /J A, -f t\ A2 décrit le seg-
ment A n A2, ...; il est en A , pour 12= o et en A2 pour tt = o.

Le point (^ A, + t\ A2) H- /;; A3 lorsque ^variera, tK et t2 restant fixes, décrira
le segment qui joint A;{ au point /*A, 4-/']A2. Et lorsque tnt2,t3 varieront
arbitrairement, ce point l2

lAl -+- /JA2 H- l\ A3 va décrire l'intérieur du triangle
A, A2 A3 (A,, A2, A^ étant distincts sur la quadrique, ce triangle ne se réduit
pas à un segment de droite); si /, /2/3 ^= o, il est à l'intérieur ; si une des trois
quantités /,, /2, /3 est nulle, il est sur un côté; si deux sont nulles, il est en un
sommet. [On peut remarquer, en passant, que si trois points quelconques A n

A2, A>{ sont donnés sur la quadrique fondamentale, à tout point M intérieur au
triangle ou situé sur son périmètre correspond (à un facteur près) un seul sys-
tème de nombres /J, i:2, l\, tels que le point M s'écrira symboliquement

7 1 - / ] A 2 H - *5 A3 .

En continuant de proche en proche, on voit que le point

décrira l'intérieur et la surface du tétraèdre dont les sommets sont A n A2,
A3, A,, ( ') , et ainsi de suite. Le point l\ A, -h /2A2 + ... + ^Ar l décrira Vintè-

(*) Si A], A*, Aj, A4 sont dans un même plan, ce tétraèdre se réduira à un quadrilatère con-
vexe des sommets Al5 A2, A3, A4.
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rieur et la surface du polyèdre («) convexe ayant pour sommets Vensemble
des points A,, A2, ..., An. Ge qu'il faut entendre par là n'est pas douteux et le
polyèdre en question peut être construit par le procédé indiqué en construisant
de proche en proche les domaines décrits par les points

t\ A,

D'ailleurs, on peut avoir de suite les faces du polyèdre en question par cette
simple remarque, qu'une face laissera tous les At non situés sur elle d'un même
côté, d'où se conclut cette deuxième remarque : A/Ay sera une arête du
polyèdre si Ton peut déterminer un plan passant par A,Ay qui laisse tous
les A, sauf A, et Ay, d'un même côté; on peut alors déterminer un autre
point AA (en faisant tourner le plan autour de A,-Ay) tel que le plan A/Ay Ak

laisse tous les A, sauf A£, Ay, A* d'un même côté (exception faite de certains A
qui pourraient tomber dans ce plan), et si tous les A ne sont pas dans un même
plan, on peut trouver un deuxième point AA' tel que le plan A£-Ay- Ak> satisfasse
aux mêmes conditions : alors les deux plans A,Ay AA et A,AyAA' contiendront
les deux faces du polyèdre passant par l'arête At Ay. (On peut encore remar-
quer que l'on peut obtenir les arêtes du polyèdre issues d'un sommet Af par le
procédé suivant : si l'on fait tourner un plan autour d'une tangente à la sphère
fondamentale en A,, à partir du plan tangent qui laisse tous les A, sauf An d'un
même coté, le premier point Ay de l'ensemble A n A2, ..., A,_n A£+l, ..., An

que le plan tournant rencontrera donnera avec A£ une arête du polyèdre; si on
le fait tourner en sens inverse, toujours à partir du plan tangent, il donnera
une autre arête, mais il est inutile d'insister davantage sur ces remarques bien
élémentaires.)

Passons maintenant à la représentation de la forme <p par un point *( du demi-
espace T > o. Ge point '( se projettera sur le plan O£Y] en un point P d'affixe

Jlzng __ t]zi-ht2
2z2-{-...-ï-tJlz

et le carré de sa distance à l'origine sera

Les points A,, A2, ..., An} représentatifs des formes 2fc>(x — zty), . . . ,
DZ,(x — zny) sont des points du plan O ŷ] d'affixes zn z2) ..., zn. Affectons
ces points des masses respectives t\, t2

29 ..., l\. Le point P sera alors bien évi-

( ! ) Ce p o l y è d r e se r é d u i t à un p o l y g o n e c o n v e x e si t o u s l e s A ^ A2, . . . , A r t s o n t d a n s un m ê m e
p l a n .
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demment le barycentre euclidien des points A n A2, ..., An affectés de ces
masses.

Les mêmes principes, qui ont permis de trouver le domaine décrit par le
point représentatif de ç dans le mode projeclif de représentation des formes,
sont valables ici. On passera de la première représentation à la seconde par la

Forme du 5° degré.
L'hexaèdre convexe A1A2A3A1A1 est formé des deux tétraèdres

A,.A1A4A5, \ j A ^ A j , accolés par la base.

transformation qui change l'intérieur de la sphère S en le demi-espace T > O ;
dans cette transformation, le segment qui joint deux points intérieurs à S ou
sur 2 devient l'arc du cercle orthogonal au plan O;Y] qui joint les correspon-
dants de ces deux points clans le demi-espace. [Pour abréger, nous pourrons
appeler droites non euclidiennes les demi cercles ( ' ) orthogonaux au
plan O£Y], et plans non euclidiens les demi sphères (2) orthogonales à ce
plan; c'est conforme à l'interprétation de la géométrie de Lobatchefskydonnée
par Poincaré à propos des groupes kleinéens.]

Les remarques précédentes permettent de donner la construction suivante
bien simple du point C, connaissant A,, A2, . . . , An et leurs masses respec-
tives/';, i], . . . , /; ,:

Sur la droite non euclidienne A, Apprenons C, qui se projette en P, sur le
plan O£Y) et tel que

J2L
et affectons *(, de la masse t\ -h t\\ sur la droite non euclidienne £, A3, pre-
nons L2 qui se projette en P2 sur le plan O£YJ et tel que

t2 recevra la masse /J L3m

(!) Les demi-droites orthogonales au plan Ô r̂  en font partie.
(2) Les demi-plans ortliogonaux au plan 0$/) en font partie.
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Continuant ainsi de proche en proche, on obtiendra une suite de points t n

C2? •••? £/i-2> cIui seront respectivement les points représentatifs des formes

t\ dZ(jc — 5 , v ) + / ] 0ï,(o? — r 2 j ) ,

t\ ùZ(œ— Sl v ) + . . . + ^î_1 31,(a? — s„_!ƒ).

Ces points recevront au fur et à mesure les masses

ils seront tels que £,_, sera sur la droite non euclidienne A/C,_2
 e t s e projettera

en Vi sur le plan O £Y) tel que

,-1 P.-2

'C représentatif de ç s'obtiendra enfin en joignant 'C„_2Artpar une droite non
euclidienne et se projettera en P tel que

Convenons d'appeler barycentre non euclidien des points A,, A2, ..., Aw

respectivement affectés des niasses t], t\, ..., /* le point Ç construit précédem-
ment; alors le point représentatif de ç sera, d'un mot, le barycentre non eucli-
dien des points A n A2, ..., An.

Sans qu'il soit besoin d'insister, on voit que ce barycentre ne dépend nulle-
ment de Tordre dans lequel sont pris les points A n A2, ..., An. On voit aussi
que l'on peut, pour la recherche de ce barycentre, remplacer tel groupe de
points de l'ensemble A,, A2, ..., Aw que Ton voudra par le barycentre des
points du groupe, à condition de l'affecter d'une masse égale à la somme des
masses des points du groupe. Tout se passe comme pour la recherche des bary-
centres en géométrie euclidienne ordinaire.

Revenant au domaine que décrit 'C lorsque les paramètres t prennent toutes
les valeurs possibles, on voit que ce sera l'intérieur et la surface du polyèdre
convexe ( ') non euclidien ayant pour sommets A n A2, ..., An.

Nous pouvons d'ailleurs déterminer ce polyèdre de proche en proche en
déterminant successivement les lieux de L,, *(,, ..., £„_.,, 'C. En langage de géo-
métrie ordinaire, les faces seront des portions de sphère orthogonales au

(*) Convexe signifie que chaque face du polyèdre laisse tous les sommets du polyèdre d̂ u
même côté.
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plan O£Y] limitées par des demi-cercles orthogonaux au même plan (générale-
ment ces portions de sphère seront des triangles). On a fait des figures rela-
tives : i° au cas des formes cubiques, auquel cas '( décrit sur la sphère orthogo-
nale au plan O^YJ, qui passe par A n A29 A3, un triangle limité par les trois

Fig. 41- Fig. 42.

% ' =

On a fait la figure pour le cas d'une forme
biquadratique.

Fig. 43.

Al \ 2 \ 3 , triangle non euclidien correspondant
à la forme cubique

/ = a,{x - zxy){x -z,y) (x - z3y).

Fig. 44.

A1A2A3A4, tétraèdre non euclidien corres-
pondant à la forme biquadratique

Hexaèdre A1AOA3A4A5 (formé des deux tétraèdres non
euclidiens \ ; . \ 1 A 1 \ 5 et Ag.A^,, AJ accolés parla base)
correspondant à la forme du 5e degré

demi-cercles orthogonaux à O£YJ décrits sur A1A2, A2Ay, A3A, pour dia-
mètres; 20 au cas des formes biquadratiques; le domaine £ est alors un tétraèdre
non euclidien ayant pour sommets A,, A,, A3, A,, qui peut se réduire à un qua-
drilatère lorsque An A2, A3, A,, sont dans le plan O^y] quatre points d'un
même cercle; 3° au cas des formes du cinquième degré ; avec la disposition des
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points de la figure, on a trouvé un hexaèdre non euclidien à faces triangulaires
formé de deux tétraèdres non euclidiens accolés par la base. C'est le cas
général. Si les points A3, A3, A,,, A5 avaient été sur un même cercle dans le
plan OSJY], on aurait trouvé une pyramide non euclidienne de sommet A, ayant
pour base le quadrilatère non euclidien A2 A3 A4 A5.

Ce polyèdre, ainsi déterminé par la connaissance des racines de la forme,
sera dit polyèdre associé à la forme f.

Nous avons supposé dans ce qui précède a0=/=o, c'est-à-dire que la forme
n'avait pas de racines infinies. Il n'est pas difficile de voir ce qui arrive si la
forme a p racines infinies ao= «, = ... = aJ)—i = o (ap=/= o). Dans ce cas, le
polyèdre en question a p de ses sommets confondus avec le point à l'infini du
plan des z. Les faces issues de ces sommets seront clans des plans orthogonaux
à ce plan O ;/], les arêtes issues de ce sommet seront des demi-droites orthogo-
nales à ce même plan. On se rendra compte de tout cela en remarquant que le
point représentatif de

cp = ( t \ + . . . - h t*) dZy -f- *£M DZ(x - sp+ly) -h . . . -+- t\ X>(œ - zny)

se projette sur O£Y] en P d'affîxe

et que sa distance à l'origine est

Alors si/^+j, ..., tn restent fixes, /,, ..., lp variant, ce qui d'ailleurs n'intéresse
que la somme / J H - . . . H - / * (qu'on pourrait, si l'on voulait, considérer comme
une seule variable), u décrit une demi-droite orthogonale à O£Y) allant du
pointé, harycenlre non euclidien des points zp+^ ..., zn affectés des masses
J*l+1, ..., Cn (u est en Ç, pour /, = t2 =... = lp= o) au point à l'infini dans la
direction O T qui n'est autre que le point à l'infini du plan de la variable com-
plexe.

Cette remarque explique les conclusions indiquées précédemment.
On a fait des figures relatives au cas des formes cubiques, biquadratiques, du

cinquième degré, du sixième degré, admettait une racine infinie (z{ = SD).
En définitive, nous savons trouver dans tous les cas le domaine D décrit par

le point £ représentatif de la forme ç associée à ƒ lorsque les paramètres t
prennent toutes les valeurs possibles. Dans ces conditions, l'ensemble des sub-
stitutions (S) qu'il faut faire pour réduire ç peut être facilement caractérisé à
l'aide de l'interprétation géométrique que nous avons donnée de la réduction
des formes quadratiques définies à indéterminées conjuguées.
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Envisageons la division pentaédrique de l'espace (division de Picard), rap-
pelée dans les préliminaires. Lorsque '( représentatif de cp tombe dans un

Fig. 45.

. - •A2

Forme cubique

f=y{x — z,y) (v —

Fig. 46.

Forme biquadratique

f=y{x—z2y) {x- z3y) (x - z,

Forme du 5e degré
f=y {x — z,y) (x - z2y)(x — z^y) (œ - z6r).

Forme du 6e degré

Le domaine esl un octaèdre non euclidien de sommets
Aj = oc, An, A3, A,, A5, AG, ses faces sont des triangles
non euclidiens; quatre de ces faces : A, A,A4, A,A4A5,
V, Ao Ab, \{ Ao An, sont dans des plans perpendiculaires
au plan O;r,

pentaèdre II de cette division, la substitution

(S)

qu'il faut faire pour réduire <p est celle qui correspond à la transformation (T)
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du demi-espace définie pars = ——j» P a r laquelle le domaine II où est '( se

transforme dans le domaine II0 [II0 = IIT].
Ceci étant rappelé : considérons tous les penlaèdres II de la division de

Picard avec lesquels J) a au moins un point commun {intérieur ou sur la
frontière); Vensemble des substitutions (S) est Vensemble des substitutions
correspondantes aux (T) qui transforment chacun de ces domaines II en II0

domaine fondamental du groupe de Picard.
On a ainsi comme une image tangible de cet ensemble (S) des substitutions,

et Ton voit mieux quel ensemble de formes (ƒ) la réduction continuelle précé-
dente associe à la forme initiale/.

Remarques. — I. D se réduit au demi-cercle orthogonal au plan O£Y) joi-
gnant s, z, lorsque ƒ est une forme quadratique de Dirichlet

Dans ce cas, M. Bianchi a donné l'interprétation de la méthode de réduction
continuelle.

II. Le domaine D ayant tous ses sommets dans le plan O£Y) et les domainesII
se pressant infiniment aux abords de ce plan, on voit qu'en général (S) com-
prendra une infinité de substitutions et (ƒ) une infinité de formes. Le seul cas
d'exception est celui ou toutes les racines zt de la forme seraient des nombres
complexes rationnels. Un peu de réflexion convaincra que, dans ce cas seule-
ment, les sommets de D étant tous des sommets de domaine II, D n'aura de
points communs qu'avec un nombre fixe de penlaèdres II, et par suite (S)
et ( ƒ ) ne compteront qu'un nombre fini d'éléments. Ce cas est d'ailleurs banal,
car, dans le cas le plus intéressant pour l'Arithmétique, qui est celui des
formes dont les coefficients sont des entiers complexes, on ne s'occupe que des
formes indécomposables dans le domaine des entiers complexes, et de telles
formes n'ont aucune racine rationnelle.

Polyèdres associés à deux formes équivalentes. — Soient deux formes
équivalentes ƒ (a;, y) et ƒ, {xK, yK ), en supposant qu'on passe de la première à
la deuxième par la substitution

x •=. mx{-\~ rnQyi (/?«, m0, «, n0 sont quatre entiers complexes vérifiant

n0 y t mn0— mon — -\-i),

-+- moyu nx{

les racines s de ƒ et celles s, d e / , se correspondent biunivoquement par la
J. i l
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relation
mzx -+• m0

Par une telle transformation et par la transformation T de l'espace qu'elle
définit (mouvement non euclidien), on voit facilement que l'intérieur du
polyèdre non euclidien D associé à / , polyèdre convexe ayant pour sommets les
racines de / , devient l'intérieur d'un polyèdre convexe non euclidien ayant pour
sommets les racines d e / n c'est-à-dire devient D, associé à ƒ, , la surface de D
devient d'ailleurs la surface de D,.

Les domaines associés à deux formes équivalentes ƒ et ƒ, se transforment
donc l'un dans l'autre par la transformation T qui correspond à la substitu-
tion S par laquelle on passe de / à ƒ , . Si

On tire de là que deux formes équivalentes/et fK donnent naissance au même
groupe de formes(/) par la réduction continuelle. Autrement dit, ( / ) et (ƒ,)
sont identiques. En effet, soit S la substitution qui fait passer de ƒ à ƒ, [ƒ, = / S ]
et soit 0 la transformation correspondante du demi-espace [D, = D©]. Soit TT,
un des pentaèdres de la division de Picard avec lequel D, associé d e / , a des
points communs. Soient T, la transformation qui amène TU, sur 7t0et S< la substi-
tution correspondante [TC^TC/F,]; il est clair que le pentaèdre iz lel que ^ = ^ 0
mord sur D et la transformation qui l'amène sur r.o est exactement

Au groupe ( / ) appartient donc la forme

qui est une forme de (fK ).
Toute forme de ( / ) est dans ( / ) et inversement. Donc ( / ) et (ƒ,) sont

composés des mêmes formes.
En résumé : Que Von parte de f ou d'une forme équivalente quelconque,

l'ensemble des formes (ƒ) que la réduction continuelle conduit à former
est toujours le même ( ' ) .

On peut, d'un mot, caractériser celles des formes équivalentes à /qu i consti-
tuent le groupe ( / ) . Effectivement, une forme de (ƒ) s'obtient en faisant

(!) Ceci permet de supposer, en passant au besoin d e / à une forme équivalente, que ƒ n'a pas
de racine» infinies ( a 0 ^ o ) . On ne restreint pas la généralité avec cette hypothèse, l'exposition
s'en trouve allégée et l'ensemble (ƒ ) qu'on doit former est toujours le même.
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dans/la substitution S correspondant à la transformation T qui amène sur TC0

un des pentaèdres TU de la division de Picard sur lesquels mord le domaine D
associé kf: par conséquent, le domaine associé à la forme de (f) considérée
mordra su/1 TC0. L'ensemble des ( ƒ ) est donc formé de toutes les f ormes équi-
valentes à f dont le polyèdre associé a avec TC0 au moins un point commun.

Avec cet énoncé, on voit bien clairement que l'ensemble (ƒ) est le même,,
quelle que soit la forme équivalente à ƒ dont on parte.

Remarquons que, si ƒ et ƒ, sont équivalentes,

et cp et cp, leurs formes associées

, y) se transformera en ç, (xn yK) par la substitution

Y— nxx-\-

si l'on suppose

pour toutes les valeurs de i qui rendent

dl>(m — ztn) yéo.

Si une racine zt de ƒ est rationnelle et précisément égale à — > alors le terme

t2

— z,y) devient par la substitution

Mais, dans ce cas, à la racine zg de ƒ correspond une racine infinie' de ƒ, et le
terme correspondant dans ç, estô^Xy,.

Les formules qui font correspondre les paramètres de cp et <p, sont donc

t n ipour toutes les racines zt différentes de — ? et, pour une racine zL= —? la cor-
respondance des paramètres se fait par

/2 #2
02 _ li __ li

Avec ces formules on voit que £, point représentatif de cp pour les valeurs /
des paramètres, et £, représentatif de cp̂  pour les valeurs ô des paramètres
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liées comme ci-dessus aux /, se transforment l'un dans l'autre par la transfor-
mation T qui correspond à la substitution S qui fait passer de ƒ à / , :

Définition de la réduite équivalente à f. — C'est parmi le groupe de
formes (ƒ ) que nous allons choisir une forme pour représenter toute la classe
équivalente à / .

Soit donc, en supposant, ce qui est permis, a0 ^ o,

la forme proposée de degré n\ soit

<p = t\ 0Z(x — zxy) •+-. . . -+- t\ DZ,(x — zny)

la forme associée à indéterminées conjuguées, et soit

la substitution qui la réduit pour certaines valeurs des paramètres /.
Deux cas peuvent se présenter :

Premier cas. — Aucune des racines de f n'est égale à - : alors la trans-
formée F =€ /S n'aura pas de racines infinies : ses racines seront les Z, liés
aux zi par les formules

m _ #Z,+ ft _ (3 - dzt

Par la substitution S, /devient

F ( * , y) = A0(X - Z, Y ) . . . ( X - ZnY)
avec

A0=<70(a — yzl)(a — yz2). . . ( a — yzn) ( A 0 ^ o ) '

et cp devient $ = çS

avec

Deuxième cas. — Les p premières racines réelles zu s2, ..., zp de ƒ sont
égales à -• Par la substitution S, x — zt-y(i = i, 2, . .,/?) devient
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Pour zp , , . . . , zn tout se prisse comme précédemment et V = / S s'écrit

avec

et

Quant à <p elle devient $ = 9S

avec
§T} = T ? = ^ p o u r ' ' = • • ' • • • • • i '

et
T * ~ ~ ' A >>£(<* — y " A ) p o u r A = /? + ! , . . . , / i .

Si Ton suppose /? = o, les formules de ce deuxième cas donnent celles du
premier.

Nous allons donc dans la suite raisonner sur ce deuxième cas, et dans les
résultats obtenus il suffira de faire p = o pour obtenir les résultats relatifs au
premier cas.

Remarquons dès maintenant la relation

qui prouve que rl est une espèce d'invariant par la subslitulion S.

La forme positive

^(X,Y)i=PXX /— QXY'— Q'X'Y + RYY7

étant réduite, si A désigne son déterminant

A = PR - QQ'

qui est d'ailleurs égal au déterminant 0 de <p, on a comme on sait

P < R ,
P

| partie réelle de (̂  | f —>

P
| partie imaginaire de Q\ S — ?

d'où l'on tire
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D'ailleurs
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R = T\ ; + T ; ) + 1 , % r V , + . . . + T» dX,Ztl.

P est la somme de n — p termes positifs T*+li , T,% dont le produit sera supé-
P

rieur ou égal à la puissance (n — p)lème de leur moyenne arithmétique __

En revenant à f, ceci donne

De plus, on a

Donc

c'est-à-dire

" — P

t1 t2
t t . . . i p

Multipliant membre à membre et par 3Ï.(Ö!0) les deux inégalités obtenues, il
vient

Si p était nul, il est clair que Ton remplacerait -^ et
En se servant de

par un.

et

S étant le déterminant de 9, il vient

Quel que soit /> on a, a fortiori,

Passons aux limitations supérieures des 0ç>(Z,) (î = p + 1, ..., w).
Si parmi les /z—/? termes dont la somme fait P on supprime Tf

!, la somme
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/ P \n-p-l

des n— p — i restants est < P et leur produit sera < f —-——- j • Or ce pro-

duit c'est p+l
T; ".

Donc
P n—p—1

En considérant R on voit que

d'où se tire

et, à cause de

Mais

Donc

= I 7T I >

X

1 • • • 1 n ci • • • cn

I

{n —p — î)»-/*-1 pp

et avec les limitations de P et R,

n

i i I

X(A0)

et a fortiori, quel que soit/),

Les limitations relatives au premier cas (p = o) s'obtiendraient en rempla-
çant, dans les seconds membres des inégalités précédentes, p par zéro et pp

par un.

Conclusion fondamentale. — Si pour certaines valeurs des paramètres / on
réduit la forme ç dont S est le déterminant, et si l'on fait la même substitution
dans/ , on obtient une forme F dont tous les coefficients sont limités supérieu-

n

rement en valeur absolue en fonction de la quantité , \ 2 ? qui ne dépend
que de la Jorme cp.
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En effet, F étant égale à

AOV(X-Z#I+1Y)...(X-ZI1Y),

tous ses coefficients seront des polynômes en Z^ , , ...,Zn. Par la méthode
connue des majorantes, on calculera pour chacun de ces coefficients une limite

supérieure qui sera une fonction de la quantité *°2 2 ; pour préciser, ce sera
une puissance de cette quantité dont l'exposant sera fixé par le rang du coef-
ficient calculé dans F, multipliée par un facteur indépendant de la

tité " 2 ° > facteur qui dépendra du degré de la forme et renfermera en
général |A0| au dénominateur à une certaine puissance. Si la forme proposée
est à coefficients entiers, Ao sera un entier certainement non nul ( ' ) ; on aura

donc |A0 |>i et l'on pourra remplacer dans le facteur en question la lettre Ao

du dénominateur par Y unité; on ne fera ainsi qu'accroître le second membre
de la limitation trouvée. Tous les coefficients de F sans exception seront ainsi
limités supérieurement en valeur absolue en fonction de la seule quan-

4
Cette quantité Q — " ., joue donc un rôle essentiel dans la question.

Etudions ses propriétés.
On remarque tout d'abord que, si l'on passe de ƒ à une forme équivalente ƒ,

par la substitution
x —
y — "#i+ "o/i,

la forme cp associée à f pour les valeurs / des paramètres se transforme en la
forme <p, associée à / , pour des valeurs z des paramètres que nous savons liées
aux t par des relations connues

T;= t?dZ,(m — ztn) si m — ztn^£o
et

tf
si m — ̂ / i = o.

Le déterminant ô de <p est égal à celui o, de ^K dans ces conditions, et l'on
sait d'autre part que l'on a, entre les premiers coefficients non nuls a0 de /
et al d e / , la relation,

fi fl

(l) lin effet, Ao est le premier coefficient non nul de F(X, Y) ordonnée par rapport aux puis-
sances croissantes de Y, et F(X, Y) n'est pas identiquement nulle.
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Donc 0 = 0,.
D'où la conclusion : Pour deux formes équivalentes, et pour des valeurs

correspondantes des paramètres, la f onction 0 prend les mêmes valeurs.
Les deux conséquences suivantes, fondamentales pour la théorie de la réduc-

tion, se tirent de là :

i° Les fonctions 6 et 0, relatives à deux formes équivalentes ƒ et ƒ, prennent
les mêmes valeurs lorsque les variables t prennent toutes les valeurs possibles;
elles ont donc même minimum ; par définition, ce minimum sera le détermi-
nant de la f orme binaire de degré n ( ' ) , il est le même pour toute la classe
équivalente à / .

2° Les formes quadratiques cp et cp, à indéterminées conjuguées associées à
deux formes / et ƒ,, avec les valeurs t d'une part, i de l'autre, qui donnent le
minimum des fonctions Ö et ô13 deviendront équivalentes en même temps que
/ e t / , . Ainsi op, se déduira de <p par la même substitution que / d e / . Il est
donc naturel d'appeler correspondante de ƒ la forme quadratique à indéter-
minées conjuguées ç pour les valeurs de t qui rendent 0 minimum.

Nous appellerons réduites d'une forme f la forme unique, ou les formes de
l'ensemble (ƒ ) qui correspondent à ce minimum de 0. On peut les caractériser
d'un mot : c'est celle ou celles des formes de ( / ) dont la ou les correspon-
dantes sont des f ormes quadratiques réduites. Voici comment on trouvera la
réduite d e / . On déterminera d'abord les valeurs de / qui rendent 0 minimum,
ce qui donnera la forme ç correspondante quadratique d e / , puis S étant la
substitution qui réduit la correspondante, ƒ S sera la réduite d e / .

De là se conclut facilement :

i° Deux formes équivalentes ƒ et / ont les mêmes réduites. Cela
résulte de ce que les correspondantes ç et cp, de deux formes équivalentes se
déduisent l'une de l'autre par la même substitution 2 que celle qui fait passer
de/à/,

/ /2

Alors si S< réduit qpn/4S< sera une réduite de ƒ, . Mais / ,S ,= / .£S<. Or SS,
est, à cause de cp, = cp£, la substitution qui réduit <p, car

est une forme réduite. Donc / . £ S , est une réduite de ƒ, et l'on vient de voir

(*) Nous appellerons formes binaires de même déterminant l'ensemble des formes d'un
même degré, pour lesquelles le minimum absolu de la fonction t) aura une même valeur.

J. i5
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qu'elle est identique à une réduite de fK

Cette proposition ramène l'équivalence de deux formes à l'égalité absolue
entre leurs réduites ou leurs groupes de réduites.

2° Les f ormes à coefficients entiers, de même déterminant 6, se distribuent
en un nombre fini de classes.

Effectivement, si ƒ a ses coefficients entiers, une réduite équivalente F les
a aussi. On a vu qu'alors les valeurs absolues des coefficients de F étaient
limitées supérieurement en fonction de la seule quantité 0, limites supérieures
qui sont donc fixées par la connaissance de 0 et par le degré de la forme (ces
limites ne renfermant plus au dénominateur le premier coefficient non nul de F).
On cherchera alors toutes les formes réduites de type

A0X'l + AjX^-^Y 4 - . . ,-f- An\
11 (k0^z£o) correspondant à p = o,

puis celles
A0X»-*Y + . . . (AoF^o) » / > = i ,

puis celles
A0X»-2Y^ •+-. . . ( A 0 ^ o ) » p = 2, . . .

ayant le déterminant G.
Pour chacun de ces types, les coefficients entiers étant limités supérieu-

rement en valeur absolue, on n'aura qu'un nombre limité de possibilités,
qu'on trouvera en se servant des limitations (dépendant de p) que nous avons
données plus haut pour ^ ( A o ) et pour les normes des racines d'une réduite.
Gomme on ne peut trouver ainsi qu'un nombre fini de réduites, il ne peut y
avoir qu'un nombre fini de classes pour un déterminant donné 6.

L'existence du minimum de la f onction 0. — Nous nous bornerons au cas
général oü f a toutes ses racines distinctes et finies. A cette catégorie appar-
tiennent les formes et les plus intéressantes au point de vue arithmétique, à
savoir les f ormes irréductibles dans le domaine des nombres rationnels com-
plexes, c'est-à-dire indécomposables en produit de deux formes à coefficients
rationnels. C'est ce qui résulte de la théorie de Lagrange pour la recherche des
racines multiples d'une équation. Une forme irréductible a toutes ses racines
distinctes, finies et irrationnelles (par conséquent la réduite d'une telle forme
étant aussi irréductible, il faudra supposer le nombre p de notre théorie égal
à zéro).
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étant l'associée de ƒ = a0 (x — ziy)...(œ — zny), on a

9 = y^tj9L(x — zty)=:pxxr— qxy1 — q' x'y -+- ryy'

avec

«•=2*;--,,

peut s'écrire par un calcul bien simple

la sommation étant étendue à toutes les combinaisons de deux entiers i', y diffé-
rents pris dans la suite 1, 2, . . . , H.

Dans ces conditions, la fonction 0 est

et en posant t] = Xf, et en remarquant que, les racines étant toutes distinctes,
on a, quel que soit i', y,

(a et A étant deux nombres positifs convenables)

Sous cette forme, le même raisonnement que celui déjà fait dans la première
Partie prouve que 0 atteint son minimum absolu pour un système au moins
de valeurs TJ, . . . , T^ des paramètres qui sont toutes différentes de zéro.

Nous allons maintenant appliquer la théorie aux formes cubiques et biqua-
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dratiques, puis nous examinerons ce qu'elle nous donne si la forme proposée a
ses coefficients tous réels, nous verrons que nous retomberons sur la méthode
donnée dans la première Partie sur l'inspiration d'Hermite ; mais nous verrons
aussi l'unité et la lumière que jette la nouvelle méthode dans la théorie des
formes à coefficients réels, en donnant une seule définition de la réduction,
que la forme ait ses racines toutes réelles, ou bien ait des racines réelles et des
racine* imaginaires; nous verrons enfin pourquoi l'équation qui relie le déter-
minant d'une forme binaire à coefficients réels aux coefficients de cette forme
est indépendante des hypothèses qu'on peut faire quant à la réalité des racines :
c'est là une question qui préoccupait Hermite, ainsi que l'attestent les quelques
lignes suivantes extraites de ses Œuvres (pages 92 et 93 du Tome I) : « On
observe alors cette circonstance remarquable que, pour chaque degré, c'est
toujours la même équation en D ( ' ) qui vient s'offrir, bien que les calculs
par lesquels on y arrive diffèrent beaucoup (2), suivant le nombre des
racines réelles et imaginaires, mais je n}ai pu jusqu'à présent découvrir la
raison générale de ce fait important » (3).

(!) Ilerniile considère D = \/ô.
(2) Gomme nous l'avons va dans la première Partie.
(3) II ne semble pas qu'Hermite soit jamais revenu là-dessus dans la suite.



CHAPITRE III.
APPLICATION AUX FORMES QUADR4TIQUES, CUBIQUES, BIQUADKATIQUES

La forme quadratique de Dirichlet. — Soit

f—ao(a — Zxy)(œ — z2y)

une forme quadratique à coefficients quelconques. Son associée est

9 = /Jx(a? — zxy) -h t\ dh{x — z*y)\

son point représentatif Ç décrit la droite non euclidienne zîz2. Il se projette

Fig. 4g.

en P sur zKz2 et

FT,' < Ï '
Le déterminant de ç est

e =

6 est constant quels que soient /, et /_,. Toutes les formes cp sont donc cori^espon-
dantes de ƒ, et toutes les formes (ƒ) associées à ƒ par la réduction continuelle
sont des réduites de ƒ. Toutes ces formes réduites (ƒ ) sont les f ormes équiva-
lentes à f dans le groupe de Picard, dont le demi-cercle représentatif (zt z2)
a avec II0 au moins un point commun.

On retrouve bien la conception de la réduction présentée par M. Bianchi.
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La forme cubique. — Soit

la forme proposée.
Son associée sera

<p = t\ Ob (x -zxy) + C fc{x _ c2/) 4- t\ dZ (x - z3y).

Son point représentatif '( est un point] de la sphère qui a pour grand cercle le
cercle circonscrit au triangle z{z2z39 projeté sur le plan OÊY] en P barycentre
euclidien des points zn z.2, z5 affectés des masses l\, l\, l\. o désignant le déter-
minant de 9,

S=zt\tl Ob (z, - z,) -f t\t\ X, (s* — z3) -t- t\ t\ X ( ^ 3 — -1),

il faut considérer la fonction

. . ' 1 ^ 2 * 3

et chercher son minimum.
Il revient au même de chercher le minimum de S lorsque t], l\, l\ varient en

laissant le produit t\l\t\ constant puisqu'on sait : i° que ce minimum de 6 est
atteint pour des valeurs des l toutes différentes de zéro, et 20 que 0 ne change
pas si tous les / sont multipliés par une même constante.

Or si t\l\l\ reste constant, 0 est une somme de trois termes à produit constant
qui sera minimum lorsque ces termes seront égaux

/; t\ % (3l — 5,) = (\ n ' M * , - *,) = t] t\ ïfc ( c , - r,),

d'où Ton tire, à un facteur près sans importance, les valeurs minimantes des /

La forme correspondante de ƒ est dès lors

quant au minimum de 0 ce sera

(!) On ne pourra s'empêcher de remarquer l'analogie des expressions précédentes avec celles
trouvées dans la première Partie pour les formes cubiques ayant trois racines réelles.
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Pour avoir la réduite de / , on réduira cp ej; l'on fera la même substitution
dans ƒ .

Le point '( représentatif de cp est lié simplement aux trois points A,, A2, A3

d'affixes zn z2, zz dans le plan OÉjy).

Soit Çt barycentre non euclidien de A2 et A3 afFectés de masses TJ, TJ.

C .. A o t A i, T2 T2

2 ) } A3 e t A l t ( L 3> X 11

Évidemment Ç sera à l'intersection des trois droites non euclidiennes A, *(,, A2Ç2 »
AaÇ8; Ci se projette en P4 et

Or

p,
p,

A2

A3

P,A2

è/vJ ^ Z i —~" 5 i

a/ (j> ( Z Q - ^ ^

Ci A ,

• ) A,

A,

A;

A;

à cause du triangle rectangle Z,{ A2 A3 ; donc

T A A A

d'où suit que, si l'on considère la sphère passant par A, du faisceau ayant A2 A3

pour points limites, cette sphère passe par Ç,.
Par rapport à cette sphère, A2 et A3 sont deux points inverses. Donc le

Fig. 5o.

A3*3

cercle AaÇ,A, est orthogonal à cette sphère, il est donc orthogonal à la
droite non euclidienne Ç,A, (cercle passant par £,A, orthogonal au
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plan £OY]. D'OÙ l'on conclut que ( cherché est Vintersection des hauteurs
non euclidiennes du triangle non euclidien A,A2A3. Si l'on envisage la
sphère menée par A{ du faisceau (A2A3) et les deux autres sphères ana-
logues : celle par A2 du faisceau (A3A,), celle par A3 du faisceau (A,A2),
ces trois sphères se coupent suivant un même cercle réel, orthogonal au
plan O^Y], orthogonal à la sphère passant par A (A2A3 et orthogonal au
plan O^YJ, cercle coupant cette dernière sphère au point £ cherché.

Faisons une inversion par rapport au pôle '(' symétrique de Ç par rapport au
plan O£Y), le plan O£Y] devient une sphère S, et la sphère A, A2A3Ç devient un
plan passant par le centre s de S qui est l'inverse de *(. Dans ce plan diamétral
axa2az sont trois points du grand cercle de section, ce sont les inverses
de A, A2 A3 et s doit être l'orthocentre euclidien du triangle ata2a3 puisque les
trois droites non euclidiennes A/(,, A2'C2, A3'C3 deviennent par l'inversion trois
droites ordinaires san sa2, sas orthogonales aux cercles menés respectivement
par a2 et a3, a3 et a,, aK et a2 orthogonalement à S, ce qui exige que sax, sa2,
sa^ soient perpendiculaires respectivement à a2a3, a 3 a n at a2. De là se conclut
aisément que aK a2a3 doit être ëquilatéral.

Les trois sphères i° celle passant par At du faisceau (A2A3)
2° » A2 » (AgAj)

3° » A„ » (A, A,)

deviennent les trois plans menés par san sa2, sa3 orthogonalement au plan
a, a2a3. Ces trois plans se coupent suivant l'axe du grand cercle aia2az, qui
est l'inverse du cercle commun aux trois sphères précédentes.

Nous arrivons ainsi, tout naturellement, par la méthode de réduction conti-
nuelle à la représentation géométrique du covariant quadratique hessien de la
forme cubiqu&donnée par M. Klein au Tome IX des Mathematische Annalen;
an a2, a3 représentent les trois racines aux trois sommets d'un triangle équila-
téral, inscrit dans un grand cercle, le covariant quadratique a pour racines les
deux pôles de ce grand cercle. L'axe de ce grand cercle est d'ailleurs un axe
de rotation d'ordre trois du triangle aKa2az. Revenant à la figure primitive
le cercle T mené par ( orthogonalement à la sphère de grand cercle A, A2 A3

sera l'axe d'une rotation non euclidienne d^angle ^ qui ramène le triangle

non euclidien AjAaAg sur lui-même. D'où l'on conclut enfin que les trois

droites non euclidiennes ÇA,, ÜA,, CA3 font entre elles des angles de -y (' )•

(4 ) Sans insister sur ce fait, on reconnaîtra aisément que les droites non euclidiennes ÇAi, ÇA2,
ÇA3 percent à nouveau le plan O\r\ en trois point* A'n A\, A'3 qui représentent les racines du
covariant cubique de la forme proposée. Ç ê t aussi l'orthocentre non euclidien du triangle
A[ A2A3 et l'on voit apparaître ce théorème d'Hermite (Œuvres, t. I, p. 434-436) :

Une forme cubique et son covariant cubique ont même correspondante, et par conséquent
sont simultanément des formes réduites ou non réduites.
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Rien de plus facile d'ailleurs que de vérifier par le calcul ce résultat évident
par les relations géométriques précédentes : que le cercle F (ou la forme qua-
dratique de Pirichlet qu'il représente) est covariant de la forme ƒ. Ceci est
évident géométriquement, car par toute substitution S qui transforme ƒ en une
forme équivalente ƒ, , et parla transformation T du demi espace qu'elle définit,
le représentatif £ de / devient le représentatif £, de / , et, comme les T sont
des mouvements non euclidiens conservant les angles, le cercle F défini pour ƒ
devient le cercle F, défini pour/ , .

Si l'on veut calculer explicitement la forme de Dirichlet représentée par F, il
suffit de remarquer que la rotation d'angle ^ autour de l'axe non euclidien F
est une relation homographique qui s'écrit

( z , z l y z > , ; f J ) = ( c \ z 2 , s 3 , z t ) .

Ses points doubles, qui sont les points où F perce le plan O£Y), sont donnés par
l'équation

(Z1 ZU Z2» Z3 ) (Z> Z2i Z3i Zl ) == °

ou en développant

(Z — Zz)(z — 5,) (Zó— Z2) ( 3 , - 5 ! ) -+- ( Z — Zz )2 (z, — Zt )2 = O

ou bien

avec

*j = = zd (z\—z2 y

zz étant racines de\>

on trouve
_

/Y.
j

a2

_ g(öc-ad)
a2 '

La forme quadratique de Dirichlet représentée par F étant

pourra se réduire à

(b"— ac)x^-\- (bc — ad)xy -+- (c2— ùd)y2

et l'on reconnaît là le hessien de la forme / , à un facteur numérique près, et
J. 16
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aussi la forme cTEisenstein changée de signe à laquelle nous avait déjà conduit
dans la première Partie la réduction de la forme cubique à trois racines
réelles ( ' ) .

Mais remarquons que la méthode de réduction continuelle nous conduit non
seulement au covariant quadratique ordinaire de ƒ, mais encore à un covariant
nouveau qui est la forme ç correspondante de ƒ et qui est une f orme à indéter-
minées conjuguées. Par toute transformation

qui transforme une forme ƒ en une forme/, équivalente, la forme cp corres-
pondante de ƒ se transforme (à un facteur constant près) en la forme 9,
correspondante de ƒ, et c'est là la caractéristique des covariants. Je ne pense
pas qu'on ait déjà songé à ces covariants d'une nature particulière que peuvent
constituer des formes à indéterminées conjuguées.

Remarque. — Si la forme f a ses coefficients réels, notre méthode, pour
être bonne, doit conduire aux mêmes résultats que dans la première Partie.
Dans ce cas :

i° Les trois racines sont réelles, alors z,, z2,z:i sont sur Taxe O£, le triangle
non euclidien zt z2z3 est dans le plan £OT, et c est le demi-plan Y) = o, 1 > o
qui joue le rôle de demi-plan analytique dans la première Partie. Le point Ç
représentatif de <p (2) est bien celui auquel nous avait conduit la méthode
d'Hermite. La sulDstitution à faire (3) pour amener '( dans II0 est une substi-
tution réelle puisque, le demi-plan ^ O T ( T > O ) découpant dans la division de
Picard la division modulaire de ce demi-plan, amener L dans II0 c'est faire
une substitution du groupe de Picard qui conserve le demi-plan COT et dans ce
demi-plan amène £ dans u>0, domaine fondamental de la division modulaire de
ce demi-plan. La substitution réductrice S à laquelle on se trouve conduit est

(!) On peut remarquer que, si ƒ est réduite, Ç est dans ll0, donc V coupe n0, et la forme
d'Eisenstein est une forme quadratique de Dinchlct réduite. Une condition nécessaire pour
que f soit réduite est donc que la forme d'Eisenslein associée soit aussi réduite. Mais la con-
dition nest pas- suffisante.

(2) Dans ce cas la forme d'Eisenslein est une forme quadratique définie à coefficients léels.
Considérée comme forme de Diriclilet elle etst représentée par un cercle d'a\e Oç mené par Ç
orthocentre non euclidien du triangle non euclidien z^z2zz. L'affixe de Ç par rapport aux axes
O£ et O : est égal à Taffixe de la racine de cette forme d'Eisenstein située dans le demi-plan
analytique r; > o.

(3) Voir sur ce sujet la Note Sur tes substitutions réelles modulaires envisagées dans le
groupe de Picard que nous donnons au Chapitre suivant.
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la même que celle à laquelle aurait conduit la méthode d'Hermite exposée dans
la première Partie (*).

2° II n'y a qu'une racine réelle. Alors le triangle non euclidien z{z2zz est
symétrique par rapport au plan £OT. Le point '( est encore dans ce plan O£T.

Pour l'avoir il faut considérer le cercle de diamètre z2z^ orthogonal au
plan Ol-Y]; ce plan coupe ; O T en B dont Taffixe par rapport aux axes O';, O T
de ce plan est égal à z2 (d'ailleurs ^3 = z\). u sera sur le cercle orthogonal à O :
passant par AB, c'est un résultat déjà trouvé dans la première Partie. Ce cercle

F i g . 5 i .

n'est autre que le cercle zKz2zz qu'on a fait tourner de 900 autour de 02; de
façon à amener z2 en B. t se projettera en P, au point de rencontre de 0£ avec
la droite joignant z.2 au point de concours K2 des tangentes en ztz9 au cercle
zlz2zl. (En effet on peut remarquer, dans le cas général de la réduction de
la forme cubique, que la projection de t sur OEY) est l'intersection des trois

( ! ) Il y a toutefois une remarque à faire : Ç étant dans le demi-plan 0 ; T appar t ient à la fois à
deux pentaèdres FTi et II? symétriques par rappor t à ce plan. La substitution qui amène sur n 0

celui des deur pentaèdres TT i qui est du même côté que n0 par rapport au plan OÇT est une
substitution réelle S, elle conserve le demi plan analytique O£rj ( / ) > o ) et le demi-plan O £ T .
C'est celle là qui e^t la substi tution à laquelle on est conduit dans la première Par t ie pour
réduire ƒ . Pour amener II? sur ïl0 il faut l 'amener d'abord sur 11^ symétrique de n 0 par rapport
au plan OÇ"T et ceci se fait par S, puis amener U'o sur n 0 . ce qui se fait par la substi tution

x = i X,

j = - « %

en sorte que la substi tution S E qui amène n<> sur Il0 nest pas à coefficients riels . d 'a i l lcur
elle conserve le demi-plan O £ T mais échange le demi-plan q ^ o en 'i\ < o dans O;r, ; en sorte
que S S, proprement modulaire dans le groupe de Picard, est improprement modulaiie dans le
groupe de substitutions réelles si on la considère après division des seconds membres par i

a en effet le déterminant ( — i n . On n'envisagera donc que la forme f S pour
= - Y

avoir les mêmes résultats que dans la première Partie.
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droites ~,K,, :2K,, £3K3, Ki étant Fintersection des tangentes en z2 et £3 au
cercle z{ z2z3, )

Mais il est clair qu'alors, si D désigne le point ou le cercle zKz.>zz coupe O£,
on aura

PC _ DC

DA

En effet, un calcul élémentaire montre que

zz:— 2 sin2//
PC _ Cz2

P\ K2A

en posant u = DAz> et Ton trouve immédiatement

DC
—=r = S I M 2 / / ,

DA

d'où la relation en question qui est bien celle que nous avions trouvée dans la
première Partie (1).

Les résultats trouvés dans les deux cas différents delà première Partie, sous
lesquels se présentait la forme cubique, sont, avec notre méthode, les deux
aspects sous lesquels se présente un seul et même résultat général obtenu précé-
demment sur la forme cubique générale.

La/orme blquadratiquc. — Prenons la forme

f~a(x — zly)(x — z2y)(x — ziy){x — :?4 y)

ot son associée
<p = t\ X (x - z, y ) H- . . . -H t'i 01 (x - zt y ).

Les propriétés connues du barycentrenon euclidien prouvent que Ç représen-
tatif de cp sera le barycentre non euclidien des deux points *C,2 et Çg,, ainsi
définis :

£12, de masse t\ -+- t\9 est barycentre non euclidien de z{ et z9 alfectés des m.nsses t\, t\,

KM, » ^3 •+• ^ ï i » «« e l -4 » ^^ ̂ 4 -

'Ca représente la forme

t\ Db ( x — 5! y ) + *2
2 X (a? — 5 , y ) ;

(!) D'ailleurs on voit que dans ce cas la forme d'Eisenstein, qui, on le sait, c«t représentée par
le demi-cercle issu de Ç orthogonal à la sphère ^ i ^ ^ 3 , a son cercle représentatif dans le
plan O £ T (puisque la sphère de grand cercle z^z^z^ e*t orthogonale à ce plan). Cette forme
d'Eisenstein a donc ses deux racines réelles.

C'est donc une forma quadratique à coefficients réels indéfinie. D'où un mojen bien simple
de distinguer les deu\ cas que peu\ent présenter les formes cubiques à coefficients réeU, selon
que la forme quadratique d'Eisenstein correspondante est définie ou indéfinie.
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il décrit le demi-cercle de diamètre zKz2 orthogonal au plan O^YJ. Si l'on
remarque que le déterminant de l] oz(x — zK y) 4- l\ oi>(x — z2 y) n'est pas
autre chose que t\t'i x ( s , — z2), on voit qu'on peut écrire

t\ 01 (x — zxy) 4- tl JZ(x — r2 v) = /,^,cp,,

cp, étant une forme quadratique positive à indéterminées conjuguées de déter-
minant fixe Ob(jt — z,) = o{ dont le point représentatif '£,_> est un point
quelconque de la droite non euclidienne zi z2.

En définitive on peut écrire

© = AJ 0 ,4 -XJ <p2î en posant XJ = *!*,, Xs, = / 3 £ t ,

cp, étant une forme d'Hermite définie de déterminant fixe o, = 3b(s, — z2) dont
le point représentatif est quelconque sur la droite non euclidienne zK z2 ; cp2 une
forme d'Hermite définie de déterminant o 2 = or,(j3 — r4) dont le point représen-
tatif est quelconque sur la droite non euclidienne ^ T j . <p dépend biendequatre
paramètres /,, /,, /3, /,,, ou bien \ n A>, le paramètre dont dépend ç, et le para-
mètre dont dépend <p2.

f̂ a décomposition précédente de cp peut d'ailleurs se faire de trois manières
correspondant aux trois façons d'accoupler les racines deu\ à deux :

( z t z t ) e t ( - 3 - 4 ) ; ( - 1 - 3 ) e t ( 3 j 5 4 ) ; ( 3 , 5 t ) e t ( z 2 z i ) .

Ceci étant rappelé qui rapproche ce*que nous disons du dernier Chapitre de la
première Partie où l'on a exposé une nouvelle façon d'envisager la méthode de
réduction continuelle d'Hermite, il faut considérer

et chercher son minimum.
Il revient au même de chercher le minimum de

en vertu des relations qui rattachent les / aux X.
Or si

yx=p\xx'—qxxy'—q\x'y-*rrxyy' on a • P\rx —qxq\—^x fixe = X ^ — s2);

rD^ — piXx'—q^xy'—q\ocly 4- r>yyr on a />2/\,— q2q
r
2 — d<, fi\e = 0b(r3 — zk).

X§'o, 4- X*î©2 a pour déterminant

a = >.îô14-Ato24-X;X?(/

Et il faut chercher pour quelles valeurs de An X2 et pour quelles positions d-es
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points représentatifs de cp, et <p2 sur leurs lieux =^-7 est minimum. La recherche

est toute pareille à celle du dernier Chapitre de la première Partie,

A, A, \ A , Aj /

o est la somme de deux parenthèses dont la première ne dépend que de X1 etX2,
dont la seconde ne dépend que des formes <p< etcp2. Le minimum s'obtiendra en
prenant à la fois le minimum de chacune des parenthèses.

lO TT î + ^r^2 e s t u n e somme de deux termes dont le produit est constant.
A 2 Al

Elle sera minimum lorsque

c'est-à-dire

II est facile de voir que le barycentre t des deux points *(12 et £«,,, représenta-
tifs de y4 et (p2 affectés des masses ci-contre est le milieu non euclidien des deux
points c(12, C3i.

A 2 a '
En effet, l'affixe de la projection P de C est p^ 1 -

L'affixe de la projection P, 2 de £12 est — -

L'affixe de la projection P 3 l de 'C3Î est — •

L'affixe de P s'écrit

->/)2 Pi A} ƒ ? ! + hf2p2 p2

et l'on voit ainsi que P est sur P i 2 P3Ji avec

/
La cote P^/Ca de Cl2 est comme on s a i t — .

La cote F34C3t de €(3i est comme on sait — -

Donc

Donc
PP.o!•> r 1 2 4
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Donc P est l'intersection de P 1 2 P 3 4 avec la droite joignant
trique de Ç,2 par rapport au plan O£Y).

Donc enfin '( est milieu non euclidien de li2el Ç34.

127

à *C12 symé-

Fig. 52.

2° II faut enfin chercher les positions de 4C,2 et C3i sur leurs lieux qui rendent

i <]->f]\ minimum.

Or si l'on passe pour un instant à la représentation projective des formes, il
est facile d'interpréter cette quantité.

Avec cette représentation zn z2, ~3, z.t sont quatre points de la sphère S qui
représentent les quatre formes iï>(x — zKy), . . . , Wo(x — ̂ 4 j ) . C2est un point
variable du segment 3, _̂> qui représente la forme

^ï—pxxx'— qxxy*'— q\ x'y + i\yy^

de déterminant fixe o, — x ( u , — z,); ses coordonnées homogènes sont pn qn

g\> rf C34 est un point variable du segment z%zh qui représente la forme

yt = p%xx'— q*X) '— q'Àx'y H- '', j /

de déterminant fixe S2—- £Ç>(s3 — z^)\ ses coordonnées homogènes sont/?2> Ça?

q, /'a-
Cherchons quelles positions de '(12 et §C34 sur leurs lieux respectifs rendent

d = plr2-\- p2r\— q\q\ — 72^1 minimum.

d s'introduit si l'on cherche les points où la droite ÇI2C3I coupe 2 ; leurs coor-
données sont de la forme
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où A vérifie l'équation

(Pi
0 , = O.

Cette équation a deux racines réelles, car uM et C34 étant intérieurs à S, la
droite qui les joint coupe la sphère en deux points réels.

D'ailleurs d1 — 4 3 l 8 J > o en vertu de la relation

21

qui montre qued ]>o, car on peut supposer/^ el p.2 positifs, d'où se tire

7 =- —7 H r -\ 7 ^ 4- des termes positifs comme ô. et ô*,
2 Pî Pi P]P\

et ceci donne

Donc
d>2\

Mais alors, en imitant le calcul fait pour le cas de deux dimensions, la dis-

tance des deux points '(u, '(34, en prenant 21 pour quadrique fondamentale de la

géométrie non euclidienne, sera log^-1 à un facteur numérique près positif.
Or 2

0, o2

d sera minimum en même temps que d-\-\/d-— 48,82 si l'on suppose, comme

on l'a vérifié, d^> 2^0,03, en même temps que ̂  et que log^- Le minimum de

d a lieu en même temps que celui de la distance non euclidienne des deux points
Cuj (34- Sans qu'il soit nécessaire d'insister ( ' )on voit que ceci arrivera lorsque
4(12 et £3Î seront les pieds de la perpendiculaire commune non euclidienne aux
deux droites z{z2 et z^z^. Nous nous supposons placés bien entendu dans le cas
général où les quatre points zn j 2 , 33, r,, ne sont pas dans un même plan non
euclidien, c'est-à-dire ne sont pas dans le plan 0£Y) sur un même cercle.

(!) On voit d'ailleurs, en laissant l^ fixe et faisant varier Ç34, le minimum de la distance d'un
point d'une droite étant comme en géométrie euclidienne donné par la perpendiculaire abaissée
du point sur la droite, que Çi>Ï34 doit être perpendiculaire à ^3^4. Pour la même laison il doit
l'être à zlz2- et il est évident que la perpendiculaire commune réalise le minimum, car on est sûr
par avance de l'existence de ce minimum, et l'on vient de voir qu'il ne peut être donné que par
la perpendiculaire commune.
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Si les quatre points étaient sur un même cercle le tétraèdre non euclidien
z\z2ziz\ s e réduirait à un quadrilatère convexe; dans ces conditions si zhz2 et
z3z., ne se coupent pas à l'intérieur de S le raisonnement précédent vaut encore;
si z{z2 et z^Zr, se rencontrent dans S, alors £12 et £34 devront ainsi que leur
milieu *( être confondus avec ce point de rencontre, mais ce cas rentre bien dans
le cas général.

En résumé, la correspondante © de ƒ a un point représentatif '( doué des pro-
priétés suivantes :

'( est le milieu non euclidien des deux points ou la perpendiculaire com-
mune non euclidienne à deux arêtes opposées quelconques du tétraèdre non
euclidien ziz2z3z,l rencontre ces deux arêtes. En effet, les deux droites non
euclidiennes zKz2 et zzz,t sont deux arêtes opposées quelconques du tétraèdre
non euclidien zK z2z^zh.

Ces propriétés déterminent complètement la correspondante, elles déter-
minent d'ailleurs un seul système de valeurs de t\t\tll\ rendant 0 minimum.
En effet la perpendiculaire commune non euclidienne à z{ z.2 etz3zA par exemple

détermine op, et cp2, c'est-à-dire détermine les rapports - j e t - ! (puisque ce sont

ces rapports qui fixent la position de Ç,2 et Ç ,̂,) de façon unique. Ensuite t\ et
t\ eux-mêmes sont déterminés par la connaissance de X* = /, /2, de même que
/J, t\ sont déterminés parX* = / 3 / 4 ; X* etX* n'étant connus qu'à un facteur près,
*ï> t\i *3' l\ n e ^e s e r o n t aussi qu'à un même facteur près, ce qui n'a aucune
importance.

Gomme il y a trois façons d'accoupler les racines deux à deux, c'est-à-dire
trois couples d'arêtes opposées du tétraèdre non euclidien, il y a trois perpen-
diculaires communes à deux arêtes opposées. Comme il n'y a d'autre part, ainsi
que nous venons de le voir, qu'une seule correspondante de ƒ, il faudra bien
que ces trois perpendiculaires communes concourent au point £ représentatif
de <p et que ce point £ soit milieu non euclidien de chacune d'elles.

La méthode de réduction continuelle pour une forme quadratique nous
conduit donc à ce résultat intéressant :

Dans un tétraèdre non euclidien ayant ses sommets sur la quadrique
fondamentale S, les trois perpendiculaires communes {non euclidiennes}
aux arêtes opposées du tétraèdre concourent en un point'Ç qui est milieu non
euclidien de chacune des plus courtes distances envisagées. (La plus courte
distance est le segment de la perpendiculaire commune qui joint les pieds de
cette perpendiculaire sur les deuv droites qui la définissent.)

C'est là un résultat auquel est partiellement parvenu M. Wedekind (t. IX
des Mathematische Annalen) par de tout autres considérations en partant
comme M. Klein de la théorie algébrique des covariants. A vrai dire, dans le
Mémoire de M. Wedekind comme dans celui de M. Klein (même volume), le
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résultat n'est pas explicite mais peut se déduire facilement des considérations
exposées. Il était cependant intéressant d'arriver tout naturellement et logique-
ment par la méthode de réduction continuelle à ces résultats simples.

Nous allons y arriver par la voie directe et purement géométrique suivante :

i° Construction de la perpendiculaire commune non euclidienne à deux
droites non euclidiennes zs z2 et z^z%. — Prenons les deux cercles F< et F2 de
diamètre zizy et z^z^ orthogonaux aux plans O^YJ (droites non euclidiennes)
et cherchons un cercle également orthogonal à OÇYJ qui rencontre les deux pré-
cédents à angle droit.

Envisageons les deux sphères orthogonales à O£Y) qui passent la première
par 3̂ la deuxième par zs et qui ont pour points limites z{ et s2. Elles sont
orthogonales à F,. Il existe une sphère 1 réelle, orthogonale à F,, par rap-
port à laquelle les deux sphères précédentes sont symétriques l'une de l'autre.

(D'une façon précise, si ^—^~ =Â, e t4à^ — /r2, la sphère S sera le lieu des

points a tels que = = \/k^k2. ) 2 rencontre F, orthogonalement en un point

réel co,; co, n'est autre que le pied '(i2 de la perpendiculaire commune non
euclidienne cherchée.

Faisons en effet une inversion par rapport au pôle &[ symétrique de a), par
rapport au plan O£y). Le plan O£y] devient une sphère S de centre Q{ inverse
de a), ; zK et z2 deviennent deux points Z, et Z2 diamétralement opposés sur S.
2 devient le plan équatorial 11 orthogonal à Z,Z2. Les sphères envisagées pré-
cédemment qui passaient par sA et zk deviendront deux sphères symétriques
par rapport à TT ayant leurs centres sur Z,Z2 et orthogonales à S. D'où l'on
conclut que Z3 et Z,( inverses de z^ et z,% seront à égale distance de TT et de part
et d'autre. Ceci montre que le milieu ordinaire du segment Z3Z,, est dans tz le
pied de la perpendiculaire ordinaire A abaissée de ii, sur ZjZ,,. De là suit aussi
que cette dernière droiie A rencontrera à angle droit le cercle mené par Z3

et Z,, orlhogonalement à la sphère S qui est l'inverse de la droite non eucli-
dienne z^z.. Revenant à la figure primitive, A va se transformer en un cercle
passant par a>,, orthogonal au plan O^T], et rencontrant à angle droit les
cercles F, et F2. Ceci montre bien que co, est le pied sur F, de la perpendi-
culaire commune non euclidienne à Ti et F2.

Avec la représentation projective de la Géométrie non euclidienne avec S
pour quadrique fondamentale, la perpendiculaire commune à z{z2 et z3zA est
une droite qui rencontre c, 5,, 3̂̂ -( et leurs conjuguées par rapport à la sphère.
Or il existe deux droites rencontrant zh z.2) z^z^ et leurs conjuguées par rapport
à la splière. Ce qu'on a vu précédemment montre que l'une d'elles est réelle et
coupe la sphère; alors l'autre sera complètement extérieure à la sphère et ne
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nous intéressera plus en Géométrie non euclidienne. Il y a donc une et une
seule perpendiculaire commune non euclidienne à deux droites non eucli-
diennes et nous avons appris à la construire (1 ).

2° Les trois perpendiculaires communes forment un trièdrenon euclidien
trirectangle. — Envisageons alors la perpendiculaire commune aux arêtes
opposées ztz2 et s , j t . Elle rencontre ztz2 et znzA en'(12 et£3,, et nous savons
que C représentatif de la correspondante de f est milieu non euclidien deC,2C34.

Faisons une inversion de pôle C symétrique de t par rapport au plan O£Y).
Le plan O£YJ devient une sphère S de centre co inverse de C. La droite non
euclidienne C, >C34 devient un diamètre A de cette sphère et les deux droites non
euclidiennes zKz2 et zAz.t deviennent deux arcs de cercle Z,Z2 et Z3Z,, orthogo-
naux à A et à la sphère S. De plus co doit être milieu ordinaire de deux points
où ces deux arcs Z, Z2etZ3Z,, rencontrent A. Ceci prouve que les deux segments
de droite ordinaire Z,Z2 et Z3Z4 sont orthogonaux à A, de plus ils sont à égale
distance du centre.

F.g. 53.

Mais alors les deux segments Z{Z3 et Z2Z4 sont symétriques l'un de l'autre
par rapport à A, la perpendiculaire commune ordinaire à Z,Zfl et Z^Z4 passe
par le centre 00 de S et elle joint lesmilieux de Z,Z3, et Z2Z4 ; cette perpendicu-
laire commune rencontre A à angle droit, elle rencontre aussi à angle droit les
deux cercles passant respectivement par Z, et Z3, Z2 et Z4 et orthogonaux à S.

Si Ton revient à la figure primitive, cette dernière droite envisagée devient
un cercle passant par 2-, orthogonal au plan O^YJ et rencontrant à angle droit
les deux cercles de diamètre z{ z3 et z2z% orthogonaux au plan O£YJ. Ceci prouve
que la perpendiculaire commune non euclidienne aux deux droites non eucli-
diennes zi £3 et z2zA passe aussi par C, et comme dans la figure inverse considérée

(') On rapprochera notre construction de celle donnée par M. Wedekind (t. J \ des Mathema-
tische Annalen).
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plus haut co est à égale distance des deux cordes Z,Z3 et Z2Z4, *( est milieu non
euclidien de la plus courte distance des deux droites non euclidiennes z{z3

et z.2zA.
On a donc prouvé que les trois perpendiculaires communes aux arêtes

opposées d'un tétraèdre non euclidien ayant ses sommets sur la quadrique
fondamentale concouraient en un point '( qui était le milieu non euclidien
de chacune d'elles. Il résulte encore du fait que dans la figure inverse la
droite A est orthogonale en w à la perpendiculaire commune ordinaire à Z,Z3

et Z2Zn que les trois perpendiculaires communes non euclidiennes précédentes
forment un trièdre non euclidien qui est trirectangle.

La méthode de réduction continuelle nous conduit ainsi très simplement au
point 'C qui est lié d'une façon covariante aux points zn z2, z3J z,x.

Car par toute substitution S du groupe de Picard et par la transformation T
du demi-espace qu'elle définit, la forme ƒ se transforme en ƒ, équivalente dont
les racines z[, zl, z\9 z\ dérivent de zn z2, 33, zr, par la transformation T et
comme cette T est un mouvement non euclidien qui conserve les distances et
les angles, t associé comme nous l'avons vu à z{, £2, zz, zA se transformera en Ç,
associé de la même façon à s\9 z^ z^, z\. C'est en cela que consiste le fait pourÇ
d'être un covariant des points zn z2, r, z^ et pour la forme ç correspondante
de f représentée par Ç d'être un covariant quadratique à indéterminées con-
juguées de la forme f.

Il y a plus : par l'inversion relative à '('qui n'est en somme qu'une projection
stéréographique, zn z2, z^, zs deviennent quatre points Z,, Z2, Z3, Z4 d'une
sphère S qui sont tels, d'après tout ce que nous avons vu précédemment, que
Z2, Za et Z i sont les symétriques de Z,, par rapport aux trois axes d'un trièdre
trirectangle ayant son sommet au centre de la sphère. Les trois axes de ce
trièdre sont chacun un axe de rotation binaire qui ramène le tétraèdre ZiZ2Z3Z4

sur lui-même. Donc dans la figure primitive le tétraèdre non euclidien
5i> ^ î Sj) z^ admet trois rotations non euclidiennes binaires dont les axes sont
les trois perpendiculaires communes non euclidiennes aux trois couples d'arêtes
opposées. Ces trois axes non euclidiens forment un trièdre trirectangle.

Il est bien évident que si Ton considère la forme binaire T du sixième degré
dont les racines sont les points où les trois axes précédents (cercles orthogonaux
au plan O^Y]) percent le plan 0£Y), celle f orme estun covariant de la f orme f,
caries relations d'orthogonalité qui sont les seules au fond par lesquelles est
définie la forme T se conservent par toute transformation du demi-espace
associée à une substitution du grou pe de Picard. Le covariant du sixième degré T
ainsi associé à une forme biquadratique ƒ est bien connu dans la théorie
algébrique de ces formes. C'est en partant des propriétés de ce covariant
déduites de la théorie algébrique que M. Klein {Mathematische Annalen,
t. IX) a donné de la forme biquadratique ƒ et de son covariant du sixième degré
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précisément, la représentation à laquelle nous a conduit tout naturellement la
réduction continuelle, après inversion relative au pôle £', à savoir : ZnZ2 ,Z3 , Z4

racines de la forme f se déduisent de Z, par symétrie relativement aux
trois axes d'un trièdre trirectangle ayant son sommet au centre de la sphère
qui porte les racines; la forme covariante T du sixième degré a ses racines
représentées par les points où les trois axes du trièdre trirectangle percent
la sphère. Il est remarquable qu'on puisse arriver à ces représentations géomé-
triques très simples en partant de la théorie arithmétique de la réduction.

Si l'on voulait calculer explicitement T voici comment on pourrait faire. La
rotation non euclidienne qui permute (zK et ^2), (z3 et ^4) se traduit par la
relation

( S , S , , Z o , 5 3 ) = (z', S , , Zly C 4 ) .

Ses points doubles qui sont deux des racines de T sont données par

qui s'écrit
( - 1 — 5 8 ) ( S — 5 2 ) ( 3 — 5 4 ) + ( S 2 — Zk) (z — Z3)(z—Zl) = O.

Les deux autres couples de racines de la forme T seront déterminées de
même par

( s , — z 9 ) ( z — z 3 ) ( z — z k ) H- ( s 3 — z k ) ( z — Zi) ( z — z 2 ) = 0
et

(z{ — zk) (z — z-,) (z — ^ 3 ) + (z2 zs) (z s 4 ) (z — 5 t ) = o .

Le produit membre à membre de ces trois équations fournit une équation
du sixième degré quia pour racines les racines de T et dont le premier membre
n'est autre que T (5, 1). Nous pouvons nous servir d'ailleurs de ces trois équa-
tions pour écrire des conditions de réduction de la forme/.

En effet, les trois formes quadratiques de Dirichlet dont les racines sont
données par ces trois équations, à savoir :

A=(si — Si) (a — sty) (a — zrf) + (zt— sk) (a — zzy) (oc— zty),

ft=(sl — s1)(a; — z3y)(x — zky) + (z3—zk){a;—zly)(a; — 3%y),

/ 3 = ( - i — 5*) (a? — z,y)(x — ziy)-h(zi — zz)(x — zky)(œ — zKy),

seront représentées par les trois perpendiculaires communes non euclidiennes
aux arêtes opposées du tétraèdre non euclidien zn z2, ^3 -». Lorsque le point £
étant l'intersection de ces trois droites non euclidiennes sera dans iz0J domaine
fondamental du groupe de Picard, les trois droites non euclidiennes coupe-
ront ir0, elles représenteront donc des formes quadratiques réduites. Donc
pour que ƒ soit réduite il faut que les trois formes de Dirichlet ƒ , , / 2 , / 3 soient
réduites, mais ceci n'est pas suffisant. Les conditions qui expriment q u e / n f2J
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ƒ3 sont réduites sont nécessaires pour que ƒ soit réduite, mais non suffisantes.
Nous terminerons le cas des formes biquadratiques en montrant comment le

calcul de la correspondante de ƒ peut se conduire jusqu'au bout par la méthode
directe. Le déterminant S de cp est

Uf 5b(*/— -y) = 2 * ' ^ ^(t' — Zj) e n P0 S a n t X=lf.

II faut chercher son minimum lorsque {l\l\l\t\) est supposé constant. Ceci
donne les équations

1 do _ 1 do _ - do _ . do 1 .

Considérons

2 / , ^ Ô = O, 2 8 5ï 0 = 0,
et puis

, ào . F ^

Ajoutons les deux premières et retranchons-en les deux dernières, il vient

A1>l2 cD'C(^1 — Z2) = /\3

et, par d'autres combinaisons analogues, on a

Ai A4 ^ ( ^ i — z>t) =r- A2 A3 ^ ( ^ 2 — sa)m

De là se tire bien simplement

l\ = ï,ï,l,,D^^n^2Z en posant X,y = 3fc(*, — -y),
o)bj2 2̂ v>13 o ) b n

ce qui donne pour X' ,X*,XJ,XJ des valeurs proportionnelles à

La correspondante de ƒ s'obtient donc pour les valeurs suivantes des para-
mètres

1
/(Dbi3 0b34.>)^4l V rp2 / < )̂bl2 ̂ b j 3 a)^23 \

~ \ 5̂ 21 0b„ ^bH / * " " \ ^41 3b42 "%43 /

Ce calcul effectif de 9 correspondante de / exige la connaissance des
racines de / , il ne semble pas qu'on puisse tirer directement les coefficients
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de cp de ceux de ƒ sans passer par les racines de f. D'ailleurs, en pratique, on
pourra faire des calculs approchés pour trouver ces racines, ce qui donnera cp
avec une certaine approximation connue. Celte approximation, qui est
d'autant plus serrée que celle des valeurs approchées des racines Test, pourra
être rendue assez petite pour qu'il n'y ait pas d'hésitation sur la connaissance
du pentaèdre u dans lequel tombera le point *( représentatif de 9, ce qui équi-
vaut à dire en somme que, si l'on réduit la forme approchée ç trouvée, elle
restera réduite tant que les coefficients resteront dans les liniites trouvées
pour Vapproximation, si cette approximation est assez serrée, et cest tou-
jours la même substitution qui la réduira, sauf dans le cas où le point ( repré-
sentatif de la correspondante de ƒ serait lui-même sur une des faces de la divi-
sion pentaédrique de l'espace, auquel cas il y aurait deux réduites pour f\ et
on les trouverait en faisant varier les coefficients de la forme approchée trouvée
pour cp dans les limites de l'approximation; il y aurait deux formes réduites
à considérer pour cette forme approchée et suivant les valeurs des coefficients
dans les limites d'approximation c'est l'une ou l'autre de ces deux formes qui
serait réduite ; par les deux substitutions inductrices ainsi trouvées se dédui-
raient de f les deux f ormes réduites équivalentes.



CHAPITRE IV.
APPLICATION DE LA MÉTHODE AUX FORMES A COEFFICIENTS RÉELS.

On a vu, dans une remarque faite à propos de l'application de la méthode
générale aux formes cubiques ƒ à coefficients réels, que le point '( représentatif
de la correspondante de ƒ était dans ce cas un point du plan O£T, plan par rap-
port auquel le domaine D associé à ƒ était symétrique. La substitution S ( f)
dont l'effet était d'amener sur TT0 le pentaèdre TU, auquel appartient l (situé du
même côlé que TC0 par rapport au plan Oljx) était une substitution modulaire à
coefficients réels. Ceci est évident si l'on remarque que cette substilulion doit
conserver le demi-plan O£T ( T ^ > O ) et le demi-plan O£YJ ( Y J > O ) . Si l'on
remarque de plus qu'une telle substitution (et la transformation T associée),
transforme un cercle d'axe O£ en un cercle d'axe O£, on voit de suite que la

(!) Note Sur les substitutions modulaires réelles envisagées dans le groupe de Picard :

i° Toute substitution S du groupe de Picard qui conserve le demi-plan O£T(T > o) et le demi-

Fig. 54-

plan O£Ï)(Ï] > o) est une substitution modulaire réelle, car elle conserve l'axe réel O£ et le demi-
plan analytique O\t\{rk > o).

2° Par une telle substitution S et par la transformation T associée, un cercle d'axe O£ (droite
non euclidienne normale au plan OÇT) devient un cercle d'a\e O£.

Conclusion : soient Ç le point où un tel cercle perce le demi plan O £ T ( T > O ) et z le point où
un tel cercle perce le demi-plan Oçq (rt > o ) ( l ).

Amener Ç dans TT0 par une substitution S qui transforme en eux-mêmes chacun des deux

( ' ) Ç cl . ont même affixe, l'un par rapport à 0 ^ , l'autre par rapport à 0 ; T ( .
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substitution S à faire est la substitution réelle modulaire qui amène £ dans ®0

domaine fondamental de la division modulaire du demi-plan O£T(T > O ) , ce
(Do n'étant autre que la face de TT0 située dans le plan O£r, et sous cette forme
on voit que le demi-plan O^T (T > o) jouant ici le rôle du demi-plan O ÇY] (YJ> O)
dans la première Partie, S est bien la substitution réductrice de ƒ à laquelle
aurait conduit la première Partie.

La remarque n'est pas particulière aux formes cubiques. Elle se présente
aussi, et l'on devait s'y attendre, pour les formes biquadratiques à coefficients
réels.

Trois cas sont possibles :

1. La forme a toutes ses racines réelles. — Le domaine D auquel conduit
notre méthode est le quadrilatère non euclidien zts2z3z4 du demi-plan
O ^ T ( T > O ) . C'est exactement le domaine que nous avions associé à ƒ dans la
première Partie et dans le demi-plan O£Y] (Y) > o). Le point Ç représentatif de
la correspondante s'obtient immédiatement par ce fait que deux arêtes opposées
du tétraèdre de la théorie générale sont ici sécantes, ce sont les diagonales ztzs

et z2Zt du quadrilatère. Leur perpendiculaire commune non euclidienne est
donc la perpendiculaire non euclidienne au plan non euclidien de ces deux dia-
gonales, élevée en leur point de concours. *( ne peut donc être que ce point de

Fig. 55.

concours, puisque c'est le milieu non euclidien de la plus courte distance qui
est nulle.

D'ailleurs ici les perpendiculaires communes aux couples d'arêtes opposées
sont :

i° La droite non euclidienne par '( normale au plan O^T (c'est le cercle d'axe
O£ passant par Ç);

dièdres d'arête O£ (Y) > o, T > o) et (/] < o, T > o) revient donc à amener z en Z dans le
domaine fondamental (Do du groupe modulaire dans le demi-plan O ÇTJ ( /j > o ) et inversement,
puisque la division découpée dans le demi-plan O£T(T;>O) par la division pentaédrique
du demi-espace iVest autre que la division modulaire de ce demi-plan (résultat connu).

J. 18
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2° La droite non euclidienne orthogonale à ztz2 et z^zk (cercle orthogonal
aux cercles de diamètre zKz2 et zzz,x dans le plan O£r);

3° La droite non euclidienne orthogonale à zi z,t et z2z% (cercle orthogonal
aux cercles de diamètre zK zk et z2z^ dans le plan O£T).

Ces trois droites non euclidiennes concourent bien en *( et y forment bien un
trièdre non euclidien trirectangle (on a en effet vérifié dans la première Partie
que les cercles envisagés au 20 et 3° étaient orthogonaux en l point de concours
des cercles de diamètre z{z3 et z2zh).

Le résultat trouvé concorde avec celui trouvé dans la première Partie.

2. La forme a deux racines réelles. — Notre tétraèdre D associé à / a deux
sommets z{z2 sur O£ et zzz^ symétriques par rapport à Olj. Il est symétrique
par rapport à O$T et découpe dans ce plan un triangle non euclidien de

Fig. 56.

sommets zn z2 et (3 intersection avec O£T du cercle de diamètre z3zA. (3 a
pour affixe dans le plan O ^ exactement Paffixe de ~3. Donc le triangle §z2zK

est exactement celui auquel conduisait la réduction continuelle de la
j'orme f (dans le plan O£Y]) dans la première Partie.

Pour avoir L représentatif de la correspondante de fx considérons la perpen-
diculaire commune non euclidienne aux arêtes opposées zKz2 et z^zA du tétraèdre
non euclidien D. Ce n'est pas autre chose que le cercle orthogonal à O£ du
plan O£T mené par (3 orthogonale ment au cercle de ce plan ayant pour
diamètre ztz>. Ce cercle rencontre en '(, le cercle de diamètre ziz2 el'Qsera

milieu non euclidien de ^ L , . NOUS retrouvons exactement le point *( trouvé
dans la première Par t ie .

3. La forme a ses racines imaginaires. — Alors zK et z2 ainsi que s3 et zk

sont symétriques par rappor t au plan O ^ T . Le té t raèdre zlz2znzi se rédui t
encore au quadri la tère non euclidien ^ , ^ ^ 3 r 4 symétr ique par rappor t au
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plan O£T. Comme les droites non euclidiennes ; , Ô et z2z,t sont des cercles
ordinaires d'axe O £ elles coupent O£T en (3, et (J2 qui ont pour affixes dans ce
plan les mêmes affixes que z{ et z2 dans le plan O£Y].

La section du domaine D par le plan OÇT est le segment non euclidien (3, (32

auquel nous avait conduit la première Partie.
D'autre part la plus courte distance non euclidienne à z{z2 et z^s^ est le

Fig. 57 .

segment non euclidien (î, (32 (c'est là une chose immédiate) et son milieu qui
est le point *( cherché est exactement le point auquel nous avait conduit la pre-
mière Partie. D'ailleurs il est aisé (et nous n'insistons pas là-dessus) de voir
que les droites non euclidienneszK z,x et z2z^ passent par Ç, leur perpendiculaire
commune est la droite non euclidienne élevée par Ç normalement au plan non
euclidien zlz2z{iz,l; enfin il est aussi aisé devoir sur la figure que la perpendicu-
laire commune aux arêtes z^z^ e t^z 4 n'est autre chose que le cercle y d'axe 0%
passantpar '(( c'est une pure propriétéde pôleset polaires dans le cercle ztzÀzAzA

qui montre l'orthogonalité de ce cercle y aux cercles de diamètre zK z3 et z2 z^
situés sur la sphère £z{ ZyZ^Zt). De là se conclut que ces trois perpendiculaires
communes forment un trièdre trirectangle non euclidien.

Il ressort bien des remarques précédentes que, dans le cas des formes biqua-
dratiques encore, notre méthode de réduction générale conduit au même résultat
que la méthode d'Hermite exposée dans la première Partie. Il y a là un fait
général auquel nous arrivons maintenant et qu'il s'agit d'expliquer.

Considérons une forme ƒ à coefficients réels ayant les racines réelles
aM a,, . . . , â  et les couples de racines imaginaires conjuguées ( p , ^ ) , . . . ,

f— a^œ - aty) . . .(*• — (œ — fay) {œ — (3; y) . . . (j? - (3vy) (a? - fr y)

(/JL+ 2V=: /l).
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Avec notre méthode générale nous lui associons la forme quadratique définie
à indéterminées conjuguées suivante :

<f = t\$&(x — «!/)+-. ..+ §M>(œ — crVly) 4- u] X(#— fa y) H- u'* X(# — (3', y) H-...
+ «5 Jfc(* - (3Vƒ ) + u? K>(œ - P'vy),

dépendant de n paramètres zj, ..., z£, w ,̂ M'*, ..., HJ, ^V2- (Bien entendu &ƒ et
u[% expriment ici deux nombres positifs indépendants et non deux nombres
complexes conjugués). Son point représentatif *( décrit l'intérieur et la surface
du polyèdre non euclidien convexe D (*) ayant pour sommets les points a n

a2, ..., a^, p,, p;, . . . , pv, P'v du plan OÇY].
Il est immédiat que ce polyèdre est symétrique par rapport au plan O £ T ( 2 ) .

Cherchons sa section par ce plan. C'est un polygone non euclidien convexe
puisque le polyèdre D est convexe.

Remarquons maintenant que les droites non euclidiennes (3 , ^ , PaPi» •••?
Pvp!, rencontrent le plan O^T en des points B,, B2 , . . . , Bv ayant dans ce plan
pour affîxes p1? p2, . . . ; pv. Comme ces droites sont intérieures à D ou sont des
arêtes de D, il suit que B,, BJ5 ..., Bv seront intérieurs au polygone de section
ou en seront des sommets.

D'ailleurs a,, a2, ..., a^ sont aussi des sommets de ce polygone, et les som-
mets du polygone sont tous les txn et ceux des B; qui sont fournis par des
droites p, P't arêtes de D.

Un peu de réflexion suffit avec ces remarques pour se rendre compte que ce
polygone de section est le polygone trouvé dans la première Partie : c'est le
plus petit polygone convexe non euclidien qui contienne à son intérieur ou sur
son contour tous les points a,, a2, . . . , a ,̂ B n B,, . . . , Bv.

Voici un premier résultat : La section du polyèdre D par le plan O £r est le
polygone associé à la f orme f par la méthode de la première Partie inspirée
d'Hej mite quand on représente les racines de la f orme f dans ce plan.

Il faut maintenant, pour trouver la correspondante de ƒ par notre méthode
générale, considérer

â étant le déterminant de 9.
Or ,x(a0) = a\. Montrons maintenant, et éestlà le point essentiel, que dans

tout système de valeurs des paramètres qui fait prendre à 0 sa valeur minimum
les paramètres u?, ut

2 sont deux à deux égaux (wf = u[2 quel que soit i).

(*) Dans tout ceci, convexe s'entend au sens où on l'a déjà défini : chaque face du polyèdre
laisse tous les sommets du même côté.

(2) On se convainc ensuite sans peine que toute face de D qui coupe le plan O£T est ortho-
gonale à ce plan.
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Remarquons pour cela que ç associée de ƒ s'écrit

= t\ X(a? - a,y) H-.. .4- /jiX(tf - a^y) 4- [«/* X(a? —p,y) 4

Or

çf- étant une forme définie d'Hermite dont le point représentatif Zt est sur la
droite non euclidienne ^Pi , dont le déterminant S/ est constant et égal à

*(P/-K).
Supposons maintenant que pour faire la recherche du minimum de 0 on

assujettisse d'abord /J, ..., /J à rester fixes, ainsi que les produits u{u'i9 u2u2,
u3u\j ..., uyi/v. Alors

t\

est une forme définie fixe $0 .
En posant

©/est une forme dont le point représentatif est quelconque sur la droite non
euclidienne (3£ (3J, mais qui a un déterminant fixe

Nous pouvons écrire
9 — O 0 4 - <t»i 4 - 4 - * v

chacune des formes définies du deuxième membre ayant un déterminant Ao,
A,, . . . , Av qui est fixe.

La recherche du minimum de G, le dénominateur l\. ..lpu]u\*.. .ulu* étant
constant, dans nos hypothèses, revient à celle du minimum de S déterminant
de cp.

Si Ton pose
^ 0 = P<>xx'— Qoa?/— Qox'y 4- R o / /

et

«i = Vtœx'- Qtxy'— Q; œ'y 4- R,//,

un calcul simple prouve que Ton a
déterminant de o=zd-= A04- A t4-.. .4- Av4-2A/y,

SA/y étant étendu à toutes les combinaisons de deux indices différents de la
suite o, i, . . . , v en posant

Dans nos hypothèses Ao, An . . . , Avsont constants. On a vu dans une recherche
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précédente que \tJ est minimum lorsque la distance non euclidienne des points
£,-, Ç, qui représentent les formes $, et $y est minimum. Or £0 est fixe, ̂  décrit
la droite non euclidienne $t$'t (pour î= 1,2, ...,v). Il est clair alors que chacun
des AtJ (7, j = T ,2 . . . , v) .sera minimum lorsque les deux points tf-, '(, seront
dans le plan O ;T orthogonal à chacune des droites (3,(3', , ^ 3 ' , , £/(/ étant alors
la perpendiculaire commune non euclidienne à ces deux droites (3,(3) et (3,(3', non
euclidiennes. C'est encore vrai pour AoA quel que soit k car Co est fixe et si tk est
dans le plan O^T, Z0Zk sera la perpendiculaire non euclidienne abaissée de Ço

sur la droite non euclidienne (3A j3'A ( * ).
Dans nos hypothèses, à savoir pour l\, ..., j * fixes, Wj*/t, ..., WVM'V cons-

tants, le minimum de 0 est donc atteint lorsque ux = u\, u2 = u2, ..., uv= u^
(puisque c'est à ces conditions seulement que £,, ..., Useront situés dans le
planO^i). C'est un premier résultat obtenu. Restera ensuite à savoir pour
quelles valeurs de /,, ..., /^, de u\ = u\2

9 u\ = w'2
2, . . . , u\ = u", 6 atteint son

minimum absolu, mais nous sommes sûrs par ce qui précède que pour ces
valeurs on aura u]= u'/ quel que soit i et c'est ce que nous voulions établir.

Alors on voit que l'associée de cp s'écrit

(3vy) -r X(a: — (3'vj)].

Son point représentatif £, barycentre non euclidien des points a,, a2, ..., a^
affectés des masses /J, . . . , /*, et des points (3/, (̂  ayant tous deux la masse
/̂/ (̂  =- i, 2, . . . ,v ) , est situé dans le plan O ^ T . Ceci est d'ailleurs évident si

l'on développe o car <p s'écrit

(p z= pxx' — q^y' — Ç&'y + ' 'y/ ' (^Î 7J ; ' étant réels) ;

r = f̂ (7, + . . . -+- tfa + «f ( Pt + p; ) + . . . -w/;; ( pv -h p; ),
• = t\ ai -h . . . H- ̂ ag , + 2 M? (3, ft H- . . . + a wî (3V (3^.

Par rapport aux axes Oi; et OT, "C a pour ajfixe la racine de la forme qua-
dratique définie

c^l=pjc'>— iqxy + ry*

obtenue en supposant x ety réels dans la forme à indéterminées conjuguées

précédentes. C'est facile à voir puisque ÜP = -> P étant la projection de Ç sur

^ et <yt = - .

(!) On réalise donc le minimum de o en réalisant à la fois le minimum de tous les A/y, ce
qui se fait en supposant tous les tt dans le plan OJx.
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Ce qui se passe dans le demi-plan O£T ( T > O ) est donc identique à ce qui
se passait dans le demi plan O^rj (YJ > o) avec la méthode d'Hermite exposée
dans la première Partie.

La forme quadratique réelle cp, à laquelle en somme se réduit cp est exac-
tement la forme associée à ƒ dans la première Partie puisque, en suppo-
sant x et y réels (ce qui est le cas dans la première Partie), cp devient

2 u] (j? — (3, y) {oc — p ; y ) -+- . . .

et sous cette forme on reconnaît bien la forme quadratique associée à ƒ dans la
première Partie.

Donc le déterminant o de cp, § = pr — qq', se réduit ici, puisque q est réel, à

d—pr—</2, déterminant de <p,.

La fonction 6 de la théorie générale doit être prise égale à

a^
f l t l . . 2 . / ' 1 j . l . . i l . . 2 , . ' 2 5

6 | . . . lu,W i II y II 2 M > . • • t t y U\f

et comme il faut prendre u] = u* quel que soit i, elle s'écrit

i]... /p u\ / / * . . . ui

o étant le déterminant de cp,.
C'est exactement la fonction G qu'on avait à étudier dans la première

Partie, pour en chercher le minimum.
Si l'on joint à cela que la substitution S du groupe de Picard à faire pour

amener sur TC0 le pentaèdreir, de la division de Picard auquel appartient t9

point représentatif de la correspondante, et qui est du même côté que TT0 par
rapport à O£T, est exactement la substitution du groupe modulaire réel qui
amène un point ayant Fa f fixe de £ par rapport aux axes O;T dans (Do, domaine
fondamental du groupe modulaire réel dans le demi-plan O£T ( T > O ) (CD°
n'étant autre que la face de T:0 située dans le plan ()£*:), il est alors bien clair
que la méthode générale exposée dans cette deuxième Partie, appliquée à
des formes à coefficients réels, donnera les mêmes résultats que la méthode
d'Hermile exposée dans la première Partie, et il fallait bien s'en assurer
pour ne pas donner une généralisation qui fut sans intérêt.

Application. — II est donc établi que la fonction 0 associée dans la
première Partie à une forme f à coefficients réels a même minimum que la
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fonction 6 associée à celle même forme dans la seconde Partie. Rappelons
que cette dernière fonction est

o

en posant o égal au déterminant de la forme

zn s a , . . . , zn étant les racines de la forme ƒ

ƒ =z ao(j? — r, y) . . . (x - zny).

Les expressions différentes de 0, selon que le nombre des racines réelles de j
varie, données dans la première Partie, sont ici ramenées à la seule expres-
sion ( i) . C'est là un résultai fondamental.

L'explication cherchée par Hermite de ce fait que l'équation reliant le déter-
minant d'une forme ƒ à coefficients réels (minimum de la fonction 0 associée)
aux coefficients de cette équation était la même quelle que fut l'hypothèse
faite sur le nombre des racines réelles de ƒ, (hypothèse suivant laquelle la
fonction Ô de la première Partie et les calculs faits pour trouver son minimum
diffèrent beaucoup), nous apparaît maintenant comme toute naturelle.

Quelle que soit en effet l'hypothèse faite sur le nombre des racines réelles, la
fonction 0 que par la relation (i) nous associons à fa la même expression (i)
en f onction des racines. Son minimum, qui est le déterminant de f\ sera donc
une fonction de ces racines dont le calcul peut être fait indépendamment de
toute hypothèse particulière sur la réalité des racines, ainsi qu'il a été vu dans
les exemples traités des formes cubiques et biquadratiques. Les calculs à faire
pour l'obtenir étant identiquement les mêmes avec notre méthode quelle que
soit l'hypothèse faite sur la réalité des racines, il n'est donc pas étonnant que
l'équation reliant ce déterminant aux coefficients de la forme ƒ, équation
qu'Hermite s'attachait à déterminer dans son Mémoire sur la réduction des
fonctions homogènes (Œuvres, t. I, p. 84 à 93), soil toujours la même quel
que soit le nombre des racines verlies de la forme. Voilà ; semble-t il, ce qui
explique l'unité du résultat auquel parvenait Hermite malgré la diversité de
ses calculs selon les hypothèses faites, et qui répond aux quelques lignes
(extraites du Mémoire cité plus haut) que nous avons transcrites à la page 116
du présent Mémoire.

Les avantages de la méthode de réduction exposée dans cette deuxième
Partie sont multiples : la méthode, d'abord, s'applique à toute forme binaire à
coefficients complexes; ensuite, appliquée aux formes binaires à coefficients
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réels, elle se confond exactement avec la méthode d'Hermite, mais offre plus
d'unité que cette dernière méthode et, par conséquent, éclaire d'un jour
nouveau plusieurs points obscurs de cette méthode; elle fait voir en particulier
que toutes les racines d'une forme à coefficients réels jouent le même rôle
dans la réduction, bien qu'il semble à première vue dans la méthode d'Hermite
que les racines réelles jouent un rôle différent des racines imaginaires. La géné-
ralisation qui constitue la deuxième Partie du présent Mémoire s'imposait
donc, comme s'est imposée l'introduction des nombres complexes pour l'étude
de toutes les racines d'une équation à coefficients réels. Les substitutions
réelles modulaires suffisent pour V étude d? une f orme ayant toutes ses racines
réelles comme suffit V étude des formes quadratiques ordinaires à coefficients
réels, puisque, comme on l'a vu, le domaine D associé à cette forme est alors
un polygone non euclidien situé dans le plan O£T, et, par suite, la méthode de
réduction continuelle n'utilise que des substitutions réelles. Mais si la forme a
des racines imaginaires, le domaine D a des points hors du plan O£T, Jes
substitutions réelles modulaires ne suffisent plus et, puisqu'il y a des racines

z = — ? imaginaires, il est naturel d'envisager les substitutions modulaires où x
j

et y ne sont plus simplement réels, mais complexes ; autrement dit, il est plus
rationnel, plus conforme à la naturede la question de s'adresser aux formes
d'Hermite à indéterminées conjuguées et au groupe de Picard, qu'aux formes
quadratiques à coefficients réels et au groupe modulaire réel. Et c'est à ces
deux: modifications essentielles que peut se ramener la généralisation exposée
dans cette deuxième Partie du Mémoire actuel.

REMARQUES ADDITIONNELLES.

On a observé que, ƒ étant une forme binaire à coefficients quelconques
complexes, la forme correspondante cp quadratique à indéterminées
conjuguées qu'il faut réduire pour avoir la réduite de f (ç et ƒ étant réduites
par la môme substitution) est un covariant de f d'une espèce particulière,
puisque à ƒ et ƒ, équivalentes dans le groupe de Picard correspondent des
formes d'Hermite cp et cp, équivalentes par la même substitution. Le point
représentatif ( de la forme ç est lié aux points zt racines de ƒ par des relations
de géométrie non euclidienne qui sont conservées par toute transformation T
du groupe de Picard; c'est ce que nous avons vérifié a posteriori pour les
formes cubiques et biquadratiques, auxquels cas nous avons appris à cons-
truire Ç connaissant les zt à l'aide de ces relations géométriques que nous avons

J. 19
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pu éclaircir complètement. Le point Ç représentatif de la correspondante de ƒ
apparaît donc comme un covariant des points racines de ƒ (covariant en
géométrie non euclidienne) par toute transformation T (qui est un mouvement
non euclidien).

On pourrait tirer de là une conception purement géométrique de la réduc-
tion des formes binaires. Supposons que, par un moyen quelconque, on sache
associer aux points racines zt de la forme un point t du demi-espace (T > o) et
cela de telle façon que les relations géométriques qui relient les zL à C soient
invariantes par toute transformation T du groupe de Picard (comme sont inva-
riantes les distances non euclidiennes et les angles par une telle transformation),
alors ( pourra servir à représenter une forme d'Hermite positive <p? qu'on pourra
appeler une correspondante de ƒ, dont la réduction se fera par la même substi-
tution modulaire que celle de ƒ. Cette méthode serait satisfaisante si elle
permettait, comme il est essentiel clans toutes les théories arithmétiques de
réduction, d'obtenir des limitations des coefficients de la f orme réduite de f.
L'équivalence de deux formes f et fK serait ramenée à l'identité des réduites
comme dans les théories arithmétiques de réduction.

Cette conception géométrique pourra rendre des services pour des formes ƒ
douées de propriétés spéciales facilitant la découverte de points *( doués
des propriétés de covariance signalées plus haut par rapport au groupe de
Picard.

Exçmple. — Prenons une forme générale du cinquième degré, et représen-
tons ses racines zx z2z^z,tz,0 sur la sphère S, en géométrie non euclidienne par
rapport à 1 comme quadrique fondamentale.

Envisageons l'hexaèdre convexe de sommets znz2, z^ z.t, z0 auquel conduit
la réduction continuelle exposée dans la deuxième Partie de ce Mémoire. Il est

formé de deux tétraèdres accolés par la base. Ici ce seront zhzKz^zz et
>z\ Zii
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Un peu de réflexion suffit à se rendre compte que :

zAzo est le seul segment joignant deux des racines de la f orme qui ren-
contre le triangle f orme par les trois autres racines prises pour sommets en
un point intérieur à ce triangle.

Le point £ est dès lors un point covariant des cinq points zn z2, 33, z.n ztJ

par toute transformation T du groupe de Picard, puisqu'une T étant un mou-
vement non euclidien transforme l'hexaèdre précédent en un hexaèdre analogue
ayant pour sommets Z,, Z2, Z3, Z,, Z5 transformés de zn z2, s3, s - , , ^ ; z^z6

étant intérieur à l'hexaèdre primitif, son transformé Z.Z^ sera intérieur à
l'hexaèdre transformé, u intersection de zhzo et du plan z^z^z^ se transformera
en Z intersection des transformés (Z.Z^ et le plan Z,Z2Z3) de z.zt) et du
plan ziz2zi. Remarquons que, puisque c'est un point intérieur, on pourra
l'obtenir comme barycentre non euclidien de zn s,, .. ., zo pour des \aleurs
de t), /*, /J, /J, t] convenables des masses attribuées à ces points racines.

Deuxième exemple. - Envisageons la forme F du sixième degré ayant pour

racines o, i , «, i -h i', ^-i-^, ^D. Le domaine D associé est un octaèdre non eucli-

dien bien connu, car il reste invariant par un sous-groupe fini du groupe de

Fig. 59.

Picard. Les trois diagonales non euclidiennes se coupent à angle droit en un
t—

point Z de coordonnées Ç = —, yj = - ? i = — (qui est un des sommets de TC0).
2 2 2

Z est un covariant des six racines par toute transformation T du demi-espace
qui est un mouvement non euclidien.

Si l'on transporte maintenant cet octaèdre dans une position quelconque, à
l'aide d'une transformation

(S) Y = yx -h à y
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(a, {3, y, S étant d'ailleurs quelconques}, ou bien

et la transformation T qui lui correspond, on obtient une forme du sixième
degré ƒ, dont les racines, tout en n'étant plus rationnelles, ont entre elles les
mêmes relations géométriques (invariantes partout mouvement non euclidien)
que les racines de la forme primitive. Pour cette forme l'octaèdre associé aura
encore trois diagonales formant un trièdre trirectangle non euclidien dont
le sommet £ sera un covariant des racines et pourra servir à la réduction
de la forme ƒ.



TROISIÈME PARTIE.
SUR CERTAINES FORMES BINAIRES DE DEGRÉ SUPÉRIEUR

A INDÉTERMINÉES CONJUGUÉES.

Préliminaires. — L'introduction en théorie des nombres des formes à indé-
terminées conjuguées est due à Hermite [Mémoire « sur la théorie des formes
quadratiques » (Œuvres, 1.1, p. 234 et suiv.)|. Après lui on s'est occupé d'étudier
les formes quadratiques à indéterminées conj uguées d'un nombre quelconque de
variables, mais il ne semble pas exister dans la littérature mathématique
jusqu'à ce jour la moindre étude sur les formes i\ indéterminées conjuguées de
degré supérieur au second. L'étude qui va faire l'objet de la troisième Partie
de ce Mémoire, encore qu'elle ne porte que sur une catégorie particulière de
telles formes, va nous conduire à des résultats qui ne sont pas sans intérêt et
qui montreront que les formes à indéterminées conjuguées de degré supérieur
au second méritent autant d'attention que les formes quadratiques. On
reprochera peut-être à l'étude présente de ne considérer que des formes d'une
nature bien particulière. Il me suffirait cependant de constater que dans une
étude toute nouvelle, comme l'est, semble-t-il, celle qui est entreprise ici, il est
bon de commencer par les cas les plus simples. Se borner à l'élude de formes
binaires à indéterminées conjuguées décomposables en produits de formes qua-
dratiques d'Hermite, c'est un peu faire ce que faisait Hermite quand il posait,
comme premier problème de la théorie des formes de degré n à n variables,
l'étude de celles de ces formes qui se décomposent en n facteurs linéaires
[Mémoire ce sur le nombre limité d'irrationnalités auxquelles se réduisent les
racines des équations à coefficients entiers complexes d'un degré et d'un discri-
minant donnés » (Œuvres, t. I, p. 4*5 à 42$)].

L'étude présente n'est en somme qu'un premier pas dans la théorie des
formes à indéterminées conjuguées de degré supérieur. Les résultais obtenus et
les méthodes simples employées pour les obtenir montreront, je l'espère, qu'elle
présente un certain intérêt. On s'est borné aux formes binaires, car c'est le cas
où l'on peut se servir de représentations géométriques simples et extrêmement
utiles. On constatera également qu'après l'étude qui fait l'objet de la deuxième
Partie de ce Mémoire, il était naturel d'aborder l'étude des formes à indéter-
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minées conjuguées décomposables en produit de formes d'Hermite, qui en
constitue une extension toute naturelle, avec similitude des résultats obtenus
et des moyens employés à les obtenir. Ces raisons m'ont paru suffisantes pour
entreprendre l'étude qui fait l'objet de cette troisième Partie.

Définition. — Les formes binaires à indéterminées conjuguées que nous
considérerons dans la suite sont des polynômes entiers par rapport aux variables
x, y et aux variables conjuguées x' ,y'. Par rapport à l'ensemble des variables
(a?, y) un tel polynôme est de degré n et homogène; il est également homogène
et de degré n par rapport à l'ensemble des variables (x', yf). C'est donc une
somme de monômes du type

Kxky'x'k'y'r avec k-\-l=n, kf-\-l'z=.n.

De plus, les formes envisagées devront prendre des valeurs réelles quelles
que soient les valeurs complexes attribuées à x, y (xf et y' recevant les valeurs
conjuguées). Et pour cela à tout monôme kxkyl x'h' y'1' de la forme en question
devra correspondre, dans la même forme, le monôme conjugué

k.' x'ky'1 xk'yr (A' étant conjugué de A).

En particulier, le coefficient A d'un monôme tel que KxKylx'kyl sera
supposé réel (correspond au cas où k = k'', / — /', auquel cas xkyLx'k'ya' et
xk'yvx'ky'1 se confondent et sont réels). Une telle forme se désignera par
f(x, y, x\ y') ou, pour abréger, par f(x, y). Par rapport à l'ensemble
(# ,y , x',y') c'est un polynôme homogène de degré pair in.

Exemples. — i° Forme quadratique d'Hermite (n = i) :

axx1 -\- bxy'-\- b'x'y -\- cyy' (a, c réels);

2° Forme biquadratique (zz = 2) :

ax2œn-\- bx*xfyf-hb'xft>xy-t-cx2yf2-{-cfxr2y*-h dxyx'y' H- exyy'2-\- e'x'y'y2 -i-fy^y1*

{a, d, ƒ réels).

Si l'on divise une forme ƒ(# , y) du degré 2/z par yny'n, on obtient, en posant

X t X1

Z = — ) Z ~ZZ p

y y
un polynome'du degré in en (z, 5') qui, par rapport à chaque variable, est du
degré n. Nous le désignerons souvent par ƒ(£, 1).



CHAPITRE I.
LES FORMES BINAIRES DÉCOMPOSAIS LES EN UN PRODUIT

DE FORMES D'HERMITE DÉFINIES.

Supposons que, par un moyen quelconque, on ait réussi à écrire la forme
donnée

f(x,y) = aQfif2. ..fn (l),

ƒ,,ƒ_,, . . . ,ƒ„ étant des formes d'Hermite définies, dont on peut évidemment
supposer le premier coefficient égal à un (puisque le coefficient de xx' dans
une forme d'Hermite définie est toujours ^/= o)

fv — xx'—b{xy' — b[x'y-+-c{yy' (cL — b}b[ > o),
f^ — xx'— b2xy'—b'2x'y-{-c,yy' {c2 — b%b'^ > o ) ,

fn — xx' — bn xy' — b'n x'y + cn y y' ( cn — bn b'n > o ),

cc étant réel quel que soit «, ôf-et b\ étant toujours deux nombres imaginaires
conjugués; a0 est réel ^ o et peut être supposé positif. On peut remarquer
d'abord que fl9 f2, . . . , fn étant positives quelles que soient les valeurs entières
attribuées à x, y (x' èty recevant les valeurs conjuguées), / (x\ y) sera aussi
positive quels que soient x e t / . Les formes dont on s'occupe dans ce Chapitre
sont des formes positives. C'est pourquoi elles seront simples à étudier, tout
comme étaient particulièrement simples à étudier dans la première Partie les
formes binaires positives à coefficients réels, puisque, ainsi qu'on l'a fait
remarquer, leur réduction continuelle sur les principes d'Hermite ne conduisait
qu'à un nombre FINI de formes (ƒ) équivalentes. L'équation/(J, i) = o, obtenue

en posant z= -> z'= -^ dans la forme f(x,y) égalée àzéro et divisée par y* y"1,
représente dans le plan O£Y] de la variable complexe z un ensemble de n
cercles imaginaires, ayant chacun un centre réel et un rayon purement ima-
ginaire : à savoir les n cercles qui représentent les formes / o / 2 , •••?ƒ« dans
le plan O£Y).

(!) On a écvhf(x>y) au lieu de ƒ(#, y, x\y') par simple abréviation, la confusion étant
impossible. C'est là d'ailleurs une habitude adoptée dans la théorie des formes d'Hermite. En
deuxième lieu, il est clair que la décomposition précédente n'est possible que d'une seule
manière.
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A la forme ƒ nous associons la forme d'Hermite définie suivante :

qui dépend des n paramètres jj , /*, ..., l';r

Imaginons que, t\, t\, . . . , t\ recevant des valeurs bien définies, nous rédui-
sions la forme ç par une substitution

l a? = aX+SY
(S) l (a, (3, y, o entiers complexes; aâ--py-=i),

( ƒ — y A + o i

et que nous fassions dans ƒ la même substitution

F (X, Y) = /S = / ( aX + (3Y, yX + «Y).

Puis imaginons que t\, /*, . . . , l\ varient; alors S varie avec <p, et Ton obtient
ainsi un ensemble de substitutions (S) lorsque les / prennent toutes les valeurs
possibles. Si Ton fait sur ƒ toutes les substitutions (S) on obtient un ensemble
de formes équivalentes à ƒ que nous désignerons par (ƒ) et dont nous commen-
cerons par étudier la nature.

Ceci est rendu facile par l'étude de l'ensemble (S) qui résulte de l'étude du
domaine décrit par le point '£ représentatif de <p lorsque /J, . . . , fn prennent
toutes les valeurs possibles.

A cet effet nous désignons par tt le point représentatif de la forme
fi{i = i , 2 , . . . , n)\ ti se projette sur le plan O£Y) en P,. L'affixe de P,- est b\.
De plus

Si, comme on le suppose, aucune des formes fl n'est décomposable en un
produit de deux facteurs linéaires conjugués, tous les Zt sont au-dessus du
plan Ô Y] et aucun n'est situé dans ce plan ( ' ) .

Développons op, on a
© = pxx' — qxyr—q'x'y-\- ryy1

avec
p —t\ -±t\ + . . . + «,
q = tibi-ï- t\b%+.. .+ t\bn,

Soit Z, le point représentatif de <p.

(l) Nous verrons brièvement, clans une Note placée à la fin du Chapitre, ce qui arrive si une
ou plusieurs des formes/o ayant le déterminant nul, sont décomposables en un produit de deux
formes linéaires conjuguées.



FORMES BIN\IRES NON QU VDRATIQUES. Ï 5 3

Avec la représentation projective, S étant la sphère fondamentale d'équation

xxx±— x^xz-=z o,

£t représentatif de / , a des coordonnées tétraédriques

i , bn b'n ct\

c'est un point intérieur à la sphère. Les coordonnées de *( étant/?, q, q', r9 on
voit qu'on peut écrire symboliquement

Nous sommes familiarisés avec les écritures symboliques par les questions
analogues traitées dans les première et deuxième Par t ies . Aussi allons-nous
simplement indiquer le résultat auquel on parvient : Lorsque t2, />, . . . , t*
varient, le point t*£{-+-t]£2 décrit le segment £x£2\ t2li-h ÇC.-h ÇC^ décrit
le triangle ' ( , uu 3 ; /J£,-f- tyC.2-i- t]l2-+- tll^ décrit l ' intérieur et la surface du
tétraèdre de sommets t , , £2, *(3, £hJ . . . ; le point t\£^ -+-i\£2 - h . . . 4 - t]£n décrit
Vinlérieur et la surface du plus petit polyèdre convexe D contenant à son
intérieur ou sur sa surface tous les points £n

 %C29 ..., £n. Ce polyèdre D est
convexe, ses sommets appartiennent tous à l'ensemble des points £n£2, . . . , £n]
enfin tous les points £n "C2, . . . , tn sont à l'intérieur ou sur la surface du
polyèdre D. Ces trois propriétés suffisent à déterminer complètement le
polyèdre D; £/£, sera une arête de ce polyèdre s'il existe un plan passant par
elle qui laisse tous les L, d'un même côté. On montre alors qu'il y a deux plans
passant par £,£, déterminant un dièdre d'arête <Cttj à l'intérieur ou sur les faces
duquel sont tous les ££. Ces deux plans contiennent les deux faces du polyèdre D
passant par L,L7. Le plan '£/£/Ch sera le plan d'une face de D si ce plan laisse
tous les L£ du même côté; clans ce plan la face elle-même sera le plus petit
polygone convexe contenant à son intérieur ou sur son contour tous les (, situés
dans ce plan. Ces deux remarques servent à déterminer, si l'on veut, le
polyèdre D.

Passant maintenant à la représentation de ç par un point £ du demi-
espace T > o, £ sera défini par sa projection P sur le plan O£Y] dont l'affixe est

p ~ l'i-+-t'i-h...-htfl

et par la relation

P est évidemment le barycentre euclidien des points P { , P 2 , ..., Pn (projec-
tions des points L,, £2, ..., £n qui représentent ƒ,,ƒ>, ...,ƒ„)affectés des masses
respectives t*, / ' , ..., t\ puisque V\ a pour affixe b\. En remarquant que le point

J. 20
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représentatif de t\ ƒ, 4- t\f2 est un point Ç,2 de la droite non euclidienne £,£.»
(cercle orthogonal au plan O ̂ passant par '(, '(2) qui se projette en P l 2 surP,P2

tel que
1 12 * 1 L_±

qu'on peut appeler barycentre non euclidien des masses t2
{, t* placées en ^ Z2

'̂C,2 étant affecté de la masse t\ H- Z^); ensuite que le point représentatif £123

de (l]fi -f- 2̂ A ) "+" flf* e s t u n P ° i n t de la droite non euclidienne (12(3 projeté
en P1 2 3 sur P i 2 P 3 tel que

(Çl23 étant affecté de la masse l]-ht\-+-1])9 etc.
'CP t représentatif de t\fK -+- t\f^-\-...+ /f/, est un point de la droite non

euclidienne Ç1)2j u_1( lt projeté en P12 t sur P]t> u_1( P, tel que

P7

Ç représentatif de op sera le barycentre non euclidien des points *(,, Z2, ..., £n,
affectés des masses respectives t\, / ', . . . , l\. Ce point ne dépend nullement de
l'ordre dans lequel sont rangés les points £,, 'Ç.2, . . . , Zn. On peut aussi, pour la
recherche de ce barycentre, remplacer tel groupe de points de l'ensemble '(,?
£2, . . . , trt que l'on voudra par le barycentre des points du groupe à condition
de l'affecter d'une masse égale à la somme des masses des points du groupe.

Revenant au domaine que décrit l lorsque les t prennent toutes les valeurs
possibles, on voit que ce sera l'intérieur de la surface du plus petit polyèdre
convexe 'non euclidien contenant à son intérieur ou sur sa surface tous les
points ln C2, . . . , Zn.

Ce polyèdre sera dit le polyèdre associé à la forme f ; il est complètement
déterminé par la connaissance des points £,, 'C, . . . , tn représentatifs des
formes/, , /2 , ..., fn dont le produit constitue la forme ƒ.

Dans le cas où la forme ƒ est biquadratique et se décompose en un produit de
deux, formes d'Hermite définies, D se réduit au segment non euclidien joignant
les points £,, C représentatifs de ƒ, et ƒ?. Si ƒ est dusixième degré, D devient le
triangle non euclidien ayant pour sommets £,, 'C2, u3; si ƒ est du huitième degré,
D est un tétraèdre non euclidien ayant pour sommets Cn £2, £3, £,, etc. On a
fait les figures relatives à ces trois cas.

Connaissant le domaine D que décrit '( représentatif de ç lorsque t\, ..., Cn

prennent toutes les valeurs possibles, l'ensemble des substitutions (S) est faci-
lement caractérisé.

Considérons tous les pentaèdres n de la division de Picard- du demi-espace
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avec lesquels D a au moins un point commun {intérieur ou sur la frontière);
l'ensemble (S) est l'ensemble des substitutions modulaires correspondant aux

Fjg. 60.

transformations T du demi-espace qui transforment chacun de ces pen
taèdres TU en T:0 domaine fondamental du groupe de Picard [TCO = T

< / ) / s ]
Fig 61.

L'ensemble (S) est facilement caractérisé, ainsi que l'ensemble ( / ) déduit
de ƒ par la méthode de réduction continuelle.

Mais une remarque essentielle est la suivante : Tous les sommets de D appar-
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tenant à l'ensemble *(n 'C, . . . , tn9 D est tout entier au-dessus du plan O\r\ et
n'a avec Orfc aucun point commun ; il s'ensuit de là immédiatement que D n'a
de points communs qu'avec un nombre fini de pentaèdres TT. L'ensemble (S)
et par suite l'ensemble (ƒ ) ne comprennent qu'un nombre fini d'éléments.

Fig. 62.

Ainsi pour toute f orme positive f décomposable en un produit de formes
d}Hermite positives, la méthode de réduction continuelle ne conduit quà un
nombre fini de f ormes (ƒ ).

On pourrait s'arrêter là et appeler réduite toutes les formes (ƒ) équivalentes
à f ainsi obtenues, on n'aurait qu'un nombre fini de réduites pour chaque
forme de l'espèce envisagée, quelque soit son degré. Mais on peut aller plus
loin et choisir parmi (ƒ) d'une façon plus précise une ou plusieurs réduites
destinées à représenter toute la classe de formes équivalentes à / .

Polyèdres associés à deux f ormes équivalentes. — Si deux formes ƒ et F
sont équivalentes, F = ƒ S, S étant la substitution du groupe de Picard

(xd— (3y = i; a, (3. y, o entiers* complexes),

et si ƒ est le produit des formes / n / 2 , . . . , fn formes d'Hermite positives,
F sera le produit des transformées F n F 2 , . . . , Fn de / , , / 2 , . . . , f„ par S
[F l = ƒ, S] . Par une telle substitution S et par la transformation T du demi-espace
qui lui correspond, les points £,, £2, . ..,£ra représentatifs de ƒ,,ƒ.>, ..->>fn se
transforment en Z n Z>, . . . , Zn représentatifs de F , , F2, . . . , FH [ZI = CIT].
T étant un mouvement non euclidien, le polyèdre D associé à ƒ se transfor-
mera bien évidemment dans le polyèdre (D associé à F; il est à peine besoin
d'insister là-dessus. Les domaines D et 00 associés à deux f ormes équivalentes
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f et F se transforment donc F un dans Vautre par la transformation T du
demi-espace qui est définie par S, substitution qui transforme Vune dans
Vautre les deux formes équivalentes f F = ƒ S, (0 — DT],

On tire de là f par un raisonnement analogue à celui fait dans la deuxième
Partie (p. 93) à propos d'une question pareille], quedeux formes équivalentes
ƒ et F donnent naissance au même groupe de formes (ƒ) par la réduction cou-
tinuelle. Autrement dit (ƒ) et (F) sont identiques (•). Que l'on parte de fou
dC une forme équivalente quelconque, V ensemble des formes ( ƒ ) que la réduc-
tion continuelle conduit à former est toujours le même.

On conclut aussi que les formes de Vensemble (ƒ ) sont celles des formes
équivalentes à f dont le polyèdre associé a avec TC0 au moins un point com-
mun.

Enfin reprenons deux formes

ƒ = « 0 / 1 / 2 . . . ƒ «
et

F = A0F1F2...F,„

équivalentes par la substitution (S)

(S)

Soient

F , = = X X ' - B , X Y ' - B ; X ' Y + C,YY' , . - ƒ , ( •

on aura

Ao= «o/i (», y) ƒ>(«, y ) . . . / ' i ( a » V ) = / ( a - 7 ) ^ ° ( A o > o ) ;

soient cp et $ les deux formes associées à ƒ et F,

9 = t\ ƒ,-+-...+ t%fin

9(x*y) s e transformera en $ (X, Y) par la substitution S si Ton suppose

T? = /?ƒ(«> y) (« = '.a. . . . , " ) .

Avec cette correspondance des paramètres, on voit que t représentatif de 9
pour les valeurs des paramètres / se transformera en Z représentatif de $ pour
les valeurs T des paramètres par la transformation T définie à l'aide de la

(!) Inversement d ailleurs, si les deu\ ensembles {/) et (F) ont en commun une forme, on
en conclut que ƒ et F bont équivalentes, e tque ( ƒ ) et ( F ) sont identiques.
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substitution S qui fait passer de ƒ à F
F=/S,

Définition de la réduite équivalente à f. — Parmi l'ensemble ( / ) nous
allons choisir une forme pour représenter toute la classe des formes équivalentes

Soit donc

la forme associée à

ft = œx'— bt xf — b[x'y 4- c'yy' (i = i, 2, .. ., /*),
et soit

la substitution qui réduit 9 pour certaines valeurs des paramètres t.
Soit

en posant
F,(X, Y) = X X ' - B , X Y - B;X' Y + C,YY' (i = i, 2, . . . , n).

Alors
/ (aX-4-(3Y,yX-h-ÔY) = F ( X , \ ) = A 0 F 1 F 2 . . . F / , avec A o = / ( a , y) ^ o, A a > o .

Par S, ÏÙ devient

en posant

Une première remarque immédiate se tire de

comparé à
T? = £ ƒ ƒ ( * , y ) ;

c 'es t
Ao « 0

qui prouve que -2—ÎL-7â e s t u n e sorte d'invariant par la substitution S.

(l) Nous omettrons souvent de parler de x\ y\ X', Y' et nous écrirons (S) tout simplement

'̂  r* mais il ne peut y avoir d'équivoque possible. Il ê t toujours sous-entendu que

les> lettres x\ y\ X', Y' conjuguées de a?, y. X, Y subissent une substitution conjuguée de celle
faite sur x,y^ X, Y
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— PXX'— OXY' - Q'X'Y + RYY'

i5g

étant réduite et À désignant son déterminant A = PR — QQ', qui est d'ailleurs
égal au déterminant o de' v9 on a

et

partie réelle

R =

de

P

O'
v —

Q+g'
2

Qf Q p
0 1 partie imaginaire de Q' = -^—r-^ 1 —

De plus

De la première équation par un raisonnement plusieurs fois employé déjà, on
tire

et, par suite,

à cause de

car A de $ égale S de cp
ou

Ao7-

n n
3 7 2 7

Limitons maintenant les C#. On a
T

et

qui fournit
T^ . .T?_ 1 T

qui donne, par multiplication avec

p y-1

P V1-1



i6o

D'où enfin

En se servant de

on a

et
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P V'-1

A»

<î | et

n —

i tl I ) n A n

La limitation des B, est immédiate puisque, F, étant une forme définie,
on a

Q - B , B ; > O .

Donc

Norme Bz S C,

n

6j . . . ln ( «

II

a*

— r Ao

CONCLUSION FONDAMENTALE. — Si pou?' certaines valeurs des paramètres t on
réduit la forme x» dont S est le déterminant, et si ton fait la même substitution
dans f on obtient une forme F, équivalente àf, dont tous les coefficients sont
limités supérieurement en valeur absolue en fonction de la seule quart-

a0o i ne dépend que de la forme <f.

En effet, puisque

avec
F = A 0F 1F 2 . . .F / l

FI = X X ' - B I X Y / - B J X ' Y - H Q Y Y '

les coefficients de F sont des polynômes en Ao, B,, B't, C,. Par la méthode des
majorantes, on calculera pour la valeur absolue de chacun de ces coefficients

n

une limite supérieure qui sera une fonction de la quantité ?°° 2? à savoir une

puissance de cette quantité dont l'exposant sera fixé par le rang du coefficient

2ï2

calculé dans F, multipliée par un facteur indépendant de la quantité -^—?>
mais qui dépendra du degré de la forme et renfermera en général Ao au déno-
minateur à une certaine puissance. Si la forme proposée f a tous ses coeffi-
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dents entiers (certains seront réels, les autres seront des entiers deux à deux
conjugués), Ao sera un entier certainement non nul, puisque c'est le premier
coefficient de la forme et qu'il est toujours ^ o. On aura donc Ao> i ; dans le
facteur en question on pourra remplacer Ao au dénominateur par l'unité; on
ne fera ainsi qu'accroître le second membre de la limitation trouvée. Tous les
coefficients de F sans exception seront ainsi limités supérieurement en

n

valeur absolue, en fonction de la seule quantité f*ù° , •

Cette quantité 0 = -——-, joue donc un rôle essentiel dans la question. Sans

insister sur un raisonnement fait dans le? première et deuxième Parties de ce
Mémoire, on voit que, si ƒ et $ sont deux formes équivalentes, la forme cp asso-
ciée à ƒ pour les valeurs / des paramètres, se transforman t dans la forme $ associée
à #pour les valeurs G des paramètres qui correspondent aux t par des relations
connues, on a 0 = 0 , 0 et 0 étant les valeurs des deux fonctions relatives à f
et § et aux valeurs t et s correspondantes des paramètres.

D'où la conclusion : Pour deux formes équivalentes et pour des valeurs
correspondantes des paramètres, la fonction 0 prend les mêmes valeurs.

On tire de là les deux conséquences suivantes :

i° Les fonctions 0 et 0 relatives à deux formes équivalentes ƒ et F prennent
les mêmes valeurs lorsque les variables / prennent toutes les valeurs possibles;
elles ont donc même minimum; par définilion, nous pourrons dire que ce
minimum sera le déterminant de la f orme f de degré in envisager ; il sera
le même pour toute la classe équivalente à ƒ ( ' ) .

2° Les formes quadratiques qp et <I> à indéterminées conjuguées associées à
deux formes/et F avec les valeurs / d'une part, T de l'autre, qui donnent le
minimum des fonctions 0 et 0, deviendront équivalentes en même temps que f
et F. Ainsi <D se déduira de © par la même substitution que F de ƒ. Il est donc
naturel d'appeler correspondante de ƒ la forme quadratique h indéterminées
conjuguées © pour les valeurs de t qui rendent 0 minimum.

Nous appellerons réduites d'une forme f la forme unique, ou les formes de
l'ensemble (ƒ ) qui correspondent à ce minimum de Ô. On peut les caractériser
d'un mot : c'est celle ou celles des formes de (f) dont la ou les correspon-
dantes sont des f ormes quadratiques réduites. Voici comment on trouvera la
réduite de ƒ : on déterminera d'abord les valeurs de / qui rendent G minimum,
ce qui donnera la forme © correspondante quadratique de/*; S étant la substi-

(*) Nous appellerons formes binaires à indéterminées conjuguées de même déterminant
l'ensemble des formes d'un même degré clécomposables en produit de formes d'Hcrmite positives
pour lesquelles le minimum absolu de la fonction 6 aura une même valeur.

J . 21
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tution du groupe de Picard qui réduit la correspondante, ƒ S sera la réduite
de/.

De là on conclut facilement :

i° Deux formes équivalentes f et F ont les mêmes réduites, car leurs cor-
respondantes cp et $ se déduisent l'une de l'autre par la substitution 2 qui fait
passer de / à F

Le raisonnement bien simple (que nous omettons ici) est identique à celui
qui a été déjà fait (p. n 3 ) pour la question analogue de la deuxième Partie.

Cette proposition ramène V équivalence de deux f ormes à l'égalité absolue
entre leurs réduites ou leurs groupes de réduites.

2° Les formes binaires à indéterminées conjuguées du type envisagé
(décomposables en produit de formes positives d'Hermite) d'un même
degré in, à coefficients entiers, et de même déterminant 0, se distribuent en
un nombre fini de classes.

Car si ƒ a ses coefficients entiers, une réduite équivalente F les a aussi. Mais
on a vu que les valeurs absolues des coefficients de F étaient limitées supérieu-
rement en fonction de la seule quantité 0, limites supérieures qui sont donc
fixées par la connaissance de G et par le degré de la forme (ces limites ne
renfermant plus au dénominateur le premier coefficient Ao de F). On chercher^
alors toutes les formes réduites du type F = A0F,F J . . .F / i . Pour une telle
forme F, les coefficients étant limités supérieurement en valeur absolue, on
naura qu'un nombre limité de possibilités. (Il restera encore à chercher celles
des formes dont les coefficients satisfont aux inégalités de limitation précé-
dentes, qui sont bien décomposables, et qui ont le déterminant 0.) Par con-
séquent, comme il n'y a qu'un nombre fini de réduites possibles, il ne peut y
avoir pour un déterminant 0 donné qu'un nombre fini de classes du type envi-
sagé.

Existence du minimum de 0. — Reprenons la forme

et soiento l 9o2 , . . . , on les déterminants respectifs des f o r m e s / , ƒ«>, . . . , / ^ .Tous
les S; sont positifs et non nuls.

Soit
<P = L\fi + • • --+• tnfn=zpW — qxy' — q' x' y -H ryy'

la forme associée à ƒ, avec
p = t\ + . . . + *;,
q = t\ b, H- . . . -+- t\ bn, ç'=t\b[+...+ t* b'n,
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8, déterminant de ç, se calcule aisément :

le deuxième S étant étendu à toutes les combinaisons de deux indices diffé-
rents /, j pris dans la suite i, 2, ..., n. Comme on peut écrire

Ci-hCj — bib',— bJb'l = dl-hoJ-

on voit qu'en posant /?=T£ , odevientune forme quadratique en T n T2, ..., Tn

dont tous les coefficients sont positifs et dont aucun n'est nul. Tous les
nombres 8g sont supérieurs à un nombre positif fixe

ö,>a>o (« = i , a , . . . , / * ) ,

en sorte que
ôly = Ci -h cy — bt b) — fcy 6; = St -H (5y + JZ(6, — 6y ) > i a .

Donc

En sorte que

1 ! 1 2 . . . 1 n

car

On voit ainsi que 0 reste constamment supérieur à un nombre positif fixe.
6 devient d'ailleurs infini lorsque certains des T sont nuls. L'existence d'un
S}'stème au moins de valeurs de /f

2, toutes différentes de zéro, rendant 0
minimum, en résulte immédiatement.

CAS OU C E R T A I N E S D E S F O R M E S ft O N T L E U R D É T E R M I N A N T N U L ( i ) .

Une forme/, d'invariant nul s'écrit (a? — Zty)(x' — t[y)j C étant l'affixe de
son point représentatif dans le plan 0<JY] (nous désignerons par la même lettre
le point représentatif et son affixe tt = b[). Rien n'est à changer dans ce que
nous avons dit du polyèdre D associé kf, sinon qu'il admet alors pour sommets

( l ) Ce cas ne peut se présenter que si f{z, i) , tout en étant positive pour toute valeur de zr

peut s'annuler pour des valeurs particulières de z\ ces valeurs seront d'ailleurs, précisément,
les points représentatifs des ft dont l'imariant est nul.
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dans le plan horizontal tous les points (/ représentatifs des ft de la suite
/ n / 2 ? ...,ƒ«, qui ont leur déterminant nul. Il faudra toutefois prendre garde
que si, parmi les fn se trouve la forme yy\ cette forme est représentée par le
point à l'infini du plan O£Y), en sorte que le polyèdre D aura un sommet à l'in-
fini dans la direction O T et que les arêtes issues de ce sommet seront des demi-
droites normales au plan 0<|Y)5 les faces correspondantes situées dans les demi-
plans normaux au plan O£Y). D'ailleurs, dans la formation de ç associée à ƒ,
une forme ƒ,- égale kyy' donnera le terme t]ft = t']yyf

y lequel, par une substi-
tution

donnera

en posant

F , ( \ , Ï ) = t

comme dans le cas général

FI(\\)=XX'- B,XY'—B;X'Tt -4-C,^V.

On voit ainsi qu'on peut toujours, en transformant au besoin ƒ par une sub-
stitution modulaire, supposer que la forme ƒ dont on part ne contient pas yy'
et que tous les ft s'écrivent

xx1— b,x/—b[x'y-irctyym

Tout se passe comme dans la première Partie ou la deuxième lorsque ƒ admet-
tait des racines infinies; on s'en débarrassait par une substitution du groupe de
Picard préliminaire qui ramenait toute racine à distance finie. Mais même si l'on
a pris cette précaution préalable, il n'en demeure pas moins que, si une forme//
d'invariant nul a un point représentatif Zt dans le plan O£Y) qui a un affixe
rationnel, il y aura des formes ( / ) contenant^/'.

En effet, le terme

de ç associée à ƒ devient, par S,

s i x = a

<?[(« —fcy)X+ ((3-^3)1 I K a ' - C / J

Le domaine D ayant pour sommet T/; il y a un pentaèdre TU au moins de
sommet ^ ayant avec D des points communs. La substitution S qui Vamène
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sur ~0 est aloi^s telle que Zt = * et le terme précédent devient

77
La forme ( ƒ ) sera alors

Son associée (cp) sera

et © associée à ƒ se transforme en $ associée à F pour les valeurs

T/f — t$fk{<x9y)9

tant que/A(a, y) =£ o, c'est-à-dire pour i = i9 2, ..., i -— 1, i + 1, ..., /a, et

pour ƒ (a, y) = 0.
Tout se passe comme clans le cas analogue pour la deuxième Partie, c'est-

à-dire pour le cas où ƒ admettait des racines rationnelles.
Comme dans cette deuxième Partie, on modifiera bien facilement les limi-

tations des BA et Ck ainsi que de Ao, et il s'introduira dans cette limitation
n

toujours la même quantité ,ff°Q , dont il faudra chercher le minimum.

L'existence de ce minimum, en supposant, comme dans la première Partie,
toujours les ft distincts, n'offre pas de difficulté spéciale. C'est pourquoi nous
nous contenterons ici d'indiquer brièvement les petites modifications qu'offri-
rait ce cas particulier ( ' ) .

Si en particulier toutes les formes jfn/'2, ..., fn avaient un invariant nul,

ƒ = {x - t,y) (se'- t\y') (« = 1, 2 , . . . , / / ) .

La forme associée serait

<p = t\ M>{x - Ç, y) + . . . + il k(x - %ny).

Elle serait identique à la forme que, dans la deuxième Partie, on a associée à la
forme binaire ordinaire

$ = \laQ (x — Ç, y ) . . . ( œ — C„ y ).

(!) Il pourra arriver d'ailleurs, comme le mollirent des exemples simples [par exemple la forme
biquadralique décomposable en ƒ, ƒ«> (ƒ1 d'invariant nul >], que le minimum de 6 soit atteint
lorsque t représentatif est dans le plan Ojj/j en un sommet de D. On ne peut plus alors parler de
réduction.



l 6 ( ) FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

n

La fonction 0 = ° associée à ƒ serait identique à la fonction 0 associée

à §n les domaines associés à ƒ et S seraient identiques. La réduction de f et
celle de § seraient deux problèmes identiques.

Application à la forme biquadralique. — Soit la forme biquadratique

/(A*, y) — axlxn-\- bx'x'y' -\- bnxyx'2-+- cx'y'2^- c' x" y*

+ dxyx'y' + exyy» + e'x'/yt-hfy*/',

a, cl, ƒ étant réels; b, b'; c, c'; r, e' étant imaginaires conjugués. On a

f (s, i) = az* z'*+ bz*z' + b' zzn + cz" + cr z'i-h dzz' -+- ez -h e' z' -+- f.

L'équation ƒ(£, i) = o représente dans le plan OY] en coordonnées isotropes
une quartique bicirculaire. El Von a des moyens classiques pour reconnaître
si cette quartique bicirculaire se décompose en deux cercles et pour trouver
ces deux cercles. Mous y reviendrons plus loin.

Supposons que Ton ait reconnu que celte quartique se décompose en deux
cercles k centre réel, à rayon purement imaginaire de la forme

zz' — bi z — bi z' + d = o (4, =- c{ — bt b\ > o),

zJ - b2z — b'2z'-\- c 2 = o (o>= c2— b2b\ > o),

en sorte que

f(z, i) — a(zzr— biZ — b\z'-h c\) (zz'—b2z — b'2z
f-{- c2),

b{, b\ étant imaginaires conjugués, ainsi que b2 et b\, c, et c2 étant réels. Alors
(̂.17, y) sera le produit des deux formes d'Hermitc définies

ƒ=*ƒ,ƒ„
fx = xx*—bxxy- b\x'y->r cxyy\

(d'invariants o, et o 2 ^ o).
Soient C é ta les points représentatifs de ƒ, e t / 2 . lisse projettent en P^ etP2

sur O£Y), tels que
affi\e de P, — b\, affixe de P 2 = 6'J?

La forme associée à ƒ
? = '?ƒ!+ <3/«

a son point représentatif Ç sur le segment non euclidien £, Ç2 (arc du cercle
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orthogonal au plan O^Y) mené par '(, 'C2).'( se projette en P sur P, P2 ( ' ) et

Fig. 63.

TV

/ i '"

La fonction 0 = - ^ devient ici, puisque

déterminant de cp = ô — (t^-\- 12>) (/JCJ 4- tzc2) -

= ^ î o l 4 - ^ 3 , 4 - / l
> / ] [ ô I 4 - ô 2 4 - X ( ^ ]

Le minimum de ô a lieu en môme temps que celui de

11 lï

(somme de deux termes dont le produit est constant), c'est-à-dire pour

Li correspondante © d e / est donc

( ! ) On peut toujours supposer Pt et P2 distincts par une substitution modulaire préalable.
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et la valeur minimum de 0 est

Elle est parfaitement déterminée par la connaissance de ƒ, e t / 2 .
Son point représentatif ( est lié simplement à L, et '(>. En effet, on a

pp; t\ _ v ^
PP2 t[

Or
P^zzzy/Oi,

Donc
PPT

Ceci montre que P est l'intersection de P, P2 avec *(« Cj (C2 symétrique de t2

par rapport à Ö^YJ), c'est-à-dire que Ç 6'.s/ milieu non euclidien de L, 'C2.
Nous obtenons le même résultat que pour les formes biquadratiques posi-

tives ordinaires.



CHAPITRE II.
FORMES BINAIRES A INDÉTERMINÉES CONJUGUÉES DÉCOMPOSABLES EN PRODUIT

DE FORLMES D'HERMITE TANT DÉFINIES QU'INDÉFINIES. ÉTUDE PRELIMINAIRE
DES FORMES BIQUADRATIQUES.

Pour faciliter l'exposition nous commençons ici par le cas des formes biqua-
dratiques. Nous indiquerons ensuite comment ce que nous allons dire s'étend
aux formes de degré pair quelconque.

Soit donnée une forme biquadratique ƒ(#, y) à indéterminées conjuguées,
et supposons que l'on ait reconnu par les moyens classiques que la quartique
bicirculaire/(^,i) = ose décomposait en deux cercles ( ') dont l'un au moins
soit réel. Alors la forme ƒ se décompose en un produit de deux formes d'Her-
mite dont l'une au moins est indéfinie. Il peut se présenter deux cas : ou bien
les deux formes sont indéfinies, ou bien Tune est définie et l'autre est indéfinie.
(Nous laissons de côté le cas où l'une des formes ou bien les deux auraient
leur invariant nul.)

Premier cas. — ƒ se décompose en produit d'une forme définie ƒ< par une
forme indéfinie f2

La décomposition ne donne ƒ, et ƒ> qu'aux facteurs X, et A2 près dont le
produit est i. On pourra profiter de cette indétermination pour supposer par
exemple que fK et f2 ont leurs déterminants égaux et de signes contraires.

Considérons la forme ƒ,. On sait qu'elle est représentée (dans le demi-
espace T > o) par une demi-sphère (2) dont le grand cercle y2 du plan O£Y) est
le cercle f.2(z,\) = o. On sait aussi, à l'aide d'une méthode indiquée par
M. Picard (3), trouver l'expression générale d'une forme cp2 définie ayant son point
représentatif sur la demi-sphère représentative de f2 et ayant pour déterminant
celui de ƒ , changé de signe. o2 dépend du paramètre complexe qui fixe la pro-
jection de L2 sur le plan O£YJ.

(*) Dont les équations cartésiennes en (£/]) soient à coefficients réels.
(2) Qui peut être un demi-plan orthogonal à OÉpq si le coefficient de x~ dans/2 est nul.
(3) Annales de VEcole Xormale, 1884.

J. 22
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Nous associerons à la forme ƒ la forme suivante :

dépendant des paramètres t[, /]etdu paramètre qui entre danscp2. C'est l'exten-
sion à l'espace O£Y]T de l'interprétation envisagée dans le plan O^YJ de la
méthode de réduction continuelle, donnée page 74 et suivantes de ce Mémoire.

Faisant varier les paramètres qui entrent dans cp et réduisant 9 pour chaque
valeur de ces paramètres par une substitution S du groupe de Picard, on
obtiendra, lorque les paramètres prendront toutes les valeurs possibles, un
ensemble (S) de substitutions. Si Ton fait toutes ces substitutions dans ƒ on
obtient un groupe déformes (/)qui est dit associé à ƒ parla méthode de réduc-
tion continuelle.

On connaîtra l'ensemble (S) et par suite le groupe (ƒ), si l'on connaît le
domaine engendré par le point £ représentatif de ç lorsque les paramètres qui
entrent dans o prennent toutes les valeurs possibles.

Adoptons d'abord la représentation projective des formes. A ƒ, correspond
un point £, intérieur à la sphère fondamentale S ; si

flj=al,r.rl - b{xy'— b\x y -h cx}y',

£, a pour coordonnées homogènes an bn b\, ci9 l'équation de la sphère étant
xK x.t — x2x3 = o- à la forme f2correspond un plan, le plan polaire par rapport
à 2 du point de coordonnées homogènes a2, ft2, &',, c2J si

/ 2 = a^xx'— byxy'— b\œ'y 4- cyy' ;

k la forme cp2 associée à f2 correspond un point Z2 intérieur à 2 et situé sur le
plan précédent représentatif de / \ .

Lorsque cp2 reste fixe, /,, f2 variant, ^ représentatif de t\J\ -h l/Jj>2 décrit
le segment (,£.>. Lorsque le paramètre qui entre dans cp variera à son tour,
Ç engendrera le volume D limité :

i° Par le plan représentatif de ƒ \ ;
20 Par le cône du deuxième degré ayant pour sommet Ç, et pour base le

cercle F2 de section de 2 par le pian

Le plan i°et le cône 20 déterminent parfaitement le volume conique que
décrit C lorsque les paramètres qui entrent dans y prennent toutes les valeurs
possibles.

Revenons à l'espace O^vppar la transformation bien connue. Au plan repré-
sentatif de f.2 correspond la demi-sphère G2 représentative de f2. Z, représentatif
de cp2 est sur cette demi-sphère. Lorsque t\ et t\ varient, <p2 restant fixe, C décrit
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le segment non euclidien u, u2 et l'on a

171

fia,pp.
pp2

a{ et OL2 étant les premiers coefficients d e / , et de cpr

Fig. 6J,

Lorsque le paramètre de v2 varie, l2 décrit la demi-sphère Œ3 et '( décrit un
volume D limité :

i° Par cet le demi-sphère <J2 ;
20 Par une portion de la surface cyclide qui a pour points coniques rérlsXsl

et son symétrique 'Ç\ par rapport au plan O$Y], /'/ pour section parle

Fig. 65,

planO%r\ : d'une part le cercle y_>, d'autre part son inverse par rapport à P,

avec la puissance (— P/C,).

Cette portion de surface cyclide s'obtient en joignant à £, par une demi-
droite non euclidienne (cercle orthogonal au plan O;/j limité à (,) un point
variable sur y2 et en faisant décrire à ce point tout le cercle 72- Cette surface
cyclide est la transformée du cône de sommet '', de base Y2 dans la représenta-
tion projective.

Le volume D sera dit associé à la forme ƒ proposée.
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Il n';y a pas de difficulté à trouver D lorsque la demi-sphère représentative de f2

dégénère en un demi-plan orthogonal à O Çyj. Dans ce cas lacyclide engendrée par
un cercle orthogonal à O£Y] passant par Ë, et rencontrant la droite y2 (dégéné-
rescence d'un cercle) coupe O\r\ suivant la droite y2 et son inverse par rapport

à P, , avec la puissance ( — P/CJ, qui est un cercle passant par le pôle P,. D est
limité par le demi-plan orthogonal à O ^ élevé pary2 et par la portion de la

F.g, 66.

surface cyclide engendrée par les arcs qui vont de £, aux points de y2. Un de
ces arcs est la demi-droite parallèle à O T partant de 'Ci {voir la figure).

Uensemble (S) est alors Vensemble des substitutions du groupe de
Picard dont les T correspondantes amènent sur TÏ0 tous les prnlaèdres TT de
la division de Picard {pour le demi-espace T > o) avec lesquels D a au
moins un point commun [TC0 = T:T, (ƒ) = / S ] .

D a une infinité de points sur O£Y), ce sont tous les points du cercle ya.
(S) comprendra donc une infinité d'éléments, et par suite aussi l'en-
semble (ƒ).

Domaines D associés à deux formes équivalentes. — Si l'on passe de f
à F par la substitution

(S) j
( J-vX+pY

(1, /LA, v, p e n t i e r s c o m p l e x e s ; lp — /JLV = i ) ,

F sera le produit des transformées F1 et F2 de ƒ, et f2 par la substitution S.
Par la transformation T associée à S, le point '(, représentatif de fK devient Z,
représentatif de F n et o\ demi-sphère représentative de f2 devient £> demi-
sphère représentative de F2. o2 devient une forme <l>2 également définie dont
le point représentatif Z2 est le transformé par T du point représentatif L2 de ç2.
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Ajoutons que $2 se relie à F2 comme <p2 à / 2 , Z2 est sur 22 comme £2 est sur <r2.
op2 et (&, ont pour déterminant le déterminant commun de / 2 et F2 changé de
signe.

Sans qu'il soit besoin d'insister davantage, on voit que, T étant un mou-
vement non euclidien, le domaine D associé à ƒ se transforme par T dans le
domaine (B associé à F (CD = DT). Les domaines D ri CD associés à deujc
formes équivalentes f et F se transforment donc l'un dans l'autre par la
transformation T du demi-espace que définit la substitution S par laquelle
on passe de f à F

/F=/S\
VCÖrzzDT/

On conclut de là sans difficulté :

Que Von parte de f ou d'une forme équivalente quelconque, l'ensemble
des f ormes (ƒ) que la réduction continuelle conduit à former est toujours
le même.

On conclut aussi : Les formes de l'ensemble (ƒ) sont celles des formes
équivalentes à ƒ dont le volume associé D a avec T:0 au moins un point
commun.

Définition de la réduite équivalente à ƒ. — Dans l'ensemble (ƒ) nous
allons choisir une réduite pour représenter la classe des formes équiva-
lenles à ƒ.

Soit donc ƒ = f{f2 la forme proposée :

c^ — b{ b\ = d{ > o; trl

\ = a*xx'— bixf— b\x' y-*rc,yy {b2b
r
2—a2c2 = o 2 > o ) ,

et soit
9 , = <y2xxr— $2x/— fax'y + y2yy' (a, y, — (3 2 ^ = o2)

la forme d'Hermite définie dépendant du paramètre variable — que Ton
associe à / 2 par la méthode de M. Picard.

Soit
o —t\ fi-±-t\ <$,_•= pxx'— qxj1 — q'x'y+ r}y'

la forme associée à / .
p — t\av-

è =z pr — qqr = . t\ S{ •+-1\ 82 + ^î l\ à\ •> avec o12 — a{ y2 -f- Ci a2 — ôj p \ — b\ (3,.
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Pour certaines valeurs des paramètres qui entrent dans <p, réduisons <p par la
substitution

( ^ = >X + uY

et soit
<Î>(X, Y) — P X X - QXY - Q'X'Y + RYV= 9S

la forme réduite.
Si

F ,= A,XX'- BiXY' — B;X^ -H Q Y V ^ S ,
F2= A2XX — B2XY' -- B'2X'Y-t-C^V=/,S,
^ , = Jl,,\Xf— UbtXV—DbiX'Y •+-C2YY/=cpïS

sont les transformées de f{9 ƒ, , y2 par S, on a

P = / Ï

et le déterminant A de <D est égal à o de <p.
La forme <I> étant réduite, on a

_ 2 a
1 _ \/20, ** _ -p

et
Q + Q'

2

D'où l'on tire aussi

De l'expression de P on tire d'abord

Donc

De même on tfre de R

etcomme P 2 ^4^^>A r l 2 , on aura

P2

norme Q S —•
2

Avant d'aller plus loin, on remarquera que |A2|<ct2 et |G2| = 225 ainsi que
le démontre aisément M. Picard dans le Mémoire cité.



D'autre part,

Donc

Donc

De là se conclut

FORMES BINURES NON QUADRATIQUES.

B2B', — A , C > = a , 3 , — i M ! / a - o2.

B, B\ = «A,, C, — UM!/2 -h A2 C>.

i 7 5

|A, A2| et |O,C2| sont les valeurs absolues de deux coefficients de F. Montrons
comment on pourra limiter les valeurs absolues de tous les coefficients de F en

fonction de -^-7-

En effet, on a

(A^-hA^+B^+B^XYX'Y'--

En se servant de

on arrive à

Mais

Donc

D'où Ton tire

Maintenant on a

Donc

et de même

(B1C2+B2CI)X\

A, !<.«.„

|A,B, 4-A,B,|

d'où

2 0



Donc

De même

| B 1 B a | :

1 D' U' 1
1 D | Jj fj 1

ce qui donne

D'autre part,

Donc

Enfin

BiC2-

D'où se tire
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A | B J 4 - A J B J | , / 2o r— o

— f D i . t ) 9 1 -<r V/
1 1 • | * | V

| B i B 2 | _4o_

•

•

< 43 sa

^-B2

A l C + A l l C 1 + B 1 B ; + B t B ' 1 | < ^

G 1
1 < | B, | G2 + | B21 C, < £ 2 v/a A, Ci 4

•

-G,

<V /2G1C2 lv/A132 + V ^ C 1 j .

!B!C:+!
^ G , | ^ 2 / S \*

î f2«i| " \ Z | A , A , | V f ^ ] /
•

On voit ainsi que tous les co°fficients de F sans exception sont limités en
'S

fonction de la quantité T-T- Remarquons de plus que dans les trois derniers

coefficients seulement intervient au dénominateur du deuxième membre dans
l'inégalité de limitation la quantité Ar\2 ou la quantité plus petite |A, A2|.

La quantité 0 = -Ar joue donc un rôle essentiel dans la question. Et tout

d'abord on voit bien facilement que si Ton passe de la forme ƒ à une forme
équivalente #, la forme y associée à ƒ se transforme par la même substitution
en $ associée à § pour des valeurs correspondantes des paramètres, d'où il suit
que les fonctions 0 et 0 relatives à / e t § sont égales.

Pour deux formes équivalentes cl pour des valeurs correspondantes des
paramètres, la fonction 9 prend les mêmes valeurs.

Les deux conséquences habituelles se tirent de là :

i° Les formes 0 et 0 relatives à deux formes équivalentes ƒ et § prennent
les mêmes valeurs lorsque les paramètres qui figurent dans cp et $ prennent
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toutes les valeurs possibles; elles ont donc même minimum; par définition, ce
minimum sera pour nous le déterminant de la forme ƒ envisagée; il sera le
même pour toute la classe équivalente à / .

20 Les formes quadratiques ç et $ associées à deux formes/ et §, avec les
valeurs respectives des paramètres qui donnent le minimum des fonctions 0
et 0, deviendront équivalentes en même temps que ƒ et §. Ainsi $ se déduira
de <p par la même substitution que § de ƒ. Il est donc naturel d'appeler corres-
pondante de f la forme quadratique à indéterminées conjuguées cp pour les
valeurs des paramètres qui rendent 0 minimum.

Les réduites d'une forme f seront les formes de (ƒ) qui correspondront à
ce minimum de 0. Leurs correspondantes sont des formes quadratiques
réduites. Pour les déterminer on commencera par rechercher pour quelles
valeurs des paramètres 0 devient minimum; ceci donnera la ou les correspon-
dantes quadratiques cp de ƒ. S étant la substitution dn groupe de Picard qui
réduit une correspondante, ƒ S sera une réduite d e / .

On conclut de là que deux formes équivalentes ƒ et § ont les mêmes
réduites, et cette proposition ramène V équivalence de deux f ormes à V iden-
tité entre leurs réduites.

Étude du minimum de 0. — Nous avons vu que pour

ƒ=ƒ.ƒ••

f^ — a^xx' — b^xf — b\x'y -\- cYyy' (ax cl -^ blb
t
l = 8i>oi «,>o),

/— b\x'y -+- c2yy' (b->b\ — a2c> = o2> o)

en prenant

<?2-= <x2xxf — fi2xy' — fi'2x'y -h y2yy' {<y2y.2— (32(3j-= <>z> o ) ,

on avait
? = lifi + ll ?2 — pocxr- qxy' — q'x'y H- rjy'

avec
o — t\o{-\- /Jô,-f- 1̂ ^jol2, ô,,=i: a ,y 2 +c,a 2 — b ^ — b'^ (32;

donc

0= -^-T = -kol'h 74o+(

dont il faut trouver le minimum. 0 dépend de trois paramètres :

i° De /, et 2̂ qui n'entrent que dans -je, -+• 77S2;

20 Du paramètre — qui entre dans o> et qui n'entre dans 0 que par l'expres-
<?1

J.
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Pour avoir le minimum de 0 il faut :

i° Avoir le minimum de -{ o, H—\ o3, ce qui donne
t, i2

et ce qui montre, par un raisonnement bien connu, que £ représentatif de la
correspondante est milieu non euclidien du segment '(, *(2, L2 étant le point re-
présentatif de z>2 pour la valeur du paramètre de ^2 qui correspond au mini-
mum de 0;

20 Avoir le minimum de 312. Un raisonnement maintes fois employé dans
ce Mémoire prouve que : fK étant une forme définie fixe, et cp2 une forme
définie de déterminant constant o2 dont le point représentatif'^ décrit le plan
non euclidien qui représente la forme indéfinie f2 de déterminant — o2, le
minimum de o{2 est atteint en menu* temps que celui de la distance non
euclidienne C,C2, c'est-à-dire quand £2 sera le pied sur G2 (représentative
de ƒ,) do la perpendiculaire non euclidienne abaissée de Ü, sur <J2.

D'où la conclusion : La forme y2 correspondant au minimum de 0 a son
point représentatif*'C2 à l'intersection de la demi-sphère <r2 qui représente f.2
cl du demi-cercle orthogonal au plan-O^q et à celle demi-sphère a2 mené
par £, représentatif de f , .

£. représentatif de la correspondante, est milieu non euclidien de ï,£2.
Ce sont là, comme on devait bien s'y attendre, des relations géométriques

invariantes par toute substitution

< \, , r (1, w, v, p quelconques),
( j = : v \ + p Y

et par la transformation T du demi-espace qui lui est associée. La correspon-
dante est donc un covarianl quadratique à indéterminées conjuguées de la
forme f.

Il est inutile de faire remarquer l'analogie du résultat trouvé avec celui
qu'on a trouvé pour les formes biquadratiques ordinaires à coefficients réels
ayant deux racines réelles.

Cas où la f orme proposée a ses coefficients entiers. — Alors toute forme
équivalente et en particulier toute forme (ƒ) et toute réduite F équivalente à ƒ
a ses coefficients entiers. En écrivant

F = F1F2

avec les notations déjà employées, on voit que A, A2 sera un entier complexe.
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II peut arriver que cet entier soit nul, non que A, puisse jamais être nul, mais
parce que A> peut très bien devenir nul. Ceci se présente lorsque la forme f.2
indéfinie qui entre dans f peut représenter zéro, c'est-à-dire lorsqu'il existe un
couple d'entiers complexesx, y tels que f*(x, y) = o. Dans ce cas f(x,y) = o
et la forme biquadratique proposée peut, comme f2} représenter znro (*). Si
nous écartons ce cas, c'est-à-dire si nous excluons les formes biquadratiques
à coefficients entiers qui peuvent représenter zéro, l'entier A, A2 n'est jamais
nul. Donc |A, A2 |>i .

Dans ces conditions on pourra, dans les seconds membres des inégalités qui
servent à limiter les valeurs absolues des coefficients de F, remplacer au déno-
minateur | A., A,| ou A,eU par i, en sorte que les limitations ne dépendront

plus que du déterminant 0 = - ^ e t seront connues dès que le déterminant
sera donné.

La conséquence immédiate qui s'en déduit sans qu'il soit nécessaire d'insister
davantage est que, pour un déterminant 0 donné, le nombre des réduites
possibles (ne représentant pas zéro) sera essentiellement limité, par suite les
formes biquadratiques à coefficients entiers du type envisagé [f = ftf.2,
ƒ,, forme d'Hermite définie; f2, forme d'Hermite indéfinie], sous la condition
qu'elles ne puissent représenter zéro, se répartissent, si leur déterminant
est donné, en un nombre fini de classes.

Deuxième cas. — ƒ se décompose en produit de deux formes indéfinies

On reconnaîtra ce cas à ce que la quartique bicirculaire f(z, i) = o 3e
décompose en deux cercles réels.

Soient
-cïyy! (bl b\ — alcl = dl> o) ,

c2y/ {b,b\ — a2c2— d 2 > o ) .

On pourra, si l'on veut, multiplier ƒ, par X, et ƒ, par X2(X,X2= 1) tels que les
deux déterminants deviennent égaux.

ƒ, e t / , sont représentées dans le demi-espace z > o par deux demi-sphères a,
et Œ2 dont les cercles d'équateur y, et y2 dans le plan O£Y] sont définis par

~, i) = aiszr— bYz — b\zr-t- cx — o,

(c, 1) — a^zz'— byz — b\zr-t-c2=o.

( l ) Géométriquement, ce cas peut se produire lorsque la circonférence du plan O£YJ dont
l'équation est fi(z, 1) = o passe par un point du plan O\r\ dont l'affixe z est un nombre com-
plexe rationnel, c'est-à-dire lorsque la quartique bicirculaire fi(z, 1) = o passe elle-même par u«
tel point.
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On associera à ƒ , une forme quadratique définie o, dépendantd'un paramètre
variable, ayant son point représentatif '(, sur a n et ayant pour déterminant o,.
On fera de même pour ƒ_>

- $\x'y + yiyy' (a,y,—(3,p;=:ô2> o).

Puis Ton considérera la forme

associée à ƒ et dépendant : i° des deux paramètres / n /2; 2° des deux para-
mètres qui définissent o, et cp2.

On réduira 9 qui est une forme quadratique d'Hermite définie, pour toutes
les valeurs possibles des quatre paramètres qui y figurent. Ceci fournira un
ensemble de substitutions modulaires complexes (S). En faisant toutes les
substitutions de (S) dans ƒ on obtiendra un ensemble de formes ( / ) = ƒ S qui
seront dites associées à ƒ par la réduction continuelle.

Nous allons d'abord étudier (S) et (ƒ).
Pour cela il importe de voir dans quel domaine se déplace £ représentatif

de 9.
Prenons la représentation projective avec la sphère 2 pour quadrique fonda-

mentale.
ƒ, est représentée par le plan polaire du point an bn b\, cK ; 9, a son point

représentatif '(, à l'intérieur de 2 dans ce plan. Ce plan coupe la sphère 2 suivant
un cercle T{ qui correspond au cercle y, du plan O£YJ.

f2 est ieprésentée par le plan polaire du point a>, b±, b'2, c2 qui coupe 2 sui-
vant un cercle F2 correspondant au cercle y2 du plan OÇvj. <p2 a son point repré-
sentatif (2 à l'intérieur de Z dans le plan précédent.

'C représentatif de cp = ( s , 4- l'2y2 décrit le segment 1{'C2 lorsque, ©, et <p2

restant fixes, lK et t> prennent toutes les valeurs possibles. Le volume D
engendré par ce segment £, C2? lorsque £, décrit Vintérieur du cercle F, et lC2

l'intérieur du cercle I \ , sera le domaine dans lequel se meut '( lorsque les
quatre paramètres qui entrent dans cp prennent toutes les valeurs possibles.

Selon la position des deux cercles Y{ et F2 il y a plusieurs cas possibles :

i° Les deux cercles F,, F_> n'ont pas de point commun réel : c'est le cas où
y, et y2 n'ont pas de point commun réel [les deux points doubles à distance
finie de la quartique bicirculaire / ( s , 1) = o sont imaginaires coujuguésj. Il
existe alors un cône du deuxième degré ayant son sommet extérieur à 2 et con-
tenant les deux cercles F, et F.,, ce cône et les deux plans des cercles F, et I \
déterminent un tronc de cône. Et il est clair que le segment t,£2 engendrera le
volume D de ce tronc de cône lorsque C, décrira l'intérieur du cercle Tt ett2
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l'intérieur du cercle F2. Dans li figure on a représenté les plans de F, et F2 per-
pendiculaires au plan du tableau pris comme méridien de S pour rendre plus
facile la représentation du tronc de cône en question.

Fig. 67.

20 Les deux cercles F,, T2 ont deux points communs réels [la quartique
bicirculaire f(z, i) = oa deux points doubles réels à distance finie].

Les deux cônes réels du deuxième degré passant par T{ et F2 ont alors tous
les deux leur sommet extérieur à S. Ces deux cônes délimitent un volume D

Fig. 68.

intérieur à la fois à ces cônes et qu'on appelle leur solide commun en Géométrie
descriptive. Un peu de réflexion suffira pour s'assurer que ce solide commun
est le volume engendré par le segment '(,£,, lorsque £, et £2 décrivent respec-
tivement l'intérieur des cercles F, et F2.

3° Les deux cercles F, et F2 sont tangents. C'est un cas limite du premier et
du deuxième cas. [Alors les deux points doubles à distance finie de la quartique
bicirculaire ƒ (z, 1) = 0 sont confondus.] Le cône déterminé par F, et T2 a son
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sommet extérieur à la sphère, il est tangent à cette sphère au point de contact
de F, et T2. Avec les plans de F, et I\> il délimite encore un tronc de cône qui
est le volume D engendré par le segment £,Ç2 lorsque £t et Z2 décrivent respec-
tivement l'intérieur des cercles Tt et I \ .

Fig. 69.

Revenant à la représentation des formes dans le demi-espace c > o, il n'est
pas difficile d'apercevoir le domaine décrit par '(, point représentatif de 9.

ÇM représentatif de ç t , décrit la demi-sphère ax représentative de fx.
£,, )> 9 , , » a 2 » f2.

£, représentatif de ç, est un point du segment non euclidien C,£2 projeté
sur P, P2 (P, et P., projections de 'C, et Ç2 sur OÇYJ), en P tel que

pp; ~" t] a /

a, et a2 étant les premiers coefficients de ç, et oa,

et

i° Les deux cercles y, et y_> équateurs de o", et o-j n'ont pas de point commun
réel. Supposons-les d'abord extérieurs. Le domaine D sera alors le transformé
du tronc de cône trouvé dans la représentation projective. Aux deux plans de base
du tronc de cône correspondent ici les deux demi-sphères Œ, et a\. Le cône lui-
même était l'enveloppe d'un plan variable tangent h F\ e t l \ qui laissait F, e t l \
du même côté. A ce plan variable correspondra ici une demi-sphère variable
orthogonale au plan O!;Y)? tangente à y, et y2 laissant y, et y, d'un même côté.
C'est dire que son contact avec y, et y_, sera extérieur pour les deux cercles, ou
intérieur pour les deux cercles. Cette demi-sphère va donc envelopper une
demi'Cyclidc de Dupin orthogonale au plan O£Y] et qu'on peut engendrer
comme suit : Par le centre de similitude externe w de y, et y2 on mènera un
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plan variable normal au plan O £YJ ( ' ). Ce plan coupera y, et y2 en deux couples
de points antihomologues. Dans ce plan, sur le segment joignant deux points

Fig. 70.

u{u1 antihomologues pour diamètre, on décrira un demi-cercle. Puis on fera
tourner le plan autour du centre de similitude externe co de façon que chacune
des extrémités un u.2 du diamètre décrive le cercle sur lequel elle se trouve
d'une manière conlinue (u{ et u2 restant toujours antihomologues). Le cercle
de diamètre uKu2 engendrera dans ces conditions la demi-cyclide de Dupin
qui, avec les deux demi-sphères a,, <J2 délimite un volume D qui est exacte-
ment le transformé du volume du tronc de cône de la représentation
projeclive.

On peut remar [uer encore que ce volume D peut être engendré comme

Fig . 7 ' .

suit : Par co on mènera un plan normal au plan O£YJ qui coupe a-, en ui9 v{ et <r2
en u.2J v2 (ui et u2, r, eU\ sont des couples de points antihomologues). Dans
ce plan on construira le quadrilatère non euclidien dont wn u>, r, , v2 sont les

(!) Ce plan est le transformé d'un plan qui dans la représentation piojective passerait : i° par
le sommet du cône rexténeur à S) contenant \\ et r2; 2° par le point de vue de la projection
stéréographique qui transforme le plan O^^ en la sphère 2.
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sommets (c'est un quadrilatère dont les côtés sont les quatre demi-circonférences
de diamètres uK u>, ̂ , t\, uKvK9 u2v2). Lorsque le plan précédent tournera autour
de co, le quadrilatère précédent engendrera le volume D.

Comme cas particulier, si cr, et ?2 sont deux circonférences égales (c'est le

cas où -̂ 7 = "̂4 )? la cyclide de Dupin qui limite D devient un tore ayant pour

méridienne l'ensemble des deux cercles cr, et a2.
L'un des deux cercles y,, y_, peut dégénérer en une droite, par exemple y2

(les deux ne le peuvent à la fois car y, et y2 auraient alors deux points communs
réels à distance finie ou infinie). Dans ce cas, oo vient coïncider avec celle des
deux extrémités du diamètre de y, perpendiculaire à la droite y2 qui est la plus

éloignée de cette droite y2. Le quadrilatère non euclidien précédent qui
engendre D aura deux côtés rectilignes normaux au plan 0£Y] : ce sont les
normales menées par u2 et r, (confondu avec w) au plan 0£Y], les deux autres
côtés sont les deux demi-cercles de diamètres w,r, et u{u2 normaux à ce
plan 0£Y).

Si les deux cercles y,, y.» étaient intérieurs l'un à l'autre, par exemple y2 inté-
rieur à y n une sphère tangente à y,, y,, les laissant tous deux d'un même côté
et orthogonale au plan O^Y], doit être tangente intérieurement à y, et extérieu-
rement à y2. Ici le centre de similitude à choisir est le centre de similitude
interne a/(d'ailleurs, que y,, y, soient extérieurs ou intérieurs l'un à l'autre,
c'est toujours le pôle par rapport auquel y, et y> sont inverses l'un de l'autre
avec une puissance positive qu'il faut choisir). Le plan variable sera mené
par G/ et le domaine D sera encore engendré par le quadrilatère non euclidien
ayant pour sommets les quatre points où ce plan coupe y, et y, (voir la figure).
Il n'y a donc pas de différence essentielle entre le cas où yt et y_> sont extérieurs
et celui où ils sont intérieurs l'un à l'autre.

2° Ti e t Ï2 o n t deux points communs réels. On peut supposer d'abord que ce
sont deux vrais cercles non dégénérés en droites (puisque au besoin, par une
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substitution préalable du groupe de Picard, on peut se ramener à ce cas-là). II
fdut voir ce que devient, avec la représentation actuelle, le solide commun aux
deux cônes qui contenaient les cercles Ft et F2 de la sphère S. La surface qui
limitait ce solide était l'enveloppe des plans tangents à F< et à F2, et laissant F,
et F2 d'un même côté. A ces plans vont correspondre dans notre mode actuel de
représentation des demi-sphères orthogonales au plan O^Y), tangentes à y,
et y2, laissant d'ailleurs ces deux cercles d'un même côté. De même que les plans
tangents à F, et F, se répartissaient en deux séries dont chacune enveloppait
un cône de second degré contenant F, et F2, de même ici nos demi-sphères se
répartiront en deux séries selon que leurs contacts avec y, et y2 seront de même
nature ou de nature différente.

Fig 73.

La première série est formée des demi-sphères tangentes à y, et y2 avec
contact de même nature, elle va envelopper une première demi-cyclide de
Dupin ainsi définie : parle centre w de similitude externe de deux cercles y,
et y2 (qui est un pôle d'inversion positive pour ces deux cercles), on mènera un
plan orthogonal au plan O£Y]. Ce plan coupera y, en un r,, y2 en u2, v,\ u{

eU/2, ainsi que r, et v2 étant des couples antihomologues. Dans ce plan, sur M, U2

et CV\Î comme diamètres, on décrira deux demi-cercles qui engendreront la
demi-cyclide cherchée lorsque le plan précédent prendra toutes les positions
possibles autour de la normale menée par co au plan O£Y).

La deuxième série est formée des demi-sphères tangentes à y, et y2 avec
contact de nature différente. Elle enveloppe une deuxième cyclide de Dupin
que l'on peut définir comme suit :

Par co', centre de similitude interne de y, et y2 (qui est encore un pôle
d'inversion positive pour les deux cercles y, et y2), on mènera un plan normal
au plan O£Y] qui coupera y, et y2 en u\, v\ ; «',, r', ; ul9 u\ et v\, v'2 étant des
couples antihomologues. Sur u\u2 et v\v2 comme diamètres, dans le plan
précédent, on décrira deux demi-cercles qui engendreront la deuxième demi-
cyclide de Dupin cherchée, lorsque le plan précédent accomplira une révolution
complète autour de la normale en co' au plan Olr\.

J. 24
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Les deux demi-cyclides ainsi trouvées enferment un volume D qui
contient les deux demi-sphères Œ, et cr2 et qui n'est autre que le volume
engendré par t représentatif de cp lorsque les paramètres de la réduction
continuelle varient de toutes les façons possibles ( ' ) .

Nos deux demi-cyclides admettent pour points coniques les deux points
communs à y, et y2. Si y, et y2 étaient égaux, la première demi-cyclide devien-
drait un demi-tore ayant pour méridienne l'ensemble des cercles y, et y2. On
peut d'ailleurs remarquer que les deux cercles y, et y2 étant symétriques l'un
de l'autre par rapport aux deux cercles orthogonaux du faisceau (y^'j) qui
bissectent l'angle des cercles y, et y2 (

2), la première ou la deuxième des deux
cyclides précédentes deviendra un tore à point conique par une inversion ayant
son pôle sur le premier ou le deuxième des deu\ cercles bissecteurs précédents.

Si l'on fait une inversion par rapport à l'un des deux points d'intersection
dey, et yJ5 y, et y2 deviennent deux droites A,, A, sécantes, les deux cercles
bissecteurs précédents deviennent les deux bissectrices A,, A2 de leur angle, et
les sphères ayant pour grand cercle ces cercles bissecteurs deviennent les plans
normaux au plan Oc/] menés par les bissectrices A,, A2, de l'angle (A,A2).

Chacune des deux demi-cyclides limitant D est engendrée, comme on l'a vu, par
deux demi-cercles orthogonaux soit à la première, soit à la deuxième des demi-
sphères ayant pour grand cercle un cercle bissecteur de l'angle des deux
cercles y,, y2. Elle se transformera donc en une surface engendrée par un

(•) La remarque suivante facilitera le passage de Tune à l'autre des deux représentations
employée*. Les plans normaux à O£7) passant par un centre de similitude correspondent, dans lu
représentation projective, an\ plans passant: i° par le sommet d'un des cônes du deuxième degré
contenant l\ et IV, i° par le point de ^ue de la projection stéréographique qui transforme OÇ/j en
la sphère 2. Dès lors, la première série de sphères coire^pond à celui des deux cùnes qui laisse
à son extérieur ce point de vue, et la deuxième série à celui des deux cônes qui contient le
point de vue. Les plans normaux à Oi-r, passant par w et coupant *'i e t 72 ont deux plans
limites tangents à yt et Y25 ils correspondent bien à la première série de sphères Ceux passant
par to' peuvent prendre toutes les positions po^ibles autour de co', ils correspondent bien à la
deuxième série de sphères

(9) Cercles qui ont pour centres respectivement w et ou'.
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demi-cercle orthogonal au plan O!;Y] et au plan bissecteur transformé de la
demi-sphère précédente, c'est-à-dire qu'elle devient un demi-cône de révolution
ayant pour méridienne l'ensemble des deux droites A,, A>. Il y a deux tels demi-
cônes ayant pour axes les deux bissectrices de l'angle (A, A.,). Ces deux demi-
cônes situés au-dessus du plan O'^q se raccordent le long des droites A,, A2.
L'espace D se transforme dans l'inversion précédente en l'espace situé
au-dessus de ces deux demi-cônes.

Si l'un des deux, cercles y, et y>, par exempley_>, dégénère en une droite, co
et co' viennent coïncider avec les extrémités du diamètre de y, perpendiculaire
à la droite y2.

Par co on mènera un plan normal à O^YJ qui coupe y, en uK et y2 en Mj.lia
première demi-cyclide sera engendrée par le demi-cercle orthogonal à O;YJ de
diamètre uK u2 lorsque le plan (.ouiu2 tourne autour de co.

r.g. 75.

La deuxième cyclide s'obtiendra en substituant co' à co et faisant la même
construction. Les deux demi-cyclides se raccordent le long de y, et de y2 nor-
malement au plan O£YJ.

Elles délimitent une portion d'espace D contenant à son intérieur la demi-
sphère de grand cercle y, et le demi-plan mené par y, orthogonalement à O;YJ.
C'est cette portion d'espace D que décrit le point l représentatif de cp, associée
de/.

Si enfin les deux cercles y, et y2 dégénèrent en deux droites qui sont alors
sûrement sécantes, on tombe sur la figure qui se déduirait du cas où y, et y2

étaient deux cercles sécants par inversion relativement à un de leurs points
communs, D est l'espace situé au-dessus des deux demi-cônes de révolution
(situés au-dessus de 0%mq) ayant pour méridienne dans le 'plan O^Y] l'ensemble
des deux droites y, et y2.

Dans tous les cas le demi-cercle orthogonal à O£Y) ayant pour diamètre la
corde commune aux deux cercles y,, y2 est intérieur au domaine D; c'est Tinter-
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section des deux demi-sphères <7,, a\> représentatives d e / , , / 2 qui, on l'a vu, sont
toutes deux intérieures à l'espace D. Cette remarque nous sera utile dans la
suite.

3° Les deux cercles y, et y2 sont tangents. On peut l'envisager comme une
dégénérescence du premier cas. Par le pôle d'inversion positive des deux
cercles (centre de similitude externe pour deux cercles tangents extérieu-
rement, de similitude interne pour deuv cercles tangents intérieurement),
on mènera comme dans le premier cas un plan normal au plan O£Ï] qui
coupera y, et y> aux couples de points antihomologues (wn u2) et (p n r2).
L'aire intérieure au quadrilatère non euclidien de sommets un u,, vn v2, c'est-
à-dire ayant pour côtés les cercles orthogonaux au plan 0%r\ de diamètre uK r,,
u2v>, ux u2, vK v2, engendrera le volume D cherché. Ce volume est limité d'une

is- 76. 77-

part par les deux demi-sphères a,, a\; d'autre part par une demi-cyclide de
Dupin définie comme enveloppe des demi-sphères orthogonales au plan O£Y]
tangentes à c n a 2 avec contact de même nature si cr, et a2 sont tangentes exté-
rieurement, avec contact de nature différente, si Œ1 et <r2 sont tangents intérieu-
rement.

Ce cas est d'ailleurs moins intéressant que les deux premiers, comme on le
verra par la suite; il présente quelque analogie avec celui des formes quadra-
tiques binaires de déterminant nul.

Nous savons maintenant dans tous les cas trouver le volume D décrit par *(
point représentatif de l'associée o de ƒ lorsque les paramètres de la réduction
continuelle prennent toutes les valeurs possibles, et nous avons réussi à prouver
qu'il est limité par des surfaces bien connues : sphères, cyclides de Dupin
à génération très simple.

Pour avoir l'ensemble des substitutions (S) que détermine la réduction
continuelle de 9, il faudra envisager l'ensemble des penlacdres T. de la division
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bien connue du demi-espaceT>O avec lesquels Da au moins un point commun
et l'ensemble des transformations (T) du demi-espace qui amènent TC sur TT0,
l'ensemble (S) est l'ensemble des substitutions du groupe de Picard qui défi-
nissent les (T). On en déduit l'ensemble (ƒ ) des formes équivalentes à ƒ que
la réduction continuelle associe à ƒ [(ƒ) = / S , ~0 = T I T ] ( 1 ) .

Domaines associés à deux f ormes équivalentes. — Soient ƒ et F deux formes
équivalentes par

( S ) ) Z v x _ t l''y ( * p — f * v = i ; X , [ i , v , p e n t i e r s ) .

F = ƒ S. Envisageons les transformées F\ = y ,S et F2 = y2S de fK etf2 par S.
Comme ƒ = ƒ , ƒ , , on a

F = F lF2.

Considérons aussi, <p, et <p2 étant les formes définies associées à ƒ, e t / 2 ,

<I>! = cp! S e t < î > > = <jp2S.

<!>, et $j seront les formes définies associées à F, et F2 pour des valeurs conve-
nables des paramètres. Leurs points représentatifs Z1 etZ, sont les transformés
des points u, et £> représentatifs de o, et <p2 par la transformation T qui est
définie par S [ZI = C I T,Z,= C,T]. '

La demi-sphère S_> représentative de F2 n'est autre que I>2 = Œ2T et la demi-
sphère 2, représentative de F, n'est autre que S, = cr,T. Sans qu'il soit besoin
d'insister, on voit clairement que le domaine Œ> associé à F par la réduction
continuelle n'est autre chose que le transformé par T du domaine D associé
à/[F=/S,© =

Les do/naines D et (D associés à deux formes équivalentes f et Y se trans-
forment l'un dans Vautre par la transformation T du demi-espace que
définit la substitution S par laquelle on passe de f à F.

D'où la conclusion habituelle :

Que l'on parte de f ou d'une forme équivalente quelconque, l'ensemble
des formes (ƒ) que la réduction continuelle associe à f est toujours le
même.

( ! ) Le \ o l u m e D aboul i t au plan O \r{ par les c leu \ cerc les 71,72» on en conc lut i m m é d i a t e m e n t
que (S) et par suite (ƒ) comptent une infinité d'éléments puisque les penlaèdres T ê pressent
infiniment au\ abords du plan TU, et puisque aussi sur 7! et 72 se trou\ent une infinité de points
d'affixe irrationnel.



igo FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES.

Et de même :

Les f ormes (ƒ ) sont celles des formes équivalentes à f dont le domaine
associé D a avec izQ au moins un point commun.

Réduite équivalente à ƒ. — L'ensemble ( ƒ ) comptant toujours une infinité
de formes, il est indispensable de faire choix dans ( ƒ ) d'une ou de plusieurs
formes réduites pour représenter toute la classe équivalente à ƒ.

Soit donc ƒ = ƒ , ƒ » la forme proposée

/ j = a,xx' — b{xy' — b\ x'y + c.yy' {a{c,— b, b\ = - ô,< o),
ƒ, = a.2xx' — b,xy' — b\x'y + c,y> ' (<?>c2— b>b\ — — 3 ,< o).

Soient

et
y > / / ( a>y>— (3,(3'2 — o, , a , > o ) ,

les formes d'Hermite positives dépendant chacune d'un paramètre variable que
Ton associe à ƒ, et ƒ> par la méthode de M. Picard, L, représentatif de <p, est
sur la demi-sphère CT, représentative de ƒ, et Ç2 représentatif de <p2 est sur la
demi-sphère n, représentative de ƒ_,.

Soit enfin

la forme associée à ƒ
<p = />a?j?' — {ixy — ci'x' y •+"#l/.y'

avec

Le déterminant de cp est

i = pr — r/q' = j{c

avec

Pour certaines valeurs des quatre paramètres dont dépend cp, réduisons cette
forme par la substitution

et soient

F 2 =z/ 2 S= A 2 X V - B2X^'— B!,X'Y+ C,YY',
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les transformées de ƒ , , / 2 , 9,, cp2 P
a r S.

Soit
0>^?S:=PXV—QXV — Q'XY + RYY'

la réduite de cp.
On aura

et le déterminant A de $ sera égal à celui 0 de cp.
Les conditions de réduction satisfaites par <[> donnent

' = -]7>
Q' O <

2J

La limitation des coefficients de F va se faire tout à fait de la même façon que
dans le premier cas (produit d'une forme définie par une forme indéfinie).

On usera de

Des expressions de P, Q, R on tire :

i° Que

d'où

-2° Que

P\2

) '

d'où

3° Que

Donc

et de même

On obtiendra donc les mêmes limitations qu'au premier cas pour les coefficients
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B,B,X2 Y'2

' V - (B, C2+ B2G,)XY Y'lHh C.CVY",

|A,B,

IA.C.A.C

't

t \

V 1 ™l

à

A, |

ô

B;
3

Tous les coefficients sont donc limités supérieurement en valeur absolue à

l'aide de la quantité 6 = -^-qui joue un rôle essentiel dans la question, dans
M 2̂

les limitations des trois derniers coefficients de F entre au dénominateur du
second membre la valeur absolue du premier coefficient de F, (A, A2), en sorte
que la limitation est illusoire si ce premier coefficient est nul, ce qui peut se
produire si la forme proposée ƒ peut s'annuler pour des valeurs entières des
variables x, y (ce qu'on énonce quelquefois en disant que cette forme ƒ peut
représenter zéro).

C'est toujours la quantité 0 = -^ dépendant de la forme 9 seulement, qui

jouera le rôle essentiel dans la question ; on voit tout de suite que :

Pour deux f ormes équivalentes fel § el pour des valeurs correspondantes
des paramètres qui entrent dans leurs associées o et <I>; la fonction 6 prend
les mêmes valeurs.

D'où l'on conclut que les fonctions 0 et 0 relatives à ces deux formes prennent
le même ensemble de valeurs lorsque les paramètres de la réduction continuelle
varient de toutes les façons possibles. Elles ont donc le même minimum qui
par définition sera le déterminant de la forme proposée f. Ce déterminant
est le même pour toute la classe équivalente àf.

On appellera correspondante ç de f, la (ou les) forme d'Hermite associée
à f pour les valeurs des paramètres qui rendent 0 minimum. Il résulte de ce
qui précède que les correspondantes cp et $ de deux formes équivalentes ƒ et i
sont équivalentes par la même substitution que f et S.

Ceci posé : soient déterminées les valeurs des paramètres qui rendent 0 mi-
nimum ou, autrement dit : soit connue la (ou les) correspondante 9 d e / .
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Réduisons cette correspondante o par une substitution convenable S du groupe
de Picard et faisons dans ƒ la même substitution; on obtiendra une forme
F = /S de l'ensemble ( / ) que nous appellerons réduite équivalente à ƒ, On
peut dire aussi que la ou les réduites équivalentes à f sont celles des
formes (f) dont la ou les correspondantes sont des formes tVHermile
réduites.

On conclut de là que deux f ormes équivalentes f et $ ont les mêmes réduites
et ceci ramène l'équivalence de deux formes à l'identité entre leurs réduites
ou leurs groupes de réduites.

Étude du minimum de 0. — Ou a vu que

avec

o , = oc,y y— (32Ôj=r const .

Le minimum de

s'obtient :

i° Par le minimum de- io , H—^o>, ce qui donne, comme au premier cas,

i\ '> .

si Z){ et C2 sont les représentatifs de cpj et ^j pour les valeurs des paramètres qui
rendent 0 minimum, on conclut de là que t , point représentatif de la corres-
pondante ^, est milieu non euclidien des deux points £,, £2.

2° P a r l e min imum de S l 2 = a,y^ + a^y, — p , ^ — $>$'r Le point L, r e p r é -
sentatif de la forme

à déterminant constant Ŝ  décrit le plan non euclidien a, ( !) (demi-sphère a1,'
orthogonale au plan O^Y)) représentant / , .

£2 représentatif de

<p>=z a id7.r'—(32^/~ pWy H- 7 2 7 /

de déterminant constant S2 décrit le plan non euclidien <r2 représentant/2.

( !) Dans tout ce qui suit il est bon de se servir à la fois des deux, représentations des formes
d'Hermite que nous connaissons : représentation projective et représentation dans le demi-
espace x > o.

J. 25
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Dans ces conditions le minimum de o,2 est réalisé, ainsi qu'on Ta vu bien
des fois dans les Chapitres précédents, en même temps que celui de la distance
non euclidienne £, £,.

Ici trois cas sont à distinguer :

i° Les cercles y, et y, du plan O*Y) n'ont aucun point commun, les demi-
sphères <JK et d2 non plus. Alors la distance non euclidienne £,£> des deux
points L, et £> qui les décrivent sera minimum quand la droite non eucli-
dienne £,'(.> sera la perpendiculaire commune non euclidienne aux deux
plans non euclidiens s, et <J2 ( ' ) . Cette perpendiculaire est parfaitement
définie. Dans la représentation projective c'est la droite qui joint les deux
points (an b{, b\, c,), (a J5 bn //,, Cj)qui représentent/ , et f2 et qui sont les
pôles, par rapport à la sphère S, des plans c-, et G2 qui représentent aussi ces
deux formes.

Dans la représentation à l'aide du demi-espace PHYJT ( T > o), £,, Z2

cherchés sont les points d'intersection, avec les demi-sphères cr,, T2 qui repré-
sentent f\,f2, du demi-cercle bien défini orthogonal à ces deux demi-sphères
ainsi qu'au plan O^YJ. Le point %C représentatif de la correspondante cp de ƒ est
alors parfaitement déterminé par sa propriété trouvée d'abord d'être le milieu
non euclidien de £, et £,.

Fig. 78.

Dans ce cas la forme f n'a qu'une correspondante ç parfaitement déter-
minée, elle n'a donc qu'une réduite, en général et en tout cas un nombre fini,
si le point représentatif de la correspondante tombe sur une face d'un
pentaèdre iz de la division pentaédrique de l'espace.

C1) En effet on voit de suite que Çi£<>, pour le minimum, doit nécessairement être orthogonal
au plan non euclidien CJ2, et de même au plan a^. C'est donc la perpendiculaire commune à ces
deux plans.
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Le point représentatif de la correspondante jouit d'autres propriétés géomé-
triques très simples :

En effet soient Z ce point, Z! son symétrique par rapport au plan O£Y). Faisons
une inversion de pôle £'. Le plan O£Y) devient une sphère de centre Z inverse
de Z. Le cercle L,LL2 devient un diamètre Z,ZZ_> de cette sphère, et cr, et cr2
deviennent deux calottes sphériques intérieures à la sphère Z, orthogonales à
cette sphère et au diamètre Z,ZZ, de cette sphère. De plus Z sera le milieu
ordinaire des deux points Z, et L1 inverses de Zx et Z2. Les deux calottes sont
donc égales, et leurs cercles de section F,, T2 par la sphère Z qui sont les
inverses de y, et y2 sont deux cercles symétriques par rapport à Z centre de la
sphère. La demi-cjclide qui limite le volume D associé à la forme ƒ devient
dans l'inversion une portion de tore d'axe Z,ZZ2 engendrée par Parc de cercle
orthogonal à la sphère aux points A, A2 où un plan méridien passant parZ,ZZo

B2

rencontre les deux cercles F, et T2 (arc de cercle intérieur à la sphère Z). Ledo-
maine D se transforme en un domaine engendré par la rotation autour de Z,Z2

d'un quadrilatère curviligne A,A JB2B i dont les côtés A,B, et A2B2 sont
les sections par un méridien de deux calottes sphériques S, et S_, inverses de at

et Œ2, dont les côtés A,A,, B ^ sont également deux arcs de cercle ortho-
gonaux à la sphère Z. A n A,, B,, B2 sont les quatre sommets d'un rectangle
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et Ton voit que Z est le sommet cVun cône de révolution contenant F1 et F2,
orthogonal à la sphère Z. Revenant à la figure primitive on voit que Z est le
point conique (situé au-dessus de OçY])d'unedemi-cyclidede Dupin contenant
les cercles y,, y2 et orthogonale au plan O£Y) en tous les points de ces deux cercles.
Passant à la représentation projective, avec la sphère £ pour quadrique fonda-
mentale, à cette demi-cyclique de Dupin qu'on vient de trouver, correspond un
cône du deuxième degré contenant F,F2 et ayant son sommet Z intérieur à S
(correspondant du point conique de la cyclide). Ce cône est parfaitement
déterminé et unique dans le cas où l'on se place ; F,, F_> n'ayant comme y, et y2

pas de point commun.
On vérifie de suite que son sommet '( est sur la droite joignant les pôles par

rapport à Z des plans des deux cercles F, et T2 (perpendiculaire commune non
euclidienne à ces deux plans). Si cette droite coupe en L, et Z.2 les plans de ces
deux cercles, c'est un exercice facile de montrer que C,,L_, sont symétriques par
par rapport à Z en géométrie non euclidienne, ou mieux qu'ils sont symétriques
par rapport au plan polaire (par rapport à 2) du sommet extérieur à S du cône
du deuxième degré qui contient F, et Fj. Il suffit de remarquer pour cela
que Zn Z2 et les points I, J où cette droite coupe 2 sont deux couples d'une invo-
lution dont les points doubles sont les sommets des deux cônes du deuxième
degré contenant F1 et F_> ÇC est un de ces sommets). On a alors

et ceci exprime que C/C a pour milieu non euclidien *(.
En définitive, le point représentatif Z de la correspondante de f = fjf2 est,

en représentation projective, le sommet (intérieur à la sphère 2) d'un cône du
deuxième degré contenant F, et F2 cercles représentatifs de ƒ, et f2. Avec la
représentation dans le demi-espace OHY]T(T>O) , c'est le point conique d'une
demi-cyclide de Dupin qui coupe le plan OHY] orthogonalement suivant les
deux cercles y< et y2.

2° Les cercles y,, y2ont deux points communs. Alors les deux demi-sphères
<7n Œ2 représentatives de / , e t / 2 ont en commun un demi-cercle orthogonal au
plan Obr\ en ces deux points-là. La distance non-euclidienne L,C2 de deux
points ZK et L2 qui décrivent respectivement les deux demi-sphères a,, a2 sera
minimum et nulle lorsque Zn 'C.2 seront confondus sur le demi-cercle d'inter-
section de <7,, <J2. Z sera alors confondu avec L,, Z2 et la composante n'est pas
complètement déterminée. Il se produit ici la même circonstance que celle qui
se produit dans la réduction d'une forme quadratique indéfinie à coefficients
réels ou dans la réduction selon la méthode de Dirichlet interprétée par
M. Bianchi d'une forme quadratique binaire à coefficients complexes. Ici toute
forme d'Hermite cp ayant son point représentatif '( sur le demi-cercle d'inter-'
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section de ?x et G.2 sera une correspondante de ƒ ( ' ) . 11 y a donc en général une
infinité de réduites et l'on obtient toutes les substitutions réductrices (S) en
cherchant tous les pentaèdres T: de la division de Picard (et il y en a en général
une infinité) que traverse la demi-circonférence, intersection de (Ji et Œ2 et en
déterminant l'ensemble des substitutions Stelles que les T correspondantes
amènent ces pentaèdres sur 7:0. Sera réduite alors toute formeF équivalente
à ƒ, telle que le demi-cercle d'intersection des deux demi-splières 1, et H>
représentatives de F, et V2 (F = F, 1<\) a avec T:0 au moins un point commun.
En général il y a une infinité de réduites : nous verrons plus loin ce qui se passe
lorsque la forme ƒ a ses coefficients entiers, et comment ces réduites alors sont
en nombre fini. Nous consacrerons une étude spéciale à ce cas-là qui conduit
à des résultats particulièrement simples.

3° Les cercles y, et y2 sont tangents en un point A. On est alors conduit à
prendre pour correspondante de ƒ la forme de discriminant nul qui est repré-
sentée par ce point A. C'est évidemment là un cas où il n'est plus possible de
parler de réduction pour cette forme correspondante. On a un cas limite des
premier et second cas que nous écarterons dans la suite.

En ce qui concerne le calcul de la ou des correspondantes (2) quand la
forme ƒ est donnée, on pourra le faire facileAient puisque :

i° On sait reconnaître par des moyens classiques si ƒ se décompose en un
produit de deux formes, on sait aussi trouver ces deux formes ƒ, et f2 ;

2° On pourra ainsi distinguer dans lequel des cas précédents on se trouve
selon que les deu\ cercles y n y2 ou bien n'auront pas de point commun, ou
bien auront deux: points communs réels. On peut déterminer ceci directement
d'après la réalité des points doubles de la quartiquc ƒ(:?, i) = o. Le premier
cas correspond aux points doubles imaginaires. Le deuxième correspond à
deu\ points doubles réels à distance finie (ce qui, soit dit en passant, donne
immédiatement, en fonction des coefficients de la forme proposée, la forme de
Dirichlet dont les racines sont représentées par ces deux points du plan O£Ï),
forme de Dirichlet qui est i eprésentèe par le demi-cercle commun à Œn Œ2,
demi-sphères représentatives de fK et ƒ,) ; et la réduction de cette forme de
Dirichlet sera d'ailleurs un problème identique à celui de la réduction de la
forme proposée ƒ, , les substitutions réductrices étant les mêmes pour les deux
formes.

On pourra ainsi connaître individuellement si l'on veut chacune des deux
formes ƒ, et ƒ, , et le calcul du point représentatif t de la correspondante, bien
défini par ses propriétés géométriques, n'offre plus aucune difficulté.

(*) On a fait remarquei en temps utile que ce demi-cercle était interieur au domaine D associé
à la forme f.

(2) On peut remarquer que, dans tous les ca«*, la ou les correspondantes sont des covariants
quadratique^ à indéterminées conjuguées de la forme proposée.
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Remarque pour le cas ou la forme proposée f a ses coefficients entiers. —
Dans ce cas, toute forme équivalente, et en particulier toute réduite a ses
coefficients entiers. En reprenant les notations habituelles, si F est une réduite
équivalente à ƒ, A,A, qui est le premier coefficient de F est un entier.
Deux cas peuvent se présenter : ou bien le premier coefficient n'est pas nul,
ou bien il est nul. Le deuxième cas ne peut jamais se présenter si la f orme f
ne peut représenter zéro, c'est-à-dire s'il n'existe aucun système de deux
entiers x, y annulant la forme ƒ. Bornons nous au premier cas, c'est-à-dire
que nous excluons les formes biquadratiques du type étudié f=ftf2

(ƒ, et f2 formes d'Hermite indéfinies) qui pourraient représenter zé/o. Alors
le premier coefficient de F n'est sûrement pas nul. Dans les inégalités de limi-
tation écrites pour tous les coefficients de F, on remplacera la quantité |A, A2\
qui entre dans certains dénominateurs par la quantité non supérieure i ; on
obtiendra ainsi aux: seconds membres de ces inégalités des quantités parfaite-
ment déterminées par la connaissance du déterminant 0 de la forme f.
Il suit de là que, si ce déterminant est donné, chacun des coefficients d'une
réduite F ayant ce déterminant ne pourra avoir qu'un nombre limité de
valeurs. D'où il suit deux conséquences :

i° Les formes biquadratiques à coefficients entiers et indéterminées con-
juguées du type ƒ = / i fi (/i et / \ formes d'Hermite indéfinies), non suscep-
tibles de représenter zéro et ayant un même déterminant donné, se répar-
tissent en un nombre limité de classes (puisqu'il n'y a qu'un nombre fini de
réduites équivalentes à une ƒ du t> pe cherché).

2° Si une forme biquadra tique à coefficients entiers ƒ est du type ƒ = fKf^
ƒ, et f2 étant deux formes d'Hermite indéfinies dont les demi-sphères repré-
sentatives c, et ci, se coupent suivant un demi-cercle réel, si en outre la
forme f ne peut représente!1 zéro, il n'y a qu'un nombre fini de réduites équi-
valentes à la forme ƒ (puisque toutes ces réduites ont pour déterminant le
déterminant o d e / ) . Dans ce cas, comme dans le cas des formes quadratiques
binaires à coefficients entiers complexes, on voit que les réduites équivalentes
à la forme proposée, qui en général sont en nombre infini, n existent plus
quen nombre fini.

Nous nous occuperons plus loin de lever la restriction qu'apporte l'énoncé
précédent : considération des seules formes biquadratiques non susceptibles
de représenter zéro. La méthode employée sera différente et consistera essen-
tiellement dans l'étude de la forme de Dirichlet représentée par le demi-cercle
commun à <ii et cr2. On montrera que cette forme, tout en ayant ses coefficients
entiers, n'est pas la plus générale de ce genre, et c'est ce qui permet justement
d'affirmer, dans tous les cas, que ƒ puisse ou non représenter zéro, qu'il n'y a
qu'un nombre fini de réduites équivalentes à la forme proposée.



CHAPITRE III.
ÉTUDE DE CERTAINS SOUS-GROUPES DU GROUPE DE PICARD.

Soit

j ( a , 3 , y, o, enl iers complexes et ad — (3 y = i ) ,

I y = yX + 6 Y

une substitution S du groupe; on récrit aussi en posant z = — sous la forme

Elle lie s à Z par une relation homographique.
La transformation qui fait passer du point d'affîxe z au point d'affixe Z a

deux points doubles dont les affives vérifient l'équation

y z -h o

yz" -+- (o — y)z — (3 = o .

Ces deux points doubles peuvent être confondus et la substitution est dite
parabolique. S'ils sont distincts et si z{ et z, sont leurs aftîxes, on peut mettre
la relation

sous la forme

L'équation qui détermine K en fonction de a, p, y, o est facile à former :
c'est

(K2-f- i) («Q — (3y) — ^.(a9 -h ô' H- 2py) = o

et avec l'hypothèse ao — j3y = i

a -f S peut être un nombre entier complexe quelconque A + ip (^, p entiers
réels), puisque la substitution

r = / X + i> Y,

où a H- S = X -h i[JL, est une substitution du groupe de Picard.
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Dans ces conditions, trois cas sont possibles :

i° K est de la forme e K, K' étant un nombre réel. C'est le cas où les deux
racines de l'équation en K ont i pour module. La substitution S est dite
elliptique.

2° K est réel. La substitution S est dite hyperbolique.
Ces deux: cas se présentent lorsque (a 4- o)'2 — 2 est réel : le premier lorsque

[(a 4- 0) — i\" - 4 < o , condition qui se réduit ix (y 4- G)2 [(a 4- o)2 — 4] < ° (*)'-,
le deuxième lorsque [(a 4- o)2 — 4] (a 4- S)2^ o.

3° Enfin Iv peut être une imaginaire quelconque de la forme / c ' 0 ( r ^ 1, Û^ir)
et la substitution est dite loxodromique.

Ce sont là des résultats connus que nous rappelons brièvement pour la suite.

Nous allons maintenant étudier les relations qui existent entre certains sous-
groupes du groupe de Picard qui se présentent dans la réduction continuelle
des formes quadratiques binaires de Dirichlet, ou des formes d'Hermitc indé-
finies, à coefficients entiers.

Si Ton envisage d'abord une forme de Dirichlet

ax14- 2 bxy 4- cyl

où a, b. c sont des entiers complexes, on sait depuis Dirichlet qu'elle est con-
servée par un groupe cyclique G de substitutions modulaires complexes,
engendré par les puissances d'une certaine substitution S du groupe de Picard,
qui peut être une substitution hyperbolique ou une substitution loxodro-
mique.

Si, comme nous l'avons fait dans la deuxième Partie de ce Mémoire, on
représente la forme de Dirichlet par la demi-circonférence F orthogonale au
plan 0%/] aux deux points dont les aflîxes sont les racines de la forme

a z* 4- ïbz 4- c = o,

on voit qu'il existe un groupe cyclique (ƒ de transformations T du demi-espace,
sous-groupe du groupe de Picard, qui conserve la demi-circonférence F. Ce
groupe cyclique ç est engendré par la T qui correspond à la substitution S
génératrice du groupe G conservatif de la forme de Dirichlet. Si cette substi-
tution S est hyperbolique, toute demi-sphère passant par F est conservée par
une transformation T quelconque du groupe ff.

Si la substitution S est loxodromique (K = re'b)9 la T qui lui correspond

(!) On peut remarquer que celte condition fixe la valeur du nombre entier réel (a 4-0)* à 1,
1 ou 3, *ur lesquelles ? et '3 sont à rejeter. Par conséquent, pour toutes les substitutions ellip-
tiques du groupe de Picard, le nombre K aura pour valeur une racine de l'équation

K* + K + i = o, c'est-à-dire K = e ± " T .
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change une demi-sphère passant par F en une demi-sphère passant par F et,

faisant l'angle 0 avec la première; si 0 est commensurable à 2-rc ( 0 = ^_Ej,

on voit que la transformation T> conservera toute demi-sphère passant par F
et il en sera de même de tout le sous-groupe de (j formé des puissances de T>
(S^ sera hyperbolique). Si 0 est incommensurable à 2TU, aucune des transfor-
mations de g ne laissera inaltérée une demi-sphère passant par F.

Il n'est pas inutile d'examiner ce que donne la représentation projective des
formes.

Aux racines zi et z2 de la forme de Dirichlet proposée correspondent deux
points de la sphère S. La forme elle-même est représentée par le segment de la
droite A qui joint z{z2.

Fig . 8 , .

A'

Si le groupe G qui conserve la forme est engendré par une substitution S
hyperbolique, le groupe J/ formé des T qui correspondent aux substitutions
de G est un groupe de rotations non euclidiennes autour de A' conjuguée
de A par rapport à 2 ( ' ) . La T qui correspond à S et dont les puissances
engendrent <J est en effet une collinéation qui conserve S et a tous les points
de A' pour points doubles. Une telle transformation conserve tout plan passant
par A.

Si la substitution S qui engendre G est loxodromique, la T qui lui corres-
pond se décompose en deux rotations non euclidiennes autour des droites con-
juguées A, A'. La rotation autour de A est d'ailleurs d'angle non euclidien 6
(si K = /y?'6 caractérise la substitution S). O.n voit qu'un plan passant par A se
transforme par T en un plan passant par A et faisant avec le précédent
l'angle G.

Mentionnons enfin que, pour certaines formes de Dirichlet particulières à
coefficients entiers : celles dont les demi-circonférences F représentatives

(l) Si K est réel et négatif, T peut être envisage comme une suite de deux rotations non
euclidiennes : la première correspondant au multiplicateur [K| autour de A', la seconde de i8o°
autour de A. La seconde a pour période 2, c'est aussi une symétrie non euclidienne par rap-
port à A.
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sont des ai eins ( ' ) de peniaèdres T. de la division penlaédriqne du demi-
espace^ il existe, outre le groupe cyclique infini trouvé précédemment, un
groupe cyclique fini forme de substitutions elliptiques conservant ces
formes. Si la demi-circonférenee F est l'arête d'un dièdre droit (̂ non euclidien)
dans un penlaèdre TT, le groupe est d'ordre 2 et comprend la substitution
unité et une rotation non euclidienne de 1800 autour de l'arête considérée.
Si la demi-circonlerencc F est Tarête d'un dièdre de 6o°, le groupe est
d'ordre 3 et sa substitution génératrice est une rotation non euclidienne
de 1200 autour de l'arête considérée.

Considérons maintenant une forme d'Hermite indéfinie à coefficients
entiers

/(.r, y) — axj '— bxy '— b' a' y -+- cyj ' (bb'— ac > o)

(#, c entiers réels; b et h' entiers complexes conjugués), et la demi-sphère
représentative dont le grand cercle d'équateur dans le plan OHYJ a pour équa-
tion

ƒ ( c, y) = azz'—bz-—b'z-\-c — o.

M. Picard {Annales de l'École Normale supérieure, 1884) a démontré qu'il
existe un groupe infini de substitutions modulaires complexes

(S) \X~~C/^ , v on z = Z—tZ (a, p, y, ôenliers; «3 —(3y = i),
| y 1 y \ + 0 1 / Lk "+• 0

laissant invariante la forme f. Écrites sous la forme r = —-.—T> ces subsli-
•' yL + o

tutions S forment un groupe fuchsien dont le cercle fondamental est le
cercle du plan O£Y; dont Véquation est

a zJ — b z — b' zr -f- c = o.

M. Picard a enseigné le moyen de former le domaine fondamcnlal de ce
groupe fuchsien. Depuis que son Mémoire a été écrit, on a indiqué d'autres
moyens pour le former (voir en particulier KLEIN et FMCKK, Fonctions auto-
morplies, et une Note de M. HUMBERT, C. R. Acad. .Se, t. 162, mai 191G).
Passant des S qui conservent ƒ(,/;, y ) aux transformations T du demi-espace
qui leur correspondent, on voit que ces transformations conservent toutes la

(' ) II y a tles aiète*> de ces» domaines T: qui ne sont pâ > apparentes, paice que les deux faces
qui y aboutissent forment un dièdre d'angle i8o°; tel est par exemple l'axe Ox pour TT0, c'est
l'axe d'une rotation non euclidienne de 1S00 définie par la substitution modulaire

(S)
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demi-sphère Œ représentative de f{x, y) ( ' ) . Les substitutions S qui con-
servent ƒ(,/;, y ) , on le voit aisément, sont en général toutes hyperboliques ou
paraboliques et leurs points doubles sont sur le cercler équateur de G\ Dans
le cas seulement où Œ est orthogonale à une arête (2) cUun pentacdre T: de La
division du demi-espace, il y a, outre le groupe infini précédent, un groupe
fini ({) de deux ou de trois substitutions elliptiques (A) (selon que le dièdre
ayant pour arête l'arête orthogonale à a est de 900 ou de 6o°), qui conserve
/(x*5 / ) ( lesT correspondantes sont des rotations non euclidiennes de 1800

ou de 1200 autour de Varête considérée).
Nous nous proposons actuellement de chercher des relations entre les

groupes conservatifs des formes de Dirichlet et des formes d'Hermite indé-
finies à coefficients entiers. Nous allons à cet effet considérer une forme
d'Hermite indéfinie à coefficients entiers représentée par la demi-sphère <7, et
chercher si le groupe qui la conserve a des substitutions communes avec le
groupe qui conserve une forme de Dirichlet à coefficients entiers dont la
demi-circonférence représentative F est sur T. NOUS dirons, pour abréger,
qu'une telle forme de Dirichlet est contenue dans la forint* d'Hermite.

Une première question à résoudre est de déterminer celles de ces formes de
Dirichlet à coefficients entiers qui peuvent être contenues dans des formes
d'Hermite indéfinies à coefficients entiers.

Soit donc la forme
/(a?, y) — ax*-\- ibxy -\- cyy

et soient zn z1 ses racines, qui vérifient l'équation

f(z, 1) _— az*-\- ibz 4 - c -_ o .

Marquons dans le plan O^YJ les deux points zn z2; la demi-circonférence F
représentative de f(-v, y) est orthogonale au plan Q^r\ en zn z2. S'il existe une
forme d'Hermite indéfinie à coefficients entiers contenant/,

F(.r, y)=zkxx'— Bay'— B'x'y + Cyy',

(!) Avec consenation du sens de rotation sur le cercle d'équaleui de <i ainsi qu'on l'a vu dans
les préliminaires de la deuxième Partie.

(2) Cette arête peut n'être pa*> apparente : telle est Q- dans ir0. En ce cas le groupe corres-
pondant compte deux tsubslitutions.

(3) Et tous le^ transformés de ce groupe fini par les transformations hyperboliques ou para-
boliques précédentes qui conservent la demi-sphère.

(4) Si le groupe compte deu\ substitutions 1 et S, S peut s'écrire

C'est une substitution elliptique de période 2 ou une substitution hyperbolique avec K = — 1.
L'une et l'autre dénomination sont valables sans équi\oque.
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le cercle du plan O£Y] d'équation

F(3, i) = A . - : ' - B~ — B'z'-+-C = o

passera par zx et z2.
B'

Son centre est le point co d'affixe -r- rationnel. Le carré de son rayon

est ^—-> c'est un nombre réel rationnel. Réciproquement, un cercle du

plan 0 ^ , dont le centre a pour affixe un nombre complexe rationnel et dont

le carré du rayon est un nombre réel rationnel, représente une forme d'Hermile
indéfinie à coefficients entiers.

Si alors P représente le point d'affîxe > milieu du segment z{ z2 qui joint

les racines de ƒ, P étant d'affîxe rationnel ainsi que co, on conclut que coP est
un nombre rationnel, et comme il en est de même de corl? on conclut
que P^ t est rationnel.

Or la formule

montre que

De là se tire que Norme (b2 — ac) doit être un carré parfait. Cette conclu-
sion vaut même si co se confond avec P. Si co est distinct de P, la droite Pco
joignant deux points d'affixes rationnels a, par rapport aux axes O£, OY), un
coefficient angulaire rationnel. Il en est de même de la droite zxz2 qui lui est

normale. Or P*, fait avec O; un angle égal à arg. - — ^ ^ . H y a donc un

nombre complexe rationnel ayant même argument que — ( • ) . C e l t e

Ou que

M\ —

2

b
a

H - -
b1 —

a

/Noi

- ac

rme(6 )— ac)
Norme a



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 2 o 5

dernière conclusion ne tient plus si P se confond avec a>. Mais il est facile de
voir que le résultat est général. Pour cela nous allons établir la réciproque de
la proposition précédente.

Montrons que si Norme (// — ac) est carré parfait (d'un entier réel néces-
sairement), il existe une infinité de formes d'Hermite indéfinies à coefficients
entiers contenant la forme de Dirichlet

ƒ(.27, y) = ax*-\- 2 bxy -h cy\

Par hypothèse, (Jr — ac) est un entier complexe. A quelle condition la norme
d'un tel entier est-elle carré parfait?

Posant A -f- a/ = b1 — ac, il faut que l'on puisse trouver un entier réel v tel
que

À2-h 1**= v \

C'est là une équation diophantique dont la solution générale est bien
connue. On prendra deux entiers réels arbitraires a, (3 premiers entre eux et
la solution générale est donnée par

A étant un entier réel quelconque, si a et [3 sont de parités différentes, et la
moitié d'un entier réel quelconque si a et p sont tous deux impairs.

Dans ces conditions

On voit donc que la condition nécessaire et suffisante pour que x(6" — ac)
soit carré parfait est que le nombre b'1 —ac soit de la forme A/', A étant un
entier réel ou une fraction réelle de dénominateur i et t un entier complexe,
A et t pouvant (railleurs être quelconques de leur espèce ( ' ) . En remplaçant
au besoin / par //', /' étant aussi un entier, on peut supposer toujours A > o.

Si en particulier t = i, c'est-à-dire si b~ — ac est un entier réel, la condition

( A ' \
A = — J que

si t= a t- p« est divis ible par i -h i} ce qui arrive si a et p sont tous les d e u x impairs . (S i a et jï
sont de parité différente, on prendra pour A un ent ier r é e l ) . Il es t clair dans ce cas que

t = (i H- i) t'

définit t' entier et qu'alors Kt1 n'est autre que A'it'*. On peut donc dire que la condition néces-
saire et suffisante pour que >)£>(&' —ac)soit carré parfait est que b* —ac soit de la forme
Atf2 OU Xit2 (A entier réel, t entier complexe, quelconques).
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est satisfaite. Si / = i 4- i, t2 = 2 i, on prendra A » - 5 A ' étant un entier réel
quelconque, et l'on voit que si b2 — ac — À'/, c'est-à-dire si 6a — ac est un
entier purement imaginaire d'ailleurs quelconque, la condition est encore
satisfaite.

Dans tous les cas il suit de b2 — ac= A/2, A étant un nombre rationnel réel
positif et tun entier complexe, que

Par suite

\/A est un nombre réel, - un nombre complexe rationnel; on voit donc que la

condition
Norme (6'— ac) = carré parfait

entraîne que -—~^^- a même argument qu'un certain nombre rationnel. Ainsi

se trouve établie dans tous les cas cette dernière conclusion. Ces deux condi-

tions s'entraînent d'ailleurs l'une l'autre, car si -—^-^ a même argument qu'un

certain nombre rationnel R, on peut écrire

. — /?iR (m étant un nombre réel).

Donc

et
Norme(&7— ffc) = Norme(/?i2) x Norme (tf2R2).

(b2 — ac) et (a2R2) étant des nombres rationnels, il en sera de même de m2.
Donc Norme (m2) sera aussi carré parfait d'un nombre rationnel ainsi que
Norme (a2R2). Donc Norme (b'2 — ac) sera aussi carré parfait d'un nombre
rationnel qui ne peut différer d'un entier.

Les deux conditions
Norme ( b2 — ac) = carré parfait

et

— argument d'un nombre rationnel complexe

sont donc complètement équivalentes.
Si elles sont remplies, il s'ensuit que la droite zK z2 joignant les racines de

la f orme f a par rapport aux axesO%, Or\ un coefficient angulaire rationnel;
il en est de même de la perpendiculaire élevée à cette droite au milieu P des deux
points zn z2 qui est un point d'afiixe rationnel complexe II existe donc sur
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cette dernière droite une infinité de points d'affixe rationnel complexe; il
suffira pour en avoir un de prendre un point de cette droite dont l'abscisse £
surpasse l'abscisse de P d'un nombre rationnel réel quelconque. Soit &> un tel
point. POJ sera un nombre rationnel réel. De même

~ ' Norme «

sera rationnel.
Donc coSj sera rationnel. La forme d'Hermite indéfinie représentée dans le

plan O£Y] par le cercle de centre co passant par r,£2sera donc une forme àcoef-
cients entiers.

Ainsi se trouve démontrée cette proposition réciproque de la première pro-
position établie : Si Norme (b~ — ac) est carré parfait, ou ce qui revient au

même si — — a même argument qu un nombre complexe rationnel, la

forme de Dirichlel
/(<*> y) — «•*•' + 2 ba-y + c)2

à coefficients entiers complexes est contenue dans une infinité dénom-
brable de formes d'Hermite indéfinies à coefficients entiers.

De la résolution de ce premier problème on conclut que les seules formes de
Dirichlet à coefficients entiers contenus dans une forme d'Hermite indéfinie à
coefficients entiers dont cr est la demi-sphère représentative sont représentées
par les demi-circonférences d'intersection de cr avec toutes les demi-sphères
représentatives d'autres formes d'Hermite à coefficients entiers qui coupent cr,

On peut résumer les résultats précédents par la classification suivante :
Soit une forme de Dirichet

ƒ( x, y ) = «#'-+- 2 bxy 4- c y*

aux coefficients entiers a,, b, c.
Trois cas sont possibles :
i° Ou bien l'entier réel Norme (b'2 — ac) n'est pas carré parfait, c'est le cas le

plus général. Alors ƒ n'est contenue dans aucune forme d'Hermite indéfinie à
coefficients entiers.

2° Ou bien Norme (b2 — ac) est carré parfait. Alors la forme ƒ (dont les
racines en ce cas ne sont pas en général rationnelles) est contenue dans une infi-
nité dénombrable de formes d'Hermite indéfinies à coefficients entiers.

3° Ou bien b2 — ac est lui-même carré parfait d'un nombre rationnel com-
plexe.

(C'est le cas où le nombre réel rationnel A, qu'on a trouvé en mettant b2 — ac
sous la forme A/2 lorsque la deuxième condition est remplie, est lui-même
carré parfait d'un nombre rationnel.)
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Alors les deux racines :;, z2 de la forme ƒ sont elles-mêmes rationnelles. On
exclut généralement ces formes ƒ à racines rationnelles dans l'étude des formes
de Dirichlet, car elles sont le produit de deux formes linéaires à coefficients
rationnels.

Revenons maintenant à la forme d'Hermite indéfinie

F(.r. y) = kxx' — ¥>œy' — B'.r'y-hCv/

aux coefficients entiers A, B, B', C. Soit G sa demi-sphère représentative.
Soit f{x,y) = ax'2 -+- ibxy -\- cy~ une forme de Dirichlet aux coefficients en-

tiers a, 6, c contenue dans F. Sa demi-circonférence représentative F est sur a.
F est l'intersection de cr avec une infinité dénombrable de demi-sphères cr'
représentant comme rr des formes d'Hermite indéfinies à coefficients entiers.

Imaginons que nous fassions la réduction continuelle de la forme ƒ. Nous
suivons la demi-circonférence F dans un sens bien déterminé et quand le point £
qui décrit F est dans un certain pentaèdre TT de la division connue de l'espace,
nous faisons, sur ƒ pour la réduire, la substitution S du groupe de Picard telle
que la T correspondante transforme £ en Z situé dans -0 (Z = L T ; 7i0 = T:T).
Lorsque M décrit F, nous obtenons ainsi dans T:0 un certain nombre d'arcs
réduits congruents à des arcs de F, et comme le nombre de ces arcs est essen-
tiellement fini puisque ƒ a ses coefficients entiers, chacun de ces arcs s'obliendra
périodiquement une infinité de fois puisque F traverse (sauf le cas où les racines
de ƒ sont rationnelles) uneinfinitéde penlaèdres TT. Désignons par F,, T2, ..., F„
ces arcs réduits, dans l'ordre où ils se présentent, u décrivant un arc de F équi-
valent à F n la substitution S, telle que laT, correspondante amène cet arc sur Tt

dans 7T0, va transformer la forme F (x,y) d'Hermite en une forme réduite
puisque la T, transformera a en une demi-sphère contenant Ti9 c'est-à dire
coupant TT0. 'C décrivant F, après l'arc précédent équivalent à F, va se présenter
un arc équivalent à F2.

La substitution réductrice S., déterminera une T2 qui amène l'arc considéré
sur Fo et transforme <7 en une demi-sphère contenant F2, S2 réduit F. En conti-
nuant ainsi, *( décrivant F, on va obtenir successivement des formes réduites
équivalentes à F(x, y) dont les demi-sphères représentatives passeront respec-
tivement par F,,Fo,... ,F/2. Après cela, à cause de la périodicité, t va décrire sur F
un arc équivalent à F, et la substitution qui transformera cet arc en F, transfor-
mera a- en une demi-sphère contenant F,. Nous avons déjà obtenu une première
demi-sphère équivalente à a et contenant F,, rien ne nous assure que la demi-
sphère passant par F, que nous venons d'obtenir en dernier lieu est confondue
avec la première, t décrivant F on voit donc qu'il se présente une première série
de formes réduites équivalentes à F (a?, y), dont les demi-sphères représentatives
passen t respectivement par F,, F2,...,rw; puis une deuxième série de formes jouis-
sant des mêmes propriétés, leurs demi-sphères représentatives devant, en général,
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être supposées distinctes des premières; puis une troisième série, etc. Mais on
sait d'autre part que le nombre des formes réduites équivalentes à F(#, y) est
fini puisque F a ses coefficients entiers. On doit donc forcément arriver à une
(jn -h i yeme série déformes dont la première a une demi-sphère représentative
passant par F, et coïncidant avec une des demi-sphères équivalentes à a-et
passant par F, déjà obtenues ( * ).

Analysons ce processus. On sait que f(x, y) est conservé par un groupe
cyclique infini de substitutions comprenant toutes les puissances entières posi-
tives et négatives d'une certaine substitution S hyperbolique ou loxodromique.
'C décrivant F, décrit d'abord une première série d'arcs Yi,y2» . . . J Y ^ équivalents
respectivement à F,, F2, ..., Tn, puis une deuxième série d'arcs analogues qui
ne sont autres que y,T, y2T, ..., y„T (T étant la transformation du demi-
espace que définit S), puis une troisième série d'arcs y,T2 ,y2T2 , ...,y raT2,...;
enfin une mierae série Y,Tm, y.T'", ..., y^T'"....

Désignons par S,, SJf ..., Srt les substitutions dont les T,, T2, ..., Tn corres-
pondantes amènent y,, y2, ..., y» s u r Tj, F2, ..., Fw.

La première série de réduites équivalentes à F qu'on va rencontrer sera

FS,, FS„ ..., FS„.

Pour amener sur F, l'arc y*T que l'on rencontre sur F après y»? il faut faire la
transformation T~J qui l'amène sur y n puis T,; c'est-à-dire en définitive la
transformation T~f T,.

La deuxième série de réduites équivalentes à F qu'on va rencontrer sera

FS^S,, FS-lS,, . . . , FS-'S,,.

La troisième série sera de même

FS-2S,, FS-2S>, .. . , FS-2S„.
La mlomo série sera

Par hypothèse, FS,, FS" 'S4 , . . . , FS-^-^S, sont distinctes, comme leurs
demi-sphères représentatives.

La (m -f- i)l<Itt0 série sera

FS-'"SM FS-'"S„ ..., FS-'»SIIf

et par hypothèse la demi-sphère représentative de FS"mS, est identique à la
demi-sphère représentative d'une des formes FS,, FS- 'S , , FS~(IW~OS,; c'est-
à-dire que FS"mS, est identique à une des formes précédentes,

(l ) Avec coïncidence des sens de rotation sur les équateurs des deux demi-sphères.

J. 27
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Mais alors

ceci s'écrit

FORMES BINAIRES

FS-'"

F S-»"

NON

—

—

QUADRATIQUES.

FS-"1',

FS-C"-"O—F.

De là on conclut m' = o, car si m' ^ o, on conclurait de

que m n'est pas le premier indice de la suite indéfinie i, 2 , . . . . #?..., pour lequel
la suite

FS,, FS-'Sn FS-'S,, . . . , FS-'»Sn . . .

présente un terme identique à un terme déjà rencontré.
On a donc

FS-'"SI = FSP

Donc
FS '» = F

et par suite
FS—S^FS,,

c'est-à-dire que toutes les formes de la (m-h i){èmc série coïncident respec-
tivement avec celles de la première. A partir de la (m + i)1('"le série, on
retrouve les premières séries de formes, périodiquement, la (m -h j)lème étant
identique à la première, d'une façon générale la série d'ordre \m -h p (p<m)
étant identique à la pwm*.

Mais il y a plus : l'égalité
FS-"':=F — FS"1

prouve que la substitution S~/w, qui conserve ƒ, conserve aussi F ; c'est d'ailleurs
une substitution hyperbolique puisque ses points doubles sont distincts (racines
d e / ) et puisqu'elle conserve F, et par suite sa circonférence représentative avec
son sens; donc elle appartient au groupe fuchsien infini des substitutions modu-
laires qui conservent F.

D'où la conclusion fondamentale suivante : Si la forme de Dirichlel ƒ à
coefficients entiers est contenue dans la forme d'Hcrmite F à coefficients
entiers, il existe une substitution hyperbolique du groupe fuchsien des substi-
tutions modulaires consrrvalircs de F, qui conserve aussi f. Cette substitution
est une puissance entière de la substitution fondamentale S du groupe cyclique
des substitutions modulaires conservatives de ƒ. Par suite, cette substi-
tution S ( ') nest pas une substitution loxodromique quelconque, puisqu'une

(!) Qui, ainsi que nous l'avons rappelé précédemment, peut être a priori hyperbolique au
loxodromique.
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certaine puissance entière mIPme ( • ) de S est hyperbol ique ; si K. = retb caraclé-

( f m "7 \

"~""' = K y ~~g| ), on aura /raO = 2DT:, Ö étant entier.
Donc 0 est commensurable à 2TC.

Il résulte immédiatement des considérations précédentes qu'il y a tout un
groupe cyclique infini {engendré par une substitution S modulaire hyper-
bolique) conservant à la fois la forme d'Hermite indéfinie F cl la f orme de
Dirichlel ƒ contenue dans F; ou encore, ƒ étant une forme de Dirichlel à
coefficients entiers contenus dans la forme d'Hermite indéfinie F à coefficients
entiers, le groupe fuchsien des substitutions modulaires complexes qui conser-
vent F contient un sous-groupe cyclique (formé des puissances entières posi-
tive et négatives d'une substitution S hyperbolique) conservant/.

Si en particulier on envisage la forme

qui est représentée par le demi-plan O £ T ( T > O ) , elle est conservée par les
substitutions modulaires réelles, le groupe fuchsien qui conserve F est le
groupe modulaire réel. Une forme de Dirichlet contenue dans F est une forme
quadratique binaire indéfinie quelconque à coefficients réels entiers. Le résultat
précédemment trouvé donne donc en particulier le résultat suivant bien connu
de la théorie des formes quadratiques binaires à coefficients réels : Toute forme
quadratique binaire indéfinie à coefficients entiers est conservée par un
groupe cyclique {sous-groupe du groupe modulaire réel) forme des puis-
sances entières positives ou négatives d'une substitution S modulaire
hyperbolique.

Revenant au cas général, il est clair que si l'on envisage deux formes
d'Hermite F et F, indéfinies à coefficients entiers dont les demi-sphères repré-
sentatives i et G-, sont sécantes, la demi-circonférence F intersection de Œ et at

représente une forme de Dirichlet à coefficients entiers.
Si

( F ^ À xx1 - B xy'- B; x'y -h G jy',

j
a- et a, ont pour équateur dans le plan O£Y) les cercles d'équation

(CJ) A zz'-K ; - B ' : ' + C = o ;

(crO A,zz' -B^-B'^ '+C! — o.

Les affixes des points d'intersection de ces deux cercles sont racines d'une équa-

(!) Dans une Noie placée à la fin du Mémoire, nous déterminerons quelle peut être la valeur de
l'entier m. Il nous suffit ici de savoir que cet entier existe.
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tion obtenue en éliminant z' entre ces deux équations, c'est

i — B\l)z
j-\-(\lc— vc,+ BB; — B'B^S-H BC, —B;G = O.

La forme de Diriclilet dont F est la demi-circonférence représentative est
donc (à un facteur près évidemment)

f(œ, y) = ( AB, — BA, )x* + ( A, G - Ad + BB', - B'BX )xy + ( B' d — B; C)y2.

Elle a bien ses coefficients entiers.
Il résulte immédiatement de ce que nous avons dit précédemment que la

substitution S génératrice du groupe cyclique des substitutions modulaires
complexes conservant la forme ƒ (a?, y) n'est pas quelconque, mais a pour puis-
sance 7/zléme (m étant un entier convenable) une substitution hyperbolique.
Autrement dit, le groupe conservait/ de f contient un sous-groupe cyclique
engendré par une substitution hyperbolique. Il est clair que toute substitution
de ce sous-groupe étant hyperbolique et conservant ƒ, la T correspondante
conservera Tel conservera aussi toute demi-sphère passant par ï\ C'est-à-dire
que toute substitution du sous-groupe en question conservera non seulement/,
mais encore F et F,, et d'une /aron générale toute /orme fVHennite indéfinie
contenant la /orme ƒ.

Ceci peut s'énoncer : Les groupes /uchsiens/ormes des substitutions modu-
laires complexes qui concervent respectivement deux /ormes d^Hermilc
indéfinies F et YK à coefficients entiers, dont les demi-sphères représen-
tatives se coupent, ont toujours en commun un sous-groupe cyclique engendré
par les puissances entières d'une substitution modulaire hyperbolique ; ce
sous-groupe conserve la /orme de Dirichfel / contenue dans les deux
/ormes F et F{. Il conserve toute forme d9 H ermite indéfinie contenant /.
(L'expression générale d'une telle forme est XF + X,Fn A et A, étant deux
constantes réelles quelconques.)

En résumé : Si une forme de Diriclilet /(x, y) = ax2 -h ibxy -+- cy2 aux
coefficients entiers a, b, c vérifie la condition

Norme (b2 — ac) = carré parfait ( ! ) ,

i° elle est contenue dans une infinité dénombrable de formes d'Hermite indé-
finies à coefficients entiers; si F et F< sont deux de ces formes distinctes,

F = A œx!— B œy1— B' x'y -f- C,

Ft — A,œx' — B, xy' — B', a-1 y •+- d ,

(') Ou la condition équivalente — = à même argument qu'un nombre rationnel
2 CL

complexe.
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(A, B, B', C) étant premiers entre eux dans leur ensemble, ainsi que
(A,, B,, B,,C,); l'expression generalede ces formes d'Hermite sera XF + X,F,,
X et À, étant deux entiers réels (positifs ou négatifs) premiers entre eux;
2° le groupe G des substitutions modulaires complexes qui conservent la
forme ƒ, contient une substitution S hyperbolique, et par suite tout un sous-
groupe cyclique (J de substitutions hyperboliques formé des puissances de S.
Ce sous-groupe ç conserve toute forme (THermile. indéfinie contenant la

forme f (une telle forme s'écrit AF-f-A,F,, OÙ A et A, ont des valeurs quel-
conques). Il est contenu dans le groupe fuchsien formé des substitutions modu-
laires complexes qui conservent toute forme d'Hermite indéfinie à coefficients
entiers contenant ƒ.

Ceci s'énonce encore de la façon suivante : La substitution S génératrice du
groupe G conservatif de la forme ƒ jouit de la propriété qu'une de ses puis-
sances entières S m ( ' ) est une substitution hyperbolique 2 . On a vu qu'en
général S est hyperbolique ou loxodromique. Dans le cas présent, si S est
loxodromique, elle n'est pas quelconque : K étant le multiplicateur de S

(Iv = rtf'°), l'argument 0 est commensurable à L>~

(m 9 = 2pTz\ p entier).

Ces propriétés vont trouver leur application dans l'étude particulière des
formes biquadratiques à coefficients entiers du type envisagé dans ce Mémoire.
Nous rejetons à la fin une Note qui éclaircit complètement l'étude des substi-
tutions loxodromiques du groupe de Picard, à l'aide des résultats du Chapitre
actuel.

(*) El par suite toutes les puissances d'exposant Xw, X étant un entier réel quelconque positif
ou nogal if.



CHAPITRE IV.
ÉTUDE PARTICULIÈRE DES FORMES BIQUADRATIQUES A COEFFICIENTS ENTIERS.

Le type des formes biquadratiques que nous étudions est

(i) ƒ(#, y) = ax2xn -Y- bx2x'y' -4- U xyxn -\- cx'y'2

4- c'xf2j 2-4- dxyx'y' -+- exyy" -\- e'x'y'y* + fj 2y'2 ;

a, f/, ƒ sont réels; & et h', c et c', # et e' sont complexes conjugués.
ƒ prend des valeurs réelles quelles que soient les valeurs complexes de x, y

si ic' et y' reçoivent les valeurs conjuguées. Les coefficients et les inconnues
étant supposés entiers, ƒ prend des valeurs entières réelles. Et tout d'abord le
problème se pose de savoir reconnaître si la forme f peut s'écrire sous forme
d'un produit de deux formes d'Hermitç :

f{x, y) = (<Xi.vx' + faœyr4- $\ x'y -H y{yy') (a^xx + $2œyf -+- $\x'y + y>yy').

A cet effet, considérons la quartique bircirculaire du plan des z = \ + it\
dont l'équation en coordonnées isotropes est

(a) ƒ(«,, i) = 9(5, *') = « 3 ^ ' ^ &*'*'+ 6'5s^

Si s et son conjugué z' satisfont à cette relation, le point z est sur la courbe. Si
l'on choisit r fixé non sur la courbe, cette équation en z' donne deux valeurs
pour z' = lj — lyj; alors chacun des deux points (£, yj) ainsi obtenus est dit
image du point z primitif par rapport à la courbe proposée.

Pour que la décomposition en question puisse avoir lieu, il faut et il suffit
que la quartique bicirculaire (2) se décompose en deux cercles dont les équa-
tions en (£, Y]) aient leurs coefficients réels ( ' ).

Il faudra donc s'assurer : i° que la quartique (2) admet deux points doubles
à distance finie, alors elle se décompose en deux cercles et son équation se
décompose; 20 que les deux facteurs de décomposition ne sont pas imaginaires

(!) On sait en effet que, si ̂ (o?, y) représente une forme d'Hermite, l'équation ty(z, 1) = o, en
posant z = £-+-**), devient l'équation d'un cercle en coordonnées cartésiennes Ç, rn et tous les
coefficients de cette équation sont réels.
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conjugués Vun de Vautre, mais bien que chacun d'eux a tous ses coefficients
réels f tant que (£, YJ) sont pris pour coordonnées].

Reprenons l'équation de ld quartique (2)

(2) 0(5, z') = az*zfi+bs*zr-h b' zJ* -h cz* -h dzz'4- c'z'2 + ez + e'-3' + ƒ = o.

Si l'on pose s = !• -f- ir\, s' = ? — z"yj, on a son équation cartésienne

F(£, fl)~ ?(£ + «tf, l — in.) = 0.

Ses points doubles, à distance finie, qui doivent être au nombre de deux, sont
donnés par

F£ = cp' + a/, = o,
F;l=i(?:-?i') = o,

qui équivalent à

i' =0.

Si donc (!-, vj) est un point double réel de (2), les équations (2) et (3) sont
satisfaites par z = ; f- ZYJ et son conjugué z' ~\ — ir\. Si (Üj, YJ) est un point
double imaginaire, les équations (2 ) et (3) sont encore satisfaites par z = \ -4- ir^
zr— \ — r/],mais alors ces deux valeurs z et z' ne sont plus conjuguées, le point
d'ajfixe z et celui dont l'affi\e est conjugué de z' sont images Vun de Vautre
par rapporta la quartique. Ainsi les équations (2) et (3) donneront des valeurs
de z qui représenteront dans le plan O$YJ : i° les points doubles réels de la
quartique (2); 20 les couples de points réels associés, images l'un de l'autre
par rapport à (2), tels que les deux points imaginaires communs aux deux
cercles de rayon nul, ayant pour centres ces deux points associés, soient des
points doubles imaginaires conjugués de (2).

Ecrivons alors
<p(s, z1) =pzn-\ (jz'-hr = o,

p, q, r étant des trinômes du deuxième degré en z, et soit

dp de/ . dr
l l l

( j / = '2pz' -+-(/ = O.

Soit ( J , z') un couple de solutions de ces trois équations. Il est clair, la première
équation et la troisième étant vérifiées, que z vérifie

7* — * /;/' = °-
D'autre part, z vérifie aussi

dp q" dfj q ^ dr = Q

dz [\py dz 2p dz
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et ceci signifie que
d

Donc z est racine double de q1 — l\pr = o.
Ceci signifie que q'2 — ̂ pr = o doit avoir deux racines doubles. C'est donc

que q- — l\pr est carré parfait d'un trinôme du deuxième degré en z.
Inversement, si q2 — L\pr est carré parfait, on voit que l'équation en ~, z'

( 2 ) O ( 5 , 5 ' ) = O

se décompose en un produit de deux facteurs linéaires en z . Pour la même
raison, si l'on écrit

o( j , : ' ) = / / : ï + 7 ' ; + / ' = o ,

on voit que p', q', r' sont trois trinômes respectivement conjugués de /?, y, /•
si z' est conjugué de z. Donc <̂ '2 — 4/>//f sera aussi carré parfait d'un trinôme
du deuxième degré en z' qui sera conjugué du trinôme trouve précédemment
quand z' sera conjugué de z. Donc les deux facteurs de décomposition seront
aussi linéaires en z. D'ailleurs, si z est donné, (2) définit deux valeurs de z'
dont chacune est rationnelle en z, mais aussi si z' est donné (2) définit deux
valeurs de z dont chacune est rationnelle en z\ Donc (2) définit deux valeurs
de z' qui sont deux fonctions homographiques de z. C'est encore dire
que ç(- , -') se décompose en deux facteurs bilinéaires de la forme
OLZZ'-\- $z -hyz' 4- 2, et c'est ce qu'il fallait montrer.

La quartique (2) aura donc deux points doubles et elle se décomposera en
deux cercles si et seulement si le polynôme

) q

qui se tire de l'équation
9(3 , z') = pz'*-\-q

est carré parfait.

et dans ce cas l'équation
on

fournit deux valeurs de z qui représentent : i° ou bien les deux points doubles
de (2) si ces points doubles sont réels; 20 ou bien deux points réels associés,
centres de deux cercles de rayon nul, se coupant aux deux points doubles ima-
ginaires conjugués de (2).

Tout ceci est conséquence immédiate de la théorie connue des images d'un
point par rapport à une courbe.

Dans le cas présent, l'équation P = o aura pour racines zK et z2 qui seront :

i° Les affixes des points communs aux deux cercles en lesquels se décom-
pose la quartique (2) si ces points communs sont réels;
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2° Les affixes des points limites du faisceau des deux cercles précédents si
les deux cercles n'ont pas de point commun réel.

Il est facile de distinguer ces deux cas. Si une racine zx de P = o et la valeur
conjuguée z\ vérifient (2), on est dans le premier cas, zt etz2 sont les affixes de
deux points réels de la courbe (2). Si une racine zi de P = o et la valeur com-
plexe conjuguées', ne satisfont pas à (2), le points, n'est pas sur la courbe (2), et
l'on voit de suite que z{ et z» sont les affixes de deux points images par rapport

à ( 2 ) -
Tout ceci n'a pas supposé les coefficients de la forme f(x, / ) entiers.

Supposons-les entiers. Ils devront être tels que le polynôme en z

à coefficients entiers aussi, soit carré parfait.
Pour que l'on ait ainsi Q = P2, il faut et il suffit que le p. g. c. d. entre Q

et ^ soit du deuxième degré (condition équivalente à celle-ci : Q admet deux

racines doubles distinctes ou non) et ce p. g. c. d. sera précisément P. Or si Q

est à coefficients entiers, -p l'est aussi, et leur p. g. c. d. P s9obtenant par des

calculs rationnels, le polynôme P aura ses coefficients rationnels.
L'équation P — o qui détermine les valeurs zn z2, affixes des points

communs aux deux cercles de décomposition de (2) ou des points
limites de ces doue cercles, est donc une équation à coefficients entiers. C'est
là un résultat fondamental pour la suite.

On sait donc reconnaître de façon précise les cas où la quarlique cp(̂ , z')= o
se décompose. Cette décomposition peut se faire de deux façons. L'équation

peut se décomposer en deux termes réels du deuxième degré ou en deux termes
du deuxième degré imaginaires conjugués, c'est-à-dire que F est le produit
de deux polynômes en (£, Y]), F,(<;, •/)), F2(Ç, YJ) qui égalés à zéro représentent
deux cercles et qui peuvent être tous les deux à coefficients réels, ou bien l'un
à coefficients complexes et l'autre à coefficients complexes conjugués. Dans le
premier cas les deux cercles de décomposition ont leur centre réel, dans le
deuxième, les deux centres sont imaginaires conjugués.

Le premier cas seul correspond à une décomposition de la forme f{x, y) en
un produit de deux formes quadratiques ftHermite. Nous écartons donc pour
l'instant le deuxième cas.

En résumé, si la forme biquadratique f(x*,y)k coefficients entiers se décom-
pose en un produit de deux formes d'Hermite ƒ = ƒ , f2 qui, dans le plan O£Y],
sont représentées par deux cercles y, et y2 réels ou imaginaires (mais toujours

J. 28
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à centre réel), les affixes z des points communs ou des points limites de ces
deux cercles (selon que les premiers ou les deuxièmes sont réels) sont racines
d'une équation P = o à coefficients entiers.

On peut même aller plus loin.
Écrivons, cette condition étant satisfaite,

en divisant ƒ par son premier coefficient réel #, que (au besoin par une substi-
tution modulaire préalable) l'on peut supposer =̂= o, p, et (32 sont réels, a, et ot\
imaginaires conjugués, ainsi que aa et a'2.

Il est clair que — (a', -+- a'J, coefficient de zz'2 dans - ' ~ , est rationnel.

Or le point d'affixe a', est le centre réel du cercle y, représenté par l'équation

(y,) / i ( - , 0 = 9i(*, -') = 55 '—a,c — « i - ' + P , ==o;

le point d'affixe a'2 est le centre du cercle y2

Le point d'affixe — ' milieu de ces deux points est, d'après la remarque

précédente, un point iïaffîœe rationnel.
D'autre part, les affixes zK et z2 des points communs à y, et y2 ou des points

limites du faisceau (y^'j) sont racines d'une équation du deuxième degré

à coefficients entiers. Le milieu de ces deux points a pour affixe ——— qui
est un nombre rationnel.

Si donc y, et y, n'ont pas même rayon, la ligne de leurs centres passant par

les deux points distincts ' a"i et ~' ( ~2? tous deux rationnels, a un coefficient

angulaire rationnel par rapport aux axes O;, Qr\. C'est dire que r, — z2 a
même argument qu'un nombre rationnel complexe.

Or il est clair qu'en transformant au besoin la forme ƒ initiale par une sub-
stitution modulaire complexe, on peut toujours supposer que y, et y, ont des
rayons inégaux ( ' ) .

(l) En ell'et, si l'on pose 01 = pi — OI.[OL[, le rayon pi de yi est donné par pj = — ox ; si J'on
pose 0? = p 2 —?2«2> le rayon p2 de y2 est donné par pl=—o2.

En faisant, d a n s / , la subs t i tu t ion

(Xp fJLV = I>
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On est donc certain que, si la forme biquadratique proposée se décompose
en un produit de deux formes d'Hermite, la forme de Dirichlet a coefficients
entiers associée dont les racines zi et z> sont les points communs aux deux
cercles y, et y2 (si ces points sont réels) ou les points limites du faisceau (^{y2)
dans le cas contraire, est une forme de Dirichlet particulière du type signalé
jouissant de la propriété d^être conservée par une substitution modulaire
hyperbolique : c'est-à-dire que, S étant la substitution modulaire génératrice
du groupe cyclique de substitutions modulaires qui conserve cette forme, il
existe une certaine puissance entière de S qui est hyperbolique. De là se
tirent des conclusions multiples :

i° Envisageons le cas où les deux formes ƒ, et f2 d'Hermite en lesquelles se
décompose ƒ ( ƒ = ƒ, f2) sont indéfinies, et ont des demi-sphères représenta-
tives o-, et T2 d'équateurs y,, y2, sécantes suivant un demi-cercle Y orthogonal
au plan O£Ï) aux points d'affixes z{ et z2. On a vu dans ce cas qu'il fallait
appeler réduite équivalente à ƒ toute forme F(.*:,y) équivalente à ƒ pour
laquelle le demi-cercle d'intersection des demi-sphères I , et S2 transformées
de Œ, et <72 avait avec le domaine fondamental T:0 du groupe de Picard au moins
un point commun. On les obtient toutes en faisant sur f toutes les substitutions
qui transforment en TT0 chacun des pentaèdres r. de la division de Picard de
l'espace que traverse le demi-cercle 1\ Or on sait que, si Ton décrit Y dans un
certain sens, les pentaèdres traversés se répartiront en périodes,

puis

puis
7 T . T » , 7 T 2 T \ . . . . 7 T „ T * ;

• • • • 1 . . . . . . . , '1

7 T , T / ' , . . . , 7 T „ T / ' ;

T étant la transformation du demi-espace qui correspond à la substitution
modulaire S génératrice du groupe conservateur de la forme de Dirichlet
représentée par T. Si F, = / S , , F.2= / S 2 , . . . , Fn=/Sn sont les réduites d e / ,
obtenues en faisant les substitutions S n S2, ..., S;i qui transforment TT,, 7r2..., TCW

les rayons des cercles transformés Yy et T2 de -yt et 72 seront

'S

et l'on peut toujours choisir les entiers X, v tels que -r—^—- ^ . ^2—r> car le lieu du point ->
/il^i v) J*\^i v) . v

lel que -rjY—: = .?—? est un cercle du faisceau Yii 72-
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en TIO(~O = TCiT/), toutes les réduites dans un certain sens seront ensuite

puis
puis

/s-»s„
/ S - i - S , , / S - " S 2 , . . . , / S - / ' S „ , (/> = 1,2, . . . , « ) .

et en décrivant T dans l'autre sens, ce seront

/S~S„, /S S„_„ . . . , / S S , ,
| / S ' S „ , /S!S„_„ ... , /S^S„

/ S " S , n / S / ' S , , , , , . . . , / S ^ S , ( p 1 = 1 , a , . . . , o o ) ;

C'est ici le lieu d'appliquer une remarque sur les formes de Dirichlet du type
particulier auquel appartient la forme représentée par F (formes où zt — z2 a
l'argument d'un certain nombre rationnel). Pour une certaine valeur entière
de p, S*7 est hyperbolique et par conséquent elle conserve non seulement la
forme de Dirichlet représentée par F, mais toute forme cTHermitc indéfinie
dont la demi-sphère représentative passe par F. Ici donc, pour une certaine
valeur de p ( ' ) , Sp hyperbolique (S'7 = 2) conserve ƒ, et ƒ>, donc elle con-
seivef[f$p=f=fli\. Et alors il est clair que la suite des réduites de ƒ va
présenter une périodicité; il y aura un nombre fini de réduites qui se repro-
duiront indéfiniment et périodiquement.

Ainsi se trouve établi sans aucune restriction ce fait que toute f orme biqua-
dralique f(x, y) à coefficients entiers, produit de deux f ormes d^Hermite
indéfinies dont les demi-sphères représentatives se coupent, )ia qu'un nombre
fini de réduites, résultat que nous n'avions établi que dans le cas où la forme f
ne pouvait pas représenter zéro.

Il faut remarquer aussi que nous venons de démontrer Xexistence d^une
substitution modulaire hyperbolique 1 qui conserve une telle forme f\ et par

(*) On sait d'ailleurs, et nous le démontrerons à la fin de ce Mémoire, que p est égal à i ou 3;
la période des réduites de ƒ a donc le même nombre de termes que la période des réduites de la
forme de Dirichlet représentée par i ou un nombre triple selon que p est i, ou bien 3 {p pourrait
être égal à i clans le cas où S a un multiplicateur k réel négatif, et une telle substitution e«t
quelquefois classée lo\odromique A = | k \ e'™, on \oit facilement qu'une telle S changerait ƒ1
et,/"? respectivement en —fx et — ƒ>, et n'altère p a s / ) .
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suite l'existence d'un groupe cyclique (Tune infinité de substitutions modu-
laires, toutes hyperboliques, conservant cette forme ƒ. C'est là un résultat
qui n'est pas sans analogie avec le résultat connu sur les formes quadratiques
binaires indéfinies à coefficients entiers réels, qui elles aussi n'ont qu'un
nombre fini de réduites et sont conservées par un groupe cyclique de substitu-
tions modulaires réelles hyperboliques. Quand on passe au champ complexe
et au groupe de Picard, on généralise ces formes de deux façons, soit par la
considération des formes de Dirichlet, et l'on obtient encore un groupe cyclique
conservatif de substitutions modulaires complexes (hyperboliques ou loxodro-
miques), soit, suivant les idées d'Hermite, par la considération des formes
d'Hermite indéfinies à coefficients entiers, sur lesquelles M. Picard a démontré
ce résultat fondamental qu'elles admettent un groupe conservatif de substitu-
tions modulaires, et que ce groupe est fuchsien.

Le résultat auquel nous venons de parvenir, touchant les formes biquadra-
tiques à indéterminées conjuguées du type précédent, complète donc, en un
sens, les recherches de M. Picard, en restant dans l'ordre d'idées introduit par
Hermite, des formes à indéterminées conjuguées.

2° Reprenons une forme biquadratique ƒ =fif> du type précédent, à coef-
ficients entiers, ƒ, et f2 étant indéfinies et ayant leurs demi-sphères représen-
tatives sécantes suivant le demi-cercle F.

Par F passent, comme on sait, une infinité dénombrable de demi-sphères
représentatives de formes d'Hermite indéfinies à coefficients entiers. Choisissons
deux de ces formes distinctes, cp et f|» (on supposera, bien entendu, les coeffi-
cients de cp premiers entre eux dans leur ensemble, et de même ceux de f^), et
distinctes de fK et ƒ<>, ce qui est toujours possible. Alors il existe un nombre
réel A,, et un seul tel que / , et © -f-X^ne diffèrent que par un facteur constant,
comme ayant même demi-sphère représentative, et de même \2 réel tel que/.,
et ç + X2'\> ne diffèrent que par un facteur constant. On aura donc

c'est-à-dire que ƒ pourra toujours se mettre sous la forme

A, B, C étant trois nombres réels, <p et vp représentant deux formes d'Hermilc
indéfinies à coefficients entiers du faisceau (ƒ,/>), et B2 — AC > o. En écrivant
que les deux membres sont identiques, on aura en A, B, C des équations
linéaires (à coefficients entiers puisque ce seront les coefficients d e / , 9% Gfj», '|2)
au nombre de 9, et qu'on sait être compatibles.

Donc A, B, C fournis par des équations à coefficients entiers sont
rationnels. A un facteur rationnel réel près, on a donc pour ƒ l'expression

(3) f—a^-
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a, b, c étant trois entiers réels, et <p, vp deux formes d'Hermite indéfinies à
coefficients entiers, avec la condition b2 — ac >> o.

ƒ étant mise sous cette forme, le groupe commun aux groupes de substitu-
tions modulaires conservalifs de cp et de vp apparaît comme un groupe conser-
vatif de ƒ. Et nous avons vu dans un Chapitre précédent que, cp et payant leurs
demi-sphères représentatives sécantes, leurs groupes conservatifs ont en com-
mun un groupe cyclique dont la substitution génératrice est hyperbolique. Ceci
concorde bien avec le résultat établi au i°.

ƒ est d'ailleurs susceptible d'une infinité de représentations telles que (3) à
cause de l'arbitraire entrant dans le choix de cp et ^\ si par exemple nous rem-
plaçons ^ et ^ par deux autres formes $ et W de même nature (indéfinies
à coefficients entiers, et dont les sphères représentatives passent par F) en
faisant dans ƒ la substitution

A, p., v, p étant quatre entiers réels tels que X p — (jLv = i ( $ e t 1 F seront bien
alors de la même nature que cp et ']>), on aura une nouvelle expression

ƒ—
analogue à la première.

On peut même choisir X, [x, v, p tels que A = a, B = />, C = c, c'est-à-dire
tels que

ƒ — «<p9

puisque l'on sait que la forme quadratique binaire indéfinie
b2 — ac ^>o] aux coefficients entiers réels a, /y, c, aux inconnues cp et 'j», admet
une infinité de transformations modulaires en elle-même. On peut à ce sujet
se poser un grand nombre de problèmes sur les diverses représentations possibles
de ƒ sous la forme (3), nous nous contenterons ici des indications données
plus haut pour ne pas allonger indéfiniment ce Mémoire.

3° Supposons maintenant que les points communs à y, et y2 soient imagi-
naires conjugués, c'est-à dire que

ƒ = ƒ!ƒ..

ƒ, et f2 étant deux formes d'Hermite :

{a) ou bien toutes deux définies,
(b) ou bien l'une définie, l'autre indéfinie,
(c) ou bien toutes deux indéfinies, mais leurs demi-sphères représentatives

n'ayant aucun point commun ; dans ce cas les points limites du faisceau (y, y2)
sont réels.

a. Si ƒ i et ƒ, sont définies et représentées par les points 'Çn 'Ç2 du demi-
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espace O!*YJT (T > o), y, et y2 sont les cercles d'intersection par le plan O£Y)

des sphères de rayon nul de centres 'C, et L2. Leurs points communs sont à
l'intersection du cercle commun à ces deux sphères et du plan O£y]. Envisa-
geant donc le cercle F orthogonal au plan 0%r\ mené par L,C2 (droite non
euclidienne), on voit que les points communs à y, et y2 sont deux points situés
sur l'axe wA du cercle F de part et d'autre de to, à une distance égale à i.co'C,.
Toute sphère de rayon nul ayant son centre sur F coupe O^Y] suivant un cercle

Fig. 83.

passant par ces deux points, c'est-à-dire du faisceau (y,y2). Donc les points zt

et z2 où F perce O£Y] sont les points limites du faisceau (y,yj).
b. Si fK est définie et représentée par *(,, / \ indéfinie et représentée par la

demi-sphère G2 d'équateur y2, les points communs à y, et y2 sont encore sur
l'axe wA du cercle F (orthogonal au plan O£Y) mené par £, et orthogonal à la

F.g. 84-

sphère <T2) de part et d'autre de w et à une distance i'.wï, (c'est là une chose

évidente, car w'Ct est la puissance de co par rapport à a\>). Donc z\ et z2 points1

limites de (y<y2) sont encore les points où F perce le plan O^YJ.
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c. Si ƒ , et f o sont indéfinies et représentées par les demi-sphères a n Œ2

d'équateurs y,, y2 sans point commun réel, on voit aussi sans peine que les
points limites de(y, ,y2) sont les points znz>, où le cercle F orthogonal à <rM a*
et au plan O$vj perce le plan Q£YJ, car co centre de F a même puissance par

rapport à c , , 7, et cette puissance est cor, = wz2 = co£,.
Dans les trois cas a, 6, c, la forme de Dirichlet représentée par F est du type

que nous connaissons. [Elle a ses coefficients entiers et (zi — z.2) a l'argument
d'un nombre rationnel complexe.] co, milieu de r ,^ , , a un aflixe rationnel; la
droite zt z2 ayant par rapport aux axes 1-OY) un coefficient angulaire rationnel,
il y a sur elle une infinité de points d'affixe rationnel (puisque co en est un);

Fig. 85.

soit P un tel point. Envisageons le cercle du faisceau (y<y2) de centre P .
Puisque les points limites du faisceau sont zy et r , , le carré du rayon de ce

cercle va être toP — w : , . (Si P est entre z{z2, c'est un cercle imaginaire à
centre réel; si P est hors de ztz^ c'est un cercle réel.) Or la forme représentée
par F étant du type indiqué plus haut, on sait que le carre du rayon deY sera un

nombre rationnel puisque ce carré n'est autre que Norme et si la

forme indiquée est OLX* 4- i$xy -f- y

N o r m e -
r> \' Norme ((3'— a y )

~~ iNormea

; Lozl est donc un

nombre rationnel réel; co et P ayant pour aflixes deux nombres rationnels
complexes, OJP est aussi un nombre rationnel réel. Donc, le carré du rayon
du cercle de centre P du faisceau y, y2 est rationnel. Ce cercle a donc un centre
d'affixe rationnel complexe, et le carré de son rayon est un nombre rationnel
réel. Ce cercle représente donc une forme d'Hermitc à coefficients entiers
(si P est entre z{z>, cette forme est définie et elle est représentée par le
point £ du cercle F projeté en P ) ; si P est hors de z{ z2, la forme est indéfinie.
Il existe donc, dans un quelconque des cas a, b, c, une infinité de formes
d'Hermite à coefficients entiers dont les cercles représentatifs dans le plan O;Y]
appartiennent au faisceau (y,, y , ) . Elles sont de deux espèces : il y en a une



FORMES BINAIRES NON QUADRATIQUES. 225

infinité de définies et leurs points représentatifs sont sur le cercle F, et une infinité
d'indéfinies et leurs demi-sphères représentatives sont orthogonales au cercle F.
Le même raisonnement que précédemment (20) prouve qu'on peut choisir
deux de ces formes o et r\> et écrire, à un facteur constant rationnel réel près,

a, by c étant trois nombres entiers réels tels que b2 — ac > o, ç et '\> sont deux
formes df Henni te à coefficients entiers dont les cercles représentatifs dans
le plan O^YJ n9onl pas de points communs réels, et Von peut toujours les
supposer toutes deux définies.

CONCLUSIONS. — Les formes biquadraliques à coefficients entiers décompo-
sables en produit de deux formes d'Hermite nous apparaissent maintenant
comme formant deux catégories distinctes irréductibles l'une à l'autre.

Première catégorie. — Elle comprend les formes qui se décomposent en
deux formes d'Hermite indéfinies à demi sphères représentatives sécantes
suivant un demi-cercle Y.

Dans ce cas la forme ƒ peut se ramener à l'expression

(a, &, c entiers réels ; b2 — ac >> o ; cp et ^, deux formes d'Hermite indéfinies à
coefficients entiers à demi-sphères représentatives sécantes). Il y a une infinité
d'expressions du type précédent susceptibles de représenter f ; dans toutes ces
expressions les formes © et | d'Hermite seront indéfinies et auront leurs demi-
sphères représentatives sécantes, suivant le même demi-cercle F représentant
une forme de Dirichlet ( ' ) , à coefficients entiers du type spécial que nous
connaissons.

Deuxième catégorie. — Elle comprend toutes les formes biquadraliques
décomposables qui n entrent pas dans la première catégorie, c'est-à-dire :

a. Les formes de décomposition sont définies toutes deux ;
b. Les formes de décomposition sont l'une définie, l'autre indéfinie ;
c. Les formes de décomposition sont toutes deux indéfinies, mais leurs

demi-sphères représentatives ne se coupent pas.

Toute forme de la deuxième catégorie peut, d'une infinité de façons, se
ramener à l'expression

J) Cette forme de Dirichlet est un covariant de la forme ƒ proposée.

j . 2 9
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(a, b, c étant trois entiers réels; b2 — ac > o; cp et ^, deux formes d'Hermite
à coefficients entiers qui ne seront jamais deux formes indéfinies à demi-
sphères représentatives sécantes). On pourra toujours (et d'une infinité de
manières) choisir pour cp et | deux formes définies, mais on pourra aussi bien
prendre cp définie, ^ indéfinie, ou bien 9 et vp indéfinies mais avec des demi-
sphères représentatives non sécantes. Dans toutes ces représentations, si cp est
définie, elle a son point représentatif l sur un demi-cercle F fixé par la connais-
sance de ƒ ; si cp est indéfinie, sa demi-sphère représentative est orthogonale

àr(o.
Les formes de la première catégorie généralisent les formes quadratiques

binaires indéfinies à coefficients entiers réels. Gomme elles, elles sont con-
servées par un groupe cyclique infini de substitutions modulaires, dont la
substitution génératrice est hyperbolique. Comme elles, elles présentent cette
particularité d'avoir une infinité de réduites composées d'un nombre fini de
formes se reproduisant périodiquement.

Les formes de la deuxième catégorie généralisent les formes quadratiques
binaires définies à coefficients réels. Comme elles, elles n'admettent pas en
général de transformations modulaires en elles mêmes. II n'y a que certaines
classes de formes de cette catégorie qui admettent des groupes finis de substi-
tutions modulaires elliptiques. Nous verrons plus loin comment il est facile de
déterminer ces classes. Comme les formes quadratiques binaires déiinies
réelles, on peut définir, pour toute forme de la deuxième catégorie, une forme
réduite unique (c'est ce qui résulte d'une étude antérieure), jouissant de
propriétés remarquables.

Remarques. — I. On a vu au début de ce Chapitre comment la forme de
Dirichlet dont les racines sont z{ et z2, forme représentée par F, se tire par des
calculs rationnels de la forme ƒ proposée. On reconnaît immédiatement si ƒ
est de première ou de deuxième catégorie selon que les points d'affixes zn z2

sont sur la quartiqne ƒ ( - , 1) = o ou ny sont pas. Cette forme étant
connue, on saura déterminer immédiatement les formes d'Hermite à coeffi-
cients entiers 9 el '\> par cette propriété que :

i° Si ƒ est de la première catégorie, les demi-sphères représentatives de o
et '\> passent par F;

20 Si ƒ est de la deuxième catégorie, les demi-sphères représentatives de ç
ou ip sont orthogonales à F si cp ou ty sont indéfinies ; et si ç ou vp est définie son
point représentatif est sur F.

(*) F représente d'ailleurs encore une forme de Dirichlet à coefficients entiers du type spécial
et c'est un covariant de la forme ƒ proposée.
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Ayant op et ^ on a les coefficients a, b, c, par des équations linéaires.
Il n'y a donc pas de difficulté à ramener la forme f au type a y -+- 2&çvp-h cf>p2.
Inversement, si a priori on se donne une forme du type ay -+- nby^ 4- c^1

[a, b, c entiers réels (fr — <7c>o); s et 'j>, formes d'Hermite à coefficients
entiers], on reconnaîtra qu'elle est de la première catégorie si ç, ty sont indé-
finies et à demi-sphères sécantes, et de la deuxième dans tout autre cas. On
saura déterminer Y par une simple élimination de z entre les deux équa-
tions $(z, i) = o, '^(z, i ) = o des deux cercles représentatifs de o et vp dans le
plan O^y]. L'éqnation en z obtenue aura pour racines z{ et z2 cherchés. On
pourra alors faire sur cp et 'h tous les changements que Ton voudra en restant
dans l'ordre indiqué précédemment et varier la représentation de /pa r un type
ay -+- iby\ -f- c^2, si quelque commodité en résulte pour le calcul.

II. Au sein de la deuxième catégorie, le cas où les formes ƒ , , / a (en lesquelles
ƒ86 décompose) sont de même nature se distingue un peu du cas où elles sont
de nature différente.

Au point de vue de la réduction, par exemple, la correspondante de ƒ se
présente de la même façon si ƒ , et f2 sont toutes deux définies, ou si ƒ , et f^
sont toutes deux indéfinies.

Si ƒ, et / 2 sont définies et représentées par £,, L,, U, représentatif de la cor-
respondante, est l'intersection de la droite non euclidienne 1{'C2 avec le plan de
symétrie (non euclidien) des points L,, C2 (effectivement u est milieu non eucli-
dien de £,£>).

Si ƒ , et / 2 sont indéfinies et représentées par les plans non euclidiens <jM Œ2

(dans la représentation projective des formes), dont les pôles sont Z,, Z2 (par
rapport à la sphère S, bien connue qui sert à la représentation), Z est encore
l'intersection de la droite non euclidienne Z , / , , qui n'est autre que la perpen-
diculaire commune aux plans non euclidiens a-,, <j2 (demi-cercle Y orthogonal
aux demi-sphères a-,, <r2 dans la représentation 01:7,7, 7 > o ) , avec le plan de
symétrie (non euclidien) des deux: plans a-,, a2 ou des deux points Z , ,Z , .
Ceci résulte de ce que u est (ainsi qu'il a été vu) milieu du segment non eucli-
dien u/C2, Ç, et 'C2 étant les points où Z,Z_, coupe o-, et cr2.

Si ƒ, est définie et représentée par u,, ƒ> indéfinie représentée par le
plan fj2 de pôle Z2 (par rapport à 2 ) , u représentatif de la correspondante est
encore sur Î^Z^, mais au milieu non euclidien du segment L,£2J C2 étant le
point où 'C, Z_, coupe cr̂ . Cette différence se inarque encore dans la recherche de
celles des formes de la deuxième catégorie qui admettent des transformations
modulaires en elles-mêmes.

Il est clair qu'une telle forme ayant une correspondante d'Hermite unique,
qui est un covariant, cette correspondante devra admettre les mêmes transfor-
mations en elle-même. On voit donc que celte correspondante devra être
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équivalente modulairement à une forme définie ayant son point représentatif
sur une arête du polyèdre fondamental T:0.

Mais si ƒ, et f2 (f = f{f2) sont toutes deux définies ou toutes deux indé-
finies, ƒ pourra être conservée de deux façons : i° si fK et f2 sont conservées
individuellement; 2° si ƒ, et f2 se permutent.

La première façon seule est possible sifx et f2 sont de nature différente
et Ton voit ainsi apparaître, à ce second point de vue, la distinction que nous
signalions plus haut au sein de la deuxième catégorie-

a. Pour que ƒ, et f2 se conservent individuellement, il faut et il suffit, on le
reconnaît de suite, que F soit l'axe d'une rotation non euclidienne du groupe de
Picard, c'est-à-dire que la forme de Dirichlet représentée par Y admette un
groupe fini de substitutions modulaires elliptiques en elle-même. Donc Y
doit être arête d'un pentaèdre de la division pentaédrique de l'espace.
(Doivent être considérées comme arêtes, des arêtes non apparentes telles
que O T pour TC0 ainsi qu'on le verra plus loin.)

b. Une transformation modulaire qui permute ƒ, et f2 est, nous le savons
déjà, une substitution elliptique puisque de toute façon le point représen-
tatif £ de la correspondante ne doit pas changer, c'est-à-dire que la transfor-
mation en question est une simple rotation non euclidienne autour d'un axe
passant par ce Ç; et une telle rotation ne peut permuter f, et f2 que si c'est une
rotation de Ï8O°, c'est-à-dire si elle correspond à une substitution elliptique de
période 2 (S2 = i). Ceci exige que Y soit orthogonal à une arête d'un pen-
taèdre -ri qui soit axe d'une rotation de période 2 du groupe de Picard, ƒ, et f2

se déduisant l'une de l'autre par cette rotation.

Il est facile de donner les formes canoniques de ces deux types de formes.

a. Y doit être équivalent à une arête du polyèdre TC0, OU plus exactement à
l'axe d'une rotation non euclidienne du groupe de Picard, axe situé sur la
frontière de ir0.

Les axes des rotations de 1800 situés sur T:0 sont (voir la figure)

Arc, B x , Coo , Doc, Eoo, EU, AB, Hoo,

à cause des équivalences on peut se borner à

A o o , D o o , E o o , E U , A B , H o o ( » ) .

Les axes des rotations de i2o°sont AD, DC et CB. D'ailleurs on peut se
borner à AD et CD.

(* ) Remarquons en passant que toute forme de 1-a première catégorie, pour laquelle Y équivaut
modulairement à un de ces a\es, admet en elle même un groupe fini de deux substitutions
modulaires elliptiques ( i , S; S2 = i), outre le groupe cyclique infini dont on a déjà parlé. C'est
le seul cas où ƒ admette en elle-même un groupe de substitutions modulaires elliptiques.
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Donnons simplement des exemples :

i° Cas où Y équivaut à A^D, la forme de Dirichlet correspondante est
ixy — y1 [racines zK — -et z2 = se Y

Fig. 86.

On peut prendre o proportionnel à (x — - y\ (xf— -y) et ^ propor-
tionnel à^y', c'est-à-dire

<p —2)L'(2,x* — ƒ ) 1^!^= - point représentatif ),

vj; =z y^>y (32=zoo point représentatif).

La forme canonique cherchée est alors

(a, 6, c étant trois entiers réels quelconques; b2 — r/c> o). Elle admet le
groupe

r* = i(X-Y)1

20 Prenons la forme de Dirichlet représentée par CD : on pourra prendre
pour o la forme représentée par D

cp — 'ixjc1— (1 — i)a:y'—(i 4- i)x'y+

et pour ty la forme représentée par C
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et la forme canonique sera
<7<p24- ibo'^ -h ctf

(«, l>, c sont trois entiers réels quelconques tels que b- — qc^> o).
Elle admet le groupe d'ordre 3

••

b. 'ƒ, et / 2 devant se déduire l'une de l'autre par une rotation non eucli-
dienne de i8o°, on obtiendra les formes canoniques cherchées du deuxième
type en prenant pour ƒ, une forme cTHermile quelconque, lui faisant subir
une des substitutions qui correspondent aux: rotations de i8o° canoniques dont
les axes ont été énumérés plus haut, ce qui donnera / \ . Le produit obtenu ƒ Kf2

sera une forme canonique du deuxième type.
Nous n'insisterons pas davantage sur ce point.

Extension des résultais précédents. — Nous a\ons dans tout ce qui pré-
cède envisagé seulement le cas où la forme biquadratique à coefficients entiers
se décompose en un produit de deux formes d'Hermile, et nous avons montré
qu'en ce cas cette forme pouvait toujours s'écrire

a CD2

a, b, c étant trois entiers réels (lr — flc'>o), o et ^ étant deux formes
d'Hermite convenables à coefficients entiers.

La question se pose alors de savoir à quoi correspondent les formes biqua-
dratiques du type

2

a, b, c, 9, '\ étant choisis comme précédemment, mais tels cependant que
an — b2 > o.

Il est visible alors que dans ce cas on aura

\ i et X2 étant deux nombres complexes conjugués et par suite la quartique
bicirculaire f(z, i) = o se décomposera en

0(5,1) - VK- , 0 = o»

et ces deux équations représentent deux cercles imaginaires conjugués dont
les équations en ç, TJ (z = \ -f-/y]) n ont pas leurs coefficients réels\ La forme
proposée se décompose donc en un produit de deux formes quadratiques à
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indéterminées conjuguées, mais chacune déciles n'est pas une forme d'Her-
mîle, elles prennent des valeurs complexes conjuguées Tune de l'autre quand
les indéterminées reçoivent dans ces deux formes des valeurs données, les
mêmes pour les deux formes, alors qu'une forme d'Hermite ne prend que des
valeurs réelles.

Les équations des deux cercles pouvant se réduire à

et

a et a' étant conjugués, ainsi que (3 et (3', y et y', puisque les deux cercles sont
imaginaires conjugués, on aura

/—A [xx1 — y.ry'—fiœ'y + y y/] [xx1 — (3'xy'— ce'V'\ H- / y / ] ,

car, par une substitution modulaire préalable, on peut supposer que le premier
coefficient A de ƒ est 7^0.

On se trouve donc ici dans le cas écarté au cours de ce Chapitre : celui où la
forme/(./:, y ) donne naissance à une quartique bicirculaire f(z, i ) = odont
l'équation (en !;, YJ) a ses coefficients réels entiers, se décompose en deux cercles
y, et y2 imaginaires conjugués [chacun d'eux ayant, en (S, y)), une équation à
coefficients non tous réels]. Il importe devoir si, étant donnée a pilori une telle
forme à coefficients entiers, on peut toujours la ramener à la forme

a, b, c étant trois entiers réels (ac — lr> o) ; cp et '\> deux formes d'Hermitë
à coefficients entiers.

Tout d'abord il n'y a rien à changera ce qui a été dit précédemment sur
l'équation P(^) = o dont les racines sont les points communs à y, et y2 si ces
points sont rceh, ou bien les points /imites du faisceau (y ,y2) qui sont réels si
les deux premiers sont imaginaires conjugués (et Ton est bien toujours dans
un de ces deux cas).

Cette équation P( - ) a ses coefficients entiers. Donc, le milieu des deux points
ayant pour affixes les racines est un point d'affixe'rationnel. C'est un premier
point de la ligne des centres de y, et y, qui est réelle.

En second lieu, la quartique bicirculaire étant décomposée ainsi qu'on l'a
dit, on a

Le coefficient de ^2^' dans ƒ (3, 1) est — A(p'-f-a). Donc a -+-J3' est rationnel
complexe. De même a' + p est rationnel.

Or il est facile de voir que le centre du premier cercle a pour coordonnées
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cartésiennes

et le deuxième
"'

Le milieu de ces deux points a pour coordonnées réelles

, a 4- a'4- (3 4- (3' , ' ( « _ a'-H(J'_(
5 = , YJ=

Or

et

et Ton voit que Ç et Y) sont rationnels réels. Donc on a un deuxième point de la
ligne des centres, dont l'affixe est rationnel complexe. Ce deuxième point peut
toujours par une substitution modulaire préalable être supposé distinct du
premier, il n'y a qu'à répéter un raisonnement déjà fait au cours du Chapitre
précédent. Et l'on voit encore que l'équation P ( J ) = O a des racines zn z> telles
que j , — z2 ail même argument qu'un nombre rationnel complexe. La demi-
circonférence F orthogonale au plan O£YJ en ztz2 est donc du type spécial
signalé. Il en résulte que :

iü Si les points communs à y, et y., sont réels, on pourra choisir d'une infinité
de façons deux formes d'Hermite <p,f ,̂ à coefficients entiers indéfinies, dont les
demi sphères représentatives passeront par F; il existera alors deux nombres
complexes conjugués X, et A2 tels que

o — XirJ> = o et 9 — },2iL — o

représentent exactement les cercles y, et ya. Et par suite on aura

ƒ ( . - , i ) = A [ < p ( j , i ) - > ^ ( s , i ) ] [ < p ( 5 , i ) - > , + ( c , i ) ] ,

c'est-à-dire

A, B, C étant trois nombres réels tels que AC — B 2 > o . Et l'identification
prouve que ces trois nombres sont rationnels.

2° Si les points communs à y, et ŷ  sont imaginaires conjugués, zx et ^2 sont
les affixes des points limites du faisceau (y^'*)- On choisira deux formes
d'Hermite ç et ^ à coefficients entiers qui pourront être définies à condition
d'avoir leur point représentatif sur F, ou indéfinies à condition d'avoir leur
demi-sphère représentative orthogonale à F. Le faisceau des deux cercles
<f(z, i) = o, '\>(z, i) = o aura alors zi et z> pour points limites; A, et X2 com-
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plexes conjugués existent tels que

© ( 5 , i ) - ) . , <p(r, i ) = o e t o ( c , i ) — > s v ! / ( 3 , i ) = o

représentent précisément y, et ya. Le raisonnement s'achève comme précé-
demment et l'on ramène toujours ƒ à être, à un facteur rationnel réel près,
du type

A, B, G entiers réels (AC—L> J>o); <p et 'b formes d'Hermite à coefficients
entiers qui en aucun cas ne peuvent être deux formes indéfinies ayant leurs
demi-sphères représentatives sécantes.

En résumé, toute forme biquadratique à coefficients entiers ƒ (or, y) du type
des formes que nous étudions (formes à indéterminées conjuguées, ne prenant
que des valeurs réelles pour toutes valeurs des indéterminées), donnant nais-
sance à une quartique bicirculaire/(r, i) = o qui se décompose en deux cercles,
se ramène toujours, au besoin à un facteur réel rationnel près, au type

a, b, c étant trois entiers réels, <p, fy étant deux formes d'Hermite à coefficients
entiers, et cela d'une infinité de façons.

Si les deux points doubles à distance finie de la quartique sont réels, <p et ty
seront toujours deux formes indéfinies dont les demi-sphères représentatives
passeront par ces points doubles, et par suite seront sécantes, ƒ sera dite de la
première catégorie.

Si les deux: points doubles sont imaginaires conjugués, <p et ^ ne pourront
jamais être deux formes d'Hermite indéfinies à demi-sphères représentatives
sécantes, ƒ est dite de la deuxième catégorie. On pourra choisir <p et ^ définies,
alors leur point représentatif sera sur la demi-circonférence F orthogonale
à O£Y] aux points zn z2 associés des points doubles selon la définition de
Laguerre (zl9 z.2 sont les deux points réels centres de deux cercles de rayon nul
se coupant aux deux points doubles). Si o ou fJ» est indéfinie, sa demi-sphère
représentative devra être orthogonale à 1\

Tout ce qui a été dit dans le Chapitre actuel des formes

quant aux groupes de substitutions modulaires qui les conservent, s'applique
sans changer un mot à celles pour lesquelles ac — 6 2 > o . Les formes de la
première catégorie ont un groupe conservatif cyclique infini formé de substitu-
tions modulaires hyperboliques (conservant à la fois cp et fj»). Celles de la
deuxième catégorie n'en ont pas en général, elles ne peuvent avoir que des

J. 3o
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groupes finis de transformations modulaires en elles-mêmes (substitutions
elliptiques de période 2 ou 3, conservant à la fois cp et f>|/) et il faut pour cela
qu'elles équivalent aux formes canoniques qu'on a appris à former au cours de
ce Chapitre.

Extension de la théorie de la réduction. — La réduction a été définie au
cours des Chapitres précédents pour les formes

'-t- 2byb -h (ac — o) ,

a, b, c entiers, ç et ^ formes d'Hermite à coefficients entiers. Ces formes se.
décomposent en deux formes d'IIermitc. Servons-nous de la représentation
projective des formes à l'aide de la sphère unité 1 comme quadrique fonda-
mentale.

A. Si la forme ƒ est de la deuxième catégorie on peut avoir :

ci.fi e t fi définies et représentées par les points '(,, '(_>, intérieurs à 2;alors la
correspondante est représentée par L milieu euclidien de £,£.>• — Dans le
plan OEY], ƒ , est représentée par un cercle y, à centre réel à rayon purement
imaginaire. Sur 2, ƒ , sera représentée par le cercle TK imaginaire suivant
lequel P n plan polaire de u n coupe 1; de môme / \ par le cercle F.2 suivant
lequel P 2 , plan polaire de u2, coupe S. P , et P2 sont extérieurs à 1 ; ZtZ2 est la
droite conjuguée de leur intersection, elle coupe 2 en r, et z2. Il y a deux cônes

F.g. 87.

d-u deuxième degré passant par F, et T2 et l'on sait que leurs sommets sont les
points doubles de l'involution déterminée sur C/(2, d'une part par le couple
(^, ^2), d'autre part par le couple (Z1Z2) des points où la droite z] z.2 rencontre
pt et p2. Les sommets T et T' de ces deux cônes sont donc réels puisque z{zÀ
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est intérieur à Z, Z2, l'un T est intérieur, l'autre T' extérieur, T et T' divisent
liarmoniquernent Z, Z2 et z{ z2. Il en résulte que T et T' divisent harmonique-
ment £,'(2 et ceci prouve que T est confondu avec £. Le point représentatif de
la correspondante de f est le sommet réel intérieur à H d'un cône iihaginaire
du deuxième degré passant par la cyclique (décomposée en deux: cercles)
qui correspond sur la sphère Y* à la cyclique plant'/( z, i) = o.

c. S i / , e t / , sont deux: formes indéfinies dont les cercles représentatifs y,
et y2 du plan O;Y], OU F, et F2 de la sphère 1, n'ont pas de points communs,
on a déjà vu que le pointé représentatif de la correspondante était encore le
sommet intérieur à 2 d'un cône du deiucièm* degré passant par F, et F2,
c'est-à-dire par la cyclique sphérique correspondant à ƒ ( z9 i) = o.

b. Dans le cas o ù / , est définie e t / , indéfinie, et sont représentées sur la
sphère 2, la première par le point L, intérieur à - ou par le cercle imaginaire F,
de section de 2 par P, plan polaire de u,, le deuxième par le cercle réel F2 de
section de S par un plan P 2 sécant à 1, les sommets des deux cônes du second
degré passant par F, et F2 sont imaginaires conjugués puisqu'ils doivent par-
tager harmoniquement les segments Z,Z2 et r , r , , ces deu\ segments chevau-
chant l'un sur l'autre (C2 étant le pôle de P2 , L,Ü, rencontre P, en Z,, P 2 en Z2

et la sphère S en z{ et z2). La correspondante est représentée par un point '(
de ^, z2, qui est milieu non euclidien de Z{ Z2. On peut montrer que ce point £
ne dépend que des sommets imaginaires conjugués des deux cônes du
deuxième degré contenant Th et F2 de la façon suivante :

Soit A le point réel d'où Ton voit les segments Z,Z_> et zKz2 sous un angle
droit.

Les sommets des deux cônes en question sont évidemment les intersections
Ij ri \2 de zxz.2 arec 1rs droites isotropes issues de A. Soit I leur milieu non
euclidien qui est réel et intér ieur au segment z{z2; c'est le point I défini par

Le premier et le dernier rapport anharmonique étant égaux prouvent que
l'involution définie par les deux couples (z^z.,) et (1,1/) admet I pour point
double ou en passant au faisceau de sommet A, Al est un rayon double. Mais
AI, et AI2 étant isotropes, les rayons doubles AI et AJ sont rectangulaires et
sont par suite les deux bissectrices de l'angle : ,A ; , des deux rayons homo-
logues A J , et Az2. I rst donc le pied sur r , r> de la bissectrice intérieure
de : , A : , . C'est bien un point réel intérieur à r, z2. D'autre part, £, étant con-
jugué de Z, par rapport à zi z2, on voit sur la figure que

puisque : , A ; 2 et Z,AZ2 sont droits. Donc AI est bissectrice aussi de Ç, AZ,.
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L'involution précédente compte donc AL, et AZ2 comme rayons homologues;
donc

et ceci prouve que I est confondu avec Ç puisque c'est le milieu non euclidien
deÇ.Z,.

Fi g. 88.

Le point t représentatif de la correspondante d e / est donc le milieu non
euclidien réel (intérieur à 2) des sommets imaginaires conjugués des deux cônes
du deuxième degré qui passent par F, et T2. Cette remarque nous sera utile
tout à l'heure.

B. Si la forme ƒ est de première catégorie, f{ et / 2 sont représentées sur 2

Fig. 89.

par deux cercles F, et F2 dont les plans se coupent suivant une droite A qui
perce la sphère en deux points réels zx et z2. Il y a deux cônes réels du deuxième
degré contenant F, et F2? leurs sommets sont tous deux extérieurs à la sphère
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sur la droite conjuguée de A. ƒ a une infinité de correspondantes dont les points
représentatifs, sont tous les points de zK z2 (*). Il y a une infinité de substitutions
réductrices qui ne donnent lieu ici (les coefficients de ƒ étant entiers) qu'à un
nombre fini de réduites de f se reproduisant périodiquement.

En résumé, dans tous ces cas :

i° S'il y a un cône du deuxième degré, de sommet réel intérieur à la
sphère 2L? contenant F\ et F\, son sommet représente toujours une correspon-
dante de / . En la réduisant, on a une réduite de ƒ par la même substitution
modulaire.

Pour les formes de la deuxième catégorie qui sont dans ce cas (formes du
type a ou c), il n'y a qu'un tel cône ayant son sommet réel à l'intérieur de 2;
il n'y a qu'une correspondante et une réduite unique pour/ .

Pour-les formes de la deuxième catégorie il y a une infinité de cônes du
deuxième degré, à sommet réel intérieur à ! , contenant F, et F2 : ils sont tous
dégénérés en deux plans et leurs sommets sont tous les points de la droite z{ z.2
intersection des plans de F, et Fa. Tous ces points représentent des correspon-
dantes d e / . Mais / ayan t ses coefficients entiers, cette infinité de correspon-
dantes ne donne lieu qu'à un nombre fini de réduites équivalentes à ƒ .

2° Le seul cas rencontré où il n'y ait pas de cône à sommet réel intérieur
à il contenant F, et F2 est le cas des formes b de la deuxième catégorie
( / = / / » ; / définie, /> indéfinie); et nous avons vu alors qu'il y avait sur la
droite z{ z,, conjuguée de l'intersection des plans de F, et r a ( j , - 2 étant
sécante à I ) , deux points \{ et \À imaginaires conjugués sommets de deux
cônes imaginaires conjugués contenant T{ F2 et en ce cas le point £ représen-
tatif de la correspondante de f était le milieu non euclidien {réel et inté-
rieur à S) des deux points imaginaires conjugués F,, F2.

Il y a encore dans ce 2° une réduite unique équivalente à / .
Les deux généralisations suivantes successives paraîtront alors toutes natu-

relles :

1. S i / e s t telle que la quart ique/( j , i) = o se décompose en deux cercles
imaginaires conjugués y, et y2 dont les correspondants F, et FJ sur 2 sont les
sections de S par deux plans pK et p1 imaginaires conjugués :

i° Si la droite réelle A d'intersection de ces deux plans est extérieure à 2,
sa droite conjuguée A' perce 1 en deux points réels zn z2 et p{ et p1 en Z, et Z2

qui sont imaginaires conjugués. Il y a deu\ points réels, 'C intérieur, 'C exté-
rieur à 2 partageant harmoniquement z{ z2 et Z, Z2. Ce sont les sommets réels

( ]) Tous ces points sont les sommets intérieurs à 2 de cônes» dégénères (ensemble des plans
Pi et P2) contenant Yx et V2.
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des deux cônes imaginaires du deuxième degré contenant F, et I \ . Par défi-
nition, 'C représentera la correspondante de ƒ. ƒ a dans ce cas une réduite et
une seule. Elle est de la deuxième catégorie;

2° Si A perce 2 en deux points réels z{ et z2 (ƒ est de la première caté-
gorie) tous les points de z{z2 intérieurs à 1 sont sommets réels de cônes du
deuxième degré dégénérés (formés des deux: plans p{ etp2) contenant F, et F2.
Par définition tous ers points représenteront des correspondantes de f. Il y
a donc une infinité de correspondantes représentées par tous les points du
segment zn z2. Mais, ƒ ayant ses coefficients entiers, nous savons que ceci ne
donne qu'un nombre limité de réduites équivalentes à f.

II. Si maintenant on ne suppose plus que la forme f(x, y) ou la quar-
tique f(z, i) = ose décompose, on a la forme générale biquadratique à indéter-
minées conjuguées et à coefficients quelconques (il n'est pas nécessaire de les
supposer entiers).

Dans le plan O£YJ, ƒ ( - , i) = o représente une cyclique plane, et il lui
correspond sur 1 une cyclique sphérique ( ' ) . Par cette cyclique passent
d'ailleurs une infinité de quadriques réelles appartenant à un même faisceau.

En effet l'équation de la cyclique plane ƒ (-, i) = o, en coordonnées $, Y) a
ses coefficients réels et s'écrit

(^, y]) étant un polynôme en !•, Y) du deuxième degré.
Si l'on remarque que les formules

X

font correspondre, au point $, YJ, un point X,\ , Z de la sphère \ 2 -f-Y-'-t- Z- = i,
on voit de suite que la cyclique sphérique dont nous parlons est l'intersection
avec la sphère X2 -f- Y2 H- Z2 — i de la quadrique

^ i — Z / i — Z i — Z T \ i — / ] —

OU

X
= o

ty n'est autre que ç rendue homogène; c'est une forme quadratique (à coeffi-
cients réels) par rapport aux variables X, Y, i — Z.

La sphère S et la quadrique précédente (dont l'équation a tous ses coeffi-

( !) Dans tout ce qui va suivre, nous nous plaçons au point de vue de la représentation projec-
tives des formes à l'aide de la sphère unité S. Le lecteur familier avec les den\ représentations
passera sans peine de cette représentation à la représentation dans le demi-espace O;^T(T < O).
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cients réels) déterminent un faisceau contenant une infinité de quadriques
réelles passant par la cyclique étudiée. Dans le cas général, il passe quatre
cônes du second degré par cette cyclique et les recherches de Cremona
[Mémoire de Géométrie pure sur les surfaces du troisième ordre .̂/. de Crclle,
t. G8)j et de Painvin, rappelées par M. Darboux dans son Ouvrage Sur une
classe remarquable de courbes cl de surfaces algébriques (p. 27 etsuiv.),
établissent que l'on ne peut faire sur ces quatre cônes que les hypothèses sui-
vantes :

i° Les quatre cônes sont réels, la courbe est alors réelle et composée de
deux branches coupées chacune par un plan en un nombre pair de points;

20 Les sommets des quatre cônes sont réels et deux seulement de ces cônes
sont réels, la courbe est imaginaire ;

3° Deux des sommets sont réels et deux imaginaires conjugués. La courbe
se compose d'une seule branche. Dans ce cas, les deux sommets réels sont
extérieurs à la sphère.

Envisageons les sommets de ces cônes, on n'a que deux hypothèses
possibles :

i° Les quatre sont réels; alors // en est un et un seul Z intérieur à la
sphère S (ceci a lieu en particulier si la forme biquadratique proposée est posi-
lis'e, auquel cas la cyclique est imaginaire).

Nous conviendrons alors d'associer à notre forme biquadratique / la forme
quadratique définie d'Hermite ç, dont £ est le point représentatif; ce sera la
correspondante d e / . La réduite de ƒ s'obtiendra en faisant sur ƒ la même
substitution modulaire complexe que pour avoir la réduite $ de o

20 Deux seulement sont réels, ils sont extérieurs à 2 ainsi que toute la
droite A qui les joint; les deux autres I, et I, sont imaginaires conjugués sur
la droite réelle A' conjuguée de A par rapport à 1, A' coupant 1. On voit alors
immédiatement qu'il est possible de déterminer deux poinis L, Z, réels sur A'
qui partagent harmoniquement I,I2 ainsi que le segment déterminé sur A'
par 2, C est intérieur à I , Z extérieur, "Ç est milieu non euclidien de lf Ia. Il
suffit de répéter les raisonnements faits (p. 235) pour les formes du type b de
la deuxième catégorie pour s'assurer de l'exaclilude des assertions précé-
dentes. Le point '£, bien déterminé et unique que nous venons de signaler, sera
par définition le représentatif de la conespondanle <p de / . On aura encore
dans ce cas une réduite F unique équivalente à ƒ qu'on obtiendra en faisant
su r / l a subtitution S modulaire complexe qui réduit 9
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Dans le premier comme dans le deuxième cas, il y a toujours une droite
réelle A sécante à S renfermant deux des sommets {réels ou imaginaires
conjugués) des cônes qui passent par la cyclique sphérique envisagée. Elle
perce I en deux points qui correspondent à deux points d'affixes r, et z.2 du
plan O£Ï), et le segment ztz.2 de la droite A' représente une forme de Dirichlet.
Il est visible immédiatement que par toute collinéation réelle qui respecte la
sphère S et transforme entre eux les points de l'intérieur, la cyclique primitive
devient une cyclique du même type (i° ou 20) et la droite qu'on vient
d'associer à la cyclique primitive devient la droite associée par le même mode
à la cyclique transformée : c'est dire que la f orme de Dirichlet représentée
par zx z2 est un covariant de la forme biquadratique à indéterminées conju-
guées représentée par la cyclique, pour toute transformation linéaire

a, p, y, 3 et leurs conjugués a', (3', y', G' étant quelconques.
En résumé, il résulte des considérations précédentes que quelle que soit la

forme biquadratique envisagée ƒ :

i° S'il y a un cône du deuxième degré à sommet réel intérieur à S con-
tenant la cyclique qui la représente, ce sommet sera par définition le repré-
sentatif d'une correspondante de f. Il n'y en a en général qu'un, et le seul
cas où il y en ait une infinité, est celui où la cyclique se décompose en deux
cercles dont les plans se coupent suivant une droite réelle sécante à Z. Ce cas a
été étudié en détail;

20 S'il n'y a pas de sommet réel intérieur à S, il y a deux tels sommets ima-
ginaires conjugués sur une droite A' réelle sécante à 1, et le représentatif Ç de
la correspondante de f sera leur milieu non euclidien (point réel inté-
rieur à ! ) .

On peut donc, dans tous les cas, définir d'une façon précise la léduc-
tion d'une forme biquadratique à indéterminées conjuguées.

Cette méthode de réduction a, il est vrai, un caractère théorique. Les
calculs effectifs de la ou des correspondantes de f ne pourront être en
général faits qu'aire une approximation (d'ailleurs aussi serrée qu'on voudra),
puisque la recherche des quatre cônes contenant la cyclique dépend d'une
équation du quatrième degré et puisqu'on s'occupe plus spécialement ici
d^une racine (qui fournit le sommet intérieur) ou des groupes de deux racines
(donnant les droites A et A).

Nous nous bornerons dans ce Mémoire aux indications précédentes.



CHAPITRE V.
LES FORMES DÉCOMPOSABLES EN PRODUIT DE n FORMES D'HERMITE

TANT DÉFINIES QU'INDÉFINIES (n>i).

Envisageons une forme du type

ƒ =/ i ƒ>...ƒ,.,

/ i j ƒ2? ---Î /{x étant des formes d'Hermite indéfinies; / H h l , . . . , fn étant des
formes définies. On suppose essentiellement ici f/.^o. D'ailleurs [J. peut être
égal à n. Les déterminants de C3S formes seront désignés par — o,, —o2, . . . ,
— 0̂  pour les formes indéfinies, par o[JLM, 0 ^ , . . . , on pour les définies.
Tous les o£ sont ainsi, des nombres positifs. La décomposition de ƒ en pro-
duit ƒ, ƒ o... ƒ„ ne détermine chacune de ces formes ft qu'à un facteur A,- près.
On peut profiter de cette indétermination pour rendre si l'on veut tous les S;
égaux entre eux (à condition qu'aucun d'entre eux ne soit nul), mais ceci
n'est nullement essentiel pour la suite. A chacune des formes indéfinies
ƒ,(« = !, 2, . . . , UL) nous associons une forme définie d'Hermite ç, par le mode
connu. ç, a son point représentatif îL'£ sur la demi-sphère nt qui représente ft

(dans l'espace OC*Y]T, T > O ) , et son déterminant est ot opposé de celui de ft.
(fi dépend du paramètre complexe, affixe de la projection P, de 'Ct sur le
plan O£Y]T. Puis à la forme proposée ƒ on associe la forme quadratique définie
d'Hermite

? = t\ 91 H- t\ ?2 -H • • • + '|J ?(JL-H ^ iUi / j i+1 - + - . . .

cp dépend des paramètres réels /,, t.2, ..., /„, et des JJL paramètres complexes qui
entrent respectivement dans ç n ç2, ..., ov.

On fera varier de toutes les façons possibles ces paramètres et pour chaque
système de valeurs qu'ils recevront on réduira 9 par une certaine substitu-
tion S. On fera sur ƒ la même substitution 1; Z / c " Lorsque les paramètres
varieront on obtiendra un ensemble f S) formé des substitutions précédentes.
Faisant toutes ces substitutions dans/, on obtiendra un ensemble (/) déformes
équivalentes à f qui sera dit associé à f par la méthode de réduction conti-
nuelle.

On aura (S) en cherchant le domaine D que décrit le point £ représentatif
de <p, lorsque les paramètres entrant dans 9 varient de toutes les façons

J. 3i
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possibles. Si d'abord on suppose que les tt (7 = i, 2, . . . , 11) varient seuls,
les oh (h =r 1, 2, . . . , UL) restant fixes, '( va décrire Vintérieur et la surface du
plus petit polyèdre convexe non euclidien contenant à son intérieur ou sur

sa surf ace les points%Çn C2, . . . , (^ représentatifs de ç l 5 o2 , . . . , cp ,̂ ÎT^,, . . . ,

^représentatifs de j ^ + l . ..., ƒ„. C'est là un résultat qui a été établi à propos de
la réduction continuelle des formes décomposables en produit de n formes
d'Hermitc définies. Si Ton suppose maintenant que les JJI paramètres com-
plexes entrant dans on . . . , z>^ varient, £,, LJ? . . . , 'C^ vont décrire respective-
ment les demi-sphères c,, <r2, . . . , ^ représentatives de ƒ,, / 2 , . . . , /(J, et le
polyèdre précédent va se déformer. Le domaine D sera le volume balayé par
ce polyèdre dans sa déformation, en y comprenant la surface qui limite ce
volume. Dans la représentation adoptée (celle de l'espace OÇYJT, T > O), cette
surface limite pourra comprendre, en particulier, certaines des demi-sphères
représentatives des formes / , , / 2 , . . . , T^; elle pourra admettre pour points
coniques certains des points représentatifs de f^+n . . . , ƒ„. Il est difficile
d'ailleurs de dire d'une façon précise ce que sera ce domaine, tant sa forme
peut varier selon les nombres JJL, n, et les dispositions relatives des points
SJM5 • ••> £» e l des demi-sphères G-,, C,, . . . , cr̂ . \ous allons seulement par
quelques exemples montrer quelques-unes des circonstances qui pourront se
présenter.

Il est clair, d'ailleurs, qu'on s'aidera utilement de l'une et de l'autre repré-
sentation des formes dont nous avons jusqu'ici toujours fait usage, représen-
tation dans le demi-espace (T > o, O$YJT) et représentation projective à l'inté-
rieur de la sphère unité I.

Premier exemple (a = 3 = n). — On a trois demi-sphères représentatives
^M CTJ? ffj pour ƒ,, ƒ>, / 3 ; leurs équateurs sont les cercles 7,, 70, 73. La forme
du domaine D dépend des positions mutuelles de ces trois cercles.

Pour simplifier, supposons ces trois cercles extérieurs deux à deux. Sur la
sphère 2 il leur correspond trois cercles F,, F2, F3 non sécants deux à deux el
tels que le plan de chacun d'eux laisse d'un même côté les deux autres cercles.
?i» ?2Î 9:$ont leurs points représentatifs L,, 'C, L3 sur a,, a2, <73 ou, avec la repré-
sentation projective, à l'intérieur de w respectivement dans les plans
de F,, F2, F,. Si t], /?,, t\ varient, 'C représentatif de ç décrit l'intérieur et le
périmètre du triangle '(, 'C2 £3. Si maintenant L,, Ç2, Ç,, varient dans leurs plans
non euclidiens respectifs, on aperçoit le domaine D que va balayer le triangle
C, ÇoL3. II est limité :

i° Par les plans des cercles F,, F2, F3 ;
20 Par les deux plans tangents à la fois à F,, F2, F3 qui comprennent dans

leur angle ces trois cercles;



FORMES BINAIRES NON QUVDRATIQUES.

3° Par des portions de la surface des trois cônes du second degré à sommet
extérieur à 2 qui passent respectivement par r t etF2,par F2 et r3 , parF$ et IV
Ces trois cônes sont tangents aux deux plans précédents. Les portions de sur-
face conique à choisir sont comprises entre les deux plans précédents et sont
telles que la surface obtenue comme limite de D, à l'aide de i°, i° et 3°, soit
partout convexe.

Nous représentons par un schéma le solide D obtenu dans ce cas. On n'ou-
bliera pas, pour le bien voir dans l'espace, que les sommets des trois cônes
(F,F2), ( I \ r 3 ) , ( r 3 r , ) sont sur une même droite A située dans le plan polaire
par rapport à S du point de rencontre des trois plans de F,, F2, F3 ( ' ) . Nous

figurons aussi sur ce schéma la section du solide par un plan quelconque passant
par la droite A. C'est un hexagone ux c, u^z w2

r2? convexe, dont trois côtés non
consécutifs uxvn Mĵ > M3P3 sont les trois cordes découpées dans F, ,F 2 ,F 3par
ce plan.

Le solide D est engendre par la surface intérieure à cet hexagone lorsque le
plan précédent tourne autour de A entre les deux positions limites qui sont les
deux plans tangents à F,, F2, F3, et laissant les trois cercles d'un même côté.
On a figuré en Z1Z2Z3 et 71K71JL^ les deux triangles de contacts de ces deux
plans.

Les aires de ces deux triangles font partie de la surface limite de D; suivant
leur périmètre, le plan de ces triangles se raccorde aux trois fragments de sur-
face conique limitant D qu'engendrent pf u^ v3u2 et v2uK ; enfin il y a les aires
planes intérieures aux trois cercles F,, F2, F3 qui achèvent de limiter D.

(x) Gela résulte immédiatement du théorème de Pascal sur l'hexagone (inscrit au cercle de
section de S sur ce plan polaire) dont les sommets sont les intersections de ce plan polaire
avec r ! , r 2 et T3.
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Si Ton passe maintenant à la représentation dans le demi-espace O £ Y ) T ( T > O )

aux trois plans de T,, T2, T3 correspondent les trois demi-sphères cr,, <J2, G-3.
Aux deux plans Z,Z2Z3 et Z\Z'27JZ qui touchent les trois cercles r , , r 2 , I \
correspondent les deux sphères S, et S', orthogonales au plan O^YJ tou-
chant o-,, cr_,, cr3 avec contacts de même nature (Tune extérieurement, l'autre

. Aux portions de surfaces coniques passantintérieurement en z \, ,,

par ( r , r 2 ) , ( r a r 3 ) , ( r a r , ) correspondront ici trois portions de surfaces
cyclides orthogonales au plan O£Y] passant par (y ,y 2 ) , (y2y3) et (Y»YI)5 ces
portions de surfaces cyclides se raccordant :

i° A Taire limitée sur la sphère S, par le triangle curviligne dont les côtés
sont les cercles orthogonaux au plan O;Y] décrits sur^ ,^ 2 , z2z^^z^zx comme
diamètres ;

2° A Taire limitée sur la sphère S', par le triangle curviligne z\ z[2 z'd analogue
au précédent.

Le volume D repose donc en quelque sorte sur le plan O^Y] par trois pieds
évidés par les sphères cr,, <T2, G-3 dont les bords seraient les cercles y,, y2 ,y3 .

Si à D on adjoint le volume symétrique par rapport au plan OÇv), on a, en
faisant abstraction de or,, a2, a3, un volume limité par une surface à trois trous
composée de trois portions de cyclides et de deux portions de sphères tangentes
aux trois cyclides précédentes. Le schéma adjoint à cet exemple figure : i° la
portion de sphère S,, limitée par les demi-cercles de diamètre zKz^ z^z^, - 3 s , ;
2° trois portions de surface cyclide raccordées à cette portion de sphère Si le
long de ces frontières : la première de ces cyclides allant de Tare z{ uK z\ de y,
à Tare ^ 3 ^ 3 ^ dey3 ; la deuxième allant de Tare ^3w3;'3de y3 àTarc ZA\Z\2 dey2;
la troisième allant de l'arc z.2u.2z\2 de y2 à Tare ^, r, z\ de y, ; 3° la portion de
sphère S't limitée par les demi-cercles de diamètre z\z'l9 -2^3 , -3- ' , et raccordée
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le long de ses côtés aux trois portions de cyclides précédentes. On a figuré la
section du volume D par une demi-sphère S du faisceau (S, S',) qui coupe a,
suivant le demi-cercle «/,r,, G.2 suivant u2\\,cl cr3 suivant w3r3. Ces trois demi-
cercles sont, sur la demi-splière S, trois côtés non consécutifs d'un hexagone
curviligne de sommets M, r, u.v* w3r3 (hexagone non euclidien convexe) dont
les trois autres côtés sont les demi-cercles de diamètre r, M2, r2 w3? r, ?/, suivant
lesquels S coupe les trois portions de cyclide qui limitent D; cet hexagone
limite sur S une aire qui est la section du volume D par S. La représentation se
simplifie un peu si Ton suppose que y,, y2, 7J s o n t trois cercles égaux dont les
centres forment un triangle équilatéral. Alors les portions de cyclide deviennent
des denii-lores égaux (en entendant par là la surface engendrée par un demi-
cercle tournant aulourd'unc droitede son plan, qui est quelconque par rapport
au diamètre du demi-cercle; ici elle serait inclinée à (>o° sur ce diamètre).

Deuxième exemple (àu= i, n = 3). — Deux cas sont possibles.
Prenant la représentation projective, ou bien le plan du cercle T{ représen-

tatif d e / , sur 2, laisse d'un même côté l2 et £3 points représentatifs de f.2 et f9

intérieurs à S, ou bien il les laisse de part et d'autre.
Dans le premier cas, Ç2C3 perce le plan de F, en co, intérieur ou extérieur à F,;
Dans le deuxième cas, £2Ç3 perce le plan de TK en co intérieur à F,.
cpi associée à fK a un point représentatif C, à l'intérieur du cercle F, dans

le plan de F,. Lorsque /^, /^, l\ varient, 4£ représentatif de ç associée à ƒ décrit
l'intérieur et le périmètre du triangle C'L2L3. Lorsque Z{ décrit maintenant tout
l'intérieur de F,, le volume D balayé par ce triangle est limité :

Dans le premier cas : i° par la surface du cercle F, ; i° parles aires des deux
triangles £2(3^, et £2u3rM dont les plans sont les plans tangents à F, menés

par £o(3; 3° par deux portions de surface conique ayant pour sommets respec-
tivement £2 et L3, et pour directrices chacun des deux arcs en lesquels ux et i\
partagent F,. Ces deux portions de surface se raccordent d'ailleurs suivant les
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droites l2un Ç2eM 'Qzun £3pM aux deux triangles du 20. On a figuré la section
du volume D par un plan L2C:iw u\v\ passant par C2C3. C'est l'aire intérieure
au quadrilatère 'CZri u\ v\ (•).

Dans le deuxième cas, par les deux portions de surface conique ayant respec-

tivement pour sommets t2 et u3 et pour directrice FM ces deux portions étant
limitées à leur sommet d'une part et à leur directrice de l'autre. D est dans ce
cas une espèce de double cône.

Comme on sait facilement passer de la représentation projective à la repré-
sentation dans le demi-espace O^Y)T(T > o), nous n'insisterons pas sur cette
deuxième représentation du volume D, qui est immédiate.

Le premier cas correspondra au cas où cr, laisse Z2 et Zd d'un même côté ; le
deuxième cas correspondra au cas où cr, laisse l2 et C3 de part et d'autre.

Dans le premier cas (et en envisageant seulement l'hypolhèse qui correspond,
dans la représentation projective, à 00 intérieur à F,), D sera limité : i° par Œ4 ;
20 par deux portions de surface sphérique passant par L/L^ (orthogonales au
plan O£Y]) et tangentes à cr, en ut et r, correspondant aux triangles Ç3£3Kf

et L2C3P| de la première représentation; 3° par deux portions de surfaces
cyclides (orthogonales à O<••/)) ayant pour point conique respectivement C2

et L3? et passant respectivement par chacun des deux arcs en lesquels unvt

découpent y,.
Dans le deuxième cas, D sera limité par les deux portions de cyclides ayant y,

pour directrice et respectivement £2 et Ç, pour points coniques; le volume D
contiendra dans ce cas à son intérieur la demi-sphère Œ,.

Ces deux exemples suffisent k rendre compte de la multiplicité des formes

(!) Ceci dans l'hypollièse où w est extérieur à Fj; si w est intérieur à Fi, D est limité simple-
ment : i° par la surface de F^ -i° par la surface conique, de directrice Yu dont le sommet est
celui des deux points Ç2 ou Ç3 qui est le plus éloigné de 10.
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que peut affecter le domaine D. Sa surface limite pourra admettre certains
des ÇA (A = JJL-+-I, ...? n) pour poinls coniques; elle pourra comprendre cer-
taines des demi-sphères cr, (/ = i, 2, ..., UL) par lesquelles elle abordera nor-
malement le plan O^yj, elle pourra aussi être limitée par des fragments de
surfaces cyclides (normales à O q ) passant par tout ou partie des cercles yz,
équateurs des demi-sphères a-, précédentes, etc.

Dans chaque cas, l'étude du domaine D résultera de la disposition des clé-
ments représentatifs des formes ft constitutives de ƒ. Un peu de réflexion
suffira toutefois pour se rendre compte que tous les cercles y,(*: = 1, 2, ..., (JL)
appartiennent à la surface limite de D.

Dès lors, pour avoir l'ensemble des substitutions (S) auxquelles conduit la
réduction continuelle, il suffira de considérer tous les pentaèdres 7: de la divi-
sion classique de l'espace avec lesquels D a au moins un point commun; ils
forment un ensemble (TT) et (S) comprend toutes les substitutions modulaires
qui transforment en TT0 chacun des pentaèdres de l'ensemble (T.).

Le domaine D abordant le plan O£Y] par tous les cercles y, (z = 1, 2, ..., [/.),
on voit que (TT) compte une infinité de penlaèdres, donc (S) une infinité de
substitutions. I/cnsemblc des formes (ƒ) associé à ƒ compte donc une infinité
de formes.

Si l'on passe de la forme proposée ƒ à une forme équivalente F,

F = F , F , . . . F I » a v e c Ft=ftS> ( 1 = 1 , 2 , . . , / 1 ) ,

on verra de suite que les domaines D et 03 associés à ƒ et F se transforment
l'un dans l'autre par la transformation T du demi-espace que définit la substi-
tution S par laquelle on passe de ƒ à F (F = / S , (D = D ï ) . D'où il suit que
l'ensemble (ƒ) que la réduction continuelle associe à ƒ est le même, quelle que
soit la forme équivalente à ƒ dont on parle. Ces formes de ( / ) sont les formes
équivalentes à ƒ pour lesquelles le domaine D associé a au moins un point
commun avec TT0.

Passant maintenant à la recherche d'une réduite dans l'ensemble (ƒ) qui
servira à représenter la classe entière des foi mes équivalentes i\ ƒ, on aura des
conclusions en tout pareilles à celles qui ont été exposées en détail à propos de
la réduction des forces biquadratiques; il n'y a simplement, comme on le verra
de suite, qu'une plus grande longueur dans les éciilures. On reconnaîtra ainsi
qu'il est possible de limiter les valeurs absolues des coefficients de toute forme F

•\—
d e l ' ensemble ( ƒ ) à l 'aide de la seule expression 0 = -7—t ; ( * ) ; les seconds

membres des inégalités de limitation étant des puissances de 0 d'exposants bien

(J) 0 est, comme loujouis, le déterminant de la forme «p.
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déterminés ne dépendant que du rang du coefficient limité dans la forme F
envisagée. Dans certaines de ces inégalités, le coefficient de la puissance de G
contiendra en dénominateur la valeur absolue du premier coefficient de F
(coefficient de XB\'") à une certaine puissance tout comme on l'a vu pour les
formes biquadratiques, en sorte que la limitation est illusoire si le premier
coefficient de F est nul, ce qui peut arriver si la forme proposée/peut s'annuler
pour des valeurs entières de x,y, c'est-à-dire si elle peut représenter zéro.

On remarquera que cette quantité 0 = -^—r joue un rôle essentiel dans la1 * * "
la réduction. Si l'on considère deux formes ƒ et § équivalentes, et, pour des
valeurs correspondantes des paramètres, o et O qui leur sont associées (c'est-
à-dire telles que 4> = çS si § = / S ) , la fonction 0 prend les mêmes valeurs.
D'où se conclut que les fonctions 0 et 0 relatives à ces deux formes prennent le
même ensemble de ^aleurs lorsque les paramètres de la réduction continuelle
varient de toutes les façons possibles.

Elles ont donc le même minimum que, par définition, on appellera le déter-
minant de ƒ. Toutes les formes équivalentes à ƒ ont même déterminant.

La (ou les) correspondante de f sera la (ou les) forme définie o d'Hermite
associée à ƒ pour les valeurs des paramètres qui rendent 0 minimum. Les cor-
respondantes ç et <]> de deux formes équivalentes ƒ et § s'équivalent par la
même substitution que ƒ et § {§ = / S , <& = çS) .

La (ou les) réduite équivalente à ƒ sera la (ou les) forme de l'ensemble (ƒ)
dont la (ou les) correspondante est une forme d'Hermite définie réduite.

Deux formes équivalentes ont mêmes réduites et ceci ramène l'équivalence
de deux formes à l'identité entre leurs réduites ou leurs groupes de réduites.

Sans insister sur la question de l'existence du minimum de 0, on reconnaîtra
que les conclusions affirmées relativement à celles des formes biquadraliques
dont les coefficients sont entiers, sont valables ici encore, toujours sous la res-
triction qu'on écarte les formes susceptibles de représenter zéro. En effet, alors
toute réduite F équivalente à f a ses coefficients entiers et son premier coeffi-
cient est sûrement ^ o si la forme ne peut représenter zéro.

Dans les inégalités qui limitent les valeurs absolues des coefficients de F, on
remplacera au second membre, lorsqu'il y figurera dans le dénominateur, le
premier coefficient de F par un, qui ne lui est pas supérieur en valeur absolue ;
ces seconds membres seront alors des quantités parfaitement déterminées par
la connaissance de Ö, déterminant de la forme/1. Si ce déterminant est donné,
chacun des coefficients d'une réduite F (à coefficients entiers) ayant ce déter-
minant ne pourra avoir qu'un nombre limité de valeurs, d'où les deux consé-
quences :

i° Une forme à coefficients entiers du type ƒ = ƒ, f2 . . . fn (où les \x pre-
mières formes sont formes d'Hermite indéfinies [x=^o) et non susceptibles de
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représenter zéro (ce qui arrivera si aucune des formes ft ne peut représenter
zéro) n'a jamais q\i*un nombre limité de réduites équivalentes (puisque toutes
ces réduites ont même déterminant que ƒ) .

'i° Les formes à coefficients entiers du type ƒ = ƒ,ƒ.> . . .ƒ , décomposables
en produit de n formes d'Hermitedont certaines sont indéfinies (n étant donné),
non susceptibles de représenter zéro et ayant un même déterminant donné 0,
se répartissent en un nombre limité de classes (puisqu'à un 0 donné ne corres-
pondent qu'un nombre fini de réduites possibles, donc de classes).

Revenant maintenant à l'existence du minimum de 0, il est facile de voir que
ce minimum existe en supposant, comme ncus le faisons, que tous les
ç>t ( / = i ? 2 , . . . , n) sont ^ o .

En efl'et, si
ƒ — fi ' • • ƒ {A /[/H-l • • • ftn

avec
falcl — bib\ — — o, pour i = i, 2, ..., y. \

fl=atxxl— btxy'— b'tx'y + c.yy' „ r ;
\akck—bkbk= o/t pour A=/j .4-i , ..., /?/

et si l'on pose

©£ étant, lorsque ƒ est indéfinie (i= i, 2, ..., u.) une forme d'Hermite définie
associée à ft par le procédé que nous connaissons, et étant identique à fi
lorsque ƒ est définie ( i = JJL + 1, ..., /z); la forme cp associée à ƒ est

avec

7=2';

r = 2 «;•/.•
Le déterminant 0 de 9 est

1 1 = 1 / = i

avec

Cotte evpression de o/y a été souvent rencontrée dans le Mémoire actuel; on

J. 32
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sait qu'elle est toujours positive et qu'on a o/y>2 y^Oy, l'égalité n'ayant lieu
que si '(, et Çy, représentatifs de ç, et çy, sont confondus. D'ailleurs, la façon
dont on a rattaché otJ à la distance non euclidienne de £, à £y prouve que ùu

devient infinie lorsqu'un des points tt ou £y tend vers le plan O£Y) (OU les deux
à la fois sans être confondus).

Envisageant alors

on voit facilement que ou>2. v^,oy entraîne

Donc

1 1 • • • * 71

les 5, sont des nombres positifs fixes tous supérieurs à un nombre positif '
Donc

Donc

D'ailleurs, l'expression de Oetles inégalités précédentes prouvent que 6 devient
infinie si certains des nombres /, s'annulent (on ne doit pas les supposer lous
nuls à cause de l'homogénéité de 0; 0 devient de même infinie si, les /, restant
fixes, un des C ( / = i, 2, ..., p.) 0̂11 plusieurs) tendent vers le plan O£Y) sur la
sphère o-,. De là se conclut aisément l'existence d'un système au moins de
valeurs des /,, toutes ^ o, et d'un système au moins de positions des (̂
( i = 1, T, ..., [/.) /tors du plan O^y], pour lesquelles 0 atteint son minimum. Et
c'est là le résultat qu'il fallait obtenir.

Remarques. — II y a des cas où la position des L, (/ = 1, 2, .. , [/.) corres-
pondant au minimum de 0 s'aperçoit immédiatement. S'il est possible, en effet,
de rendre simultanément tous les otJ égaux à leur minimum, il est clair que les
positions correspondantes des tt sont les positions cherchées. Par exemple,
soit UL = 7̂  — 3, et, de plus, supposons que les trois demi-sphères c,, o-2, ŒS

représentatives de ƒ,, f^f} aient un point commun u hors du plan 0<|Y].

Si d> (2? Cj représentatifs de ç,, cpi5 ç-̂  associées à f\^f^fz s o n t confondus
avec 'C, il est clair que o,2, 0^ et o3l sont égaux à leurs minimums respec-
tifs 2 v'S| o2, 2 \ o2o3, 2 v^ to,. Il en est de même dans le cas plus général \x =- /̂
(/i quelconque), si o"1? ..., G „passent par un même point "C hors du plan
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Ce point C sera aussi le point représentatif de la correspondante de f.
Ayant £,, ..., 'C,n et par suite ©,,.. . , ©„, rien n'est plus facile que de déterminer
ensuite les valeurs des tL correspondant au minimum puisqu'alors

et le minimum de 0 correspond alors visiblement aux valeurs des tL telles que

Pour prendre un autre exemple, supposons que tous les £A (A = [/.-+-1, ..., /i)
soient dans un même plan normal au plan O£Y), qui soit aussi plan diamétral
de toutes les demi-sphères a, (« = i, 2, ..., y.). Il est clair encore, par un peu
de réflexion, que les points'C,, ..., '^correspondant au minimum de 0 seront
situés dans ce plan diamétral^ ainsi d'ailleurs que le point C représentatif
de la correspondante : cela résulte immédiatement de la relation qui lie o(J à la
distance non euclidienne de 'Ct k £/5 ces deux quantités variant toujours dans le
même sens. Nous avons insisté là-dessus dans la deuxième Partie, à propos de
l'application de la méthode générale aux formes binaires ordinaires à coeffi-
cients réels pour lesquelles le système des points racines admet un plan de
symétrie normal au plan O£YJ, qui est le plan O£T lui-même. Nous nous borne-
rons maintenant aux indications précédentes.



CHAPITRE VI.
LES FORMES BINAIRES A INDÉTERMINÉES CONJUGUÉES DE DEGRÉ SUPÉR1EIR

QUI RESTENT INVARIANTES PAR UN GROUPE DE SUBSTITUTIONS LINÉAIRES.

I. L'étude des groupes de substitutions linéaires susceptibles de conserver
une forme binaire à indéterminées conjuguées s'ouvre par le Mémoire de 188^
où M. Picard établit l'existence d'un groupe fuchsien de substitutions modu-
laires conservant toute forme d'Hermite indéfinie à coefficients entiers.

Au cours de l'étude des formes biquadratiques à coefficients entiers décom-
posables en produit de formes d'Hermite, nous avons conclu à l'existence d'un
groupe cyclique infini de substitutions hyperboliques modulaires, conservant
une telle forme lorsque les deux formes de décomposition sont indéfinies et ont
leurs demi-sphères représentatives sécantes. Nous avons rattaché ce groupe au
groupe commun aux groupes conservatifs de deux formes d'Hermite à coeffi-
cients entiers cp et vp indéfinies et à demi-sphères représentatives sécantes, au
moyen desquelles la forme proposée s'exprimait (à un facteur rationnel réel
près) par la formule

ƒ == ay* -\- 2b(D -+- c.p2 (<?, b, c entiers réels; b*— ac > o).

Mais la généralisation suivante vient aussitôt à l'esprit, o et ty étant toujours
deux formes d'Hermite à coefficients entiers, indéfinies, et à demi-sphères
représentatives sécantes, envisageons la forme

ƒ == tfo<pre4- rt^"-1^ -+- tf29"-2^2-h . . . 4 - an<\>n

quiest un polynôme homogène et de degré n en o et j», #0, an ..., aa étant des
nombres réels quelconques. C'est en a?, y , x', y', une forme à indéterminées
conjuguées de degré in. H existe un groupe cyclique infini de substitutions
modulaires hyperboliques conservant à la fois 9 et f|, et par suite conser-
vant f.

Voici donc un fait nouveau : H existe des formes à indéterminées con-
juguées de degré aussi élevé qu'on voudra qui admettent un groupe infini
de transformations linéaires en elles-mêmes.

Et ce fait semble créer une distinction profonde entre les formes binaires
ordinaires et les formes binaires à indéterminées conjuguées, puisqu'il est bien



FORMES BINAIRES NON QUADIUTIQUES. 253

connu qu'une forme binaire ordinaire de degré > 2 ne peut admettre qu'un
groupe fini de transformations linéaires en elle-même ( ' ) . Nous allons cepen-
dant établir le fait suivant : Une forme binaire à indéterminées conjuguées
indécomposable (2) ne peut admettre qu'un groupe fini de transformations
linéaires en elle-même.

L'exception signalée plus haut, l'existence de formes admettant un groupe
conservatif infini est unique. Le type

ƒ = a0o l l-hflr lo
11 " ^ - t - , . .-+-«„<]/•

est en effet un type de forme décomposable

X,, . . . , \n étant réels ou imaginaires conjugués deux à deux. Toute forme
admettant un groupe conservatif infini se ramène à ce type.

Nous considérerons la courbe du plan OÇYJ dont l'équation est

f(z, i) = o [ƒ(•#, y) étant la forme donnée],

ou mieux la projection stéréographique de cette courbe sur la sphère unité 2,
comme on a l'habitude de le faire. C'est une courbe algébrique F, du degré 2/z,
si in est le degré de la forme ƒ proposée. Supposons que la forme admette un
groupe G de transformations linéaires en elle-même, cela veut dire qu'il existe
un groupe G de collinéations respectant l'intérieur de la sphère i , la surface
de S et la courbe F elle même.

Une substitution S du groupe peut être elliptique, hyperbolique, loxodro-
mique, ou parabolique. Je dis qu'elle est sûrement elliptique si ƒ ou F est indé-
composable.

En effet, si S laisse ƒ inaltérée, la collinéation T qui lui correspond laisse F
inaltérée, et il en est de même de tous les T*(A = i, 2, ..., x ) qui forment un
groupe infini, si S est hyperbolique, parabolique, ou loxodromique.

Si S est hyperbolique, ï est une rotation non euclidienne autour d'une droite A
extérieure à S, les points doubles zn z2 sont les points de contact des plans
tangents menés par A. D'un point Mo de la courbe F on déduit, par la transfor-
mation T, un point M, qui est aussi sur la courbe F, et par tous les T* une
infinité de points MA tous situés sur F. Or ces MA(A = — oc,..., —1,0,1, ..., =o)
sont sur un cercle de S passant par z{ et z2. Ce cercle ne peut avoir ainsi une
infinité de points communs avec F que s'il fait partie de F, et ceci n'est pas

( !) Voir KLEI\, Math. Annalen, t. IX.
(2) Nous dirons que la forme ƒ(#•, y) est indécomposable si la courbe f(z, i) = odu plan

est indécomposable. C'est là une dénomination bien naturelle.
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possible siF est indécomposable. Si Ton suppose que A devient tangente, zKz2

devenant la tangente perpendiculaire, on voit que le même raisonnement
prouve que si F est indécomposable, S ne peut être parabolique.

Si S est loxodromique zi et z2 étant ses points doubles, T est une suite de

Fig.

deux: rotations non euclidiennes autour de A et A', A' étant la droite z{ z2

conjuguée par rapport à 2.
Si Ton écrit S sous la forme

" ~~ W| = /-c'0 , .""""1 ) /• r é e l > o , _ ^

la rotation autour de A' est d'angle non euclidien 0. D'un point Mo de la
courbe F, en lui appliquant toutes les transformations

T A ( / i = — ce, . . . , 1, o , 1, . . . , + 0 0 ) ,

on déduit une infinité de poinls de la courbe F, M,, M2, . . . , et M_,, M^,, . . . .
Si 6 est incommensurable à 2:1, cette double série de points admet les

points z{ et z2 pour points asymptotes, c'est-à-dire que dans toute sphère de
centre zK ou z>, si petite soit-elle, il y a une infinité de ces points MA, tels que les
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plans z{z2Mk forment autour de ^,:2 un ensemble partout dense, et ceci est
impossible puisque F est algébrique ( ' ) .

Si 0 est commensurable à 271, 0 = ^ ^ (p et m entiers premiers entre eux) les

points MA se répartissent sur m cercles fixes de S passant par zx et z2, faisant

entre eux l'angle — • Sur chacun de ces angles il y a une infinité de points MA,

ayant z{ et z2 pour points limites. C'est là encore une conclusion contradictoire
puisque F est algébrique et indécomposable.

Donc une substitution S conservant ƒ ne peut être qu'elliptique. Elle a deux
points doubles zn z> sur S et la T correspondante est une rotation non eucli-
dienne d'angle 0 autour de z{ r2, si S s'écrit

Si l'on considère un plan passant par A conjuguée de la droite zxz2 relative-
ment à 2, il est conservé par toutes les T*. D'un point Mo où ce plan coupe la
courbe F on déduit une série de points MA de la courbe F en appliquant à ce Mo

toutes les T*. Tous ces points sont sur le cercle d'intersection de 2 et du plan
considéré.

Si 6 est incommensurable à 2- , ces points sont tous distincts et sont en
infinité dénombrable, ce qui est contradictoire avec le fait que F étant algé-
brique de degré m et indécomposable, ne peut être coupée par le plan précé-
dent qu'en in points.

Donc 0 est commensurable k ITZ, 0 = ^^-(p et m premiers entre eux) et
sûrement m< m.

On peut, comme on sait, choisir dans ce cas parmi les S* une substitution S'

pour laquelle le 0 soit — et telle que le groupe des S'71 soit identique à celui

desS'.
On est donc forcé de conclure que, si ƒ de degré zn est indécomposable, le

groupe qui la conserve ne peut être formé que de substitutions elliptiques,

d'argument 0 = —lu (/?i<m). C'est donc un groupe de substitutions elliptiques

sans substitution infinitésimale. On conclut de suite, d'après une recherche
connue, que c'est un groupe fini. Par une substitution linéaire préalable, la

( ' ) Ceci est vrai, que Mo soit réel ou imaginaire. Car si Mo est imaginaire, mais dans un
plan ZIZTNLQ réel (qu'on peut choisir a priori tel), en considérant son conjugué M'o, la droite
réelle MoMJ, rencontre z^z^ et, en appliquant à cette droite toutes les T*, le^ droite^ MAM'7I tendent
vers Z[ et z2 respectivement pour L = ± Q O et la conclusion précédente relative a u \ plans
est toujours vraie.
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forme ƒ se ramène à une forme pour laquelle le groupe conservatif des S corres-
pond au groupe des rotations T qui conservent un des polyèdres réguliers
convexes inscrits dans la sphère S (mentionnons aussi le groupe du dièdre qui
n'entre pas dans la catégorie précédente).

Il nous reste maintenant à voir quelles sont toutes les formes à indéterminées

conjuguées qui admettent un groupe infini de transformations linéaires en
elles-mêmes.

Un tel groupe n'étant pas fini, on n'a que les deux hypothèses suivantes :

i° Ou bien il contient une substitution hyperbolique, parabolique, ou loxo-
dromique;

2° Ou bien il ne contient que des substitutions elliptiques, mais alors il
contient une substitution infinitésimale.

Dans le premier cas, si z{z2 sont les points doubles de la substitution hyper-
bolique, le raisonnement fait précédemment prouvera que Y (degré in) se
compose de n cercles passant par r-, et z.2, ces cercles sont réels ou deux par
deux imaginaires conjugués. Choisissant arbitrairement deux cercles réels
distincts des cercles de Y et distincts l'un de l'autre, passant par zK et .r2, repré-
sentant deux formes d'Hcrmitc o et '\> indéfinies, tout cercle faisant partie de Y
aura pour équation

= O,

A étant réel si ce cercle est réel; à un groupe de deux cercles imaginaires
conjugués correspondra l'ensemble des deux équations

<p - h À' 'b = o ,

>. et) / étant deux nombres complexes conjugués.
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L'équation de F s'écrira ainsi

les X,- étant réels ou deux par deux imaginaires conjugués; ou bien

les al étant réels.
Ceci signifie queja forme ƒ proposée se laisse toujours ramener à la forme

ç et d» étant deux formes d'Herrnite indéfinies dont les demi-sphères repré-
sentatives (de l'espace O?|Y]T) ( ' ) se coupent.

Si le groupe conscrvatif de ƒ comprend une substitution parabolique, on
arrive à cette même conclusion, mais il faut supposer que les formes indé-
finies cp et i|* ont leurs demi-sphères représentatives (de l'espace OEYJT) tan-
gentes.

Si le groupe contient une substitution loxodromique

— 5 . ftZ-

on a vu qu'il fallait que Ô fût commensurable à 2^ pour ne pas aboutir à une

conclusion contradictoire avec le fait que F est algébrique (0 — —— -> p et m pre-

miers entre eux:). zK et s2 étant les points doubles de la substitution, on a vu

que si Mo était un point de F le cercle zK z>M0 fait en ce cas partie de F, et il en

est de même des m cercles qui s'en déduisent par des rotations non eucli-

diennes successives d'angle 6 = — autour de z{z2 (mlin si in est le degré

de F).
Ceci prouve que m divise n et que la courbe F se décompose en n cercles

passant par z{ z2 [FI = km] formant k séries dont chacune comprend m cercles
se déduisant de l'un d'entre eux par des rotations successives non euclidiennes
d'angle — autour de zt r2.

La forme ƒ se laisse encore ici ramener au type

Les flo,a,,...,fla réels ne sont plus arbitraires comme dans le cas où ƒ admettait

(*) Alors toute substitution hyperbolique de points doubles zxz^ (intersections de cp et <J0 et
de déterminant i conservera/.

J. 3.3
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une substitution hyperbolique conservatrice; cp et 'j> sont toujours deux formes
indéfinies à demi-sphères représentatives sécantes. On peut d'ailleurs en ce cas
donner une forme canonique simple de ƒ. Par une transformation linéaire
préalable, on peut supposer que ^, et z2 ont les valeurs (o, x>).

Les équations des m cercles de chaque série de F sont de la forme

— — A = o, ^— / w e ) = o , . . . , —,—/, o)2im~^ = o,

2 7T,

en posant co = o '" . Si A' a son module égal à i, ces cercles sont tous réels; si k a
son module ^ i, ces cercles sont tous imaginaires.

L'équation de chaque série est donc

ou

I , co, . . . , (o"'-! sont les racines de ou'" — i = o.
Si m est impair i, co2, co% ..., w2^-0 représentent les nombres i, w, ..., GD"'-1

rangés dans un certain ordre.
Si m est pair, les nombres i, or, w', . . . , (o2(w-!î sont deux à deux égaux et

les— d'entre eux qui sont distincts sont les racines de

o ' — ] = o.

Donc si m impair

est identique à

et si m est pair, il est identique à

Donc si /?i est impair l'équation de l'ensemble des m cercles d'une série de F
est

zm — lz'm = o,

\ étant un nombre complexe quelconque; si m est pair c'est

H =o,
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ce qui s'explique par ce fait que les cercles de la série envisagée sont alors
deux à deux confondus. Si l'on ne considère chacun qu'une fois, ainsi qu'il
est naturel, on a toujours pour une série l'équation

et Von peut supposer m impair ( * ).
L'équation de chacune des k séries sera donc

z m — mkgzfm = o ( i = i , 2 , . . . , k )

et Véquation de la courbe V sera obtenue en égalant à zéro un polynôme
P(*w, z'm) homogène en zm et zlm et par rapport à Vensemble de ces deux
variables de degré K.

Il en résulte que la forme canonique de f sera, dans ces conditions, une
forme à indéterminées conjuguées par rapport aux variables xm, ym et aux
variables conjuguées x'"1, y"H donnant naissance en la divisant par yhmyhm

à un polynôme homogène en zm et z"n, P(V", znn) de degré & (2) par rapport
aux variables zm et z"".

Le polynôme homogène en zm et z'm, V(z"\ z'"') qui naît de la forme ƒ (x, y)
dans ce cas n'est pas quelconque. En effet, posant Z =• z"% Z' = z'"1, soit P(Z, Z')

y

ce polynôme et A,= 7̂ une de ses racines; si X, est une racine de module 1, la
série correspondante de m cercles est réelle.

D'ailleurs son équation est
zm — l,z'"l= o

et la série conjuguée étant
z'm — l'lz"l = o

coïncide avec la précédente, puisque alors X̂. = *-•
Mais si | Xf | ^ 1 la série est imaginaire.
La série conjuguée est alors

et elle fait aussi partie de F. Donc le polynôme en question n'admet que des

(!) Sinon, ƒ se ramènerait au carré d'une forme de même nature où m serait impair.
(2) En posant

X = xm y =ym,

X ' = x''»Yr = j''»,
on a

ƒ = a0X* Y'* H- a , X * - i YX'Y'*-»4-. . . + aAX' /'Y / l.

Chaque monôme de cette somme a le même exposant pour X et Y', pour X' et Y, et la somme de-
ces deux exposants vaut k.
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racines de module i ou des couples de racines tels que \ et ^ autrement dit
1

ses racines sont sur le cercle trigonométrique ou symétriques par rapport à
ce cercle (' ). Il ne serait pas difficile de transformer ce cercle en Taxe réel et de
ramener ce polynôme à un polynôme à coefficients réels; mais nous n'insis-
terons pas davantage sur ces calculs de détail.

20 Si le groupe infini conservatif de ƒ ne contient que des substitutions ellip-
tiques, il contient sûrement une substitution infinitésimale. Soient z{ et z2 ses
points doubles. La T qui lui correspond est une rotation non euclidienne d'angle
infiniment petit autour de zK z2. D'un point Mo de F se déduisent par T et toutes
ses puissances une infinité de points de F tous situés dans le plan déterminé
par Mo et par A droite conjuguée de zxz2 par rapport à A. Ceci signifie que le
cercle suivant lequel ce plan coupe la sphère 1 fait partie de F. F (de degré in)
se compose ainsi de n cercles réels ou imaginaires conjugués deux à deux dont
les plans passent tous par A. <p et <\ étant deux formes d'Hermite distinctes,
définies ou indéfinies, mais dont les cercles représentatifs sur S sont dans des
plans réels passant par A, les équations des cercles dont F est composée sont de
la forme

( 5 , l ) = O ( / = 1 , 2 , . . . , / l ) ,

pétant réel pour un cercle réel, et à deux cercles imaginaires conjugués corres-
pondant deux valeurs conjuguées de \ . L'équation de F est donc encore de la
forme

(*) Ceci est très facile à vérifier; la forme canonique de ƒ, en posant

X = x"1, Y = y>», \ ' = x1'», \ = / ' » ,
étant

on voit de suite que «0 et a/, et d'une façon générale at et a^-i sont imaginaires conjugués
puisque ƒ est toujours réelle. Le polynôme

obtenu comme on sait par Ç = ztn, z'nl = 1, est alors

Les Ç' conjugués des racines Ç de <f(Ç) sont racines de

qui n'est autre que a/t Ç* -{-. . . -+- a0 puisque at et ai-i sont imaginaires conjugués. Les —, sont
racines de

qui est identique à y(l). Donc cp(Ç) jouit bien de la propriété énoncée.'
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Les al étant tous réels, G et '\> étant deux formes d'Hermite dont les cercles
représentatifs sur 1 (ou dans le plan O£Y)) liront pas de point commun
réel.

ƒ se laisse donc encore ramener au type

et elle se conserve par toute substitution elliptique ayant pour points doubles
les deux points limites réels du faisceau déterminé par les deux cercles repré-
sentatifs de <p et 'J>, cercles qui n'ont pas de point commun réel.

Ainsi se trouve démontrée la seconde assertion du début de ce Chapitre : que
les seules formes à indéterminées conjuguées admettant un groupe infini de
transformations linéaires en elles-mêmes sont du type

'V'

ç et ^ étant deux formes d'Hermite distinctes, les at étant des nombres réels
d'ailleurs quelconques.

II. Nous allons maintenant indiquer comment on peut former les types
canoniques de formes à indéterminées conj uguées qui admettent en elles-mêmes
un des groupes finis connus de transformations linéaires.

Par une substitution linéaire préalable on peut supposer que ce groupe est
l'un des groupes de rotations qui ramènent un polyèdre régulier sur lui-même
(en y ajoutant la pyramide régulière ou la double pyramide qui correspondeert
au groupe du dièdre V

La forme ƒ cherchée, de degré 2«, divisée par y7* y'" et égalée à zéro définit en
posant z = — > z'=%— une courbe du plan %Or\(z = Ç -+- ir\) d'équation
ƒ ( - , i) = o, dont la projection sur la sphère unité S est une courbe F de
degré in qui correspond d'une manière bien déterminée et biunivoque à la
forme ƒ. Les deux problèmes : déterminer ƒ ou déterminer F sont les mêmes.
Et ici il s'agit de trouver une courbe F sphérique qui revienne sur elle-même
par toutes les rotations qui ramènent sur lui-même un polyèdre régulier. Le
cône de sommet O, de directrice F, est alors une des surfaces étudiées par
M. Goursat dans une Note de son Mémoire : Sur les surfaces qui admettent
tous les plans de symétrie d'un polyèdre régulier (Annales de VÉcole Nor-
male, 1887), car ce cône revient sur lui-même en même temps que F. On peut
donc définir F comme Vintersection de Z et d'une surface revenant sur elle-
même par toutes les rotations du groupe d'un polyèdre. Et ces surfaces sont
bien connues, et l'on donne le type de leur équation dans la Note du Mémoire
cité plus haut.

Il y a ici des circonstances particulières, F est une courbe algébrique de
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de degré %n; comme elle dérive d'une courbe du plan EOY] dont l'équation
en ?, y] a ses coefficients réels, le cône de sommet O, de directrice F, est un cône
algébrique dont l'équation est à coefficients réels, et il faut en tenir compte
quand on écrira le type d'équation auquel il appartient. Enfin, il faudra tenir
compte aussi que non seulement l'équation du cône ne doit pas changer,
mais encore la f orme qui a donné naissance à Y et à ce cône, ne doit pas
changer ( ' ) .

Prenons par exemple le groupe du tétraèdre, désignons par X, \ , Z, les
coordonnées cartésiennes rectangulaires d'un point d'un cône qui se conserve
par toute rotation de ce groupe et soit ç(X, Y, Z) = o l'équation du cône. On
voit immédiatement que le polynôme ç ( \ , Y, Z) doit être tel que par toute
rotation du groupe, se traduisant par une substitution linéaire orthogonale sur
\ , Y, Z, il se reproduit à un facteur près. <p ayant tous ses coefficients réels, et
la substitution précédente étant à coefficients réels, il est clair que le facteur
sera réel, et il suit d'une discussion faite par M. Goursat, que ce ne peut être
que H- i. cp est donc un polynôme qui ne change pas par toute îotation du
groupe envisagé, et l'on conclut, comme le fait M. Goursat, que c'est un
polynôme par rapport aux quatre f onctions particulières

V\'-+-VZ' + Z'V, \YA, (V - \ >) ( \ >- Z') (Z>— V) ;

V + Z Î , V Y * + Y ' Z ' H - Z ' X ' . \YL, ( V - Y') ( V — Z') (Z ' — X 2 ) ] = o.

Il faut passer de là à la forme ƒ en passant par l'intermédiaire de F et de sa
projection stéréographiquesur le plan £OY). A un point <;, r\ de cette projection-
là correspond un point X, Y, Z de la sphère donné par

A = — j 1 = — - j A =

(et l'on voit que \2-h\2-i-Z2= i).
Avec z = \ -f- ir\ et z' = \ — ir\, ceci s'écrit

X = ; , \= l-

L'équation de la projection stéréographique en question s'obtient donc en
remplaçant dans l'équation du cône F

F [ ( X ' + Y ^ + Z ' , X 3 X - > H - V Z ' - f - Z ' X ' , \ Y Z , ( X ' — \ â ) ( V — Z « ) (Z ' —X*)] = o,

P) Ces remarques suppriment dans le cas qui nous occupe les multiplicateurs M introduits par
M. Goursat dans l'équation des surfaces qu'il recherche, pages 33S et 339 du Mémoire cité.
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X, Y, Z par les expressions précédentes, X2 + Y2-f- Z2 par i, et chassant les
dénominateurs.

Or, on a

( X 2 - Y2) (Y2 — Z 2)(Z ' -X 2) =

Posons

O - - < ( * ' - 5 f î ) ( 3 3 ' - l ) ( l + ZZ')\

R = 2 ( 3 ' + 5 / * ) [ ( 5 ï + 3 ' « ) ' - ( 5 * 3 ' 2 -

S = (i+ «')•,
en sorte que

VY2 + Y2Z24-Z\2

Tl est clair alors qu'en chassant les dénominateurs dans

P Q R

qui est l'équation de la projection stéréographique de F, on va obtenir un
polynôme homogène en P, Q, R, S, au premier membre.

Donc, la forme/(x, y) cherchée, invariante par le groupe du tétraèdre,
donne naissance à la courbe /(s, i) = o et Ton est sûr que nécessai-
rement f(z9 i) est un polynôme homogène par rapport aux quatre fonctions
fondamentales P, Q, R, S.

Passant alors des polynômes

P ( 5 , I ) , Q ( 3 , I ) , R ( 3 , I ) , S ( * , . I )

précédemment écrits aux formes

qui leur donnent naissance et qui sont

\>(œ,y) = [^jx'yy'(x*x'* — jyœ'/-{-y1?") — (œmyri + y*#'2y][xx' + yy']2,
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on voit que toute f orme f (x, y) invariable par le groupe du tétraèdre est un
polynôme homogène par rapport aux quatre formes fondamentales P, Q,
R, S précédentes (f ). P, Q, R, S sont toutes du 12e degré, ƒ est donc au moins»
du degré 12.

Les substitutions fondamentales du groupe du tétraèdre sont, avec les axes
choisis comme dans la Note de M. Goursat,

[\a,z, -x, - v zi
et

[ \ , V Z ; 1, Z, X].

Sur z les substitutions correspondantes sont

z, = — z et 5, = «-

En passant à (x, y) dont le rapport est z, et donnant à la substitution le
déterminant -+-1, on voit que ces deux substitutions fondamentales correspon-
dent aux deux substitutions linéaires suivantes sur x, y :

(«le déterminant 1)

V l =

et l\)n vérifie immédiatement que chacune de ces substitutions, et par suite
toute substitution du groupe qu'elles engendrent, laisse invariante chacune
des formes P, Q, R, S, comme cela devait bien se produire.

On procédera tout pareillement pour les autres groupes finis et Ton aura
toujours ce résultat bien simple qu'il existe quatre foi mes fondamentales P, Q,
R, S d'un même degré pour chaque groupe, telles que toute forme invariante
par le groupe considéré s'exprime par un polynôme homogène en P, Q, R, S.

Pour le groupe de l'octaèdre, par exemple, on s'adressera aux fonctions

W + Y ' Z ' - r Z ' V , W Z ' , \ \ Z ( V — Z^)(Z' — V ) ( V — \ 2 )

(voir le Mémoire déjà cité de M. Goursat); on aura

(!) Ces formes canoniques de P, Q, R, S sont à coefficients entiers. Si le polynôme en P, Q, R,
S qui exprime ƒ a <*es coefficients entiers, ƒ sera à coefficients entiers. On construit ainsi uneinfinité
de formes ƒ à coefficients entiers invariantes par le groupe du tétraèdre.
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et

_ R(z, i ) _ — ii(z'+ — z"*) (zz'—i)[(z>-±-z'2)*—(3V1 — 4 z z ' H - Q ] .

- S ( J , i ) ~ l n - 3 5 ' ) 9

d'où

Q ( c , i) = - U + « ' ) ' ( * • - z'*y (zz' - i)*,

K ( ^ , I ) = - 2 1 ( 3 * - S'*) ( 5 5 ' - 1) [ ( 3 » 4 - 5 ' « ) * - (3«5 '« — 4 « ' + l ) ] ,

S(3, l) = (l-+-ZZ')\

De là on passe aux quatre formes fondamentales, en changeant, ce qui n'a
d'autre effet que de simplifier les notations, les signes de Q et R :

(*,7)= (xx1 ̂  yy'y^xx^f {x' xhi ̂  xyx' y'
±(00^ y) = + (xx'•+ yy'y(x\v'> - yy'i

[ W(x, y) = 2L(x'*f>- x"y'*)(xx' - yy')

Ces quatre formes sont du degré 18.
Les deux exemples précédents, groupes du tétraèdre et de l'octaèdre, mon-

trent suffisamment comment on obtiendra pour chaque groupe les quatre formes
fondamentales. Le reste n'est plus qu'affaire de calcul. Voici d'ailleurs l'indi-
cation de ces calculs :

Pour le groupe de la pyramide régulière (m faces) (groupe cyclique
d'ordre m), l'équation du cône F s'obtient en égalant à zéro un polynôme par
rapport à

ss', s"1, s'"', 'A

en se souvenant que s — X •+- i Y et s' = X — /Y.
Un tel polynôme est aussi un polynôme en

ss' -+- Z^ sfn -4- s'"l snt —— s'/n ZJ
et réciproquement.

Il faudra donc ici s'adresser aux quatre fonctions

V-hV-t -Z' , s"'-h.ç"% s"1 — s'"1,

pour obtenir P, Q, K, S.
On s'aidera de

J.
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On a ainsi

P(5, i) = 2m(zm-\- ztm), P{x, y) = œmy/f"-+-#'"'y"1,

Q(s, i) = 2"l(s"' — z'm), Q(.r, y) = iœmy'm—ix'mym,

R(z.i) = {zz'-i)(i + zz'y»-', R(œ, y ) ^ (Xx -yy>)(œx'

S(5, i) = (i •+- zz'y», S{x, y) = ( ^

car on peut modifier P(3, r), . . . , S(-, 1) par multiplication de coefficients
constants convenables. Pour la double pyramide régulière (groupe cyclique
d'ordre m composé avec une transposition d'axe convenable normal à celui
du groupe cyclique), on s'adressera à

ss' + Z \ s"1 H- s"", *'" — s'"\ Z'

et Ton sera conduit à
/• p __ gptn y'/// i gçhn yin

J l ==( a r a ' - . y / ) ^ .

Pour l'icosaèdre enfin, il faudra s'adresser aux quatre fonctions :

(i)

(2)

(3) (Z1»—

( 4 ) (.S5 —.S / 5 ) (—

+ (^io_ 5 " ° ) ( — 3 5 2 Z ' — lôo jç 'Z 1 — ioZ.ç*.ç") -h (.s1 — . s / j ) ( * 5 4 - s ' 5 ) 2 ,

qui, en y substituant à 5, 5', Z, les quantités connues

: f
I -+-ZZ' I -h ZZ

donneront naissance à quatre fonctions P ( ^ , 1), Q ( - , 1), R(^, f), S(-s, 1)
données par

(S,-f

avec, en particulier, S = (1 -h zzry5.
Nous n'indiquerons pas ce calcul qui serait long mais sans difficulté et nous
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remarquerons simplement que les formes fondamentales P (x ,y ) , Q(#, y)f

R(x, y)t S(x, y) auxquelles il conduira seront du 3oe degré.

NOTE SUR LA CLASSIFICATION DES SUBSTITUTIONS
DU GROUPE DE PICARD.

On a vu, dans une étude précédente, que si la forme de Dirichlet

ƒ (x, y) = ax1 -+- 2 bxy 4- c y*

aux coefficients a, b, c entiers complexes est telle que Norme (b2 — ac) soit
un carré parfait, ou, ce qui revient au même, que ait même argu-
ment qu'un certain nombre rationnel, il existe une substitution hyperbolique
du groupe de Picard, 2 (et par suite tout un groupe cyclique infini formé des puis-
sances entières de S), conservant la forme/. Nous avons alorsremarqué que la
substitution S génératrice du groupe des substitutions modulaires complexes
qui conservent ƒ ne pouvait être une substitution loxodromique quelconque,
puisqu'une certaine puissance entière S'" de S se trouvait être hyperbolique.

Établissons maintenant la réciproque de la proposition précédente. A quelles
conditions une forme de Diriclilet à coefficients entiers pourra-l-cUe être
conservée par une substitution modulaire hyperbolique? Autrement dit,
cherchons toutes les formes de Dirichlet à coefficients entiers possédant un
groupe conserçatif engendré par une substitution modulaire S, dont une
certaine puissance entière soit hyperbolique.

Soient^, et z2 les racines d'une telle forme/. Une substitution modulaire
hyperbolique

5 \ (a, (3, y, ö entiers complexes; aô — [3y = 1 )
( y — y x -+• ° *

ou
0) ~-y4

conservant la forme/aura pour points doubles z{ et z.2 et pourra s'écrire

„ 2̂  z

^- — / — (A étant un nombre réel).
z — c > Li — z i

Cette dernière expression donne
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( i ) e t (2 ) devant représenter des substitutions identiques, on aura nécessaire-
ment

Zj — lz2 __ ( A — l)zxZ, __ ! - — / _ _ ÏZy—Zt

La forme de Dirichlet proposée aura donc la propriété d'être conservée par
une substitution modulaire hyperbolique si (et seulement si) ses racines z{

et z2 sont telles qu'on puisse trouver quatre entiers complexes a, (3, y, 8, et un
nombre réel \ satisfaisant aux relations ('3).

Une conséquence immédiate de (3) est que chacun des rapports (3) est égal
au rapport

obtenu à l'aide du deuxième et du troisième rapport (3), égal aussi à

a-+- ô

obtenu à l'aide du premier et du quatrième rapport (3).
On a donc

d'où Ton tire

a -H ô

z, et z2 étant les racines d'une forme de Dirichlet aux coefficients entiers

le produit : , : 2 est un nombre complexe rationnel, ainsi que (ziz2 — i). Le

nombre |—- étant un nombre complexe rationnel, il s'ensuit que (r, — z2) est

le produit d'un nombre complexe rationnel | p -7 (-1 ̂ 2 — 1) por un nombre
, y A 1

C'est dire que (zl — z2) a même argument qu'un nombre rationnel.
Or

v/V— ac

Donc la forme de Dirichlet proposée satisfait à la condition précédemment

énoncée, à savoir: -—^-^ a même argument qu'un nombre rationnel, qui équi-

vaut, on le sait, à celle-ci : Norme (b'1 — ac) est carré parfait. 11 existe donc une
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infinité de formes d'Hermite indéfinies à coefficients entiers contenant la forme
de Dirichlet proposée.

Voici donc un résultat essentiel. La réduction continuelle nous a montré que
toute forme de Dirichlet à coefficients entiers contenue dans une forme d'Her-
mite indéfinie à coefficients entiers était conservée par une substitution hyper-
bolique convenable du groupe de Picard. Nous venons maintenant de voir que
les seules formes de Dirichlet à coefficients entiers qui puissent être conservées
par une substitution hyperbolique convenable du groupe de Picard sont préci-
sément les précédentes, c'est-à-dire celles qui peuvent être contenues dans une
forme d'Hermite indéfinie à coefficients entiers (et, comme on Ta vu, dans une
infinité dénombrable de telles formes).

Ce résultat va nous servir à approfondir l'étude des substitutions du groupe
de Picard, en particulier des substitutions loxodromiques.

Une substitution modulaire complexe S( z = ^ — - j > où a7 b, c, d sont des
entiers complexes tels que ad— hc = i, peut être, on Ta vu :

„ . y z

i° Elliptique. Alors elle s'écrit — = K 7 — - > K étant un nombre com-
plexe de module 1, K = c'°, 0 nombre réel. 0 est d'ailleurs congru à 71 ( ' )

4ou a -5- ou a -5- (mod 27c).

20 Hyperbolique. Alors elle s'écrit \ _ y = K ' j K étant un nombre

réel.
lJio Loxodromique. Alors elle s'écrit -——! = K^——S K étant un nombre

1 z — z*, L — £>

complexe de module différent de 1, K = rel^[r^ 1, 6 ̂  o et =̂  - J .
4° Parabolique, si ses deux points doubles zn z.2 sont confondus en un point

du plan des z d'afjîxe rationnel.
On voit que les substitutions elliptiques, hyperboliques et paraboliques sont

bien connues et qu'il reste à éclaircir la question suivante :
Pour une substitution loxodromique, K est une imaginaire d'argument 0.

Nous savons, par la recherche qui précède, dans quel cas l'argument 0 est
commensurable à 27:.

Il faut pour cela et il suffit que la forme de Dirichlet ƒ ayant pour racines les
points doubles de la substitution S

Lƒ(*• v) = c r*+ (d-a)xy-bf |

soit contenue dans une forme d'Hermite indéfinie à coefficients entiers.
Dans tout autre cas, 0 est incommensurable à 27:.

(» ) Ce cas 0 = 7: peut d'ailleurs rentier dans le cas suivant (2°), car alors K est réel et = — 1;
on a une symétrie non euclidienne, dont le carré est la substitution unité.
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Mais il reste encore à déterminer quelles sont les valeurs commensurables
à 27T que peut prendre C argument 0 pour une substitution modulaire corn-
plexe.

C'est à cette recherche que nous passons maintenant :
Considérons donc une substitution modulaire complexe

(S) 3 — — (a, b, c, d entiers complexes; ad — bc = i)
c Là —\- et

dont les points doubles zn z2 sont fournis par l'équation

c ; ' + ( r f — a)z — 6 = o.

Ils sont distincts si Ton suppose

et alors la substitution (S) s'écrit

et c'est un résultat fort connu que K est racine de l'équation

( K 2 + i) {ad— bc) — K(a1-{-d2

laquelle, à cause de ad— bc= i, se réduit ici à

(E)

Dans les hypothèses de la recherche actuelle, la forme de Dirichlet aux coef-
ficients entiers

CJC'-+- {d — a)xy — b\2

doit pouvoir être contenue dans une forme d'Hermite aux coefficients entiers,
c'est-à-dire que l'on doit supposer que

Norme [(d — a )" + L\ bc] — Norme [(«4- d)*— 4]

est carré parfait.
Ces conditions étant supposées réalisées, il s'agit de voir quelles valeurs

peut prendre Vargument du nombre complexe K défini par Véqua-
tion (E).

Le problème se ramène à l'étude des valeurs que peut prendre le nombre
entier complexe (a -h d) pour que Norme [(a H- d)2 — f\\ soit un carré parfait,
puisque (E) et K ne dépendent que de ce nombre (a -+- d).

C'est une recherche qui a été commencée dans un Chapitre précédent. On a
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vu que tous les nombres entiers complexes dont la norme était carré parfait
étaient de la forme At2 ou A/72, A étant un entier réel et / un entier complexe,
d'ailleurs quelconques. 11 faudra donc, et il suffit, qu'on puisse trouver deux tels
nombres A et / satisfaisant soit à la relation

soit à
(a -+- d)2— 4 = A i £ \

Pour plus de simplicité, posons a-\- d=u\ u est alors un entier complexe
quelconque a priori. Les nombres entiers u auxquels nous devrons nous limiter
sont ceux pour lesquels existent A et / entiers (le premier réel, le deuxième
complexe) et tels que

u*—\r = 4 ou bien u'~ Mr=fA.

u étant un tel entier, la valeur de K correspondante sera donnée par

ïv' — ("9— 2) K 4- i = o

et l'on peut toujours prendre

K _

Tout revient donc à l'étude des deux équations diophantiques

( 2 ) / # " 4

avec les inconnues entières complexes w, / et l'inconnue entière réelle A.
En remplaçant au besoin / par il' (/'étant encore un entier), on peut toujours

supposer l'inconnue A positive.
Pour étudier chacune de ces deux équations, on peut imaginer qu'on se

donne l'entier positif K, On a alors à étudier une équation de Peu dans le
domaine complexe. C'est là une chose aisée depuis le Mémoire de Dirichlet Sur
les formes quadratiques à coefficients et ci indéterminées complexes
{Œuvres, t. I, p. 535). Il suffit ensuite de donner à A toutes les valeurs
entières positives et d'examiner ce que deviennent les solutions.

i° ÉTUDE DE L'ÉQUATION ( I ) : M2 — A / 3 = 4-

On peut supposer a priori : i° que A n'a pas de diviseur carré, car un tel
diviseur pourrait être supposé incorporé dans /2; 2° que A ne contient pas le
facteur 2, car, à cause de 2 i •= (1 -h z)2, on pourrait se débarrasser de ce fac-



FORMES BINAIRES NOM QIHDRATIQUES.

teur 2 en retombant sur une équation du type (i) ou du type (2). Supposons
donc A donné tel.

Nous écrirons l'équation

et aussi
11 -\- t y A // — t \fX

2 2

en désignant par \/A la racine carrée positive de A.

Remarques. — i° L'équation (1) a toujours une infinité de solutions (*).
11 suffit pour s'en assurer de montrer qu'elle a, par exemple, une infinité de
solutions paires. Effectivement, une telle solution

ui et /, étant entiers, sera fournie par

Et l'on sait que cette dernière équation a toujours une infinité de [solutions
(Mémoire de Dirichlet cité plus haut)lorsque A n'est pas un carré parfait, ce
qui est le cas ici (bien entendu, on suppose A ^ 1).

20 Soient (M, /), (u\ t') deux solutions distinctes de (1), c'est-à-dire que
l'on n'a pas à la fois

u = u', t — t'.

Considérons les deux expressions

u 4- t y/A ^ u'-\-t'\/\
'2 2

est clair d abord que ( ÎL- I —̂ peut s écrire

u" et t" étant deux entiers complexes.
En effet,

u-+-t\fK u' -\- t' \J~\ _{ nu' -+- A U' ) -4- ( ut'-h lu'

(l) Le cas A = 1 se traite immédiatement, les seules solutions étant alors

(d=2, o) et (o,±9i).
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uu est un entier u!' et ut1 -\- tu'
est un entier l".et il suffit de montrer que

Remarquons pour cela que l'entier u est, relativement au module 2, congru
à l'un des quatre nombres

o, 1, /, 1 + /.

Posons
U =z 2/71 4- S,

£ et y] ayant une des quatre valeurs précédentes.
Si (H, t) est une solution,

u2—A t- = o (mod 4 ) .

Donc
e1— A Y ) 2 = O (mod

£ et Y] ne peuvent donc être choisis arbitrairement parmi les quatre valeurs
précédentes, il y a nécessairement une correspondance entre eux donnée par la
congruence précédente. Celte correspondance est résumée dans les deux
Tableaux suivants :

A étant supposé impair,
comme on Ta vu plus haut,

si

si

A =

A =

\
i (mod/J) '

— i (mod/,)

£

O . . . .

.

i -f- i. . .

£

0 . . . .

I . . . .

£

ri
o
i

i
i -+- i

Yj

O

i
i

(s=n)

Pour une solution (w, / ) , z et r\ ont nécessairement deux valeurs situées
sur la même ligne.

La discussion qui fournit les deux Tableaux précédents est immédiate. On
voit alors que, un'-h Aft' et w/'-h tu' étant respectivement congrus à ee' +AYJY)'

et er)' -+- Y)£' (mod 2), il suffit de montrer que £S'"+"An/>' c t en "̂  ns sont entiers.

Or si A^EII (mod4), ee'= y\r^ £7]'= yje' et le résultat précédent est immé-
diat; si A^=—i(mod4),ou bien ÊE'=Y)YI',OU bien tz'=i-+-i avec y]V)/ = i(i-f- i),
ou bien ti' = /(i -h /) avec YJY)' = 1 •+- /.

Dans le premier cas, £s'-h AY]Y)' est évidemment divisible par 2; dans le
deuxième et dans le troisième, on a

£ £ ' + A - W — ( i - W ) [1 4- £"A] ou bien £ £ + Afin'= (1 + i ) ( « - f - A ) .

Dans ces deux cas, 1 H- 1A et «"+ A sont divisibles par n - i et par suite ££f

J. 35
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l'est par (i + i)'2 ~ 21; donc ^-^—— est certainement entier. Même raison-

nement pour ~ —. On a donc bien

H + f y/À /#'-t- i'\r\ _ u'+t"\fK

1 2 2

M" et /" étant deux entiers complexes. Il est clair d'ailleurs que

Et en multipliant membre à membre, à cause de u2 — Al2 = 4 et a'2 — At'2 = 4,
on a aussi

cVs/ dïrc grwe (*/", /") est solution de (i). De même on aurait

u -4- t y/A //' — / ; \Fk _ u'" -4- /w v 7^

ww et /"' étant entiers, puisque si (a', /') est solution entière de (i), (w', — /')
Test aussi, et (u"\ t"') serait solution de (i) .

A cause de —̂ = i, ce qui précède s écrit
2 2

u H- t

3J Envisageant une solution entière (w, /) de (i), nous allons considérer la

valeur que prend Norme f — J pour cette solution.

Évidemment, les deux nombres —̂ et — — provenant des deux
solutions (M, /), (— u, — t) de (i) ont même norme.

Cherchons s'il y a d'autres solutions entières (M', /') de (i) qui font acquérir

à Norme ( —̂ ) la même valeur que la solution (u, t).
A cause de

u", t" étant solution entière de (i), on voit que si " "*"l ̂  ' et " + l * A

2 2
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un -+- t"\tA

norme, — - aura pour norme l'unité. Toutes les solutions (*/, /') qui

donnent &DZ ( -— j la même valeur que la solution (a, /) s'obtiennent
donc par la relation

u' -+- /' \/Â __ // 4- / v/A U" -H /" \/A
2 2 2

où (u%tr/) est toute solution entière de ( i ) qui donne à Jz ( " + ^ t ) la

valeur i . Nous sommes donc ramenés à la recherche des solutions de (\) qui

donnent à x ( f i ± i ^ j la valeur i .

Pour une telle solution
— t

f u — t\J~K\
b 1 —

\ \ 2 /

Donc

ou, ce qui revient au même,

SX, 1— -+- X, ^— = 2.

Remarquons que

SX, (,- _+- .ç) 4- 0^(r — .ç) = 2 ^ ( / - ) + 2 Db (*),

/• et s étant deux nombres complexes quelconques, et il vient immédiatement

0£ ( M ) +

et, comme x ( ^ ) A

w et * devant être deux entiers, on voit que si A > 4 ? il faut nécessairement
supposer .%(/) = o, / = o et DX,(u) = 4 et, à cause de M2 — A/2 = 4? u = ± 2.

Si donc A >> 4» les seules solutions (M, 0 donnant à DÇ> ( — ) la valeur 1
sont ( ± 2, o); A = 4 e s t à rejeter, car on a vu qu'on peut toujours se borner
à A impair et non carré.

Restent les hypothèses A = 1, 3.
Avec A = i ,x (w) 4-X(/) = 4î l'hypothèse ÙZ(U) = \, 0b(/) = o donne'les

solutions ( ± 2 , o); l'hypothèse ^ {u) = o, ox.(l) — '\ donne les solu-
tions (o, ± 11).
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Ce sont d'ailleurs là les seules solutions entières de u2 — i2 = 4, comme on le
voit immédiatement en écrivant

( I I H - / ) ( « _ / ) = ( ! - + . I ) » ( l — f ) 1

et remarquant que le deuxième membre est la décomposition en facteurs pre-
miers complexes du premier; les diverses hypothèses qu'on pourra faire sur
u-h t et 11 — l de façon que leur produit fasse (1 H- z)2(i — i)2 donneront les
seules solutions précédentes.

Nous pouvons donc écarter ce cas A = 1.
Avec A = 3, K, (a) = l[j OÏ» (/) = o donnent les solutions ( ± 2 , o ) ;

Dfc(w) = 1, dz(() = 1 donnent les solutions (± 1, ± i).

Et l'on voit que si A = 3, il y a six solutions entières ( M , / ) pour les-

quelles )b- — = F et l'on voit immédiatement que ces six solutions sont
données par

-JL_ = ù ) - e u (A = 0, 1, a, 3, 4, o)

0)6=I.

En résumé, l'équation (i) u2 — At2 = 4? A c;/a/z/ W/Î nombre impair réel
quelconque sans diviseur carré, n'a en général que deux solutions (w, t)

rendant ^ f — ) = 1, et ce sont les solutions opposées u — ± 2, / = o.

Il y a exception pour :

i° A = 1. Il y a alors quatre telles solutions

( / / ~ d z 2 , t = 0) e t (u =.0, t = ± 21).

Ce cas peut être mis de côté, car les quatre solutions précédentes sont les seules
solutions de (1).

20 A = 3. Il y a six solutions du type cherché, à savoir :

(« .= ± 2 , / - - o ) et (u z=z±: 1, / = ± i).

On les a toutes dans la formule

/f = 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ) ,

a) étant une racine quelconque de l'unité.

Conclusion. — En laissant toujours de côté le cas A = 1 qui est déjà traité,
on voit que :

i° Si A ̂ 3 , il n'y a que deux solutions (u',t') faisant acquérir à Ob (a + / ^
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la même valeur qu'une solution donnée (w, /) , et c'est (u'= -f- u, t'= + /) ,
(u'-=-u, V=-t).

20 Si A = 3, il y a six: solutions (V, /') faisant acquérir à X ( " + * ) la
même valeur qu'une solution donnée (//, /) . Ces six couples sont donnés par

co étant une quelconque des six racines sixièmes de l'unité

A (o = ± 1 = g correspondent deux solutions

( I I ' = 6 1 1 ,

A CD = = ^— avec z = dL r, s'— zfc i correspondent quatre
autres solutions

2

, _ //lV-f- *£

remarquons que les six substitutions ci-dessus qui font passer de (w, t) à (V, /')
sont six substitutions elliptiques formant un groupe cyclique d'ordre 6. Ce
sont les puissances de

Ce groupe cyclique conserve la forme u2— 3/2 .

Résolution de Véquation (i) w2 — A/2 = /|. — Les remarques qui précèdent
rendent facile la résolution de cette équation. Nous supposons bien en-
tendu A > i , et toujours sans diviseur carré. Nous savons alors que l'équa-
tion (i) a en particulier une infinité de solutions entières (w, /) formées de

f II -4- / i/~K^

nombres pairs, et que pour ces solutions x ( ^— J devient aussi grand que

l'on veut. D'autre part, il n'y a qu'un nombre limité de solutions de (i) faisant

acquérir à X, ( " " ^ v j une valeur > i et < L , L étant un nombre positif

donné d'avance.
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En effet, si

à cause de
u-\- t y/A u — t y/A _ J

on aura

pour toutes ces solutions et, par suite,

ce qui donne

et ceci limite évidemment
X(«) et

et ne peut donc donner qu'un nombre limité de possibilités pour (u, t).

Il existe donc une solution (w, /) de (i) qui fait acquérir à x̂  -—^— une
valeur supérieure à i qui soit la plus petite des valeurs > i que peut

prendre dï> ( — j pour les solutions (w, /) de (i) . On est même sûr qu'il

y en a plusieurs puisque, si A -=j=. '5, il y a deux solutions opposées faisant

acquérir une même valeur à $x\ — j et, si A = ^ il y a six solutions fai-

sant acquérir une même valeur a 3b ( — I •
Nous appellerons (U, T) cette solution et nous dirons que c'est la plus petite

solution de (i). Évidemment, on a une infinité de solutions de (i) par

•tsJ~K _ ƒ U + T y/À Y
2

(n entier réel quelconque positif ou négatif). Un raisonnement classique
montre alors que toute solution (u, t) de (1) est telle que

(n étant un entier réel positif ou négatif).
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Car de l'hypothèse contraire, c'est-à-dire de l'existence de n entier tel que

on conclurait l'existence d'une solution (V', /") donnée par

_ //H- t\f\

2 /u

pour laquelle

— ,
V y v 2 y

et ceci est absurde.
En définitive :
i° Si A ^ | toutes les solutions entières de l'équation (i) sont données

par

( / i = — 0 0 , . . . , a , — 1 . o , 1 , 2 , . . . , - + - 0 0 ) ,

puisqu'il n'y a que deux solutions

! ; = : ; <•=*•>

faisant acquérir à ïZ ( / < + ) une même valeur donnée.
M V 2 J

2° Si A = 3, toutes les solutions entières de (i) sont données par

(Al Z= O, ± 1 , ± 2, . . , ± 0 0 ) ,

co = e ~ ( A = o , i , a , 3 , 4 , 5 )

puisque les six solutions de (i) faisant acquérir à je — une même valeur
se tirent de l'une d'elles (*z, /) par

_

où o> doit être remplacé par chacune des racines sixièmes de l'unité.
Dans ces deux cas, (U, T) représente la plus petite solution de (i), c'est-

à-dire une quelconque des solutions en nombre fini qui font acquérir

à )̂  u "*"ƒ V- sa plus petite valeur >• i.
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3° Si A = i, il n'y a que quatre solutions

(«=±2, ^=O), (if = O, t—±2Î).

Conséquence. — Plaçons-nous dans le cas général A > i , A =^ 3.

g. / « _ a-+-PM e s t solution entière de ( i ) , ( "~~ a ~ V . ) sera aussi solution

entière de (i), puisque A est réel. Ces deux solutions donnent à -—-^— deux

valeurs imaginaires conjuguées dont la norme est la même. Et comme, dans

ce cas, deux solutions donnant à — la même norme sont identiques ou
opposées, on aura ou bien

a h (3 i = a — (3 /,

y -i- èi =zy - oi,

c'est-à-dire u et / réels, ou bien

a + (3« ——(a —PO*
y - h ô « = - ( y — â«)<

c'est-à-dire M et / purement imaginaires.
Si donc la plus petite solution U, T est formée de nombres réels, il est clair

que toute solution étant donnée par

sera composée de nombres entiers réels.
Si la plus petite solution U, T est formée de nombres purement imaginaires,

il est clair que les solutions (M, /) correspondant à n pair seront formées de
nombres réels; les solutions correspondant à /* impair seront formées de
nombres purement imaginaires.

Étude du cas A = 3. — Equation u1 — 'U'2 = f\.
Nous savons que toutes les solutions entières sont données par la formule

y
'2 J

Tout revient à trouver la plus petite solution U, T. C'est celle qui donne

a >x> ( —̂ ) sa plus petite valeur superieure a i.
L'équation admet la solution u = l\, t = 2, pour laquelle
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Cherchons toutes les solutions (u, t) en nombre fini pour lesquelles

On aura

7 4- 4 y/3 \J
Donc

2 0 b - -h 2 Db -¥— < 8 + 4 '
2 2

c'est-à-dire
OL ( w ) -4- 3 dX, ( O < 16 4- 8 y/3.

L'hypothèse ^ ( w ) = o est impossible.

L'hypothèse dl,(u) — i fournit les solutions M = ± I , / = ± t pour les-

quelles 3b f/ + * = 1, que nous connaissons déjà.

Il faut donc supposer Jb(&)> 2, c'est-à-dire

3Db(/)<i'i + 8v/T (mais 8>/3<i4).

Donc, a fortiori,
X(0<io.

D'autre part,

)bi = o donne la solution connue a = ± : 2, £ = o par laquelle <Dt> ( j = 1

Donc 3b

x ( / ) = 2 donne / = ± 1 ± /, /2 = ± 2 Ï ; W2 = 4 + 3/2 = 4 ± G«: est impos-
sible, car ,% (4 ± 6/) = lu 4- 36 = 52 n'étant pas carré parfait, 4 ̂  6/' ne peut
être carré parfait d'un entier complexe. Cette hypothèse est à rejeter.

y^l — '\ est impossible.
)b/ = 4 donne t = ± 2 ou / = ± 2 / , /2 = ±:4, ceci fournit la solution

;̂  = zh 4, / = ± 2 trouvée au début.
OÎ, / = 5 donne l =±i±^i ou / = ± 2 ± /, c'est-à-dire /2 = — 3 dz 4 i

ou / 2 = 3 zh \i. Les valeurs correspondantes de 4 -H 3/2 sont

4 -4- 3 ^ = 4 -4- 3(— 3 zh ' IO = — 5 zb 12*

et
4 - h 3 ^ z ^ 4 - 4 - 3 ( 3 z h 4 O = i 3 z h i a i .

La deuxième hypothèse est à rejeter, car 3b(i3 zh i-ii) = 169 -h i44 = 3fi
J. 3G
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non carré parfatit et la première donne

dont la norme 2J -h i^\ =169 est carré parfait de i3.
En s'appuyant sur l'identité 13 = ?r + 2% on reconnaît de suite que

— 5=pi2/— (± 2 ± 3 0 ' ;
de façon plus précise

— 5 + 121 = (2 4- 3 « ) s = (— 2 — 3 0%

— 5 — 12i— (2 — 3 0 ' = (— 2 -h 30*.

On trouve donc les huit solutions possibles

11 faut voir encore celles qui rendent x f " "^

7 +4c£/V3-H2i-f-i2££//y/3 __ 28-f-i6££"y/3

5

2

dont la norme est

qui n'est > 1 que si ££"= -+-1. Il faut donc supposer E = s" et l'on a les quatre
solutions

U n. £{2 + 3 «Y),

*-=e(i + aiV),
pour lesquelles

.. / « 4-*y/3\ 28 + i6v/3 -
Norme I — I = -.—— = 7 + 4 v^-

Ces quatre solutions donnent à — la même norme que la solution

u = ± 4, / = = ± 2 dont on est parti; on doit donc trouver pour ces quatre
solutions

(o représentant une quelconque des quatre racines sixièmes imaginaires de
l'unité, et c'est bien ce qui est, car une telle racine est
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d'où

283

= £ - h 2 4*fi",

et il suffit de poser e" = ES' pour retomber sur les formules précédentes.
Les hypothèses dit = 6 et o« = 7 sont impossibles.
Ob/ = 8 donne

f = 2 ( ± i ± / ) , /*=db8«, 4-f- 3/*= 4 ±24 /=4 ( i ±64)

dont la norme 16(1-+-36) n'est pas carré parfait. L'hypothèse est donc à
rejeter.

Reste JZt = 9, qui donne

*—±3 ou t—±.^i; c'est-à-dire ^2z=±9, 4 + 3/2 = 4 d= in S

hypothèses à rejeter.

- 2 3

Conclusion. — On peut donc choisir, pour plus petite solution de
u2 - 3/2 = 4, la solution

Toutes les solutions entières de cette équation seront donc données par la
relation

u -t- t \ 6 _
(/i = o, ±1, ±2, . . . , ±00),

et co étant une raciue sixième quelconque de J'unité.
Toutes les solutions entières réelles (w4, / ,) sont données par

l l y - ± tX K 3
« = o, ±1, ±2, . . . , ±00)

et les solutions complexes (w, /) s'en déduisent par

— 1 -h 4E\/3u -h t v/3 //, -+- /, \/3
ZZZ 0 ) j (e=±i),

ce qui donne

évidemment entières puisque wi et /, sont pairs.

II est visible que ces solutions réelles sont toutes formées de nombres pairs.
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Application de ces résultats aux substitutions du groupe de Picard. — Les
substitutions que nous étudions admettent un multiplicateur K

racine de

c'est-à-dire
v u}—2 -\-\Ui}(u2 — 4 )

2

Nous venons de déterminer tous les entiers complexes u pour lesquels

«•— 4 = A/2,

A entier réel positif ( * ) et / entier complexe.
Pour de tels couples (w, / ) , on a

K=z
(,,-f- /rv/A)2_4_,,2

—

Pour A = i , on n'a trouvé que

( 1/ z= O( U =

1 et
et ceci donne

c'est-à-dire la substitution unité ou une substitution hyperbolique de période i
(symétrie non euclidienne).

Pour A > i et ^ 3, on a trouvé que toute solution de u2 — /\ = At2 était
formée de nombres (M, if) tous deux réels ou tous deux purement imaginaires.
Dans ces conditions donc K est réel, positif si u et / sont réels, négatif si u et /
sont purement imaginaires.

On n obtient ainsi que des substitutions hyperboliques (-).
Pour A = 3, on a vu que les solutions de u2 — 4 = 3/ 2 étaient, ou bien des

solutions ( i / | t / , ) formées de nombres réels pairs, ou bien des solutions com-
plexes (w, /) formées à l'aide de solutions réelles ( i/M / , ) par la formule

( ! ) Qu'on peut supposer sans diviseur carré (et impair même si l'on veut).

( 2 ) K n'est égal à i que si l'on prend la solution w = d r i,t = o; Norme ( ; ) pou-

vant devenir aussi grand qu'on veut, on voit qu'il y a des substitutions modulaires hyperboliques

pour lesquelles | K | est aussi grand qu'on veut.
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Pour les solutions réelles (wM / , ) , Iv = " 1 + ^ J est réel et positif et

l'on obtient des substitutions hyperboliques.
D'ailleurs, pour toute solution complexe, on a encore

— i-4-« 'e \ '3

et l'on voit ainsi que Vargument de K est identique à celui de co; c'est donc
un argument de ± ^ -

Et ceci prouve qu'on obtient ainsi des substitutions loxodromiques dont la
puissance troisième, cl par suite toutes les puissances d'ordre 3p (p entier
réel positif ou négatif) sont des substitutions hyperboliques.

2° ÉruDi: DE L'ÉQUATÏOX (2) : u- — Ail = 4-

A est un entier réel qu'on peut supposer positif (en changeant au besoin /
en i7), sans diviseur carré (qui pourrait rentrer dans /) , et impair [car la
relation 21 = (1 + &)2 donnerait, si A était égal à 2 A' (A' impair),

A il2 = 2 A' iC = A' ( r -+-1 ) 2 1 \

et l'on serait ramené à une équation du type (1), ir — A'/2 = 4 J-
Nous écrivons encore l'équation

u — \

en choisissant par exemple pour y 'Ai celle des deux racines de V entier Ai qui

a un argument égal à 4- y-
On voit, en posant u = iiï, t = '2l', que l'équation (2) a une infinité de

solutions paires iï'2 — Ait2 = 1 (voir le Mémoire de Dirichlet).
Il est facile d'ailleurs de voir que, dans nos hypothèses, toutes les solutions

entières de (2) sont paires.

(!) D'ailleurs | k | = ( " l + ' ^ j • Si l'on prend la solution particulière u{ = ± i, tv = o, et

celle-là seulement, on obtient une solution modulaire elliptique de période 3, car alors

K = » = < ? * " ,

c'est le résultat bien connu déjà annoncé sur les substitutions elliptiques du groupe de Picard.
Pour toute autre solution, | k | ^ i et l'on a bien une substitution loxodromique dont la puis-

sance troisième est hyperbolique.
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Effectivement, en posant
u = i m -+- £,

t = 2 n -+- rj,

il faudra
s2—A/:rr=o (mod 4),

£ et y] ont une des quatre valeurs o, i , i, i + i.
A est impair. Il est alors facile de voir que la seule hypothèse possible sur t

et y] est £ = 7) = o z?owr satisfaire à la congruence précédente. C'est dire que
u et / sont pairs.

En effet £ = i, r = i donne

i — Xirl
t==o (inod 4) e t VE^dzi (mocl^);

il faut donc
i zb ir?= o (mod 4)

et ceci est impossible, car YJ2 n'a que les quatre valeurs o, i, - r, ii.
£ = /5 £2 = — i donne

— F — A j T j 2 = = o ( m o d 4 ) o u e n c o r e — i ± / / ] 2 = o

qui est encore impossible.
Enfin £ — i -+- i, z" = ii donne

il-r- Xi r*= o (mod 4) ou 2 £ ± « Y Î * ^ O

qui est encore impossible.
Gomme pour l'équation (i) on voit que, de deux solutions entières (w, t)

et(V, tf), distinctes de (2), on déduit une troisième solution («", t") entière
par

uH + t" y/X7 _ // -+- L y JTi u'-+- t' \rKl
2 2 2

«'=•^-1 ,
2

t" —

En effet, u et /" sont évidemment entiers et pairs puisque u et l ainsi que u'
et /' le sont,

u" — *" v'Â7 __ u — f v;X7 //' — /' v'Â7
2 2 2

D'où
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On a de même une quatrième solution entière (iï', t'") par

u -+- t v'A/
um 4- r\f\l _ 2 _ // -+- t\/Â7 u' — t' V/A7

u' -h t' y'Â?

On passe de suite à la recherche des solutions entières (w, /) qui donnent
« x- / « + / \ A / \ 1 , n i l ,,

a ^ I -^— I la valeur i. Llles sont telles que

comme il a déjà été vu pour (i).
Si A > 4, les seules solutions sont / = o, u = ± n.
Restent les deux hypothèses A = i et A = 3.
A = i (u2 — il2 = 4). — On a d'abord u = ± 2, / = o toujours.

= i, ObW = 3 est impossible ainsi que j&u = i9 %/ = 3.
= o, x / — 4, / = ± 2 ou ± 2i" est encore impossible.

,% u = JZt = 2 donnerait

qui ne peut pas être égal à 4«

Donc, pour A = i, ô  " + n'est = i que pour les solutions */ = ± 2,
= o.
Pour A = 3(«/2 - 3// a=4),

L'hypothèse ç)bZ = i = Ob(w) donne

et, pour aucun choix de ces valeurs, u2 — 3it2 n'est réel. L'hypothèse est donc
à rejeter et seules restent les solutions w = ± 2 , t — o.

Donc, quelque soit A, il n'y a que deux solutions entières de //2 —A?72=4

rendant Ob ( " *~ ' = i et ce sont les deux solutions opposées u = ± 2 ,
\ 2 /

( i ) Tous ces résultats sont d'ailleurs immédiats quand on remarque que toute solution entière
(M, f) est formée de nombres pairs.
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De là se tire que, si deux solutions (*/, /), (i/, /') entières de (2) donnent la

même valeur à DZ ( — ) > elles sont identiques ou opposées,

(6=±1).

Conséquence. — Si u = a -+- $i91 = y 4- 0 i est solution entière de

(2) «£«-A£^=4,

il est visible immédiatement que

sera une autre solution entière, car les deux expressions

e l

dont la première est égale à 4 et la deuxième à o puisque (a -h (i/, y H- Si") est
solution de (2) conservent les mêmes valeurs quand on y change a de signe et
permute y et 0.

Envisageant les deux nombres

et

oc •+

— a -

- ( 3 « - h

+ - ( 3 / -

2

^«

'Â"

(7-^

1 (ô -

- 0/)

on voit que :

i° a + p« et — a -h (h' sont figurés par deux points symétriques relative-
ment à Taxe imaginaire OYJ dans le plan O$YJ de la variable complexe.

97-

2° S + y i et y H- o« sont figurés par deux points symétriques par rapport à
la bissectrice A de l'angle £
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\/Ai ayant l'argument j> \[Kï($ + yi) et* \/~Ki;(y 4- §0 seront figurés par
deux points symétriques par rapport à l'axe imaginaire O YJ, qui se déduit de A
par une rotation d'angle y -

Donc les deux nombres
a -4- (3 £ -4- \ /X7 ( y H- à i )

sont figurés par deux points symétriques relativement à OYJ. Ces deux
nombres ont donc même norme.

La conclusion est que les deux solutions entières ( a -H ^i, y-h Si')
et ( — a -h (3z, o -i- y i) sont identiques ou opposées.

On a donc

y + oi — e(â-f-y0

e = H- i donne a = o, y = o ;
£ = — i donne p — o, y = — S.
La première hypothèse donne

uK et /, étant réels et vérifiant l'équation

— u
ou

(3) « ï -

La deuxième hypothèse donne

w2 et t2 étant des entiers réels vérifiant l'équation

(4) iiî-aAt| = 4,

et l'on est sur a priori que l'une au moins des deux équations (3), (4)> la der-
nière, a des solutions réelles en nombre infini. D'ailleurs (3) et (4) se simpli-
fient, car A étant impair, il faut de toute nécessité que les entiers (wn t{)
ou (w2, t2) vérifiant (3)ou (4) soient pairs (1). Et les équations (3) et (4) se

(x) Ce qui, d'ailleurs, a déjà été \érifié antérieurement.

J. 37
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réduisent à

(3') uf* — 2ktr* =— i (en posant 1^= 2w'n ti=. 2t\)

et

(4') u'*-2kt'*=l (U2=2u'2,l>=2t'2)

qui sont deux équations bien connues dont la première (3') rCa pas toujours
de solution, tandis que (ï\') en a toujours une infinité.

La théorie de (2) s'achève comme celle de (1). Il existe une plus petite solu-

tion positive (U, T) entière faisant acquérir à DZ -—7^— s a plu s petite

valeur > 1 et toutes les solutions entières de (2) s'en déduisent par

« + < V ^ 7 = ± / U + T^Ai\» ( n = o , ± , , ± a , . . . , ± o o ) .

Application aux substitutions du groupe de Picard. — Quel que soit A,
on a vu que toute solution entière de (2) était d'un des deux types suivants :

( u = iuv
(a) \ («„ tx entiers réels),

(b) \ (u2, t2 entiers réels).
j t = {i — i)tt

En se servant d'une solution (w, t) de (2), on obtient une substitution modu-
laire dont le multiplicateur

/Ka(K3— 4)

2

U2— 2-hllt\fkl (il «)'+ M2— kit*— 4 ( u+ t\fkï\

4 = v — 5 — y
La substitution inverse a pour multiplicateur

\_ _ f u — t \/ny
K-\ 2 ;

Pour K (comme pour i j : i° Pour toute solution du type (a) , t\[Xî est un

nombre purement imaginaire, comme u (car \/Ai a, comme 1 + i, l'argu-

ment j j •
Donc K est réel et négatif.
20 Pour toute solution du type (b) u est réel et / y/Ai est aussi réel.
Donc K est réel et positif.
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En définitive, nous n'obtenons avec les solutions de {ri) que des substitu-
tions hyperboliques. Et nous voyons que K peut être aussi grand qu'on veut,
puisque

Norme

peut l 'ê t re; et l'on n'a K = i que pour « ± 2 , ^ = 0, comme il a déjà été vu
précédemment .

RÉSUMÉ DE CETTE ÉTUDE.

Une substitution z = -j—^ du groupe de Picard peut être

i° Elliptique. Elle s'écrit alors

7
LA

et, nécessairement, ô = ± -y (mod 2TC) OU 6 ̂ TC.

20 Hyperbolique. Elle s'écrit

K étant un nombre réel positif ou négatif.
Comme cas particulier [commun à i° (6 = 71) et à 2°J, K peut être égal

à — 1, et la substitution a pour période 2. Elle correspond à une symétrie non
euclidienne par rapport à la droite non euclidienne joignant zK z2 (dans l'espace
non euclidien de la sphère S, ou dans le demi-espace O£Y]T).

3° Parabolique, si des points doubles sont confondus.
4° Loxodromique. Alors elle s'écrit

ô n'étant congru ni à o ni à iu, en sorte que re1^ n'est pas réel, et | r\ ^ 1.

L'angle 0 ne peut être commensurable à 2-n: que s'il a l'une des deux

valeurs ^ ou — ̂ p Ceci ne pourra arriver que si an- d= u est une solution
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complexe entière de l'équation

c'est-à-dire si —~—- est le carré d?un entier complexe.
Dans tout autre cas, 0 est incommensurable à 211. On sera certain d'être

dans ce cas si Norme [(a •+- d)2 — 4] n'est pas carré parfait.
Si Norme [(a H- d)2 — 4] est carré parfait, on peut avoir :

i° Une substitution elliptique de période 3 : ceci n'arrive que si

a -h d •=. u = ± 1.

20 Une substitution hyperbolique; c'est le cas général. En particulier,
s ia + rf=M = ± 2 , o n a soit la substitution unité, soit une substitution hyper-
bolique de période 2.

3° Une substitution loxodromique dont la puissance troisième est hyperbo-
lique; ceci n'arrive, comme on l'a dit, que si l'entier a -h d = u complexe est

tel que 7" soit aussi carré d'un entier complexe t (u et t n'étant, bien sûr,
pas réels).

Ainsi se trouve éclaircie l'étude des substitutions loxodromiques du groupe
de Picard; une telle substitution ne peut être que de l'une des deux espèces
suivantes :

i° Substitution d'argument incommensurable à 2TI; aucune de ses puis-
sances n'est hyperbolique. C'est le cas général.

20 Substitution d'argument ^ ou — ̂ ; sa puissance troisième et toutes

ses puissances (Tordre 3p (p entier réel) sont hyperboliques.

Remarque. — Nous avons, dans tout le cours du Mémoire, appelé hyperbo-
lique toute substitution qui se ramenait à \—^ = K^—^- avec K réel. Cer-
tains auteurs n'appellent hyperboliques que les substitutions du type précédent
pour lesquelles K est réel et positif, et rangent les substitutions à K négatif
dans la catégorie loxodromique (K = | K | em, si K est négatif). Avec ces nou-
velles conventions, les substitutions loxodromiques du groupe de Picard
seraient de deux sortes :

i° Celles pour lesquelles l'argument ô de K est incommensurable à 211;
20 Celles pour lesquelles l'argument 0 de K est TT OU ± -^ : leurs puissances

respectives d'ordre ip ou 3p (p entier réel) sont hyperboliques.
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