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PREMIERE THESE

LA THEORIE DES MAREES

ET

LES EQUATIONS INTEGRALES

INTRODUCTION.

L’¢quation des marées est I'une des plus intéressantes de la Physique
mathématique.

Elle est du type elliptique.

Certains de ses coefficients deviennent infinis & la latitude critique.

Traitée par la méthode de Fredholm, elle introduit des intégrales
dont on ne doit prendre que la valeur principale au sens de Cauchy.

Dans le cas de la nature ou I'Océan est limité en partic par des
plages, I'¢quation intégrale des marées est une équation de troisiéme
espece.

Voila de nombreux titres & lattention des analystes.

Rappelons brievement comment cette équation a été introduite dans
la Science.

Képler (157 1-1630) admettait que, sur la Terre, 'ecau a une tendance
a se mouvoir vers le Soleil et vers la Lune. Mais il ne chercha pas a
traduire cette idée en formules pour la soumettre au controle du
calcul.

Galilée (1564-1642) regrettait qu'un homme aussi avisé que Képler
ait soutenu une théorie qui ressuscitait les forees occultes. Quant alui,
il expliquait les marées par la rotation de la Terre, et vovait dans les
mouvements périodiques de la mer une preuve importante du systéme
de Copernic.

THESE BERTRAND
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Newton dans ses « Principes », parus en 1687, établit sur des bases
solides les fondements de toutes les découvertes ultérieures. Et, en
effet, la theorie dynamique des marces est 'une des confirmations les
plus impressionnantes de Ta ol classique de la gravitation universelle.

En 1738, l'Académie des Seiences de Paris proposa, comme sujet de
prix, la theorie des marces. Quatre auteurs furent couronnés : Daniel
Bernoulli, Euler, Maclaurin et Cavalleri. Les trois premiers adopterent
les idées de Newton dans toute leur extension. Clest dans le sens de
Bernoulli qque s'est faite la marche des idées, les Mémoires d’Euler et
de Maclaurin ¢tant plutot des développements mathématiques. Quant
au P. Cavalleri, il basait son ¢tade sur les propriétés des tourbillons.

Enfin Laplace vint. H prend le sujet en mains vers 1774, Le premier,
ilreconnait pleinementbadifliculte du probleme. Dans son Traité de Mé-
canique céleste, il montre que la rotation de la Terre est 'un des facteurs
essenticls de la production des marcées. En quelques pages d'une rare
élégance, il ¢tablit 'équation des marces dans sa forme deéfinitive, il
en déduit dimportants théoremes généraux, et, dans certains cas
particuliers, il Pintegre a Paide des belles fonetions qui portent son
nom.

Lécole anglaise sappliqua surtout & prédire pratiquement les
marées et i perfectionner Fanalvse harmonique. M. Hough, astronome
a ’Observatoire du Cap, reprit en 1897-1898 la méthode théorique de
Laplace ¢t Pappliqua i une mer de profondeur constante qui recouvri-
rait tout le globe. Poussant les caleuls jusqutaux applications numeé-
riques, il a decouvert plusicurs fuits inattendus, notamment 'existence
de deux sortes de marces statiques,

En 1896, dansdeax articles paras au Journal de Mathématiques pures
et appliquées, 1. Poincaré envisagea le cas de La distribution réelle des
mers et des continents. I mit en cuvre ses méthodes genérales pour
étudier les cquations de la Physique mathématique et en fit une
heureuse application au probleme de Véguilibre et du moucement des
mers.

Dans <on Cours de 1908-190q, il reprit la question. Fredholm avait
forge une arme puissante: Poineare Ta mania avee maitrise, il mit les
difficultés en évidenee et fit sortir de 'ombre bien des points obscurs.
Cest origine du Tome H1 de ses Legons de Mécanique céleste. Pionnier
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hardi, chercheur intrépide, il traca dans un domaine vierge de vastes
percées, laissant a ses disciples le soin de continuer et de parfaire son
ceuvre.

L’'un d’eux, A. Blondel (7/4ése, 1912) appliqua la mdéthode de
Poincar¢ & I'é¢tude des marces de la mer Rouge. Par de laborieux
calculs, il détermina les ondes théoriques les plus importantes. Chose
étrange! ces ondes théoriques n'offrent quiune lointaine ressemblance
avec les ondes réelles que Panalyse harmonique permet de déduire des
observations.

Récemment, M. Jager (7hése, 1916) s’attacha plus spécialement aux
marces d’un bassin aux parois verticales et il ramena la solution & la
recherche d'une fonction de Green particuliere. Poincaré avait (rans-
forme la question générale en un probleme du caleul des variations.
En se placant dans un cas spécial, M. Jager démontra Uexistence de la
« fonction minimisante » par une application tres intéressante de la
méthode de Ritz.

Ce (ravail comprend quatre Chapitres.

Le Chapitre I est consacré & la mise en équation du probléme des
marées. La question est reprise dés e début. Ainsi sont mises succes-
sivement en relief les nombreuses hypothéses qu'il faut faire avant
d’arriver aux équations de Laplace. Les latitudes critiques, si génantes,
semblaient avoir une origine mystérieuse. On voit nettement comment
elles s’introduisent, et comment on pourrait les ¢viter par une modifi-
cation légere des équations.

Le Chapitre Il traite des marées statiques ordinaires. On y voit que
ces marées dependent d'une équation intégrale remarquablement
simple. Cette équation est facile & ¢tudier & Paide des méthodes
aujourd’hui classiques résultant des travaux de M. Picard (). Dans le
cas de la realite, elle est toujours résoluble quelle que soit Ta forme
des continents. La meme méthode réussit pour une des ¢quations des
marées dvnamiques, ce qui permet, dans la suite, de tenir comple de

(V) E. Picaro, Sur la solution du probléme généralisé de Dirichlet relatif a une équation
linéaire du type elliptique aw moven de équation de redholin (Annales de U Ecole
Normale supéricure. 1906, ot Sur quelques applications de Uéquation fonctionnelle de
M. LFredholin (Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1406 .
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I"attraction du bourrelet liquide, produit & la surface des mers par la
marée elle-méme (').

Le Chapitre III est en grande partie une étude de certaines équations
intégrales singulitres. La condition aux limites du probléeme des
marces contient non seulement la dérivée normale, mais encore la
dérivee tangentielle de la fonction cherchée. St done 'on met celle-ci
sous la forme 'un potentiel de simple couche, on introduira la dérivée
tangentielle d’un tel potenticl. Or, cette dérivée s’exprime par une
intégrale, dont on ne doit garder que la valeur principale au sens de
Cauchy.

La théorie de ces équations intégrales singulieres a été ¢hauchée par
Poincaré. Elle a ¢te, ici, précisée, complétée et appliquée a I'étude
des marces qui se produisent dans un bassin limité par des falaises
verticales (*).

Le Chapitre IV, d’un genre tout différent, ramene la résolution du
probleme des marées i la variation d'une intégrale double. L’intégrale
donnée par Poincaré contient des termes qui deviennent infinis aux
latitudes eritiques. On a pu s'aflranchir de cette difficulté et préparer
ainsi un emploi plus aisé de Lo methode de Ritz.

CHAPITRE I.

L’EQUATION GENERALE DES MAREES.

1. DerrsitioN pEs MarEEs. — Les marées sont des oscillations pério-
diques de la surface de la mer de part et d’autre de sa figure d’équilibre,
sous 'influence de petites forces perturbatrices, elles aussi périodiques
et dérivées de Nattraction de la Lune et du Soleil.

Dans une premicre approximation, 'étude des marées revient done
a celle des petites oscillations d'un fluide parfait pesant dans un
bassin animé d'une rotation uniforme.

Dés lors, ces oscillations seront déterminées par les équations de
I'hydrodynamique des fluides parfaits.

(") G. BERTRAND, Comptes rendus Acad. Sc., 27 décembre 1921.
(%) G. BERTRAND, [bidem, 13 juin 1921.
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2. Equations e L’HypropyNamioue. — Soient X, Y, Z trois axes abso-
lument fixes et une masse {luide de densité (X, Y, Z) contenue dans
un vase ouvert. J'envisage dans ce fluide, & I'instant ¢, un élément de
volume d~ de masse 5 dz. Cette masse gd< esl soumise 4 un certain
nombre de forces extérieures dont la résultante générale a pour pro-
jections

Fxpdr, Fypdr, Fypdr.

D’autre part, chaque élément 4z de sa surface subit de la part du fluide
environnant une pression normale

p(X, Y, Z, t) do.

Sous cette double action, pdt prend une accélération absolue J, ayant
pour composantes
Jx, Jﬁ ']Z’

et 'on a les trois équations fondamentales

I=F—12,
Jy=Fy— ; (‘)—)%,
=T, — rl> g%.
Choix des unités. — Unité de masse. Dans tout ce qui suit, la

densité de I'eau de mer sera supposée constante et prise pour unité
= 1. Cela revient & faire un choix convenable de 'unité de masse.
Unitéde longueur. Le ravonde la Terre considérée comme sphérique.
Unité de force. Choisie de maniére que le coefficient de Iattraction
newtonienne soit égal a 1.
Les équations fondamentales s’écrivent alors

. 9p

'l\—l\_d_-\?)

. )

m L= 22,
3, = F,— 2P.

Jz
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Conditions aux limites. — Elles sont de deux sortes.

Le long de la paroi, le déplacement de la molécule doit se faire tan-
gentiellement.

A la surface libre de la mer, la pression doit ¢tre égale a la pression
atmosphérique qu’on peuticiregarder comme une constante absolue C.

3. PREMIER SYSTEME D'AXES MopiLEs. — Je prends un systeme d’axes
x, y, 5 paralleles aux premiers, mais dont lorigine coincide avec le
centre de gravité de la Terre, point qui a pour coordonnées £, 0, (; don
les relations

X=f+uax, Y=un+y, 7 =74 5.

Les forces agissantes, c’est-a-dire les forces terrestres de pesanteur
et les forces célestes d’attraction ont les mémes composantes sur les
axes fixes ou mobiles.

Nous regarderons la pression p(X, Y, Z, ) comme indépendante de
la position du centre de gravit¢ de la Terre, ee sera une fonction
p(x, y, 5, t) du point xys.

Les ¢quations fondamentales deviennent

Ie, 35, J¢ désignant 'accélération absolue du centre de gravité de la
Terre, et J,, J,,J; I'accélération de la molécule liquide par rapport aux
axes x, y, 5.

Les forces terrestres qui agissent en &, v, s dérivent du potentiel
I(x, y, =, t) créé en ce point par la masse totale actuelle de la Terre
déformée par la marée elle-méme, d’ou les composantes

onon o
Jz’ ()_)" PER

Les forces célestes émanent de toutes les particules matérielles de
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I'Univers extérieures i la Terre et dérivent du potentiel

P:E‘—;,

d’ou les équations

Je + Ix= %g_*_%g_%,
JotJy= 5;_}1 + _g_; _ g;_’,,
Je+J= %—I:_I —+ %—2—%’5
4. ELIMINATION DU CENTRE DE GRAVITE DE LA TrrreE. — Dans les équations

précédentes, Jg, J,, Jy sont les composantes de I'accélération absolue du
centre de gravité de la Terre, et ce centre de gravité se meut comme si
toutes les forces extéricures v étaient transportées.

Mais, d’apres un théoreéme célebre de la Méeanique céleste, i cause
du grand éloignement des astres et de la presque sphéricité de la
Terre, le mouvement du centre de gravité de celle-ci se fait comme si
la masse totale du globe y était condensée. Ce centre de gravité
ayant pour coordonnées o, o, o, les composantes de la force qui v agit
sur la masse unité sont

(5. &) (%)
Jd.x ,,’ Jdy 0’ 05 /,

Or, le potentiel P est une fonction de x, y, 5 développable en série
entiere
P=A+Bx+Cy+Ds+Ea*+....
Je pose
P,—=A +Bzx+ Cy—+Ds.
On a évidemment

00y 9P (0BY _aP o0y _oR,
ox ), oz’ ay ), ay’ 03 )y 03
ce qui donne pour le mouvement absolu du centre de gravité

op P,

ox’ o= dy

Ji= s Jy ==
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et les équations précédentes s’écrivent

_9Q

Vo= 52"

_9Q

(3) 1=
9Q

Je=2

En posant
Q=M+ (P—P,)—p.

On s’est ainsi affranchi du systéme d’axes fixes, et I’on voit qu'on n’a
pas a tenir compte de la force centrifuge due au mouvement orbital, a
condition de ne considérer dansle développement du potentiel que les
termes en x, y, 5 de degré au moins égal a 2.

5. SYSTEME D'AXES TOURNANTS. — Je suppose la Terre en rotation uni-
forme de vitesse angulaire @ autour d’un axe de direction fixe. Ce sera
Paxe Oz précédent. Je prends maintenant un systeme d’axes tournants
Ox,y,z,. Oz, coincide avec Os. Quant & Ox, et Oy, ils passent par
deux points fixes de I'équateur.

Les formules de passage sont

X = .ryCosmt — ¥y, sinwt, Zy= X COSwt—+ )ysinwt,

Y =.r sinwl -+ ) cosnt, YVi=—xSihw!l+ycoswt.

Les variables employées étant celles de Lagrange, les composantes
de J dans les axes non tournants sont

Qf_i a*y d*s
2

TR T ToM
et dans les axes tournants
i dy . 9Q Q. 9
Jo, = g coswi+ asinwt= (—);COSwt—inz)—)—/ mmt__a-;l-,
P 0y Q. Q 90
), =— PTE sin wé + g COS ¢ = — D;sm wt 4+ d_y—c"swt— 5};,
o P00

' daet 0z,



Or
dz _ dr, coswt 9 sin w! Xy sinwt coswi
gt~ ot g DM@t e Y1 ’
él—*dx' sinwl+d' L COS®wI+ Wz, COSwi — w ), Sinwl;
Jae ot Jt t J1 H
'z I, dy, 02y, Jdx, R .
—072—:< PYE ﬁzmw—w!x,)cou)z—-< o + 2w 90 en sin w¢,
aty 9% x, dy, > . 2y, dr,

= —— —2w—— — 22, |Sinwt 20 — —w?y, |Jcoswi.
ot? PYE Ygr Ty +< PIEEERAP Y I

D’otr en portant dans ], , J, les équations

C av \ 7]
S dt"'l — 2(»—()‘7‘ — wir = B;Q:;
9y dx, 2, 9Q
(3) g Tregp —o .)r,__;);.
_ o0
Lode = 05,

La premiére colonne correspond al’accélération relative, la deuxiéme
a l'accélération de Coriolis, la troisieme a l'accélération centrifuge
ordinaire.

On peut faire entrer ces derniers termes dans les seconds membres,

. .. . m? Y Y , . ..
car ils derivent du potentiel — —;—(,:;; +y7) et on obtient ainsi les

équations

© 0ty o dy, __ OR
\ PV TH P
J%y, dr;  JdR
([;) Dt -+ 2w —d—[— - 5;-17
Loade2 T 03,
Avec ‘
w?o?

R:ﬂ+——2— + (P—Py) —p,

ou ¢ désigne la distance de la molécule liquide a I’axe de rotation de
la Terre.

6. INTRODUCTION DES DEPLACEMENTS u, ¢, . — Je fais un changement
de notations. Jappelle o, y, 3 les coordonnées de la molécule dans sa

THESE BERTRAND 2
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position d’équilibre par rapport a la croute terrestre, et u, ¢, w les
composantes de son déplacement actuel, de sorte que I'on a

Ly 4+ U, N=y -+ Sy=35 + w.
Quant ala fonction R, clle s’écrit
R(xy, 3, 5)=R(z+u, y +¢, 5+ w)
IR IR JR

:[{(1-,)/,z)+1/;)—; Lo Jy +w5;+....

Dans le cas des marées, u«, ¢, @ sont petits et, a la suite de Laplace, on
peut écrire
R(xy, )y, 51) =R(x, ¥, 3),

et les équations deviennent

Fu o o
gz Y9t T oz’
J% ¢~ Jdu JR
(5) ( T}F O)W oy ;)._)/-,
Jtw . dR_
o — 035

ReMARQUE. — Cette simplification a d’importantes conséquences, notam-
ment en ce qui concerne la latitude critique.

7. ISQUATIONS EN COORDONNEES SPHERIQUES. — Je pronds comme coor-
données de la molécule M sa colatitude 0, sa longitude dans le sens
direct J, son ravon vecteur » qui, sur la sphere est égal a1,

r=rsinfcosd, Vo= rsingsind, s =rcos’;

u, v, s designant les composantes du déplacement sur les axes o, y, 3,
je désigne par U. V. W les composantes du méme déplacement sur le
meéridien, sur le parallele, sar le ravon vecteur. Cela étant, on établit
aisément les formules suivantes -

U= wcosfcosy+ ¢cosisind —wsinb,
Vo= —uwsiny4-vcosd,
W= wusinfcos} + ¢sinbfsind + «wcosh,

Ucos9+ Wsing=uwucosl + ¢sind.



Puis
i@ = (—)—Iicoso cosy + o—Rcose sin ¢ —-gl—‘ sin 6
95— ox ST Oy S PR
@ = dﬁsin fsin Y 4+ (Esin fcost
ay T~ ox ST 0y v
oR _ OoR sin g cosd + ﬁsin@sin ! oR 6
or — oz Ty ¥ 9z 008

Fig. 1.

Reprenons maintenant les équations (5)

AR . Jde ilj
P $ o or’
__()2(’ +]')(.)% — f)ﬁ
der P00 T oy’
P _ ok
a2 R E

et formons les combinaisons qui débutent par

20U oV W
o’ o’ o

nous obtenons ainsi les équations des marées en coordonnées sphé-
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riques
ru — 2w cosf A
oe 70t T 95"
d:-! +2,,‘.()<929 —+ 20 Sit 9()W - _9R
()l, 1) COE Ji 206) SID oY _—-Si—lms
PW 0V o
o PPN o T or

8. LA PROFONDEUR DE LA MER EST INFINIMENT PETITE. — On a le droit de

faire cette hypothése, parce que la profondeur de la mer est trés petite
par rapport i la longueur d’onde d'une ondulation de marce. En effet,
la profondeur movenne de la mer est d’environ 5™, tandis que la lon-
gueur d'une onde marée est comparable aux dimensions mémes des
bassins océaniques.

Je me place au point .z, v, z et j'v méne (rois axes rectangulaires,
I'axe des = ¢tant le rayon vecteur de sorte que le déplacement w se
confond avec W.

Si A0, L) designe la profondeur de la mer au point 0, §, I'équation
du fond de la mer est, au voisinage de Os,

s=— h(x,y)

et 4 est une quantité trés petite.

el s oh oh R )
S'il n’y a pas de pentesabruptes, =— et == sont elles-mémes des quan-
de oy

tités du meéme ordre de petitesse.
Au fond de lamer, le déplacement se fait tangentiellementa la paroi,

on a done

w2 oh +“0/z_0
‘o T oy =

Par suite, au fond de la mer, ¢* est une quantité infiniment petite du
second ordre; appelons-la a.
Sur 'axe des z

w=w(0,0,3)=w(0,0, —h+ 354 h)

= w(o, 0,——h)+(5+h)¥ +...

_.—:wo—i—(z+h)%v;v e
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‘g—f et z + A étant des infiniment petits du premier ordre, il s’ensuit

que, tout le long de Oz, le déplacement w est négligeable, et qu’il en
Jds Jdzew

N v
est de méme de 7 et de - ' N
Grace a cette hypothese, on obtient les équations définitives de
Laplace:
a*U IV JR

C
—— —20C0S0 — = —
6) ae* © Jat 06’
ry +20)(-0590l/ — _9R
g ’ Jdt ~ sinf oY
9. CoxpITION A LA SURFACE Liski. — On a vu plus haut que la condi-

tion a la surface libre s’écrit tout simplement

p=~C.
On a donce a la surface libre

w?0?

R.—_II—+———2—-+(P-—P0)~C.

R n’intervenant que par ses dérivées, on peut faire C = o, ce qui
donne & la surface libre
w202

2

R=1+ + (P —P,).

Envisageons la surface libre d’équilibre et sur cette surface libre la
molécule liquide x, y, 5; du fait de la marée, cette molécule subit un
déplacement u, ¢, a-, et celle prend la position @ + u, y + ¢, 5 + w,
située sur la surface Libre actuelle. Or

OR  OR IR

R@x+u,y+¢e.5+w)=R(r, y, 3) —9—11()7 + ¢ Jr —+ 93

dy
de sorte qu’en premiére approximation on peut prendre
R(x+uw, y+v¢, s+ w)=R(r,y, 3).

Et de méme pour P — P,.
»? 02

Reste a évaluer le potentiel 1T + P et sa valeur & la surface libre.

II est le potentiel au point & + w, y + ¢, = + o de toute la masse
terrestre actuelle, masse qui peut se décomposer en deux.
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La masse terrestre limitée par la surface d’équilibre = et qui produit
un potentiel TI'.

La masse du bourrelet liquide, tantot positif, tantot négatif, qui
produit un potentiel II".

Posons

»w?a?

m+ — =G,
2

G est le potentiel du a Pattraction de la partie invariable limitée par la
surface libre d’¢quilibre X, augmenté du potentiel du a la force centri-

Fig. ».

fuge; c’est donc le potenticl qui engendre la pesanteur. Des lors, soit
G, la valeur de G sur la surface libre d'équilibre, ¢’est une constante
sur cette surface. Pour la molécule considérée, aceroissement in fini-
ment petit d"altitude est W3 on a done

G- Gy— g W,

g deésignant lintensité de la pesanteur qui sera supposee constante.

Quant &a II"; on peut le regarder comme le potentiel au point en
question d'une simple couche liquide, de densité W, répandue sur
toute la surface libre d'équilibre X

W(x+u, y+¢,s+w) :f‘/ W ds )

r

en désignant par 7 la distance de I'élément d3” au point @ +u, y + v,
2+ a3 et comme précédemment on peut éerire

Nz+u.y+e. 5+a0)=1I'(Cr, y, 3),
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ce qui donne en coordonnées sphériques

w4 = W v o,

Jor(Goy; 0540

Rassemblant tous ces résultats et faisant abstraction de la constante G,,

on obtient
R=— gW +1II'+ (P —P,).

Au lieu de W, introduisons avec Poincaré la dénivellation C, nous
trouvons, puisque { = — W,

R=gf+ 1"+ (P —P,)

) T L0, V) de’
1 (9 q‘)—"—f/ ((j 'JHJ(// q//)

avec

10. Connitiox Au BorRD. — Au point 0, {, la profondeur de la mer est

donnée par la fonction
(0, ).

I. Si la mer est limitée par une falaise verticale, le déplacement de
la molécule liquide doit se faire tangentiellement i cette falaise.

Soit done os un ¢lément horizontal de la falaise, ses composantes
sur le meridien et sur le parallele sont

d9, sintdy.

Le vecteur U, V doit étre parallele au vecteur ds, d'ou la condition au

bord

Vdi—TUsingdl=o.
IL. Sila mer est limitée par une plage, I'équation du bord est
h(9,9) =0,
et la condition précédente est inapplicable.

I1. Condition geénérale. — On voit qu’en combinant les deux rela-
tions précédentes on a constamment au bord

hV ds—hU sinfdl =o.
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I1. EQUATION DE CONTINUITE EN COORDONNEES SPHERIQUES. — Sur la
surface d’équilibre du bassin océanique de profondeur £(0, 1), jenvi-
sage une courbe quelconque C et le cone ayant pour sommet le centre

Fig. 3.

uyv

de la sphére et pour directrice la courbe C; puis jévalue de deux
manieres 'aceroissement AM que la marée fait subir au volume d’eau
contenu dans ce petit cone.

D’une part, AM est égal a la quantité d’eau qui pénétre par la sur-
face laterale du cone.

L’¢lément ds de sa directrice a pour projections

d9, sin9dy;
poussé par la marée, il subit un déplacement qui a pour composantes
U, V.
La quantité de liquide qui entre par ds est donc

V dj— Usingdyd;

celle qui entre par le rectangle de base ds et de hauteur 4 est par con-
s¢quent

AN dj — hU sinf dy.
et celle qui entre par toute la surface latérale du cone

AM = [(RV 45— KU sin5dy.
Je

D’autre part, du fait de la marée, I'¢lément de surface de base do est
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dénivelé de {, et le cone subit un accroissement de volume

A)l—:f/—tda.

Si I'on suppose sphérique la surface d’équilibre

. .. - do =sin6didy,
on obtient I’égalité

thd@—Izl?sinedxp:_fszinGdexp;
C S

transformée par la formule de Green, elle devient

ffs<_";)’;"' — 0'h;95i"9>d6d" :—ffscsinededq,.

Cela devant avoir lieu quelle que soit la courbe C entraine

d./U sinb 0.hV

¢sinb = —+
® 00 ay
C’est I’équation de continuité.
12. EqQuaTiONS BES MAREES EN COORDONNEES SPHERIQUES. — Kn résumé,

il y a quatre fonctions a déterminer

U, Vv, ¢ R
Ces fonctions sont régies par les équations suivantes :

Equations indéfinies :

'd’ll_q Hggl’_dR
T TR T
£)—2—‘—‘—f—fzwcosfji[i——()R
g Jc ~ sin6oy’
. ).hUsing  J.AV
(7) §sm6r:( 10;1!1 -+ a0 )
R=gl+ 1"+ (P—P,),
' *Lds
= f/ <.

THESE BERTRAND 3



Condition au bord de la mer

hV df — hUsinfd} = o.

Ce sont les ¢quations données par Laplace au Tome Il de la Méca-
nigue celeste.

13. KQUATIONS DES MAREES SUR UNE CARTE GEOGRAPHIOUE. — En coor-
donnces sphériques, colatitude 0 et longitude 4, le ds* de la sphere a
pour expression

ds*= d5* + sin? 5 d{?;

je fais du bassin océanique une représentation conforme en posant
x= x4, d), y =y, ),
les fonctions x et y étant choisies de manicre a donner au ds? la
forme
l L.
ds? = yz (dx? + dy?);
d’olr
dx? + dy*—= k*(d9® + sin?6 d{?),
k est le rapport de similitude. Sije considére un petit vecteur MM, sur
la sphere, son image sur la carte a pour longueur AMM,.
Cela étant posé, on a trouve sur la sphere

LIPS
ot T PN = o

2

sy + ').(;)COSOQl— = —.i--
Jez Jdt sin’% Jy

Je choisis d’abord un systeme d'axes xy tels que les paralleles
a Ox soient les images des méridiens et les paralleles & Oy les images
des paralleles de la sphere. Jai alors

dr = Lk d75, dy = ksinidy;

d’ou les équations

d’U—_gr coc@d_v—’kgl_{.
9 VeSO — Yoz’
v aU JR

+2wC08F — — k—-

ra ot dy



Pour en déduire les équations par rapport 2 des axes quelconques,
je n’ai qu’a faire subir une rotation aux précédents, ce qui donne, en
désignant par «’ et ¢' les composantes sur ces nouveaux axes du dépla-
cement de la molécule liquide,

ﬁiI———?uc 560 o _dR
DT A T Sl
22_14_2()0 501)_1,———21_{_.
o k T2k T oy

et en introduisant les pscudo-déplacements u, v, définis par les relations

1 !

N
<

u—= 7;, Q= 7’
on obtient
Pu__ o dv _OR
o 2® CO W = '5;’
re +20 0056% — IR
a¢2 at — ady
Equation de continuité. — Je reprends le petit cone du n® 11.

. . . . ds
Soit le ds sur la carte, sur la sphere il lui correspond ./-;, et la quan-

tité d’eau qui rentre dans le petit rectangle de base ds et de hauteur 4
est
he! ha!

- dz — - dy = hvdx — hudy.

. .. . d \
Soit le ds sur la carte, sur la sphere il lui correspond Tf’ d’ou

I’accroissement de volume dit 4 la marée

Cdxdy
— =2

Ce qui donne pour tout le cone I'équation

fhvdx—hudy:———ffcdz’d‘y
c s ‘
d.hu  9.he . {drdy.
e IAC R I L e W

ou encore
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autrement dit,

£ _ d.hu d./w_
kT ox Jdy

Potentiel du bourrelet. — Sur la sphi-re c’est

wo, ==/ [ vy

sur la carte c’est done

Wz, y)=— [ [HE2)00dr

en désignant toujours par » la distance réelle des deux points de la
sphére qui ont pour image @, y et 2/, y'

En résumé, voici les équations des marces sur la carte géographique :
|

Ot — 20 cos@d‘ (ﬂ

o ’ ot — ox’

LSRN TR

oz T2 J¢ T oy’
(8)

{ £ d.hu 0.he

I PR T
R =t 11"+ (P—P,),

”’(IL dy
wo [ [Lde

avec la condition au bord
hu dy — hvdx —=o.

14. EXPRESSION DU POTENTIEL PERTUREBATEUR P — P,. — Les astres trou-
blants sont la Lune et le Soleil. Pour la Lune de masse w., on a

P:%:

r représentant ici la distance du centre de gravité L de la Lune ala
molécule liquide considérée M.

Soient done O le centre dela Terre; M la molécule liquide qui a pour
coordonnées 0, L3 OM sa verticale vers le zénithy ¢ = OL la distance



géocentrique de la Lune; r la distance ML; ¢ I"angle MOL, on a

r*=—p*—2pcosp +1;

Fig. 4.
L
z
"
P
M
]
o
d’oui, comme il est bien connu,
c 3 2Q —
p_p peose Seostomt
r e e 20?

Il faut y introduire les coordonnées 0, 4 du point M.

Fig. 5.
4

pL

Figurons le pale P, le zénith Z de la molécule liquide, la Lune L;
ZL c’est 'angle 9 précédent, ZP c’est la colatitude 0 de la molécule.
Soient, d’autre part, la distance polaire @ et I’angle horaire y de la
Lune. Dans le triangle sphérique PZL, on a

cosyp = cos® cos + sin@ sinf cosy.

Figurons maintenant I'¢équateur céleste, le point vernal T'; le cercle
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horaire de la Lune PLP’; le méridien origine PGP’; le méridien de la
molécule PMP’; on a évidemment

ITL+ LM =TG-+ GM,
R+y=wlt+1{,

Fig. 6.

v

AR étant 'ascension droite de la Lune, et } la longitude de M comptée
positivement dans le sens direct, ce qui donne

7 :'\'{ + it — :R,
cosp =cos®cosf + sin¥sinfcos(d + wt— R)
= cosPcosf + sin®sinfcosdcos(wt— R)—sin®sinbsiny sin(wt—R).

Et comme 'on a

x = sinf cosy, y =sinfsiny, 5 = cosb,
il vient

cosp =z cos® + z sin® cos(wt— R) — ysin®sin(wt — R).

D’ou il suit que % -+ “—(:—?3 constituent P, (voir n° 4, p. 7).

o e B . 1
Donc si 'on néglige les termes en =, on a, pour la Lune,
P

o
l‘—PO:F 3costo —1

3 2

©
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et, en y remplacant cos ¢ par sa valeur,

P—P,= Zspﬁ’ sin?6sin?® cos2(wt + ¢ — R)

—+ ?—p“;sinz@sinz‘fcos(mt-i—da—/ﬂ)
4
® 3cos?f—r1 3cos?d —1

+ = ’
p 2 2

P — P, est donc une fonction sphérique du second ordre en 0, .

Dans cette expression, g, cos®, sin®, cos R, sin R sont des fonc-
tions périodiques de ¢, mais a périodes lentes si on les compare & w,
de sorte que le potentiel perturbateur de la Lune et du Soleil peut
s'écrire

P—P,= sin? Ge2¥ I\, o200l sin? e~V I A, e—i(2o+v)e
+sinafe¥ A el @it sinafet? A e 0t
+ 3cos?0 —1 SAget 4 3cosi@—— 1 S A e-iv,

Les A etles v sont des nombres déterminés par la Mécanique céleste,
les v étant petits par rapport a w.

La premicre ligne de P — P, comprend des termes dont la période
est voisine de 12 heures, elle engendre les marées semi-diurnes.

La deuxicme ligne comprend des termes dont la période est voisine
de 24 heures, clle engendre les marées diurnes.

La troisieme ligne engendre les marées a longues périodes.

Marées semi-diurnes, marces diurnes, marces a longues périodes
constituent les marées dynamiques, ainsi appelées par opposition aux
marées statiques, lesquelles seraient produites par les termes du
potentiel dont la période serait supposce infiniment longue.

En résume, le potentiel perturbateur qui produit les marées est une
somme de termes de la forme

AY, (9, §) e,

Y, étant I'une des cinq fonctions

3cos?f —1

sin?fe¥, sin?’9e-?Y, sin26e'b, sinafhe—iY, 2
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et « une quantité réelle liée a la période T de ce terme par la relation
T=—.
o

Les équations des marées ¢tant linéaires, il suffit de considérer sépa-
rément chaque composante du potentiel et de chercher 'oscillation du
bassin océanique qui en est la conséquence. Pour la commodité des
notations, le potentiel a ¢té décomposé en termes complexes. A chacun
de ces termes correspondrace qu'on a appelé une oscillation contrainte
isochrone compleaxe. Les fonctions cherchées se présenteront done sous
forme de quantités complexes, dont les parties réclles et les parties
imaginaires seront utilisées i la maniére habituelle pour constituer les
solutions physiques du probleme.

15. EOQUATIONS D'UNE OSCILLATION CONTRAINTE ISOCHRONE COMPLEXE. — Dans
le potentiel, je considere la composante
lf(g’ L;/) eiul

et je cherche les solutions qui ont la méme période. Pour cela, je
poserai que chaque fonction y est de la forme

7= sa e

I. Coordonnées sphériques. — Je pose
U= LU, e, d’ol %g = iul, e, %2[_[3- —=— a?U, ef®¢;
V=V, d'ou (j)_\t —=iaV, e, %::;:—a’v, elats

R =R, e/,

(=10 e
et les équations (7) s’écrivent en supprimant e, l'indice et en
posant

R=ae,
—al —2iwVcosh= a_d_cp’
a6
—aV 4-2i0Ucosd = a—io—.
(9) sinf 0y
. d.hU sin% 0.V
{sinf = 75 -+ oy s

ato =gt + "+ F(4, ¢)



avec la condition au bord

hV di— hUsinfdy =o.
II. Equations sur la carte. — On aura de méme
| —xu—2invcosli= a‘_’j?_,
Jx
o9

— av + 2lwu COSH = ad—,

(10)
g _0.hu  9d.hv
= Toxr T oy’

aro=gl+ I+ F(zx,y)
avec la condition au bord

he dx — hudy = o.
16. ELIMINATION DES DEPLACEMENTS. — . Sur la carte. — 11 suffit de

tirer u et ¢ des deux premicres équations (10) et de porter leurs valeurs
dans la troisi¢cme. On obtient ainsi

o do 2imacosl  do

U= T T T3 o ?
fw?cos?l — a? do dw?cos?l—a? dy
a? du 2ima cosT  de

p = —— — 4 TR 2 3 —°
hw?cos?§ —a? Jy 4m?costl— a? dx

La condition aux limites peut s’écrire

de_ dr _,

v ds das
elle devient

dep dx  dp dy\ . q(9% dx  do dy\
a<$m 0-—;7;)—{ 2(&)0()51(0—.1/‘%'—}—5‘1—5)——0.

Soit le vecteur ds porté¢ dans le sens positif, sur le bord de la mer,

ses cosinus directeurs sont
dr dy
ds' ds

et ceux de la normale intérieure

dy dx

- = il

ds’ ds

THESE BERTRAND §
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de sorte que I’'on a

dy dv  Jdv dy _ Jde
dx ds T dy ds  os’
do dy do dxr 0o
dr ds + Jdv ds — odn

et la condition aux limites prend la forme élégante

al? o c0<90"J o
A ) SU— = 0.
an ' Jds

Portant maintenant « et ¢ dans I'équation de continuité, on trouve,
pour les équations sur la carte,

Z_ 0 (/1 ()9) N 7 </ d'g> do Oh, 099 0h,

= o \"aw) Ty Moy ) Y or oy Tay 9=
Jea?
(1) = e —
20mal cosh
hy, = Z

Lo cos?l) — a?

avec la condition au bord

o . Jd
o +2u.;cos€—ip —a.
dn

ds

II. En coordonnées sphériques.

= o? 929 202 cos’ do
PPV T T - ; : ’

4Aw?2cosl— a5 fw*costl — a? sinf Y
vV — o du 2026 c0sH dv

g o 2
Amtcost) —at sinfdl | feicos’d— a2 96’

ce qui donne les équations

. Jd L, 090 Jd Jo Jdv dh, dy Jdh
sinfg = — sinf¥-—~ ) + —( Ay ———— At I i
L sinf 09<//, Q“”dﬁ',) -}—0%(11 SII){J()'!J‘>+()9 P pIY 55

ES
imicosth — xt’

2lmah cosl
/12:

Am?cos?y — 22
avec la méme condition au bord

do . Jdo
a5 -+ uwcos@b}- = o.
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Remarque. — Pour retrouver les équations données par Poincaré,
il suffit de changer ¢ en — ¢ et de poser

oo =—10k),

ce qui transforme 4, en — /4, et conserve A,.

17. Larireok critique. — Dans ces équations, il est 4 remarquer que
les coefficients peuvent devenir infinis quand on a

4dw?cos?f — a?=o,

cosh ==+

Cette équation détermine ce qu’on a appelé les latitudes critiques et il
y a une difficulté spéciale d’intégration si le bassin océanique les ren-
contre.

Pour les marées semi-diurnes, = égale environ 2o, la latitude cri-
tique, si elle existe, est voisine des poles, elle est done peu génante.

Pour les marces diurnes, o est voisin de w, cosl = =+ %, ) = =+ 6o°;
la latitude critique est d’environ 30°.

Pour les marces a longue période, la latitude critique se rapproche
de I'équateur.

Ici une question importante se pose : cette latitude critique est-elle
une réalité physique, ou bien une simple apparence analytique, due
aux hypothéses nombreuses qu'a nécessitées la mise en ¢quation?

18. Commext S INTRODUIT LA LATITODE critiove. — Je dis qu'elle s’intro-
duit quand on suppose la mer infiniment peu profonde, et quand on
néglige lavariation de la force centrifuge ordinaire. Pour le démontrer,
je reprends les équations (3) eerites par rapport a un systeme d’axes
tournants, tels que Oz, coincide avee la ligne des poles

Jd?.r, AR R J)
—(}T --.’.’x)———'x)ﬂl‘l—_()rl)
i‘_l —t- 90).0._1:1 m oy, — ()Q
o TP TV T gy
0%z, 00

ar T 03,



Je pose, comme plus haut,
ry—x +u, y,:y+v, 5y =3+ w,
tout en faisant, dans le second membre scul, I’approximation
Q(zy, 715 5) = Q(, ), 7).

Les équations deviennent alors

?u Jdv .. _ OR
W—-2&)m—&) ll_()——'f—)
oo ou . OR
W--}—Z&)W—w 4 .—d—‘y—,
2w __JdR
or — 0z’

a condition de poser

2
R:Q—i—%(x’-l—y‘);

d’ou pour les deux premicres composantes isochrones

— (2 w?)u—2imav = ‘_;L;,
2w — (a?+ w?) :%;,

équations linéaires qui ont pour déterminant
A=(*+ w?)— fja2w’=(0%— w?)?,

il n’v a plus de latitude critique, mais un seul terme singulier, celui

pour lequel
a == 0.

(Cest le terme du potentiel dont la période est exactement d’un jour
sidéral. Mais pour ce terme les astres perturbateurs fictifs sont, pour
ainsi dire, entrainés dans la rotation de la Terre, et la marée doit se
calculer par la methode statique.

Pour obtenir les ¢quations de Laplace, on a commencé par sup-
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primer w?u, w?¢; ce qui donne les équations

—atu —-—aimat':g—[l,
dx

2lwau —aly = @
=y

dont le déterminant est
A=ca?(a?— fw?).
On trouve ainsi le terme singulier
a==F2w.
Puis on a supposé nulle la composante du déplacement suivant le
rayon vecteur, ce qui améne la latitude critique

24
cosf ==+

2 G)

Qu’arrivera-t-il si I'on ne fait que cette derniere hypothése; c’est-
a-dire st 'on annule le déplacement W tout en gardant, dans les
premiers membres des équations du mouvement, les termes qui

dépendent de la force centrifuge ordinaire?

19. FORME NOUVELLE DES EQUATIONS DEs MAREES. — On a donc les équa-
tions

g-z—(f —amw 9y Wi — oR
PIE ar — oz’
oty du . JR
wz——i—zmw—m'v:(-};,
o0tw __JR
a¢? — 0s

Désignons, comme aun®7, par U, V, W les composantes du déplace-
ment sur le méridien, le parallele, le rayon vecteur, ce qui donne les

relations
U=ucosfcosy + ¢cosfsing — wsinb,

V =—usind + v cosy,
W = usinfcosd + ¢sinfsind -+ wcosb,
Ucos% + Wsinf=ucosd + ¢sing.
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En combinant ces sept équations, on obtient aisément

2

-———-(;tlj — 2w cose(;—‘; — w?cosf(U cosf + Wsinbg) = 3—?,

2V T

Q—V— + 26 cos@ﬂ_‘,sinedﬂ — eV _ .dR ,
ot v¢ gt sinf d
2 \W Y

%‘)%z‘- — 20 Si“,/(f)\, — »?sin9(U cosf + Wsinb) = %g

Si maintenant on suppose négligeable le déplacement suivant le rayon
vecteur W, on obtient

0l oV ar- .0 OR
W—zwcosGW — w2l cos?f= 58’
a*V ol JR

L i swcosi I oV =
o Jdt

sing 0%’
et, pour l'oscillation contrainte isochrone complexe de pulsation «,

— (?+ w*cos?0)U — 2iwaV cosf = a’%,

. Jdo

] — 2 )V — o2 ——,
2iwalUcosfd — (> +w?)V =« St 9
équations linéaires en U et V qui ont pour déterminant

A= (a?+ »?)(a®+ w?cos*J) — fjma? cos?f

et d’ou I'on déduit

a(a?+ w?) do 20wad cosy  do
= - 7 -—f'- -+ — ’
A J9 A sinf oy
V— a(a?+ w?costl)  dy 20ma® cos’ d¢
- A Sing oy A 96"

Vovons d’abord la condition aux limites
Y

. 1) dh
Lo pdy ,
L sinf—> —V Z =%
elle devient
. . 0% d . do dy
2 2 .2 . 2 2 S —_— s U —= L
— (a? + w? cos?f + w?sin 6)51:1609 R +21mac0560¢ Z
do 9 . Jdo df
2 2 26— _— —_— =
=+ (a?+ w? cos J)sinﬁdx}a 7 2:(.)0((:059()9 7 =0



Or, I'om a

do dy _ do
6 al ds — os’
Jdo dy 1 Jdodf 09,
99 ds ' sing Y ds — on’

d’ou I’on tire

Transportant ces différentes valeurs dans la condition aux limites,

on obtient sa forme nouvelle

. LAY do

2 2 2 2 4 = ——

(13) <a + w? cos?f + w?sin 9ds’>dn
5 dd ‘

-+ <2ima cos ) — w? sinmij (—li i?

ds ds ) os

Quant & ’équation de continuité

0.0 Usinf d.hV
b

gsinf == 97 -+ o0

elle s’écrit

. 0 [a*(a?+ w?) ising Jo |
i) — ht
(14) Esinf= o | A 5

_ﬂ __.h,..

2
oL 95 A 5 A

= 0.

J [a2(a?+ w?cos?b)h d9
Asing P

Jdo d [2imadcosT Jdu 0 [2iwadcosl
P () = (e
\ Y

]

Nouvelles latitudes critiques. — Elles sont déterminées par I’équation

0=A=(o*+ »?) (a?+ w?cos??) — fjum?a® cos?f

= a?(a+ w?) — (3a? — w?)w? cos?f,

c’est-a-dire
at(a?+ w?)

cos?f— —— L
»? (3o — w?)’

il n’y aura donc de latitude critique que si

3at— w*> o,

condition qui n’est réalisée que par les marées semi-diurnes

diurnes.

ou
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Marées semi-diurnes : « = 2w,

20
cos?f—= —.
| ]
Donc pas de latitude critique.
Marées diurnes : « = o,
cos?f —=1.

Les seuls points critiques sont les poles, ou il n’y a pas de mer libre.

Conclusion. — La nouvelle équation supprime la difficulté de la
latitude critique ; mais sa forme analytique est un peu plus compliquée
que celle de Laplace.

CHAPITRE 1I.

LES MAREES STATIQUES DE LA PREVIERE SORTE ET L'EQUATION DE FREDHOLM.

20. DEFINITION ET EQUATIONS DU PROBLEME. — Les marées & longue pé-
riode sont produites par les termes du potentiel perturbateur P— Py,
qui ne dépendent ni de la rotation de la Terre, ni de la longitude de la
molécule liquide, a savoir

3cos?) —1 2 @ 3cos?® —

2 o3 2

Dans cette formule, 0 désigne la colatitude de la molécule, w la masse
de I'astre perturbateur, ¢ sa distance géocentrique et ¢ sa distance
polaire.

3costh—1

Le facteur de ————— est une fonction du temps, que la Méca-
nique céleste apprend a caleuler; on peut le décomposer en une
somme de termes périodiques sous la forme

C

by g 3cos?@ —1
A -

3
o
b

Z(Acos:xt + Bsineat).

Les pulsations « ¢tant de petits nombres comparés a .

Autrefois on calculait ces marées par la méthode statique. M. Hough
a montré que le probleme est plus complexe et qu’il faut distinguer
deux sortes de marces statiques :
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Les marées statiques de la premiére sorte qui se calculent par la
théorie de I'¢quilibre;

Les marées statiques de la seconde sorte, qui sont la limite pour
a = o des marces dynamiques.

Il ne s’agira ici que des premiéres.

Dans les oscillations & longue période, les mouvements de la mer
sont tres lents. Des lors, inertie de Ta molécule et la force centrifuge
composcée ne joueront qu'un faible role, et la surface de la mer a
chaque instant prendra sensiblement sa figure d’¢quilibre sous 'action
de l'astre ct de la pesanteur.

Reprenons les équations (7) appliquées aux scules marées a longue
période:

T
P T
i)'fV 26 ‘ngjﬂ.: — ﬁ__
gir TRWeosTTy ~ singod’
3cos?6 —
R= gt M 200t

H”:f‘/‘——('da;
M 7

I'intégrale double est étendue a toute la surface des mers, et C désigne
la fonction du temps définie ci-dessus

. 3 2P —
=35 L

s

Dans les deux équations du mouvement, négligeons la force
020 orV

. . . , ov
d’inertic — S — g ot la foree centrifuge composée +2mcosO—Jt—,

wu . .
— 2005()(3[-, il reste tout simplement

OR oR
'55 =0, 5,1’) 05
autrement dit,
R=k(1),

la quantité £ pouvant dépendre du temps z, mais étant indépendante
de et de .

T||i€SR BERTRAND 5
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De sorte que I’équation des marées statiques s’écrit

' do! 208260 —
£t — /‘,i.c +C30056 Ly

M 2

Supposons cette ¢quation résolue par rapport & { qui représente
la denivellation ; pour déterminer £ il suflfit de remarquer que le volume
des mers reste constant, autrement dit que I'on a

/ Ids —=o,

v M

La constante g représente U'intensité de la pesanteur a la surface de
la Terre. Soit D la densit¢ moyenne de celle-ci. Dans le systéme

AmDh

3

4
« P e AT
d’unités choisi, le volume de la Terre est L5, sa masse » et son
’ 3

. . 4D ,
attraction a la surface —3—» par conscquent

§= 73
Comme D égale environ 5,5, on a sensiblement pour g
g = 23.
Enfin, sur les conlinents, la dénivellation { est évidemment nulle :
{=o.

En résumé, on a pour les marées statiques de la premicre sorte les
¢quations suivantes :

s ot (. L8, V)sing db'dy | 3costb—rt
55urlcsmers, g%, #)—f . O T, ) +C ~ =k

Suar les continents, Z—o.

(15)

Avec la condition qui détermine £,

ffu:da:o.

21. FXQUATION INTEGRALE DES MAREES STATIQUES. — La premicre équation
15) est une équation intégrale en J, mais elle n’a pas la forme clas-
o]
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sique, car I'intégrale double qu’elle contient est étendue a la seule
surface des mers, c’est-i-dire & un domaine assez compliqué. Il est
aisé, cependant, de transformer cette équation, et d’'v faire entrer une
intégrale étendue a toute la surface de la Terre.

Je pose d’abord

Kk C 3cos?i—1
s 5 =x(0).
o S

Les équations du probl(*um deviennent :

JX

II

sur les mers,
M

é’
Z=o sur les continents.

Jintroduis la jonction discontinue (0, ¢) définie de la fagon sui-
vante :

Sur les mers, (9, Y)=1,
Sur les continents, ¢ (%, $)=o.

Cela étant, les deux ¢quations précédentes se résument en une seule :

9, V) do’
(0, ) =208 [ R 66, 4100,

M

Et comme on a visiblement

(9, )(/7 ffc(e' 1V)t o,¢'>da
/‘\/“I(/ I 5 0'1 “)

Uintégrale sans indice étant étenduc & toute la surface de la Terre, on
obtient d’emblée l’équulion de Fredholm remarquablement simple

< LIS, Vs
(16) g 4y= 1 f [EEEECE F UL IT o, 4y o).
22. L'EQUATION INTEGRALE EN A. — Je pose '— =2, et je considére A
Eed

comme un parametre variable, d’ou I'équation

(5. 4059, ) do’ .
£(s, 1a)./ffs( o ,J;%,)” 2+ e(5, V) 7.(9).

RN~
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Le noyau de I’équation, a savoir

e(f, 9)e(9, ¢

"(07 "ab; 0'3 4") ’
devient infini du premier ordre quand les deux points 0, $et 6, ¢/
viennent i se confondre; mais I'intégrale étant double, le noyau triplé
reste fini, et la methode de Fredholm est applicable.

Soit done K(0,4; 07, 2" ;%) la résolvante relative a ce novau; c’est

une fonction méromorphe de A, qui donne la solution du probléme par
la formule

(17) 89, ) =¢e(5 $)7.(9) +1ffl\(0 Y30 Y a)e(9, ) (9') do'.

, . 1 . . .
Dans le cas des marées statiques, A = - ; donc tout revient a savoir
5

. . I N . A
si, oui ou non, - est un pole de la résolvante, ou encore un pole de la

]
fonction méromorphe de A, {(0, 435 1), définie par I'expression précé-
dente.
En vertu des théorémes généraux, puisque le novau est symétrique,
les péles de lu résolvante sont réels, simples, et il y en a au moins un.
Pour obtenivencore plus de précision, il est commode de considérer
I et de faire appel aux propri¢tés des potentiels.

23. Le vorestier nv sovkrerer (g, 0,4). — 2(0, 45 ) étant lafonetion
définie par I'équation de Fredholm qui précede, jappelle 11z, 0, 1) le
potenticl en un point quelconque du bourrelet liquide produit par la

dénivellation 2
(9. V" da’
(p, 9, §)= ! .
(er % )= ffu.o,o,'f,o'«w
Je puis dire aussi que 'on a

L. A
e sy =— [ [ i

{ étant définie par I’équation de Fredholm

d
g0, =2 [ (LLE ),

. ,
(o] 1.4’ ~1‘)
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I est done le potentiel d’une simple couche dont la densité, continue
habituellement, fait peut-étre un saut brusque fini au bord de la mer.

Considérée comme fonction de %, Il est une fonction méromorphe
qui a les mémes poles que C et que K.

Considérée comme fonction de ¢, 9, ¢}, IT est une fonction harmo-
nique a lintérieur de la Terre, et & la surface d’aprés un théoreme
bien connu, on a

Q_]_1+H__4nc
do

Or, sur les mers (voir n° 21),

—=— I+ b &
Sur les continents,
{=o0;
Partout,
t=e(— 1M +7).

La fonction harmonique II est donc définie par les deux équations
suivantes :

A Vintérieur de la Terre, All = o3
18 . oIl
(18) Sur la surface, 2—()—5 + M = 4re(A T — ).
Remarque importante. — Dans la suite on aura & considérer des

potentielsII,, 1I;, potentiels de simple couche dont la densité, continue
habituellement, fait peut-étre un saut brusque fini au bord de la mer.
Ce saut brusque n’oceasionnera aucune difficulté, car on peut appli-
quer aux potentiels 11, 1, les formules fondamentales de Green

f/(l W1l Ll )do':o,
Il
S G [ 105) (%) + (%) Jae=e
dxr dy os
Dans ces formules, dn représente un élément de normale intérieure

et les intégrales sans indice sont ¢tendues a toute la surface, ou a tout
le volume de Ia Terre.

24%. Les pores pE J(A) NE SONT PAS NEGATIFS ET LE PREMIER EST AU MOINS
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EGAL A alﬂ- — Soit A, un pole de Z(\); on sait d’aprés la théorie géné-

rale que dans les ¢quations intégrales précédentes on peut faire y = o,

et qu’il existe une fonction Z, qui satisfait 4 I’équation
y (] q

0 _ Y a0, W) (Y, WL (8, '.L/)dal.
e N s Xy

Par suite le potentiel IT, du bourrelet formé par la dénivellation ¢,
satisfait sur la surface 4 la condition

a1l

2‘)—9 + M= 4med, I,
ou encore
ddI:O = o(4mere—1).

Je multiplie-par II,ds et j’integre sur toute la surface

ffﬂ d""da:f‘flrlﬁ(fsﬂs)\o—l)da.

o, oI,

dp on’

Or

et 'une des formules de Green donne

oll, oll, O\ /0T, \? i
S g [ 1T) + () + (%) e o=
c’est-a-dire
f 2 (4redo—1) doo.

Cette inégalité est manifestement impossible si '\, est négatif. On peut

Pécrire
!.n?\.,ffll;’,ds:ffﬂ’odg.
M

Ou encore en mettant en évidence la surface des mers (M) et la surface
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des continents (T)

amoffngdq;ffngda+ffﬂgda,
M M T

I do
hmhoZ1 + LT .
ffllf, do
M
On a donc bien
[lﬂ)‘oi',
Ao e

:47_:

. . . .. . y v I
Le premier péle, s'1l existe, est positif et au moins égal a i

Cas particulier. — Les mers recouyrent tout le globe. 1l est bien connu

qu’alors les solutions du probléme sont les fonctions sphériques dont
la premiére est une constante A

et 'on a exactement

25. CaLcuL pu PREMIER POLE DE {(A). — C’est aussi le premier pdle
de II(X). Son calcul se fait & 'aide des constantes de Schwarsz.
La fonction II(2) étant méromorphe en A et son premier pole étant

. , \ 1 o . -
au moins égal i -—» on a au voisinage de A = o
< 4T
|| | (EIDY | L L | LY | SRVESS ) | U

Comme la fonction I est harmonique et déterminée par la condition
a la surface

oll
9.3’5 + M =4nmerll — 4mey,
toutes les fonctions II,, II,, 1L,, ... sont également harmoniques, et

déterminées par les conditions & la surface suivantes, obtenues en
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égalant les coeflicients des mémes puissances de A :

o,
do
o,

2 —— + I, = 4mell,,

do

2

+ o =—4mey,

oI,
2—(? + M, = 4mell,,

29& + M, = 4rell,_,,
do

.....................

Envisageons maintenantles constantes suivantesappelées constantes
de Schwarz :

W,,= f eI, 1, do.

D’aprés une formule de Green on a

sz<n,, ‘);;" - II,,%HOL’> ds = o.

Or
oll,
2 ()pl =—M, + 4mell,_y,
oIl
2 dpp :~H,,+47reﬂ,,_,.

Si 'on transporte ces valeurs dans l'intégrale précédente, on trouve

ffa(n,,n,,_, M0, ,)do=o;

W, =W, 4, g,

autrement dit,

ce qui, en changeant ¢ en ¢ + 1, conduit a la formule de récurrence
Woig=Woige

laquelle, appliquée successivement, donne

W, i=W,o o =Wos o= ... =W pugq,

la constante W ne dépend que de la somme de ses indices.
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Cela étant, considérons W,,.
Si n est pair, n=2p,

W, =W, =W,, :ffsn;l/a >o.

Si n est impair, n =2p — 1,

W,,:Wg,,_.:w,,,p_‘,:jfenpu,,dda.

Or

1 oI, L

EHV,:
P o dp fe

et par conséquent

. i Jol, I .
V\,,_Eff]l,, 7 da+4—nffnpda.

Les deux intégrales du second membre sont essentiellement posi-
tives

W,> o.

Donc les constantes de Schwvarz sont des nombres tous positifs.
Par ailleurs, on a, quels que soient «, 3,

f e(all, + Bl )2 do > o,
c’est-a-dire ’
* \\’»Qn -+ 20(;3 \V2n+l -+ 52 \V2n+2 > o.

Envisageons maintenant

f/s(au,,+ 51,_0) (s +B11,) do;
autrement dit,
a?W,,  +2a3 Wa, + 32 Wy, .
Comme l'on a

1 Jll, i
Elln_l’ E —()—‘G‘ - [;TTII’”
TR?) | 1
ell, = g T =+ ﬁnuﬂy

Pintégrale double peut s’écrire

([ 1 7] | P ) | PO
H/j(all,.+,31|,,+1)(‘2z 7z 4 ,a|3——(—);,)—+all,l+3l],,+l>d¢,

THESE BERTRAND
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ou encore
1 Jd 1
é;ff(a“n""‘Bnn-\r-l)(—);(ann_"'ﬁ“nIl) do + Eff(““n'*‘ia“ni—l)’da*

ces deux intégrales sont positives.
Il s’ensuit que les deux formes quadratiques

Wy, 4+2aBW,, + 32 Wy,
o \\>2n + 2 2L3 \\vin»i-l -+ fez\vill+1
sont définies positives, ce qui entraine

\Vi,, - \V'zn—l \"“2n+l < o, "V:jn+l - "Vzn W2/1+2 < o,

inégalités qui peuvent s’écrire

\\'?" ~ \‘72114-1 \‘72n+2
\\'211‘1 = \\V'.‘u < \\’2/14—1

<....

Revenons maintenant a lasérie entiére quireprésente le potentiel IT
au voisinage de A = o:

I =1I0,+ A, — 220, + 231, 4+ ... + A1, 4+ . ...

Multiplions les deux membres par eIl,ds et intégrons sur toute la
spheére

ffallllylc:ffs]’[%dcﬁ—7.ffellol'llda
+7.2f eI, ,do + ... +7\"ffelloﬂ,,do' .,

c’est-a-dire en désignant le premier membre par W ()
W ()= W, 2 W, 4+ 22 W, 10 Wo o o 22 W, 4.

. ) W,
Dans la série W envisageons le rapport - On a
2n 1

2 ’ 2
w. f[' Mids _ / fsl],, ds
Wano ffeu,, I, , ds 7'—]]][,’,(17 + —'/jn,, ALY
K 27 dp
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et, puisque ffII,,d—d—I;" ds n’est pas négatif,
2I
W [/ell Is
Wanot ™ f / 3 do

Dans ce dernier rapport le dénominateur est au moins égal au numé-

rateur, donc
W,
n_<
‘V)n —1 4 T

Si donc dans la suite

W, W, W, ..., W,

» ce rapport va

\V
soit toujours

on envisage le rapport d’un terme au précédent

constamment en croissant, de facon toutefois que -
2n- 1

au plus égala 4=; ce rapport a donc une limite finie non nulle -

o< lim W,
“y‘2n~l

HA

4.

=L
)

Dés lors, le rayon de convergence de la série W(A) est A,, avec

W o1

W, 4=

2, = lim

n=w

Je dis que c’est aussi le rayon de convergence de II(A). Pour le dé-

montrer, on peut se servir de 'inégalité de Schwarz
Inégalité ae Schwarz. — Soient A(0, 1), B(0, ) deux fonctions
intégrables et a carrés intégrables ; on a U'incgalité

[f A (S, q,)n(o,Hu)da]"i/'fAﬁ(e,Hu),la ></flp(0, ) do.

D’autre part, on a entre II,, et I1,,,, la relation

4)[[,, rell,_,

()p

+ I, =4~



a la surface, c’est-a-dire

by ([ M (0.4
Il”(p, 6, l.{) fd/‘ "(Py 9’ "1"’! G/, q",) do ’

le facteur de II,_, n’a pas son carré intégrable; pour appliquer 'iné-
n—1 | 3]

galité¢ de Schwarz, il faut faire une itération. Tout d’abord le potentiel

de simple couche étant continu sur la surface, on a

SO UYL, (0L
W= [ S5 ") "

fl/ " Il” Orl )
u 1(0 q‘)—f‘/\(,(‘g«)q/ /;/(4//4’ da

et par conséquent

. . 5(0 1'/)({0' -~ E(O” yl/ q(ell LP”
M. e, 7, ‘“*/f,(p 5,00, 0) /f e q, S

ou encore, en intervertissant 'ordre des intégrations,
2}

14 " n" |// ” 5(6 .4}1 )({G’ .
u(P:eLP)—*/‘je(e ‘IJ)II,, 2 (77, dg [fl(o ,(’/j' )”970 ¢;0/,¢/)

Quand les points 2, 0, 5 0, 175 07, 47 se confondent en un seul, la
seconde intégrale 1 ne devient au plus que logarithmiquement in-
finie ('); on peut par suite appliquer I'inégalité de Schwarz qui
donne

et de méme

H’ZI(P’ (j! '44){ /-/'€2(0/I, "V,)lez 2((///’ \;J”)dd” [flzCIU-

Or, d’apres la définition méme de ¢,

E‘Z(‘O"y ,;‘”) —_ 5(6", ‘».P”).
Done

ffs (9” s;Jll)l'l" ) 9” ‘ll)dcl! ___f /E(oll ”)ll" !(e”, q}’)(/c":“}’!”—‘.

(1) Foir, par exemple, HEywoop et FrREcHET, L'équation de Fredholm, p. 141. Note
de M. HADAMARD.
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f I* do = K2,

I KW,
I Hn(Pi 97 H’J) ' < K\/“fzn—h
[ 2710, (o, 0. D) | < K| 27| VWan s

Autrement dit, la série I (¢, 0, 4; 1) converge uniformément, si la
série 'VW,,_, converge, ce qui a lieu dans le cercle de rayon A,.

Inversement, si la série II(g, 0, 4; 2) convergeait uniformément
dans un cercle de rayon plus grand, il en serait de méme de
ell, (0, L) II(0, L5 A) et de f[sllﬂ[r/: = W(%), ce qui est contre
hypothése. o

Le rayon de convergence, c’est-a-dire le premier pole de TI(N), est donc

Posons de plus

il vient

. \\‘u——l> 1
b=l == 2

26. Carcur pu seconp POLE DE {(A). EXISTENGE D’UNE INFINITE DE POLES. —
D’apres la théorie générale, on sait, et il serait facile de démontrer
directement, que le pole précédent 4, est simple et qu’il n’y a que lui
seul sur le cercle de convergence. On peut donc écrire

nI= —IL R =iy WUy © YU N L S E L S

>

le rayon de convergence de la série en A étant supérieur a A,.

Si 'on développe la fraction en série entiére, et si I'on identifie les
deux séries qui représentent 1[, on obtient
1§
— +v,=1I,
)‘,l, n n
.0u encore
= 210, — Ao,

Quand n tend vers infini, 2" ¢, tend vers zéro, puisque la série Ay,
converge dans un cercle de rayon supérieura A, ; ce qui donne lavaleur



— 48 —

du résidu
"= lim A?[I,.
Maintenant, la fonction II étant harmonique et étant définie par la
condition a la surface

all
2 d_p + I =/4nelll — 4meq,
toutes les fonctions II', ¢,, ¢, ¢, ..., ¢,, ... sont aussi harmoniques
et elles sont définies par les conditions suivantes :

I)II/ ’ !

’2—(); +ll_l 4715)‘1]11

2 9% =—fhmeg —4me I
dp ' ? remTh
av

2_,(7(P_l + ¢, = [|TEEVQ
av

zg.pi 4+ vy = Lmev,,
av,

2—5; -+ ¢, = bmevn_y,

d’ott 'on voit que les ¢, sont définispar récurrence exactement comme
les I1,,.
On a donc de nouvelles constantes de Schwarz W/, essentiellement

positives et répondant aux inégalités

W, W, W/,

W, W, TS WL
etl’on en conclut que \—:—\—"— a une limite ;— nécessairement finie, sans
quoi la série o :

Vot A0 =4 A0y 4. .. Ao, 4. L.

ne convergerait que pour A = o, ce qui n’a pas lieu puisqu’elle con-
verge certainement au dela de A, .
On peut aussi ¢tablir que

‘ "n(P, 0, d{) ! <k’ \V’._,” -5
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et enfin que les deux séries

o+ )\('l —+ )\291 4 )\n‘,n ey
Wiyt AW, W, o - A2 W 4L

ont le méme cercle de convergence.
On arrive ainst au sccond pole N,>> '\, et ainsi de suite aux pdles en
nombre infint Ny, Ay, ooy Ay o e et

CoxcrusioN. — La résolvante de [l'équation intégrale des marées
statiques a une infinité de péles simples, tous positifs dont le premier est

. y \ 1 . .
au moins égal azs et cela quelle que soit la forme des continents.

St les mers recouvrarent

27. CAS PARTICULIER DES FONCTIONS SPHERIQUES.
tout le globe, la solution compléte du probleme serait fournie par les
fonctions sphériques. Cest la un résultat bien connu qui confirme
'analyse précédente. On peut se reporter, par exemple, au Cours
d’Analyse mathématique de M. Goursat (.11, p. 532).

Y. (0, $) étant une fonction sphérique d’ordre n, on a

L TC W27
Yo (9, ) =221 / [ INL(0, ) sing 48 dy s
-0

2
ar oy

les poles de la fonction méromorphe sont alors

2n 4+ 1
Ap— ———
4T

(n=o0,1,2, ..., + ),

et a chaque pole A, correspondent 27 + 1 solutions linéairement indé-
pendantes qui sont les 22 + 1 fonctions de Laplace d’ordre .
Il est alors ais¢ d'intégrer I'équation des marées statiques, 4 savoir

S 4 2 el —
gc_fj, :10' +C$u)520 l:k;

3cos2)—

les termes connus 4 et + C sont a des facteurs pres une

fonction de Laplace Y, et une fonction Y,. Posons done
p ) 2

. . 3 cos?h—u
E=a, Yo+ ayYo==a,+ az——;—;



I’équation devient

3 cos?0—1 ATa |
gao—-[;nao—k—l-————(gag—-" 24+ C)=o0;

2 5
d’oul'on tire

. a— G

T g—4m’ T4 ’

5 T8

£ — k + C 3 cos?f —1
T g—4m 4w 2

Pour déterminer £, écrivons que le volume des mers reste constant

[/qu:o;
<2 J—
f‘[ScosG ! do— o
o/ 2

puisque les fonctions sphériques forment un systeme orthogonal, etil
reste out simplement

on a d’abord

nk
o= —4————-, k=o.
g—4m
La dénivellation { de la marce statique d’une mer recouvrant tout le
globe est par conséquent donnée par la formule
1 3cos?f—1 v pr 3cos?® —1
AT 2 e 1} 2 ?

ou encore, en nous souvenant que D étant la densité moyenne de la
Terre (D =5,5), 0ona
A
- qTfl)

r
S o
B

1 3cos?0 —1 o 3cos? —1
4 A 4mD 2 249_3 2 ’
5 3

I~

28. SOLUTION DU CAS GENERAL. — Quelle que soit la forme des continents,

. . , . . L1 1
le premier pole de la résolvante est au moins égal a 7= 0u 3o et dans
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. 1 I . . 1
le cas de la nature g = 23 environ, — = —, il s’ensuit que — n’est cer-
5 5

tainement pas un pole de la résolvante et par suite ’équation intégrale
du probléme a toujours une solution.

Soit K(0, L35 0/, 45 1) la résolvante relative au noyau m

et au bassin océanique, I'¢quation des marées statiques

L6, V') de' k C 3cos?f—1
¢, “““‘ffrw DRLRUD R

2
o
peut s’inverser et donne

C 3cos’8—r

i [ 3) o B

une fois { calculé, on déterminera £ par la condition

f {do —=o.

(o, ‘P)“’g—

I .
Remarque. — Dans le cas de la Terre actuelle, = est nettement infé-
o
. L1 . . |1 3 . . .
4 —; ma Isque = = ,—=> on peutimagin sune pl
rieur & ;—; mais puisque & = ;—, on peutimag er dans une planéte

.« . . . . . I
une densité moyenne et une distribution des continents, telles que z

et le premier pole de la résolvante soient extrémement voisins. L'in-
tumescence formcée par les eaux de la mer (endrait alors a devenir
énorme, tout au moins si I'on suppose que les ¢quations précédentes
restent applicables.

29. APPLICATION AUX MAREES DYNAMIQUES. — L’¢quation a la surface des
marées dynamiques est, comme on I’a vu au n° 15,

ato =g+ M+ F(0,¢);
il faut ici distinguer deux cas :

I. Le bassin océanique comprend 'ensemble de toutes les mers du

THESE BERTRAND 7
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'sd !
H”:—jfc— do’
" r
et I’équation s’écrit

ate = gt—fﬁg do’ -+ F (6, §).

I1. Le bassin océanique considéré ® ne forme qu’une partie des

mers, on a toujours
CI
H//:__f _r_dcl’
M

ce qui se décompose en deux

’ ’
11":_f C—_da’—ff a0
®7 n—® T

Dans la seconde intégrale, on peut supposer que £ est connu par
I'observation directe; cette intégrale devient alors une fonction connue
de 0, J qu'on peut faire rentrer dans F

En définitive, pour un bassin océanique quelconque ®, on a I’équation

globe (M), alors

intégrale
» 1
ate :gc—ff g—_da’—i— F(9, )
®7
ou encore

g F(9 ¢)
f do g<P,

elle exprime 2 en fonction de {3 mais pour I'analyse qui va suivre, il
plus commode d’exprimer { en fonction de v
D’apres les propositions ci-dessus démontrées, cela est toujours
posstble quel que soit le bassin océanique ©.
. - N . . 1
Soit done K(0, 43 07, 4"; %) la résolvante relative au noyau ~etau
bassin océanique ©, on a pour {

(0 ) == L (5,450,403 ) RO, ) e
+§¢+§f[ K (9 4: 9, 452 ) 20 ) o
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ou encore en posant

00, §)=— 0t S [ k(o w0453 )R, ¢y as,

on obtient
9 :(1)9 cx_’ a_‘! 9 . f I;_l. 191 ! dl.
506, ¢) <,¢>+g¢+ngf®l<(,¢,e,¢ L) 90, do

Pour passer de la sphére a la carte, il suffit de faire la représentation
conforme

6 =06(=, y) b =4(=z, ),
telle que

dx®+ dy*—= k*(d9?+ sin?6 d§?),

ce qui donne pour la dénivellation ¢

19)  tw ) =0(r )+ Loz, 7)
ff (w y;xhy's )cp(w y)dx,;g'y"

Cette transformation donne un moyen aisé de tenir compte, dans les
problémes qui suivent, de U attraction du bourrelet.

CHAPITRE 1IL.

L’EQUATION DES MAREES ET LES EQUATIONS DE FREDHOLM
A INTEGRALES PRINCIPALES.

30. Position pE LA QuesTION. — Dans ce Chapitre, on envisagera un
bassin océanique ®, limité par des falaises verticales qui forment un
contour C non traversé par la latitude critique, et Uon ticndra compte de
lattraction du bourrelet.

Les équations des marées sur la carte sont alors [roir n°s 15 et 16,



équations (10) et (11)]

Jd Jdo do dh d9 oh
r=m(nae) vy (h )
atlo =gl + 1"+ F(r, y),

(20) hy=- ath for — 2imah cosf ,
hw?cos’ld — o’ S Aw?cos? — al

_—__[f T da dy'

avec la condition au bord

oc22 +2iwc059'-)2::o.

on oJs

L’équation en { donne, en développant et en divisant par 4, qui ne
peut s’annuler,

(21)

X9, e  d¢ 1 (I Ok d?L(%_i’fz =_<_.
ozt "0yt T ax \9z " dy) T oy \dy ~ oz ) Kk

D’un autre coté, I’équation a la surface
oo = gL + "+ F(, y)
peut étre inversée a I'aide de la formule (19)

2
(19) c(:c,y>=d>(x,y>+°;¢<p(x,y)
2
+a—=ff K(%.r;x’,y’;;l,) (=, y)dxk,‘,ly,
o () 5

on peut donce éliminer T entre les deux 4"qlmlinns' ct I'on obtient ainsi
’équation intégro-différentielle des marées dynamiques

(22) ?jﬁ+gﬁ+(ﬁ_l_(gb+(_)ﬁi>+()0 ! Q_/l__l d_,.h
dx? = dy? dx Ny \ dr dy dy I\ dy = o=z

_ ®(x, y) L
= Tkh, +;r/-=/l ?(2:7)

I,iy/
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Pour simplifier I'écriture, nous poserons

d! dl
9 oy

L (k| Oha\ _
7o \ 0z oy>‘“’

1 (ah,_g/l_,>_b

=A,

W \dy 0z

a?
T g kT =

a?
- é,dk!h‘ =&

O(z.y)
i =

K<x,y; £ ' 1)
R - :K,(xv Y -7«",)"),

et nous obtenons ainsi

() Bo+afZbitrcoref [ Kz yiay) o, y)da dy =1,

équation intégro-différentielle, & laquelle la fonction inconnue 3 doit
satisfaire en tout point intérieur au domaine ® ; sur le contour C, elle
est assujettie a la condition

do . do
(23) a%—i—uo)cosem_o.
31. La roxctioN pE GREEN G. — Admettons provisoirement I'exis-

tence d’une fonction G(x, y; %, n) définie par les conditions sui-
vantes :

1° En tout point x, y intéricur au domaine ®, la fonction

Gi(x, x5 8 M)

déterminée par la relation

Gi(z,y; ¢, n) =log~ — G(x, y; £, m),
r

rr=(z—§)+(y—mn)
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devra étre harmonique
AG1= O.

2° Si le point x, y se trouve sur le contour, G devra satisfaire a

I’équation
a?—q +2imcosOd—G =o
on ds

Cela étant, M. F. Jager (These) a démontré dans le cas d’un
bourrelet nul, et 'on démontre de la méme manicre dans le cas du
bourrelet non nul, que la solution des équations (22") et (23) est
donnée par la fonction 4 (x, y) définie par la relation suivante :

(6 e(z,y) — = [(@a+VE) GG m)
C

1 2aG  dbG J

rar fo (55 + 5o = e0) et e
1 .

—_— e'Gd dﬂff K'(&, 5 &'y y)o(x', ¥y )dx' dy'
) Gz f [ Kot y) e, ) det dy

:——#flﬁ)f’(}d&dn.

Dans cette formule, les termes accentués signifient que x et y doivent
étre remplacés par 5 et 7z de plus, 2" ¢t 3" désignent les cosinus direc-
teurs de la normale intéricure a I'¢lément «s” du contour.

Grace a la fonction de Green G, I'équation intégro-différentielle des
marées dynamiques est ainsi ramenée a une ¢quation de Fredholm
contenant une intégrale simple, une intégrale double et une intégrale
quadruple.

Donc tout revient i trouver cette fonction de Green G(x, y; %, q),

. 1 1 1 N . \ .
ou, puisque G, = log;-—(,;, a trouver une fonction G, harmonique
dans un domaine ®, et assujettic a vérifier sur le contour C la relation

1 I
9G, 21 cos@—(—;-'—— d—lig—z+2i cosB?—l—(-)E—Z-
“W+ Lo os % on @ dJs

autrement dit, il faut :

Etablir Uexistence d’une fonction V, harmonique en tout point inté-
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rieur au domaine ®, et répondant a la condition aux limites

agx+zim sGd\—
on co _d?ux(s)’

ol y (s) est une fonction donnée.

C’est le point laissé en suspens par M. Jager et que nous allons
aborder maintenant.

32. POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE SIMPLE cOoUCHE. — La méthode de
Fredholm consiste & exprimer V & 'aide du potentiel logarithmique
d’une simple couche de densité p(s) répandue sur le contour C qui
limite le domaine ©.

Soient sur ce contour un point arbitraire M, pris pour origine des
arcs, et M" un point quelconque déterminé par son abscisse curviligne
M,M =, comptée dans le sens positif'; 2(s) et 7(s") les coordonnées
du point M"; 2 (s") une fonction continue de s'; @ et y les coordon-
nées d'un point quelconque du plan; enfin

r=y[z—EG)PE+[y—mn(s)]

on appelle potentiel logarithmique V(x, v) relatif au point x, y, a la
densité p et & la ligne attirante C, U'intégrale

Viz, 5= [ p(s)log s

Ce potentiel possede les propriétés suivantes :

I. Continuité. — En tout point, i distance finie du plan, le potentiel
est une fonction continue des variables x et y.

Il. Harmonic. — En tout point n’appartenant pas a la courbe C,
V est une fonction harmonique de x, y
2V N
s -+ -37 =o0.
1. Dérivées normales. — Soit le potenticl a l'intérieur de C; sa

L., . . .. oV .o
dérivée prise suivant la normale intérieure au contour, et In lalimite
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de cette dérivée quand le point x, y tend vers le point M de la courbe,
qui a pour abscisse curviligne s.

Fig. 7.

ds' M’

)

Soit de méme le potentiel a U’cxtérieur de C; sa dérivée normale
C oV, e .
intérieure, et —— la limite de cette dérivée quand le point x, y tend

vers le méme point M.
On a les relations classiques

o =)+ [0 ¥y,
(25) AN y cosy
T = -np(s)—i—fcp(s’) - ds'.

Dans ces équations, r est la distance du point M précédent a 1’élé-
ment d’intégration ds’ situ¢ en M. Quant a ¢, c’est 'angle du vec-
teur MM’ avec la normale intérieure MN.

IV. Dérivée tangentielle (). -- Par contre, le potentiel a I'intériear
et le potentiel a 'extéricur ont la méme dérivée tangentielle.

Quelle est I'expression de cette dérivée ?

Envisageons d’abord I'intégrale

(T) fp(S’)Si"q'ds’,
v

r

(1) Poir PoiNcArE, Potentiel newtonien, p. 117, et JAGER, Thése, p. 11.
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¢ étant I'angle précédent affecté du signe + si MM est dans I'angle
TMN ; affecté du signe — dans le cas contraire. Cette intégrale n’a
pas de sens par elle-méme; en cflet, si les points M et M’ se con-
fondent, sin) =1 et ; est infini du premier ordre.

Mais on peut lui donner un sens, en prenant ce que Cauchy a appelé
sa valeur principale, que lon désignera dans la suite par un signe somme
accentué

(T) jcﬂp(s')Si—l,]'%ds’.

Voici ce qu’il faut entendre par la :

De chaque coté du point M d’abscisse curviligne s, on exclura I’arc
compris entre les points s — A et s + A; on calculera I'intégrale au
sens ordinaire et (1) en sera la limite quand 2 tend vers o. '

Cela é¢tant, st le rayon de courbure du contour reste supérieur a un
nombre fixe, et si la fonction 3 (s) a une dérivée, la convergence de (T")
vers sa limite, la dérivée tangentielle, st uniforme quel que soit le point
du contour,

A ! si
(26) s :fp(s’)——l—:—(‘kds’.

33. EQUATION INTEGRALE SINGULIERE DU PropLEME. — Il est aisé main-
tenant de mettre en équation le probléme qui nous occupe.
Posons

* 1
V(x,y):/ p(s’)log;ds’.
Je

oti s rmonique dans le domaine ®, et il ne reste

La fonction V est ha ue d le d D, et il ne reste plus
qu’a déterminer la fonction inconnue ¢ (s) de maniére que V satisfasse
a la condition aux limites

oV . A}
—_— < $H . —- -
%5 + 2(w cosY s =7(s),

ce qui fournit I*quation

(27) —amp(s) -+ a/np(.v’)co,—s_-q’ds’—f- 2iw c059/.’p(.9’)s—i—%?-ds’:x(.v).
C «©

THESE BERTRAND 8
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C’est bien une équation du type de Fredholm. Mais I'un des signes
d’intégration n’a plus le sens ordinaire, et représente une intégrale
principale au sens de Cauchy.

Dés lors, il y alieu de commencer par la question suivante. Feudier
les équations intégrales dans lesquelles les intégrales ordinaires sont rem-
placees par leur valeur principale au sens de Cauchy .

34. VALEUR PRINGIPALE D’UNE INTEGRALE. — I. Définition. — Je désigne
par x et y deux variables complexes dont les plans sont superposés,

Fig. 8.

«)
A

et par f(y) une fonction de y. Soient C un arc de courbe quelconque
du plan, et @ et y deux points situés sur cette courbe.

L’intégrale

S(y)dy
¢ Y—«x

n’ayant aucun sens par elle-méme, définissons avec Cauchy sa valeur
principale.

De part et d’autre du point x, excluons deux arcs égaux, xa, xb,
de longueur 4, et considérons l'intégrale ordinaire

F(.r, /1):/‘ f(.?')d.}"

Je capw YT

Cette intégrale est une fonction de 4 ; si cette fonction tend vers une
limite quand £ tend vers o, cette limite est par définition la valeur
principale de 'intégrale.
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II. Notation pour la valeur principale. — Dans tout ce qui suit, on
désignera la valeur principale par le symbole

f" SO d";
¢

y—
c’est le signe somme habituel suivi d’un accent.

1. Définition équivalente. — Au lieu de prendre, de part et d’autre
de x, les extrémités de deux petits arcs égaux, on peut évidemment

Fig. 9.

A

prendre les points de rencontre de la courbe avec une circonférence
de centre x et de rayon A.

1V. Remarque concernant les extrémites. — Aucune des deux défini-
tions précédentes ne peut s'appliquer aux extrémités de la ligne d’in-
tégration. C’est pourquoi, dorénavant, nous ne raisonnerons que sur
des chemins fermés.

35. Tutorkme I. - Dans le cas d’une fonction f(y) holomorphe dans
un domaine connexe ®.

Dans ce domaine ® soient une courbe fermée sans point double (C)
et, de part et d’autre de (C), deux courbes quelconques (M) et (M'),
dont chacune peut par déformation continue se réduire a (C) sans
rencontrer de points singuliers de la fonction f(v).

Soient (M) le chemin intérieur et (M) le chemin extérieur, parcourus
dans le sens direct. La variable 2 restant constamment sur (), les
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E /(y) /“‘)/'(_v; dy

deux intégrales

ont un sens parfaitement déterminé, ainsi que leur demi-somme - :

S __1/'f(y>fb'+1f I(y)dy
2 2 ), y—ur 2 )y y—x

Autour du point x, pris comme centre, et avec un rayon égal a 4, je

~. -
S caccm”

décris une circonférence ADBE, qui coupe la courbe (C) aux points
A et B.

Soit Q un point auxiliaire sur (C).
Sans traverser de pointsingulier pour la fonction h()lommphe f(y)

le chemin (M) peut ¢tre réduit & BQAEB; le chemin (M') peut etre

réduit A BQADB, de sorte qu'on a une nouvelle expression de S

_S___l S dy ! f(v)dy 1

— CAATMESal AR — - —M + ! !_(M,
2 pRa ) —2 2 ok ¥ — X 2Jpoa Y — X 2Ja0 .Y — X
ou encore
S_ (1 fndy 1 / f(l)dy ! S dy
2 pQy Y — % 2.2k )T 2‘ app )Y — &

Mais l'intégrale
f(y)dy,
BQa YV — T
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c’est ce qu’on a appelé plus haut F(x, £). On a donc I'égalité

F(az, h) = > ‘f I g 1 Sdy,
AEB

2 2 y—x 2 )y ¥—2

S
Quand /4 tend vers o, -

reste constant. Tout revient donc a calculer

,im[/“ LD 4y o f(y)d.y'J.

h=o lJagp ¥ — X Japg ¥ — X

Il est aisé de calculer la limite de chacune de ces intégrales.
Sur le cercle de rayon A, on a

y=x+ hew,
d’olr I'on déduit
dy

y—z

= (dw.

D’autre part, puisque f(y) est holomorphe,
SO =f(x+he)=[f(z)+ Ah,

A étant une fonction dont la valeur absolue est inférieure 2 un nombre
fixe. Par suite,

J(2) dy =i f(x) dw +ih [ Adw.

Jagp Y — & AED JARB

Quand 4 tend vers o, il en cst de méme de la seconde intégrale, et
il reste tout simplement

lim Mdy::’f(x)nmf do.
=0 JAEB )—-—.l‘ h=0 . AEB

f dw
AEB

n’est pas autre chose que I’angle au centre de I'arc BEA, affecté du
signe moins,

Or

lim / S AY i £(2) x lim (— angle de BEA),

h=0 < AEB y_x h=9



et I’on aurait de méme

lim FACOLY = {f(x) %< lim (angle de ADB),

r=0Japg Y — & h=0

d’ou, en ajoutant,

lim [fM Sndy f(y)dy]

r=0 Yy —x app Y —Z

=if(x) }‘i.l.lz(angle de ADB — angle de BEA).

Cette limite est évidemment nulle si la courbe (C) a une tangente
unique au point x.

Ce mode de raisonnement exclut les points anguleux et les points de
rebroussement.

CoNcLUSION. — Etant donnée une courbe fermée (C) a tangente unique
(sans points angulewx, ni points de rebroussement), sur laquelle se meut
la variable complexe x, et une fonction f(y) holomorphe dans une
bande & s'eétendant de part et d’autre de la courbe (C); si U'on prend
dans cette bande un contour ferme (M) intérieur a (C) et un contour
Jermé (M") extérieur a (C), on a légalité fondamentale

(28) S dy o ndy //')@

¢ Voo 2y VX

Cette égalité raméne I'intégrale singuliére & une somme d’intégrales

ordinaires, mais elle exige que f(y) soit holomorphe dans tout le
voisinage de la courbe (C).

Transformation de Uégalité fondamentale. — Envisageons le do-
maine ® et la fonction de y
VAVAR
y—x

Cette fonction de y est analytique et uniforme en tout pointde ®, sauf
au point z ou elle a un pole simple de résidu /(). On a donc, d’aprés
le théoréme de Cauchy,

/‘/(y)dy Sy)dy

== =2in f(x);

en combinant cette équation avec la précédente, on obtient immédia-



tement

Sy
L5EF =05

1 . /
f(,)(y f()’) y+lﬁf(-l)
A Juw ¥ — &
Remarque. — On pourrait dire que ces formules résolvent le pro-

bleme des équations comportant des valeurs principales; cependant,
il y alieu de chercher d’autres formules ne faisant intervenir que la
courbe (C) et les valeurs £(») sur cette courbe.

//)

Prolongement analytique a'ef /(} — Les formules précédentes

définissent une fonction F(x)

F(rx)= Sndy,

¢ Y—Z

qui est bien déterminée en chaque point de (C).

Cette fonction est holomorphe en chaque point de (C), car les che-
mins d’intégration (M) et (M") peuvent évidemment étre supposés de
longueur finie; de plus, F(x) est uniforme sur (C), done F(x) est
holomorphe dans une bande a cheval sur (C); cette bande peut aller
jusqu’aux contours (M) et (M"), qui, a leur tour, peuvent serrer de
pres les limites du domaine initial @.

36. TutoriMe I1: MuLtieLicATION DES NOYAUX SINGULIERS (‘). — Nous
arrivons au théoréme le plus important.

Soient dans le plan de la variable complexe une courbe (C); une fonc-
tion £, () holomorphe dans une bande © a cheval sur (C); A(x, y)
et B(x, y) deux fonctions des deux variables x et y, holomorphes
quand x et y varient dans la méme bande.

Je considere les deux inl(-g rales
‘Az, ¥)
Y —

B(x,
Sy =[" —ff—i’ﬁ(y)dy,

Al

Ji(x) = = fo(y) dy,
[

(1) Comparer PoiNCARE, T/héorie des marées, p. 253.



de sorte qu’on peut écrire

N [TA(n5) N e
rn=[ D s
et finalement

B(.

. z,y .\ 'y S
Sty = [ 22D ay [THE2) () .
. C

¢ v

Il s’agit de trouver une seconde expression de x). Je calcule
3 P 2

d’abord
TA(Y, 3)
1 = — Jol S d:;
Si() /C sy Jo(3)

dans celte intégrale, ¥ et = varient sur la courbe (C). Dans le do-
maine ®, je trace le contour (M) intérieur a (C) et le contour (M)
extérieur. En vertu du théoreme I, je puis écrire

*A(y, s Ay, s
fin =1 | BLAfyds - [ S22 s,

et ces expressions donnent le prolongement analytique de la fone-
tion f,(v), qui est holomorphe dans la bande comprise entre (M)
et (M), et en particulier sur (P) et (P"); (P) ¢tant un contour situé
entre (M) et (C), et (P’) un contour entre (C) et (M’).
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On a, par suite,
_! B(x, v) ’ 1 Bz, y) . .
J(z) fp-)——f.())dy+;/[;y—_;_/.())dy,

d’ou, en réunissant ces résultats,

Sfi(x) = %, m’ y) f\‘( )fo(z)(lz

N B(l V) /‘A(y.»)f( ) ds.

[5 p YV —T Ju
1 [ B(2. y) \(v,~)
:[ s zf fo(3) dz

+%"P,B‘}fii)d)"£'[‘(y’q)fo( ) ds.
Toutes ces intégrales que je désigne par I,, I,, I, I, sont prises
dans le sens direct.
Je meéne le contour (Q) intérieur i (M), et le contour (Q') extérieur
a (M), tous deux dans le domaine ®, ¢t j’envisage successivement les
quatre intégrales.

Intégrale 1, :

Il: B(‘rv’)d f\()y”)fo( )dz,

p Y%

j’ajoute et je retranche

qui est une fonction bien déterminée

l.——f“” Y ay [\() Ju(3)ds + f Bz V), /'A:L"_"—;—)fo(z)dz-

W p-Q Yy —x Jy

Q

1l s’agit ici d'intégrales doubles ordinaires, chaque variable se dépla-
cant sur sa courbe : @ sur (C), v sur (Q), s sur(M); de sorte qu’on
peut intervertir l'ordre des intégrations :

d hd Ly "y 5
L= [./o(:)d: Bl ) \(y_ Ly +/fo( )(1-[ |—“—{,(,l_'f.) A2 g,
'y . .

0 YT s r—q 5—y

THESE BERTRAND 9



— 6 —

Envisageons
/‘ B(.t ) \(Y ~)
Jo_g ¥ =& s—y

7

c’est I'intégrale é¢tendue dans le sens direct a la frontiére du domaine
compris entre (P) et (Q); comme .« varie sur (C) et s sur (M), la fone-
tionde v, F(—:——‘I—) %‘:—‘—), n’a pas d’autre singularité dans ce domaine
que le pole y = =, dont le résidu est

. B(r,s)\(z 3).

3

z —.r
par suite,
/‘ B(r ¥) A(y,.,)l —ami B(.l’.:,),/\(;,:)’
pog N Sy s—x
d’ou, finalement,
_ e ,)\(1 [n(z,-)Au.A N e
1,_‘6_/0_(0)@ A — ami Ly AP

Intégrale 1, :
‘B 2rey) A 3)
L= By [ A g dss

j’intervertis 'ordre des intégrations

“B(.r. B(r. ) \(y,.»)
]::f ) ds dy.
2 M'fo( ) ¢ e ¥y —% s—y )

Ici, = est sur (M) et 2 est sur (C). Je puis donc, sans rencontrer
de points singuliers, déformer le contour (P) et le faire coincider
avec (Q). Par suite,

l,-_[fo( L /B(r ¥) \()~~)

B(x,y) "A(y,3) N
f o ’f—zT,"fo(")"“'

Intégrale 1,:

jintervertis I'ordre des intégrations

‘_/‘/“ - ,Lfli(r ¥) A(7,~)d)
Y — X z——y

P
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Iei, 3 est sur (M) et x est sur (C). Je puis donc, sans rencontrer
de points singuliers, déformer le contour (P’) et le faire coincider
avec (Q'). Par suite,

B(x 1)\(| 3)
— o ds ————(1.
I ff() A y

y—ao s—=Y

_ ('B(=x, )y ,\(y .)
l;-f X f So(s)ds;

J’ajoute et je retranche

Intégrale 1, :

/ B(x, »)

‘) -—«'

Ay
// Li )fu 3)ds,
Jy

qui est une fonction bien déterminée:

w ® CP—q y—x

Y’intervertis 'ordre des intégrations

= o ds (Bl A=) o 0 Bz y)‘\(y,g)
lb—'ﬁlfo(v)ﬂ'-:‘['yw'r =y d}_"_jmff"("‘)d"/

Jp_g ¥—x 3=

Envisageons

5)
S Yy =& z—) Y

/' Bia, v) Alv. s
¢’est I'intégrale é¢tendue dans le sens négatif a la frontiére du domaine
compris entre (P*) et (Q"). Dans ce domaine, comme o varie sur (C)

. B(.r, \ivy, s
et z sur (M), la fonction de y, B, ) Ay, 2)

;o [ —

larité que le pole y = 3, dont le résidu est

» n’a pas d’autre singu-

B(r,s)\(5.3),
—_——

I —Ja

f mr,n\(v-),y BT DAGS)
-Q

")'—J S — 5—x

par suite,




d’on, finalement,

l‘_f fo(s)ds B(x B(x, y) A(Y’Z)rly+zn¢'[wfo(:)dz.

y—xr s—y Sy s —x
Et en rassemblant I,, I, I, I,, il vient

f:(x)-— So(s)dzs —

B {\( ,5

" ffo( )m["(’ " W;’

ffo( ys ( Blr ) Alros)

Yy —x s$—Y

+ 7 /fo(z.)dzfn(l’ MDA,
Jw’

Jo ¥—x s—r

[M fo(2) dz

ni/‘R(m,:)A(z,z)
2 Jy 53—z

Calcul de la somme X des deux intégrales simples :

zzr_._if B(I..)A(a.a)f( yds — & /’B(x,‘.\A(u,a)f( Vs
M -

2, -

_ i B(r d)A(,,g)f( oy da.

2 Ju'—n s

Mais l'intégralef , c’est I'intégrale étendue dans le sens positif
M'—M
a la fronticre du domaine compris entre (M) et (M), Dans ce domaine,
. . . B 3)A (3, 3
comme x varie sur (C), la fonction de z, ——= Bz, 2) ( )fo( s), n’a pas

d’autre singularité que le pole s =, dont le restdu est

B(z, x)A(x, x) fo(x);
par suite,
3= %'znili(x, x)A(r, x) fo(.x)
=— wA(x, x)B(r, z)fo(x).
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Calcul de la somme X' des quatre intégrales doubles :

2= | Sl )(IfB(T 7) A:'(y—,:)’dy
- %.C.fe(:)dsz'f:i;) Av(ﬁi)d
" ;—;[‘f"(z)ﬂ':[ﬁé%;_) f\z(}’_-;)d)
. [N 1, ”(r =1 [{(“);";—\dy.

Je considére

fB(.T,}/) Ay, ;)dv
A .

y—x s—y

C’est une fonction de x et de =, qui ne devient pas infinie méme
si @ =z, pourvu que le chemin d’intégration ne passe pas par ce
point. Et il en est de méme pour I'intégrale

B(x,y) A(y, 3)
2 Py
Jo ¥ s —)

BA(x, 3) = ! /. B(x, ») Ay, Z)dv.

2 Q+Q ) — S

2 <
[y

Je pose

Dans cette intégrale, x el = peuvent varier sur la méme courbe (C);
BA (@, z) est holomorphe dans le domaine compris entre (Q) et (Q).
JVenvisage maintenant 'intégrale singuliére

r';(.l" V) \(V :)d)’,
Jooy—r —y

ou les trois variables x, v, z se meuvent sur la'méme courbe (C). Si
cette intégrale a un sens, la fonction qu’elle définit coincide avec
BA(«, =) et 'on peut écrire

BA(x, 5= "y"_’_’-l) A_(:';)dr,
e J ~

ce qui a I'avantage de ne faire intervenir que des éléments définis sur la

courbe (C).



— 70 —

Cela posé, la somme X' s’écrit

S élfo(z)BA(x,z)dz—i—él'fo(z)'BA(x,z)dz,

ou encore

2’21 r, z .
fu+’l,fo(z)BA(r, Ydz

2

Mais la fonction BA(ar, z) étant holomorphe, ainsi que f,(z), dans
le domaine compris entre (Q) et (Q'), je puis, sans rencontrer de
singularités, déformer chacun des contours (M) et (M) et les faire
coincider avec (C); et 'on obtient finalement

Z':j BA (2, 5) f(5) ds.
C
ConcLusioN. — On a ainst la formule fondamentale

"B(a, TAly, =
(29) / (x 'Y)d-f"j ;(fl_y)f"(z)"z
C C ,/

y—a

=—nB(x, z)A(x, ) fo(x) +f|3A(x, z) fo(2) dz
¢

en posant

BA (., z):l[ Bla, ) A 2) )
2"Q+Q’ )y —x z—y
ou, s’il y a lieu,
BA(z, 5) = [ &N AL 2 g
¢ Y—% s—Y

Remarques sur cette formule. — Cette formule est démontrée som-
mairement par Poincaré, pages 253-256 de la Théoric des marées.
L’expression trouvie ci-dessus différe du résultat de Poincaré par le
signe qui précéde 2.

Grace a elle, la fonction f,(.r) sort du signe intégrale, ce qui est
trés avantageux, quand on a aflaire a des équations de premiére espéce
ou figurent des valeurs principales.

Entin, elle permet d'itérer les noyanx singuliers; et un changement
de variables va la rendre applicable au domaine réel.
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37. Tuéoreme IIT : MULTIPLICATION DES NOYAUX SINGULIERS, REELS ET
PERIODIQUES. — La formule (29) suppose que les variables x, ¥, s sont
complexes ct que les fonctions B(a, v), A(y, z), f,(z)deces variables
sont holomorphes dans une bande a cheval sur (C), le contour (C) étant
une courbe fermée a tangente unique.

Pour passer au domaine réel, on a besoin de deux lemmes prélimi-
naires.

Lemve 1. — Soient A(ax,y), B(x,v), f,(r) des fonctions des
VARIABLES REELLES, admettant la périole Q par rapport & chacune de ces
variables, et holomorphes quand x et y décrivent, dans leurs plans
respectifs, une petite ban-le a cheval sur l’axe réel.

Posons

2/ 2iTTY 207

, c=e ) (vé:.en;

d’apreés un théoreme bien connu, on peut écrire

fotor = w8 ) =k,

2T 20T\

B(.’t‘,)'):?}(e @ 0—9'—) =B (u, v),

2 2Ty

Ao =ale ™ e 8 ) =agu o,

les fonctions F,(u), 3(u, ¢), 2(u, ¢) étant holomorphes quand « et ¢
varient dans une couronne comprenant en son intérieur la circonfé-
rence de rayon 1.

J’envisage maintenant la cascade

2(T v
'Q e Q
f:(m):[ A(x y) s —mr o) 4,
o Lo _ o
'Q ; Q
fi@) = [ Br ) e A
o et —¢ @
ce qui donne
Q : Q
e
f!U'):f A(y, 5)?,:;———3,1—./0(5)‘{3
7o so _, 0
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et, par suite,

2ixx 2Ry
Qo ie @
() ——f B(r,y) 2:1(v m:.‘[)f A 5) 5y Jo(3) =3
e @& e @ _ o @

dans cette intégrale, je fais le changement de variables défini par les
équations

2iTT 2/iTy 2iTtz
v=e % v—=e @ w=e ¢,
d’ou I'on tire
dv 2[T’d dw zmd
=5 d, —-ds,
v Q w Q
et j’obtiens
!
w de Q ¢ . dw
x) = w, ¢) — a(e, w) — F,(w)—
Sr(®) jc‘ﬁ(l )217:0—u v Je (e w) 2m W — ¢ "(t)w’

(C) représentant la circonférence de rayon 1.
Je reatre bien ainsi dans les conditions d’applicabilité de la for-
mule (29), laquelle donne

Sa(z) =

yu) Fo(u)
+an<u>— T B ae, w) o 2 2
(W v e

W v—u)(w—v) 2w v

d’ou, en revenant aux variables x, y, z,

( 2Ty 27 2/ r 2/ 2/
fo == 2l ow)L (w0 ) e ()
2T I 2/ '.'_1_15!'\
+f l(,.ﬂ)ulf (e“,e“,
2T 2Ty
2iTy 20T e e
(o M) e® _em
X a\e ) C 2iTTy 2/ M 211tyl’.)
¢ Q —e Q e Q — e o
ou encore
Qz Q
(30) f,(.x;):—z-B(.v, x)A{x, x) fo(x) + So(3)ds
0
2/ r 2ny
‘Q s, ; Q
te te
< [ Ble ) A ) e A
o Q Q Q Q

e —¢ e —e
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Lemye II. — Soit M(x, v) un novau réel admettant la periode Q par
rapport a chacune des variables x et y, et qui, considéré comme une
Jonction de y, n'admet comme singularité que le pile simple y = x;
autrement dit, telle qu'on ait, au voisinage de vy = x,

M, (1')

y—x

M,(x, y) et M, (x) étant deux fonctions holomorphes de x et y.
On a, par conséquent,

M, ) =My(r, y) +

?

M,(x) = Ivi_m.[(y —ax)M(x y)].

J’envisage
20Ty 2iTCr
Q Q
e -_—e
Y M(zx, Y)
ie @

et j’en cherche la limite L pour y = =,

2iTYy i
Q Q
. e -—_e 1
L=lim TR (y —a)M(z, y)
=a - —
y=a . 5 Y
Le
Or,
2imy 2ima
. e @ __ e Q 1 _ 2T
fim ey —x |[T @
: . Q
te

et, d’aprés ce qui précéde,
lim[(y —2)M(x. y)]=Mi(2);

d’ou, pour le résidu M, (.r), 'expression

‘—’_1(7_‘_: 2/ r
Q@ __
(31) %M.(w):lim e_—T.‘:T_M(-Z".V)
rEr ie &

Application. — Soient M(.z, y) et N(x, y) deux fonctions du type
précédent et soit la cascade

‘Q
@ = M@, ) £ dy,

&
S =[N L) dy.

THESE BERTRAND 10
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On peut évidemment écrire

LYR 4 2T 2 T
'Q Q Q ; Q
e — € tLe
f@ = [ M e S A
A ] L
ie @ e ¥ g @
2imy 2ima 2imwa
'Q Q Q F Q2
e — e Le
f,(-Z) :f N(Jf,_}’) 2T 2Ty 2i1r.rf‘(y) dy;
° ie @ e @ __e @
2iTty 2iTx
. e @ — ¢ @ ’ N
la fonction M(x, y) ———5++—— n'a plus de pole pour y = x, elle est
; Q
lLe

holomorphe quand .r ¢t ¥ suivent I'axe récl, et elle a la période £ par
rapport a x et a y. Il en est de méme de N(r, y), si bien qu'on peut
appliquer la formule (30) du lemme 1, ce qui donne

— 2/iTY :!/-n:rj
Q2 . B e Q —e Q
f,(x) :——--4—- lim N(-Tv )/) 20T
y=ur . O
te - .
2Ty 2T v -
e 8 _p @
x< lim| M(x, y) ———— | fo(®)
y=r e
L _ te _
2iTTy *iTT 2iTYy
Q y Q N e Q —e Q ie Q
+ fo(") 3 (‘T~y) 20 2Ty 2
[ o .
e ® e & e 8
2imMz 2iTy 2/ Yy
Q Q : Q
(4 — e lLe
> M(_}’, :) 2TY B E 2i1t'ydy‘
te Q e Q -— @

SiI’on pose
N,(z) =résidu pour y =« de N(z, y),
M, (x) = résidu pour y = de M(ax, y).

On a, d’apreés la formule (31) du lemme 11,

- 2iTy 247 vy
e & g @ -
lim} N(x, y)—— 77— |= o N (x),
y=x . Q
| _ ie
2iTy 2iTCx —
Q Q
. e —e 27
lim| M(z, y) ————— | = o M,(x)
y=ux Rarre
| ie @ _
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et I'on obtient la formule cherchée :
'Q ‘Q
3 [ N@ydy [ VM 97 ds
o e Q ~'Q
=—n2N, ()M, (x) f(x) -o—[ f(:)(lzj N(x, y)M(y, z)ds.

C'est la formule d’interversion de 'or /re des intégrations dans une
intégrale double avec valeurs principales.

Corollaire. — Si I'une des fonctions n’a pas de pole, le produit
M,(x)N,(z) est nul et 'on retombe sur la formule habituelle

Q . Q Q QR
f N(w,y)dy/ \I()',:)f(:),/;:/ f(:)([:j N(x, y)M(y, ) dz,
1) ) 0

° 0

ou encore

'Q Q -Q Q
N(J;,y)d)‘f M(y,3)/f(3)ds= f(:)d:-f N(x, y)yM(y, s)dy.

0 0 0

38. NOYAU DE LA DERIVEE TANGENTIELLE DU POTENTIEL LOGARITHMIQUE DE
SIMPLE coucni. —- Soient une courbe fermée (C), A un point quelconque
de cette courbe dont les coordonnées x el y sont des fonctions
periodiques  d'un parametre variable ¢, ce qu’on peut toujours
supposer,

x=f(t, V=0l

En particulier, la variable ¢ peut se confondre avec I'arc s compté a
partir d’une origine arbitraire, mais ce n’est pas nécessaire, je suppose
simplement que quand ¢ croit de o a Q, le point A décrit toute la
courbe (C) dans le sens direct.

Soient :

A, le point attiré de coordonnées :r(l),.v(l);
M, le point attirant de coordonnées x (<), v(7);
¢(7), la densité au point attirant de paramétre <.

Je cherche lMattraction exercée par toute la courbe surle point Aj;
et la composante de cette attraction sur la demi-tangente aux arcs
croissants AT.
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Or, I'attraction de I'élément ds sur le point A a pour valeur

p(t)ds
AM

2

Fig. 12.

M(c

Act)

«©
la composante de cette attraction sur la demi-tangente AT,

p(7)cos(TAM) ds
AM

)

ce qui donne, pour toute la courbe,

f p(7) cos(TA\[)ds

Il ne reste plus qu’a évaluer chacune de ces fonctions i I'aide de ¢
etde < :

AM = \/[.T(':) —x(O)P+[y)—r ()]
ds =2 (t) -+ y"*(7) dr.
Les cosinus directeurs de AT sont

$’([) , )"(t)
\/.Z‘u([)-—*—‘)zlz([) \/.l‘/'(t) +),lg(t)

et ceux de AM
z(t) —a()  v(t)—y()
AN AM

ce qui donne, pour I'angle TAM,

_Wr@)—x()]+y (t)[y(r)~y(t)]
AMV 22 (8) + y2 (1)

cos(TAV) =



— 711 —

d’oui la dérivée tangentielle cherchée :

0 :f i ml(t)[[f((:)) — ((tl;]]s :[y‘,,,((tr) )[y () 2 (O] V) 797 o) g,
o - . —y(1)] Vi (t) + y'2(¢)
Contour régulierement analytique ('). — Je suppose le contour (C)
régulierement analvtique, ¢’est-a-dire que x = f(2), ) = 9(¢) sont
des fonctions holomorphes de ¢ dans le voisinage de la valeur réelle
quelconque ¢ =¢,; ¢t que, de plus, on a pu choisir le parametre ¢,
dont dépendent analvtiquement x et y, de telle sorte que

f/(lo) et q”(l‘))

ne soient pas nuls a la fois.
C’est, par exemple, le cas d’une ellipse quelconque dont les équa-
tions peuvent s’éerire

x = &, + A cost + Bsing,
¥ = Yo+ Ccost+ Dsine,

Singularité du noyau. — Ce noyau N(z, ¢) a pour expression

N(r, 1) = 2O L) = 2O+ 5 (D [y () — y(0] V() + y" (1)
’ [z(r) =) P+ () —y )} V@i (6) + y'2(¢)

Considéré comme fonction de =, le dénominateur ne s’annule que
pour T = ¢, et, au voisinage du point ¢z, on a

T=(+ N;
2

3
z((t)=x () + ha' (L) + Ih—Qar”(t) + %—?—’x”(t)—k...,

z'(t)=2'(t)+ hx"(t) + l—’%—z"’(t)—i—.. -3

3

ht )/
y()=y () +hy' (&) + l—%—;}’"(l)—!-.—'a—.—gy”'(l)—f—...,

Y ()= »r'()+ hy"(t) + ;I—l%)"”(l) 4.0

(1) Foir E. Prcarp, Traité d’Analyse, t. 11, p. 298.



d’ou I'on tire, en sous-entendant la variable ¢,
z'()[x(7) —x ()] + ¥ (O[> (r)—y(D]

h
=h(x*+ ") + l—-;(av’.r”—i—y’.y”) e,

2 (t)+yH(r)=x"*+ y+2h(x2' 2"+ ) y") 4.
[z(0) =2 (O + [y (s) =2 (OP = A (2" + ") + k3 (2'2" +J’ .7”)+---,

et, par conséquent,

’ ! ,l’ ! v ! "
[h(x’—i—_)"’)—i— l—;(xa: +y'y )+...]e

.‘
e <Vt 4+ y? 2Iz(w’x”+_v’.y”) +. .. \

N(z, ¢t) =
(7. 8) [A2(x"+ »'2) + I3 (2r ky"v”)—}—,.,]m’

h est en facteur commun; la courbe (C) é¢tant régulierement analy-
tique &2 + y’* n’est jamais nul, de sorte qu’on peut ¢crire

hx'x"+y a4y
[l-{— - ,‘3/ \ 1+ 20 e ,;y “+ ...
_ 2 vy +y
N(z, t) = T2+ y )
/lll—%-/L;ﬁ-"‘...J
. T+ Yy
ou encore
' 1 .’I/‘I.l'”—*—'y’y”
N(z,t)= - - — 2 ...
N(z, t) TS ppp—r +oah t BhP+...,

‘ 1 ‘I', x” _*._ ! n
N(7, t)= + - 2 ,}”;}’
T—( 2 x4y
CoNcLusioN. — Le noyau de la dérivée tangentielle du potentiel loga-
rithmique de simple couche decient itnfini quand les deux points se con-
JSondent. Cette singularité est un pole simple de résidu 1.

39. EQUATIONS INTEGRALES AVEC VALEURS PRINCIPALES. — Soient H(x, y)
un novau continu et K¢z, y) un novau singulier avant en y =2 un
pole du premier ordre, et envisageons U'équation intégrale

‘Q

Q
f(x)=¢(x)+f Wz, ) S dy—+ [ K(z, »)f()dy

dans laquelle f(x) est la fonction inconnue.
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Remarquons d’abord que quand une intégrale existe au sens ordi-
naire du mot, elle se confond avec sa valeur principale; si bien que
I’équation précédente peut s’écrire

'Q
s@y =)+ [ [H(@ )+ Kz )1/ (0) dy

ou en posant
N(z, y)=H(z, y) + K(=z, ),

'Q
(A) s@ =@ + [ N NSy
Soit f£(«) une solution de I’équation (A), on a
V' Q
S =e+ [N /() ds,

Par conséquent toute solution de I'équation (A) est solution de I'équa-
tion (B) suivante :

'Q
(B) f(2)=o(x) +f N(z, 3)2(>) dy

'Q 'Q
+f Nz, )dy [ Ny, 2)f(5)ds,

0

équation qu’on transformeraa I'aide de la formule fondamentale (32).
Inversement, soit f(x) une solution de I'équation (B). J’envisage
la fonction auxiliaire Y (@),

Q
4»<x>=f<x)~<e<x>~f N(z, v) /() dy-
J’écris d’abord
'Q ‘Q ‘Q
= (s N(w, t)o(t)d N(x, t)dt N(¢, 3 z)ds,
f(x) qv(v)-'-fo (o )9 (1) z+f° () ) f (¢, 3)f(3)ds
ou encore

'Q 'Q 'Q
f(y):—.cp(y‘)-kf N(y, Ho(t)dt + N(uv,t)dtvf N(¢, 3)f(s)ds;

[ o
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portant ces deux valeurs dans I’expression de {(x), on obtient
‘Q
41(.7;):9(:1:)—{—[ N(a, t)o(t)dt
'Q ° 'Q
-+ N(x,t)a'tf N(¢t, 3) f(3)dzs — @(x)
o [

‘Q ‘Q 'Q
———/‘ N(.z‘,y)qa(_y)/r'_y—/‘ N(.r,)')(l_y[ N(y,t)o(e)de
v o v o 0

'Q +'Q ‘Q
——f N(z, y)dy N(y,t)(ll/ N(¢, 2) f(3)da.
[} Yo 0
Tout d’abord o () disparait et I'on a

Q 'Q
[N g =[N (e, g drs
[ ] 0
il reste donc
. “
Y(x) = [ N(x, t)dlf N(¢ 3)f(s)ds
’ 'Q ° 'Q
—f N(%)’)dyf N(y, t)o(¢)dt
[\ (1]

‘Q ‘Q ‘Q
— [ N dy [CNGLod [N 97 (s) s

o

Ces intégrales ne dépendent que de x, je puis donc échanger les lettres
intermédiaires y, z, ¢, ce qui donne

Q 'Q
Y(x)= N(ax, t)dt N(¢, 3)/(3)ds
O'Q 0.'9
_f N(.r.l)dlf N(¢ 5)o(5)ds
vo v
‘Q ‘Q 'Q )
——f N(x,t)dt[ N(t,:)d:[ N(z, ) f(y)dy,
0 ©0 v

ce qui peut s’écrire

'Q Q ‘Q
Yoy =[ Nw, o f N(m)dz[/(s)—qo(:)—f N(z.nﬂy)dy]-
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Or, le crochet n’est pas autre chose que ¢(z). La fonction auxiliaire
Y () satisfait donc a I’équation

‘Q

‘Q
Y(z) :f N(z, 0)de [ N1, 5)4(z) d.

Mais, cette équation, c’est ’équation (B) ou g(a) =o0; c’est une
équation intégrale homogéne, qui n’a de solution que dans certains
cas particuliers.

Donc, en général,

Y (z)=o,

c’est-a-dire

VQ
f(z)=o(x) +j N(=, ) f(y)dy.

Toute solution de I'équation (B) est solution de I'équation (A).

Concruston. — Il est légitime d’itérer les équations contenant des
intégrales dont on ne doit prendre que la valeur principale.

40. RESOLUTION DE L’EQUATION INTEGRALE SINGULIERE DU PROBLEME DES
MArEES. — Nous sommes maintenant en mesure d’intégrer I’équation
(27) du n°33, équation qui permet de déterminer la fonction de Green
G(z, y; £, 7). Cette ¢quation est la suivante :

—aﬁp(S)-&—ocfp(s')gqids'—i— zz'mcosef p(s')§%%ds’-::x(s).
C C

Si le contour (C) est réguliérement analytique, toutes les fonctions

qui figurent ici sont périodiques en s et s” et holomorphes quand s et s’
. . siny . . " ,
varient sur 'axe réel. Seule ——r—" a un pole simple de résidu égal a 1

quand s’ =s.
Pour alléger I’écriture, je transcris I’équation sous la forme

p(s):fA(s, s")p(s") ds’—i—f B(s, s")p(s") ds' + n(s),

TNESE BERTRAND 11
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én pesant
n(s)y=— x(s) (fonction réguliére),
T
, cos .
Als,s) =1 r‘l‘ ia.
B(s, s') = 27w cosf squ,

T r

cette derniére fonction est réguliére sauf au point s"=s ou elle a un

il . . 200 cosd
résidu égal &8 ————.

Appliquons le procédé classique de I'itération. On a d’abord
p(sl):fA(Sr’ s”)p(s”)ds”—i—f B(S’, s")p(s”)ds”—i—n(s’),
C C
et, en portant cette valeur dans I’équation en p(s),
p(s)= f A(s,s")ds [A(s’, s")p(s")ds"
C, vC
+f A(s,s’)ds’f B(s’,s")p(s”)ds”—f—f A(s,s")n(s")ds'

c C C

+f B(s,s")ds'f A(s',s")p(a”)ds”—!—f B(s,s')ds'
C c c

Xf’B(s’,s”)p(s”)ds”—f-l B(s,s')n(s")ds'+ n(s);

d’ou, en utilisant les formules (32) qui donnent Ie moyen d’inter-
vertir I’ordre des intégrations,

p(s)= fp(s”)ds”f A(s, s"YA(s',s") ds"
C c
+fp(s”)ds”f As, s’)B(s’,s')ds’+f A(s,s")n(s")ds
c c c
! 2
” d r B .,'V A 'I’ ” d ”__ .’ I' '__. ‘B s r’
+£p(s)s£ (s,s"YA(s", s")ds r[lm(s s) (ss)]

sS'=s

+£p(s")ds"£ B(s,s")B(s, s")ds’+£ B(s,s")n(s") ds'+ n(s).
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Or, on a vu que

. , i __ 2iwcosh
lru=ns(s —s)B(s,s')= e
D’ou I’équation définitive
2 2
(33) (, M)p(s) -—-fK(s s"Yp(s")ds"+ B(s),

dans laquelle le nouveau noyau K(s, s”) est donné par ’expression
Kesh= [ Als)a,sas +fA<s SYB(s', 5" d’
B A d " 4 B , "B I’ "y ds'
+f (s,s"YA (S, s £ (s,s")B(s',s")ds
et la fonction O(s)

O(s) =mn(s) +fA(s,s’)n(s’)ds’—+—f B(s,s")n(s")ds'.
c c

D’apres les hypothéses faites au début de ce Chapitre, le binome

2 2
9, ’
4w?cos?h . . . .
— ——z —hes annule pas, puisque le bassin océanique ne traverse

pas la latitude critique. L'équation (33) est donc une équation ordinaire
de Fredholm, et aura, en général, une solution.

L’existence de la fonction de Green G(x, y; &, n) est donc ainst
démontrée.

Il ne reste plus qu’a intégrer I'équation (24), a savoir :

(2 7) —if(a'a'w',fs/mfe(a,n)ds'
).a' (v "G
f./;)<( :_ ()—()%(——cﬁ)qa(z n)dE dn
ffeGd'—:.dnff(gmz,n;x',y')q»<w',y')dx'dy'

T:f (/" Gtz dn.

Cette équation de Fredholm sera, en général, pourvue d’une solu-
tion, et comme elle est exactement é¢quivalente a I'équation intégro-
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différentielle des marées, nous arrivons a la conclusion de toute cette
étude.

Coxcrusion. — St l'on envisage un bassin océanique ® limité par des
JSalaises verticales qui forment un contour C, non traversé par la latitude
critique, et st l'on tient compte de attraction du bourrelet, les équations
des marées relatives @ ce bassin ont, en général, une solution. Cette solu-
tion est donnée par la résolution successive de trois équations de
Fredholm.

Le sens des mots en général sera précisé par 'étude d’un bassin
exceptionnel.

Revaroue. — Si 'on n’exclut pas les latitudes critiques, 1’équa-
tion (33) est une équation de troisiéme espéce, pour employer la termi-
nologie de M. Picard (*). Mais alors I'équation en o(x, y) n’a plus de
sens; et le probléme nécessite une ¢tude spéciale.

41. ETune »’uN €As b’ EXCEPTION. — Jo considére un bassin océanique ®
ayant la forme d’une calotte sphérique, limitée par un paralléele

6 = const.
La condition au bord devient tout simplement

ki + 2iw cos b, d¢

ot T a e
et en posant
A:zmcoseo’
-4
do .\ 0o
%'*‘lA'a——-O.

Je fais une carte de ce bassin, de manicre que I'iimage de soit ® un
cercle. Ce sera, par exemple, une projection stéréographique.
Le probleme préliminaire est alors le suivant :

Déterminer pour un cercle de rayon R une fonction de Green G, telle

(1) E. Picaro, Sur les équations intégrales de troisiéme espéce ( Annales de U’ Ecole
Normale supérieure, 1911).



que U'bn ait, sur la circonféfence (C) qui lui sert de frontiere, la rélation

9G + A 9G _ o
on os —
Impossibilite diu probléme. — Je multiplie les deux termes de ’équa-

tion précédente par ds et j’intégre tout le long du contour (C)

fd——'da—+—z,\f—fi s — o.

Mais la fonction G étant supposée uniforme

‘)—C’ds—fda_o,

fd—(fds._o
¢ an

Je dis que c’est impossible; en effet

on aurait donc

G:log;—a,,

G, étant une fonction harmonique, on a par suite

JdG dGl
dn on v f ds —f ds.

Cette derniére intégrale est égale a

—f[DAGldxdy,

et, par conséquent, est nulle puisque G, est harmonique. Par ailleurs

dloo

t)logl

j an D ds = /‘dO,
C :

vC

df désignant I’angle sous lequel on voit I’élément ds d’un point inté-
rieur a (C). Par suite
1
dlog -

7
ds—2r
./; on ’
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ce qui est en contradiction avec I’équation d’ou nous sommes partis.
1l faut donc modifier la définition de la fonction de Green.

Modification de la condition aux limites. — Posons au bord
aG ., 0G
(‘)7 + (A —d? = K,

d’ou multipliant par ds et en intégrant

gﬁds:des: anRK,
c

Je on

ce qui, d’apres ce qui précede, donne I’égalité

a1 = 2 RK,

1

K:[_(;

d’oui la nouvelle condition a la frontiére (*)

9—94—[[\9-(:'—1
dn ds — R

Expression dela fonction de Green G. — Soient M le point singulier de
la fonction de Green, M’ son conjugué par rapport a la circonférence,
P le point variable «, y.

Fig. 13.

Je pose, avec Poincaré (p. 263),

G = log log <~ -+ 3. BM'M
=1083p T *l8yp TP ’

27

(1) Si la frontiére était unc courbe quelconque, on aurait K = T

» L étant la longueur
de la courbe. Poincaré (p. 260 et 263), a écrit K = a.
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et je cherche a déterminer « et 3 de maniére que I’on ait sur le cercle
de rayon R

f_’E+. G - 1
on 75 TR

Soient (a, o) les coordonnées de M.
Celles de M’ sont (—, 0) etl'on a

Vw—mV+?

+oclO"\/( R’ 2 —f—ﬁarctangﬁ-;!—;

G(z,y; a=log

@ —— — —x

d’ou les dérivées

Rz
G z—a T ¥
d_x"’—(w—a)’+y’—a<w_i’ P P RN
R Gk
R!
G _ y y . T
ay _—(x——-a)’-+—y’—a< 1{2)2 . p< R’)‘ .
r— —) +y r——) +Yy
a a

Sur la frontiére ou z?+ y* = R?, on a

9G _ Ri(a—2) +aa(R*—az) +Ba’y

dx R*(R*— 2ax + a?)
G _ — Ry —aa’y+ 3a(R*—ax)
ay R:(R*— 2ax + a?)
Or
oG __dGiz Gy
on — Jdx R dy R’
G G v dG x
_— = == =
ds or R 9y R

ce qui donne les éqnations

aG __ar—R’+aa(x—a)+ﬁay
on R(R?— 2ax + a?)
0G —ay—aay+Ba(x— a)

os R(R*— 2ax 4- a?)
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et, en portant dans I’équation de condition,
aG ., 0G _ 1
an 7' TR

—az+Ri—aa(x —a)—Pay+ (A[—ay —aay + Ba(x — a)]
=R*—2ax + at

qui doit étre une identité en x, y, a, R* :
Terme en ax nul,
—1—a+TAB=—2;
Terme en ay nul,
—B—-iA—iAa=o;
Terme en a? nul,
a—IiAB=1;
Terme en R? nul,
1I=I,

D’ou les deux équations qui déterminent « et {3
a—IAB =1,
Ao+ B=—1IA;

ce qui donne les valeurs cherchées :

1Al B__—-u'A
1 —A?’ — T—A

Conclusion. — Si 1 — A?=£ o, la fonction de Green du probléme est
. . 1 1+ A? 1 20A 7S
Gz yi& m)=logpyy + —xzlogpyy — 7= PMM

ou encore, en mettant en évidence les variables (o, y), (§, 1),

G(x, y; & n)=log
V(iz—§)?+(y —=0)?

+I+A’l . I
1— A? 08 R\ R\ *
V=) +-%)
R?
y———
2iA n
+:—A—,arctang R
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Intégration de l'équation des marées. — Montrons maintenant
comment, dans le cas actuel, on intégrera I’équation indéfinie

99 de , . 2 v de dy! —
A(p—i—ad—x—!—b%;+c\?+ef/(;3K(x,y,x',y’)q;(.r’,y)dz dy' =f

avec la condition au bord

de L de .
5;+tAds_0, A?— 1o,
G(x,y; %, n) étant la fonction de Green précédente et k une constante
auxiliaire, il suffit de poser

q)+k:—l—ff G dE dn
d? Id(P I T ! ! !
< d"+b o0 +c'o'—f +ef K¢ n;2',y)o (', y')dx' dy

Les termes accentués signifient que « et y doivent y étre remplacés
par % et .

A Paide d’intégrations par parties, cette équation prend la forme de
Fredholm; et, si 'on ne se trouve pas dans un cas singulier, elle admet
une solution unique 9 qui dépend linéairement de la constante auxi-
liaire £

P = o+ k1.
Cette fonction g satisfait & 'équation indéfinie et il ne reste plus qu’a

exprimer qu’elle remplit la condition au bord.
Tenant compte du fait que, a ce bord,

ﬁ,_{_.\d(}_ 1
on ' es TR
on a
— 9%
°=on T lA 27'1{ f dg dn
d? d«D ’ I ! ! 1
> 0% on Tee —f'+e Kq)(.z' Yy dz dy

ce qui permet de déterminer £, et le proble‘me est ainst comple‘tement
résolu.

42. Cas DOUBLEMENT SINGULIER. — Les calculs précédents tombent en

THESE BERTRAND 12
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défaut, sil'on a
A==1
ou en remplagant A par sa valeur

2w C0S G,
74

=1,
c’est-a-dire s’il s’agit d’une oscillation dont la pulsation « est précisé-
ment égale 3 &= 2w cos0,; autrement dit, si /e bord du bassin océanique
coincide avec le parallele critique. 11 ne s’agira pas ici de I'équation
géncrale des marées, mais simplement de la recherche d’une fonction
de Green G qui vérifie, sur la circonférence qui limite le domaine ®,
I’équation

G c_)(_:: 1

on T TR
€alculons d’abord deux intégrales auxiliaires.
Lintégrale 1,. — Soit le noyau singulier
y—x

' CUS
Ni(x, y)= Y

qui admet la période 2 par rapport a chacune des variables x et y, et
qui a au point y = 2 un pole simple dont le résidu est égal a 1.
J’envisage I'intégrale singuliére

Yy —x
COS -

l.—\/\'ﬁﬂl 2 d‘y
1 — - = .
2 y —x

sin f——

D’aprés la définition méme de I,, on a

—x —x
r—h cosl—g——— i cos L -
h=o0 o 2 sin" x etk sin'y
2 2
Une primitive est
log |sin Z—Z
g 2
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ce qui donne

—_— x—h P 2
I,=Ilim [(log sinZ y) + (log sin L x) " ]
h=0 2 0 2 x+h

—lim|lo sinil-—lo sinZ logsin(n — = log 'nh =
=1 g ” g ;—i—- gsin{m — — ) —logsin_ | =o.

—
Ccos

I—f'm' 2 _dy—o
l—- -_—_— —_— .
0o 2 sin}—/-——é——w

.

L’intégrale 1,. — J'itere une fois le noyau précédent et je pose

‘2T
L=N,(x, ]'):f Ny(z, 5) Ny (3, y)ds
[

ou encore
S — X — 2
fam COS cos L2
IL,= - dz,
Yo 4 sin =——sin
ce qu’on peut écrire
— —3 . 5— 3 . 5— —3
2m COS — cosL —— —sin sinZ + sin sin £ -
L=/ o
o 4 sin sin L
2
—_x
anf cos —
I,= - + dsz,
4 . . y—s=
0 4 sin sin
2 2
2T
b9 1 —x ds
I:=;+7cos‘yz f - ry
4 o sin sin Y
D’autre part, on a 'identité évidente
G —T — =z . — Z 33— —_3 . Z—x
cos 2 =L cosL sin £ cosZ=Z 4 cosZ sin
2 2 2 2 2 2
=z —z s—x . y—
sin 2 _ sinZ sin = sin
2 2 2
. —x 1
= SIn b4 P — - —"
sin Zsind ==
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De sorte que l'intégrale I, peut se mettre sous la forme

8
n

&

. z PTCOS— . o 2meos }’0_
I,::;+Zcoty2 f xdz+zcoty2 j — dz.
0 sin —— 0 sin Y 5

2
Or on vient de voir ci-dessus que chacune de ces intégrales est nulle, et

il reste simplement

cos —
]z—f a’z::T—r-
—r . y— 3 2

sm

Verification de la formule fondamentale. — Calculons

/_.'I/ z—
) Ccos Ve

2 Ty 2
——f dyf —————dz.
y—z , 2 s—y
2

sin
2

On sait 4 'avance que J = o,"d’aprés la valeur de I,. Mais, en vertu de
la formule (32), on a aussi

=——1t’+f dsf
—xr . %

Sll)

15
[

c’est-a-dire, d’aprés la valeur de I,

e
:—Tl:’-i—f

TutoreMe. — S’il existe une fonction G, il en eriste une infinité. Soit
une premiére fonction de Green G, vérifiant au bord la condition

oG  .0G 1
o T'E TR

ml:\

et une seconde du méme genre G’

oG’ G 1

9% T os TR
leur différence

V=G —G
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est une fonction Aarmonique ayant pour condition a la limite

v oV _
El—-i-lg— .

Conformément a la méthode de Fredholm, j'essaie de représenter V
par un potentiel logarithmique de simple couche, dont je prends la
densité p(s) pour inconnue

V(x,y):fp(s’)logéds’.

C

Je porte cette valeur dans la condition au bord et j'obtiens I’équation
homogene

—7p(s) +fp(s’)-cori¢ds’+i/- p(s’)Si%q"ds’: o.
c

v

Fig. 14.

Comme la frontiére est une circonférence de rayon R, cette équation
prend une forme trés simple.
Soient 0 et 0" les angles qui déterminent M et M’
On a d’abord
r=MM'=2R cosy,

d’ou, par conséquent,

COSY e — L ds'= L Rdor=2%
ds' = 2nds_2l{Rd° =5
puis
os 6'— 8
siands,_ siny i1 sinq;dg,_ 1 ¢ 2 o
r T 2Rcosy T T 2cosy T 2 . H—06 7

sl




d’ou I'équation de Fredholm

6'—86
'rrs:l . 21:‘ COS—vﬁ— ' ,
° 0 sin ——
2
ou encore
6'—6
i €083
P(e):;\[ 5 P9V +k,
sin

en posant

1 T
—_ ’ ’
k= M[ 0(6') b

Essayons d’abord d’appliquer la méthode générale

‘e " g

p(e'):Tirf %cole — p(6")d0"+ k,
1]

ce qui donne

27 r__ 27 "__ g
p(e)—_-k_.;—,f Leot 22 ed()’f Leot L= o 67y e
v 0

2

ik a o—8

—cot do'.
Fi3 2 2

[

Japplique la formule fondamentale et je tiens compte des valeurs ci-
dessus trouvées pour I, et,; j'obtiens

I ™ 2

PO =p(0) =< T [ o(@)d0+o+k.
[

Et comme

1 27

k= fo 0(6') 09,

Uéquation itérée se réduit a une identite.
La méthode générale étant illusoire, je distingue dans p la partie
réelle et la partie imaginaire

p(0) =p(0) + ipa(0);
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I’équation en p se sépare en deux :

p,(e)—-——f cot
pa(0) = —f cot

Je dis que chacune de ces deux équations est la conséquence de I’ autre.
Pour le démontrer je me donne arbitrairement ¢, (0) et je pose

A I ' 9”_61 " ” 1 " G
p,(@)__;r‘[c cot 3 p1(6") db +;r£92(6)dj'

=9, jintégre tout le long de

8 00 (') 8" + ——-fp,(@’)d@

8 00 (6) 6" + —fp,(e')do'

Je multiplie tous les termes par%cotg

la circonférence et j’en prends les valeurs principales

1 ' 6 !
- cot
2J¢

2 o1 (07 do";

— 90 (5) d7 = ,'_j' colg:de’f cot6
4T 2 ¢
d’oli, en appliquant la formule fondamentale,
’
1 6'— 0 N o
Efc cotZ—"p,(8) df

=—7p,(8) + Z%fp,(@”)d@”[ cote ;ecole —9 dae’
¢

v G

et, en se reportant a I,,

4/ cot cote_ode’z—

-;-f cote S (8 dS = —mp, (8) + & fp.(e')de'
C

on obtient ainsi exactement la premii‘re équation
o,(G)_—-——f col p,(@')d9’+——fpl(9’)d9’

— Etant donnée une fonction de Green G, vérifiant au

Conclusion.

bord la condition
aG, .0G, 1

on TP os TR
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on en obtient une infinité d’autres G en se donnant p,(0) arbitraire, et
en posant successivement

=L [ et 20 o0y ar 'f 6y o’
P ( )—2—1-1_/(:(30 p:(9) @y + — CP:( ) de',
p(s) = pi(s) + ipa(s),
G:Go+fp(s)log-:—_ds.

c

Relation avec les fonctions analytiques. — Soit f(z) une fonction quel-
conque de la variable complexe s = o + iy

J(3)=P(z, y)+ iQ(x, y).

On a les relations
P 0Q P 0Q
oz — dy’ oy oz’
Je pose
o(x, y)=P(x, y)—iQ =z, »)

et je cherche la valeur sur la circonférence de rayon R de

00 dv
’
o _ 1 Ix dv dv _ L <()l’ > apP .0Q
|oi == (= ~75)=—x (=5
dv 1 [ dv ()V o 5)_[’ . d_Q P ()Q
r CACA i =R tor) T F\ay T dy)
av _1_ Jar .()l’ JpP .0P>
E__]‘ @x 7)—7+L?‘7 +Yy W—l& ’
g __1f_ (o _ .op (gg .oP
F A T oy o) am Tty
ce qui donne, quelle que soit la fonction f(s),
v v
an +l-5; = 0.

La proposition précédente peut donc s’énoncer ainsi :

Pour un bassin circulaire limité par un parallele critique, stl existe une
JSonction de Green G, verifiant au bord la relation

ﬁ? .9G, I

dn+ o R
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il en existe une infinité définie par la_formule
G=G+P(z,y)—iQ(x, y),

ou P et Q sont les deux fonctions associées d’une fonction analytique.
Ces deux exemples (n* 41 et 42) donnent une idée des circons-
tances diverses qui peuvent se présenter dans le cas général.

CHAPITRE 1V.

LES P'ZQUATIOI\‘S DES MAREES ET LE CALCUL DES VARIATIONS.

43. ENONCE DU ROBLEME ET RAPPEL DES FQUATIONS DES MAREES. — Le but
de ce Chapitre est de ramener les ¢quations des marées & un probléme
du calcul des variations. Dans I'intention de provoquer des recherches
et de préparer Papplication de la méthode de Ritz, H. Poincaré a
donn¢ une solution de la question et il a ¢té suivi dans cette voie par
A. Blondel et M. F. Jager. Mais l'tntégrale de Poincaré renferme des
coefficients qui deviennent infinis & la latitude critique. Conséquem-
ment, il n’est pas sans intérét de chercher & éviter cette premiére
difficulté.

D’apres les équations (10) du n° 15, chaque oscillation contrainte
harmonique complexe du bassin formé par 'ensemble des océans est
déterminée par les ¢quations suivantes, o o et y désignent les coor-
données sur la carte de la molécule liquide mise en mouvement par la
marce.

En tout point intérieur au bassin occéanique 0,

. cos 9 a9
U4 20— ¢ == — —L,
oz
.w cosf a9
Qo B == — =1
dy
(3%) E __ dhu Jd he
Kkt T Jdx + dy’
atp= i+ W+ F(zx,y),

~ ! G o
— LT
) A’

THESBE BERTRAND 13
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Au bord (C) du bassin, la condition suivante doit étre vérifiée :
hvdxr — hudy = o.

44. L’iztiGrare pE Poivcaré J. — Sil'on élimine les pseudo-déplace-

ments u et ¢, on obtient les équations (11) du n° I6, qui, en modifiant
légerement les notations, peuvent s’écrire

E :-()()_x<h‘()5?>+()<,“()<? +l<0q>d_r_z_(_)$0_n>,

A? Jdx dy dy dx dy Ody oz
a?o =g+ "+ F(x, y),
(35) ‘ A — ho?
' T hoetcostl—at’
__2whycosf  a2mahcosh
no= « ~ ho’cos?l — at

avec la condition au bord

09 | 2iwcosh dp\ __
k(m-i--—-——a E)——O.

Pour obtenir la forme cherchée, dans toutes ces équations je sépare
la partie réelle et la partie imaginaire en posant

© = @y + (¢,

§ =& + iy,
=10, + /I,
F =F, «+ iF,,

et j’obtiens ainsi les quatre équations indéfinies

! 9 do, i) 93, d9, dn 09, dn ¢
</'dx> +3L)_'<,L' dy ) 9x dy i_c)y dxr  k?

RS PR

36 ox Jdx dy Jr 0 dy dz  k?
(36) P4 g IT, F, _
TR e T T T
gt 1T, F
— R e =
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et les deux équations a la frontiére

h(dqo, 2w cosf %)Z

an a Js ’
(37)
A 99, L 2@ cosf do,
on o s ¢

Je multiplie respectivement les quatre équations indéfinies (36) par

o, dz dy, o9, dx dy, 0%, dzx dy, 0%, dz dy,

et j’intégre dans tout le bassin océanique ®, limité par le contour (C);
cette intégrale doit évidemment étre nulle.

Je dis que cette intégrale se raméne & la variation exacte ¢J d’une
intégrale J dont je vais chercher I'expression.

Les deux premiers termes de la premiere équation (36) intégrés
par parties donnent

P (052 3 (132 oo
Sl G ) e [ (- )
ce qui peut s’écrire
—Ls f A, [("“") (ﬂ)'] dz dy —f&m,h, 991 gs,

® dy

et les termes analogues de la seconde équation donneront
FIZAE) 5 (45 s
o[ - () Jorar frmn

En

do, dn do, gr_, .
JIo 5+ 3 ) pnda
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cette intégrale peut s’écrire

f/(;;) [?)%( %> ;]< dcif)]’av,-, dx dy

— o do, d0~?x J9, J 39, f dq)z 09, )
—f/(‘D[ n—@ Jox +T‘0‘t' ()_y]drdy+ < dx—l—d dy ) 39,3

autrement dit,
— 92 939 09; 05%] f d
._.f/(;b[ dydx_'_(-{;t) dz dy + =22 3¢, ds.
On a de méme
09, 00 _ dg1 on
ff@<<n T o ) b dy
900, Jd 39, do, 009,
o LD[ Jdy oz "oz Jdy ]d dy—f 6%

D’ou, en réunissant ces quatre intégrales, on a d’abord pour les inté-
grales doubles

1! AL 99:\* %)’ (i’i’z>’] ,
éff Iz,[( >+<dy> +<<)z -+ 9y drdy
99: 991 __ J9u Q&)
+9 fo <dx dy dx dy dz dy,

puis pour les intégrales simples, en se rappelant que

__ 20 cosf
N

__fh <d<p, 2mc059 ()q;,) 30, ds f/': (% _ 2&);056 (:;P’)& ds.

SiTon se reporte aux conditions & la fronticre (37), on voit que ces
deux intégrales curvilignes sont nulles, car A, contient 4 cn facteur.
On a ensuite

Sy =

Dz ilz 6C|

2k: o, — C’ : 00, — : 0%y + 413 o, + F 65:) dzdy,

ZAZ 2A2
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qui est une variation exacte, a savoir

2 > .
6ff [ t(01+taq)2 g(za‘:‘l\F ) + l'i¢;;';{’l"zq’i] i[.l‘dy,

et il reste
T, 6%, + II;, 9%,
f f@ Sz dy.
Envisageons ¢, et IT),

" — cl(‘r,' .}/I) ’
Tilz )= ff@ By i@ i a7

et par conséquent

, _ & (2, ') "
ST, y)_—f./(;g B, ) (@, 7 ) o

puis
f & ‘m"' dz dy
Zi(x }’) f 6CI(‘E’v.'y') gt .
~—f kt(x, y)dxdyf k(2 y) (e, y; 2y y')dz D

d’un autre coté,

I’ 8¢,
f. k2 4

3, (x, ¥) ff L', y')
—_—— 2~ 2 ldxd dx' dy'.
ff@ k*(z, y) v ® k(' y)r(x,y; 2, ") alhid

La fonction r(x, y; &, y') est symétrique par rapport aux paires de
variables x, y; @, y'; les deuxintégrales quadruples sont done égales
et I'on a

5211
S e
S X3 £,01 4+ I,
=f [ S =f [

|§l

T dxdy.
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On a done

H'aC,-!—H 62 — a ,’CI+]]2C!
ff SRy a/f L L PIT S

Rassemblant tous ces résultats, nous voyons que les six équations
du probleme ont pour conséquence

oJ —=o,

en désignant par J I'intégrale suivante

o 1= L1415~ (5] (3]
(9 0 e G

g+ i G 4+ LT 4 LF+0G,F,

+ 2 a2 A2 2 a? k? 2 a? k? s dzdy.

Remarque. — Cette intégrale, trouvée par Poincaré dans le cas de
h = o au bord de la mer, est encore valable si le bassin océanique est
limité par une falaise verticale, comme I’a montré M. Jager. La marche
suivie ici prouve que le méme théoréme est vrai si le bord de la mer
se compose en partic de plages, et en partie de falaises.

Réciproquement. — Dans le champ fonctionnel o,, ¢,, {,, {5, ou les
fonctions ¢, @, vérifient les équations aux limites, si 'on cherche le
systtme de fonctions (ui annule la variation premicre ¢J, on trouve
que ces fonctions sont déterminées par les quatre équations (36) qui
ont servi de point de départ.

45. L'ixtécrare J,. — L'intégrale de Poincaré J contient A, et v qui
deviennent infinis a la latitude critique. 11 est aisé de former une inté-
grale J, qui ne présente pas cette difficulté. Pour cela, il suffit de
reprendre les équations (34) et de refaire le raisonnement précédent.
Posons donc dans ces équations

U == Uy + Lu,,
v =y + Ivy,
¢ =1+ 19y,
g =g +i:h
= H'+¢Il

F =F, + iF,y;
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2w cosf d9,
u‘———-———Vz-*--a;:O,
2w cosf +‘—’-22-—o
2 o 1 ().Z' — Y
o +-2mc059u + 09, —o
1 - 2 =N, — D
dy
2w CcOsH 09y
v,———a——-u,—{——d?__o,
0 hu, 0 he, £ =0
ox , dy kT 7
0 hu, ()/_u_’;l ’;,__o
Jox _dy I
D4 28, Hun F, —
ek ar T aE T
e, x M F
iy < Ry = ey

la condition au bord se dédouble en deux équations :

hu,dy—hv,dx = o,
hu,dy — hv,dx = o.

Je donne & u,, u,, v,, v, de petites variations cu,, Su,, ¢v,, 8, respec-
tant les conditions au bord, a 9,, ¢,, {,, {, les variations 33,, dp,,
&C,, ¢(,; je multiplie les équations respectivement par — hdu,,
— hlu,, —hso,, — hiv,, o3, ¢o,, 2¢,, 24, puis par dxdy, et j'in-
téegre sur toute la surface ® du bassin océanique. J'obtiens ainsi une
intégrale qui est ¢videmment nulle.

J’ai d’abord
ff — h(uy 0uy+ uy Suy+ ¢, 0y + vy 80y) dz dy,
0").

qui peut s’écrire

3f‘/(‘9—1—;(a{+u:+v:+v;)dxdy,
puis
ff EZL-seh(v,au,—v,Su,——u,Bvl—o-u,av,)dxdy,
@®
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qui s’écrit

6
Sf‘ﬁ‘:)ngos h(uyvs— vy u,) dz dy;

vient ensuite
99, 99 99, ;- 99
__f/(‘; <E1—‘h6u,+5;2/18u2+ d—y'h&v,—i— yzh60,>dxdy,

qui, par I'application des formules de Green,

ff POy = fPQdyaff Q%L 4z ay,
ff@p%%dxdy:—fcpodx—fﬁ)Qﬁdxdy,

se dédouble en deux intégrales

—f @ hduydy + 9, h du,dy — ¢ hdvydz — @, h dv, dz,

()hau, 0 hdv, 0/du, 0 i dv,
ff[ < "oy >+%( gz oy >]dxdy;

I'intégrale simple est nulle, puisque Cu,, év,, Su,, v, vérifient les
conditions 2 la fronticre.
On a maintenant

dhu dhv dhu dhv
o Lo (5 55570 ) oo (557 o+ 2557 | dm

la somme des deux derniéres intégrales doubles forme une variation
exacle, a savoir

dh “o, dhv, Qhuy, 0hvey\
S Jo (G + 5 (55 55 [t

Puis on a

_f[o ¢ do + <P16Cx+C:6$z+ q’:aCQd d)’_ af §1?1+C2?2dxdy’

+ff ;’L,\.,(c‘ 6:.+c26c,)dwdy:6ff ﬁ(ﬁﬂé)dwdy,

+ff gkz(ancV'}—anC:)dxdy—off F, z:a‘:“kf2C2d dy’
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et comme ci-dessus

I, 2, + I, o g+ g,
ff = B rdy _aff Lot b i dy.

En rassemblant tous ces résultats, on voit que les dix équations de
départ ont pour conséquence

L. 6J1 = 0,
a condition de poser

(39) J:T—/ﬁ)g [u}—%- ul + o)+ 0l — [“ﬂ;———~£e(u,vz——v,“u,)-1 da:\dy
( -

* dhu, dhey dhu, d e, :
+f/ *\ o7 * oy +“”<W‘+Tf dr dy

C.¢.+Cz<pa g(t’ 4]
) |-

202 A2
L MG+ ILEG | FG LG
yy iy —d.rdy.

Réciproguement. — Dans le champ fonctionnel w,, v ;5 u,, ¢,5 9y, 923
Z,, Cos ont ey, v, u,, v, satisfont aux conditions au bord, si I'on cherche
le systéme de fonctions qui annule la variation premiére 2J,, on trouve
que ces fonctions sont déterminées par les huit ¢quations indéfinies
qui ont servi de point de départ.

Il suffit pour le vérifier de refaire les calculs précédents, mais en
sens inverse.

L’intégrale J, ne contient plus aucun coefficient susceptible de
devenir infini.

46. L'istécraLe J,. — Dans lintégrale J,, il est facile d’éliminer ¢
et L. On a, en effet,
g, dhu, dhv,
Eiar e Jdy ’
G dhu, dhp,.
BT or Jdy

Le probléme des marées revient donc a écrire

oJy=—o

THESE BERTRAND 14
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en désignant par J, I'intégrale suivante

[ s 0
(40) Jy=— g Lu}—{— U+ o} +v;— 4—&)&01—(11, v,———v,u,)] dx dy
J() .
—gkz<dhu. 0 ho\?
+j1/$ | 2«2 dx + Jdy
1, /07w, ()/zm) F, /0hu, 0/1(1,>
—+ 2a2< oz +—dy + =\l y dx dy
[ 2h? [0 hu, + 0 hyy\*
wfJo 15557 5
Iy, /0hu, 0 hey F, /0huy, Odhv,
+ zocz( ox + dy )+ ;< ox dy dwdy
avec

'— 1 dhu d/w)
n"= f_[gr<—d.r +—_dy dz dy.

Cette intégrale J, ne contient plus que quatre fonctions inconnues.

47. L INTEGRALE J, sur LA spnire. — Il est aisé de transformer J,, en
] {
revenant de la carte & la sphére elle-méme; il suffit pour cela de se

rappeler que
da + dyr = k* (d* + sin20 dy?)

et que u et ¢ sont des pseudo-déplacements liés aux déplacements
réels «’ et ¢/ par les ¢quations

[ (===

x| &
<
I

x| <

Soient maintenant U et V les composantes du déplacement sur le
méridien et le parall¢le; on a

I ro 2 2
u? 4+ p? — us + vy U:+Vl’
1 1 k2 - L2
u? PR— uy + vF _ U3+ V3
: T Y = %z - k2 ’
e P ot _uyvy—id,  U,V,—V, U,
192 1= 2 = 7

On a par ailleurs, pour la dénivellation ¢ :
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Sur la carte,
§ _Odhu ahe

Bz Ty

Sur la sphére,
£ sin 6 — 0 hUsinb + dhe_
) - d9 ay
d’ou I’égalite
dhu Odhv 1 [0hUsin® O0AV
2 J—
k(dm +dy>*si119|: a6 + a¢ ]

Quant aux éléments d’intégration,

drdy — k*sin6do dy.

Et 'on voit que I'intégrale J, peut s’écrire

(41) J,:-—ff g[t3+\’§+l;§+\"§ M(U,V,—V,U.)]sinedadq;
8]

dhl ,<n\9 AN d/tljzslne anv,
[ S Lo (5 e %) | o

+fj [— (G + Lagy) + 2L —22- £E&G+8G)

2 0%

S R AT r‘,c,;F-&] sin0 d6 dy.

2 %

48. Coxcrusion. — Cette formule ne contient aucun ¢lément sus-
coptible de devenir infini; elle est done tout i fait adaptée a Pappli-
cation formelle de la méthode de Rits.

Dans le cas fictif d’une mer recouvrant tout le globe terrestre, il n’y
a pas & se préoccuper de conditions aux limites. On pourra, par
exemple, développer les huit foncetions inconnues en scérie de fone-
tions sphériques, et cela permettra facilement de tenir compte de
Pattraction du bourrelet.

Envisageons, en elfet, le potentiel du bourrelet & Uintérieur de la
sphere terrestre

o, o, L’e):——ff SO, 4 sing A dy
’ JOJ®

(g, 9,95 9,4

dans le cas présent le domaine ® c’est la sphére tout entiere, et,
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d’aprés un théoréme fréquemment invoqué au Chapitre II,

) )
lim{20— 4+ 1I") =—4n¢.
p=1\ P o 4t

Décomposons donc en série de fonctions sphériques ¢ sur la sphére
et II” en son intérieur
g =ZA. X,
"= EBnP" Xns

la relation précédente donne

An

B,=— /4=
" 4 an—+1

et ’on pourra traiter le probléme dans toute sa généralité.

Vu et approuvé :
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M. MOLLTARD.

Vu et permis d'imprimer :
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