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PREMIERE THESE

SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS FONCTIONNELLES

PAR

M. D. V. JONESCO

Eléve de U'Ecole Normale Supérieure.

INTRODUCTION

Considérons I'équalion aux dérivées partielles du second ordre & caractéristiques
réelles

<

t

(1) 3

oz oz
- :av+[)—+c:\?+f7

Y o

s

ou a. b, c, f sont des fonctions continues dans le rectangle R construit sur les seg-
ments OA et OB portés sur les axes Ox et Oy.

Une intégrale de 1'équation (1) est dite réguliére dans le rectangle R, lorsqu’elle
est continue dans R ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre.

Darboux (') et ensuite M. Picard(*) ont démontré 'existence d’une intégrale régu-
liére de 1’équation (1) se réduisant & une fonction connue 2 (x) lelong du segment OA
et & une autre fonction 4(y) le long du segment OB (On suppose 3(0) = ¥(0)).

M. Picard(®) a démontré I'existence d’une intégrale réguliére de I'équation (1)
satisfaisant aux conditions de Cauchy, relativement & un arc de courbe IJ situé
entiérement dans le rectangle R et qui n’est rencontré qu’en un point par une
par::\]léle a I'axe Ox ou & 'axe Oy.

(*) G. DasrBovx. Théorie des surfaces, lome 1l, chapitre 1v, 188g. Darboux supposait les
données analytiques.

(®) E. Picarn. Journal de Mathémaliques pures el appliquées, 18go et Note I du tome IV
des lecons sur la théorie des surfaces de G. Darboux. 1896.

(") E. Picarn. Journal de Mathématiques pures et appliquées, 18go.
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M. Picard(*) a démontré encore l'existence d’une intégrale réguliére de 1'équa-
tion (1) qui prend des valeurs données le long d’un segment OA de caractéristique
et le long d’'un arc de courbe OI issue du point O.

Dans plusieurs Mémoires des Annales de la Faculté de Toulouse, M. Goursal(*)
s’est occupé de I'équation (1) et a démontré 1'existence d'une intégrale réguliére pre-
nant des valeurs données le long des deux arcs de courbes issues d’un point O ct
qui se trouvent dans Uangle formé par les caractéristiques du point O.

On désigne ces problémes par : le probléme de Darbonx-Picard, de Cauchy, de
M. Picard et de M. Goursat.

Dans ce travail je m’occupe de I'équation fonclionnelle

(2) re ‘a(.L )2x, + b, (x )/D:\‘ ' (Jc\)(t\:\
= 5 Y) 3 250 R e I SN C AN
: dx dy S Y7 5 AEY \Dx,'u, R \ Y Jw,
zZ 0\ X [0z \ ) ,
+ (%, ¥) 2, +0,(2, ) (—.“) SR A G + /(e y)
2 2 & Sy
ou
/Dz} (DZ\ (O:w M
Zu, = 2{w), = = = — | = Jomuy (h=1.2
o (ton, =), (\ Y N Y NN N (\ X S = ( &

o, (2,7), ...,m,(x,y) élant des fonctions continues de x et de y.

En faisant des hypothéses convenables — qu’on verra daus la suite de ce travail —
sur la position des points M, et M, par rapport au point M(x, y), j’ai pu démontrer
I'existence d’une solution réguliére de I'équation (2) satisfaisant aux conditions de¢
Darboux-Picard, de Cauchy, de M. Picard et de M. Goursat.

Eofin jai remargqué que les mémes problémes s’étendent a des équations intégro-
différentielles de la forme’

iz dz
3 STy :/[ [s\(w,y;s, Hz(s, )+ Blx,y;s. 1) s

ry

N
+ Gz, y;s. ) \_ﬂ dsdl + f(x, y),

qu’'on peut regarder comme généralisant 'équation (2). D, est un domaine (ue

ry

nous faisons correspondre a tout point (&, y), d'une facon convenable.
Ce travail est divisé en cinq chapitres. Dans les quatre premiers j'étudie les pro-

(*) E. Picarp. Note I du tome IV des lecons sur la théorie des surfaces de G. Darboux,
1896.

(*) E. Goursar. 2° série, tome V, p. 4105-436; tome VI, p. 117-144; 3¢ séric, tome I, p. 129-
143.
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blémes de Darboux-Picard, de Cauchy, de M. Picard et de M. Goursat relativement
4 I'équation (2) et dans le dernier je démontre le probléme de M. Goursat pour
‘équation (3).

Jemploie pour la démonstration des théorémes d’existence de la solution de
I'équation (2) et (3), la méthode des approximations successives que M. E. Picard
a magistralement exposé dans divers Mémoires déji cités et dans ses cours & la
Sorbonne.

J’ai été soutenu au cours de ce travail par les bons conseils de mon Maitre
M. E. Goursat. En terminant, qu’il me soit permis de lui témoigner ma profonde
gratitude et lui présenter mes plus vifs remerciments.

Je tiens aussi 4 remercier M. E. Vessiot, pour le bienveillant accueil qu’il m’a
réservé 4 I'Ecole Normale Supérieure, et pour I'intérét avec lequel il a suivi et guidé
mes études dans cette Ecole.

Enfin j’adresse mes remerciments les plus sincéres & MM. Goursat et Hadamard
qui ont bien voulu me présenter deux notes a I’Académie des Sciences(*) concernant
ce travail.

(*) Comples rendus de I’ Académie des Sciences, 184, 1927, pp. 505, 665.




CHAPITRE PREVIER

Le probléme de Darboux-Picard.

{1] Considérons la surface z = z(«, y), et au point M'(x, y, 2) de cette surface,
faisons correspondre les points M', et M, de coordonuées

(i) s w' = (')I("D7 }'), y; - 7:4("‘.' .V)7 :’1 = C(,I'“ :Yi\
? x: - 0),(.!], y)’ yz - ﬂ-z(‘t’ y)’ Zz = Z("Ga’ .ve)’

un de ces points pouvant étre le point M’ lui-méme.

Nous désignons par M, M,, M, les points du plan (xoy) de coordonnées (x,y),
(x5 7,) (2, 7,)-

Nous supposons qu’il existe deux nombres positifs % et ., tels que lorsque le
point M se trouve dans le rectangle R formé par les paraliéles aux axes menées pai
les points (3., u) et (—Ai, —u), les points M, et M, s’y trouvent aussi. Donc lorsque

].’B|</ et |y|<p

on a aussi
(3) o @] et oGy <A
Iz, M1 et w (e, ¥ <w

En plus neus supposons que dans le rectangle R, les fonctions o (, ¥), ..., =,(£, ¥)
sont toutes continues.

[2] Cela étant, considérons I'équation fonctionnelle

. 'z ( dz [z
®) MM—ﬁzmwmnm+amm(aﬁm+q@w\w)m

N

+@wmnh+mum(—) + e

P

) ( 5 ) & )
= | T Ja=xy,
My, or Y=Y ( Y /oy

Q

w%}+ﬂ%w

™
8

~

ou l'on a posé

~

(h = 1.2)

s

&IN
~

TN
|
2| @
N
e
il
=

Zuy, = 2(X,, V4) (
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et o ¢ est un paramétre. Nous supposons que les fonctions a,(x,y), ..., ¢ (%, ),
Sf(x,y) sont toutes continues dans le rectangle R. '

Dans ces conditions nous allons montrer que I’équation fonctionnelle (3) admet,
lorsque ¢ est suffisamment petit, une solution réguliére, unique, prenant des valeurs
données sur les segments II' et JJ', les points I, I', J et J' ayant vespeclivement
pour coordonnées (—%, o), (%,0), (o, —u), (0, w). Cette solution, lorsqu’elle existe,
est valable dans tout le rectangle R.

Sans diminuer la généralité du probléme, nous pouvons supposer que les valeurs
que la fonction z(x,y) est assujetlie a prendre sur les segments II' et JJ' sont
nulles.

[3] Nous allons démontrer cette proposition par la méthode des approximalions
successives. Cherchons a satisfaire formellement a I'équation fonctionnelle (3) el aux
conditions initiales par la série

Z('C’ y) - Z"(J:, .Y) + I""’x(“c’ y) + et + ."’":n(“:’ y) +

Les fonctions z,(x, y) sont détetminées de proche en proche par les équations

aux dérivées partielles
Mz

() L= f(x,¥).

X0y

~

DZ

z, iz, 0z,
(5) L\.,C'))’ - “.(J}, y) (ZL‘I)“A + b! (x, y) < dL )\l‘ + cx(x, y) ( Dy )vx

dz

) (o + b ) (2 ), +elny (

o

z,_, . .
dy >\" =g¢,(x,¥)

i=1,2...

el par les conditions initiales

() 2,(0,y) = z(x,0) =0
(=0,1,2,....

11 s’agit maintenant de démontrer la convergence des séries

\ 2z, ANBOREN
"’ — DN ’ pran ‘\y

—~
<
N
AN
L
~o
(&)

L’intégrale de I'équation (4) qui correspond aux équations initiales (6) ext

(e y) = / ' f uf(s, ) dsdt,
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et ses dérivées partielles du premier ordre sont

2z, Y 2z, ’
‘E:'/o‘ ‘f(myt)dl: (\V =./o‘ f(sry)ds'

Soit ¥ un nombre supérieur 4 la valeur absolue de f(x, y) dans le rectangle R.

On aura
F oz, ; 2z,
e <Flol bl |2 <Fivl [ <F .
En tenant compte des inégalités (2) on a :
I(Zu)“h! < F l"')hl ‘ Iﬂhl < F)\}L
dz, 2z, A (h=1.2)
<Dw>u,, <Fe (Dy ).,,l <F.

Evaluons maintenant la valeur absolue de g¢,(x,y). Pour cela désignons pat
A,,...,C, des nombres supérieurs aux valeurs absolues de a,(x,v),...,c,(x,¥)

dans le rectangle R. On aura

19,(@ VI <F[A, + A) % + (B, + B,) i + (G, + Gy 4]

ou bien
l9,(e, | <<FJ,

en posant
= +A) i+ B, +B)u 4 (G, 4+ C)%.

Alors I'équation
'z,

x MY

=g,(x,¥)

g

et les conditions initiales (6) donneront la fonction z,(x, y) et on aura

—

s

-~ [}

i
4

< FIly|,

[z, (2, M| <FT |2 |y] < FJ x|

(]
<

Qo

.

et ainsi de suite. Kn général on démontre que la fonction z,(x, y) et ses dérivées
partielles du premier ordre satisfont aux inégalités

|2, (2, Y)| < FI* [c] . |¥|

az,
—n FJ”
o < M
oz,

F§"lx].
Y < FJ" |z
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D’aprés les hypothéses faites, les fonctions

(o4
(4
(8]

1]

"
A
<

sont toutes continues dans le rectangle R. Il résultera que les séries (7) sont uni-
formément convergentes dans le rectangle R lorsque le paraméire 5 satisfait & la
condition

(8) felI<<r.

Nous avons ainsi démontré que lorsque ¢ satisfait & I'inégalité (8), I’équation (3)
admet une solution réguliére s’annulant sur les axes, valable dans tout le rectangle R.
On demontre aisément que la solulion ainsi trouvée est unique.

[4] Voici un cas trés étendu, ou la solution de I'équation (3) existe dans un
domaine assez grand et qui dans ce domaine esl une fonction entiére de s.
Supposons que lorsque

© —d<a<d —d <y <d

les points M, et M,, que nous faisons correspondre au point M par les formules (1),
se trouvent dans le rectangle formé par les paralléles aux axes menées par les points
(%, ¥) et (—x, —y). Donc dans le rectangle R' défini par les inégalités (g), les fonc-
tions ,(x,y), ..., =,(x,y) sont continues et satisfont aux inégalités

|, (, I et [0, (z, y)l < IJ/'I

(10)
=l et w2 <yl

Avec ces nouvelles hypothéses reprenons I’étude de la convergence des séries (7),
ou z,(x,¥), ..., 2,(%,¥), ... sont données par les équations aux dérivées partielles
(4) et () et par les conditions initiales (6).

Comme plus haut, nous avons

el <Flel b, S <Ei || <r
et d’aprées les indgalités (10) on aura
1@Eoup | <<F o] o] <F Ja]. [y
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Il résultera alors que
lg. e NIT<FLA, + Ve vl + (B4 By |y} + (G, + G, |xl].
Posons
A+ N =0, B, +B,=28, C,+C, =«
N=[r], = [y]
el temarquons que
AXY + BY + CY<%(\ +YP 4+ B+C)N Y
ou encore

AXY + BY + C\<7)—'\—[\(\ FV)+ B 4P,

de sorte que

N

¥
-[AOY 4+ V) + B 4 ).

lg. (e, MI<3

Alors I'équation

Mz,

=yg,(2 ),

cs

xly

et les conditions (6), nous donneront

1 y
z, = / / g8, 1) dsdt,
o o

z, v az !
-t _fo g,(x, b dt, Ty"_l .05, y) ds,

2.1 <;I:;—f‘/‘[.~\(s+l)+B+()}’rlsdl

N2
LL.

A/
2z

[

jd

et on aura

<:Tf A4 0+ B+ Gt

F
2A

< /‘[\(s—l—\)—i—l}—i—(l]’tls.

2,
oy

On voit que d’une facon générale

| N oY T
- oo s G ls L - A
. f / [(\(s+ )+ B+ C, «[a:/l\(,l+2)! SN+ B+ C)
! o s ! L (VIR

t _]_ b ¢ L ety '/_____'____ Y \ N+t
. - / V(50 4B+ s < ol VN 4 ) £ B 4 Q)
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«de sorte que l'on a

2,00, V) < —— [\(X + V) + B+ CJ*

4! \‘
bz' I ) B i .
W <:;1A1[A(‘\+3)+B+CJ
0z, AN 43 b
Dy <5'\ AN+Y)+B+C).

Comme plus haul, & cause des inégalités (10) on aura aussi

Al

2] < g A+ ) + B+ CF
\
\g |< SAN+FY+AHCT (h=1.2)
Dz
(W |& (NN 4+ Y) + B+ C.
7 \1/ ’

Evaluons maintenant la valeur absolue de g,(x, y). On aura
lg,Cx, v){<3,A AX+Y)+B4CF 3I5+(J+%[A(\+Y)+B+Cj <
Si 'on pose
K=B+C+%MM+M+B+Q,
on aura pour Xd et YL,
B+ C+ [\ +Y) + B+ CI<K,

de sorte que

M[M\+w+B+q

|9.00: I <%+ 37

Nous déduisons comme plus haut que U'intégrale de I'équation

e, (r, v)
— ==y (g, Vv
Qi dy S

qui s’annule sur les axes, satisfait & I'inégalité

(\X+Y)+B4CP
5!

2L }')I _\_r
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ct I'on a aussi :

dz, KF [A(N4+Y) 4B +C)
dx Al 4!
1z, KF [AX+ YY)+ B+C)
Dy As [;! :

Supposons que de proche en prociie nous ayons démontré que

- FK™ [AX+Y)+B+C)"*
\ |"n—i(‘L‘? }')[< Au 1 (/l + 2)1
0, FK*™* [A(X + Y) + B4 C]" '
(12) M l < A (n+1)!
)z, FK** [A(X +Y)+ B+ C]* *
dy A" (n+ 1! ’

Ces inégalités sont vraies lorsqu’on remplace l'indice n — 1 par 2, démontrons
qu’elles sont encore vraies si I'on remplace I'indice n — 1 par n.

En tenant compte des inégalités (10) les inégalités (12) sont encore vraies lorsque
dans le premier membre on remplace x par w,(x,y) et y par =, (2, y) (h=1.2).
Evaluons maintenant la valeur absolue de ¢,(x,¥). Ona:

FK* [AX+Y)+B+4C]" {
lg,,(l’, y)l < A" (n + ])! ?

I
B+C+;l—+—2[.-\(X+Y)+B+C]
mais

B+C+#—;[.&(X+Y)+B+C]<B+(I+%[;\(d+d’)+l£+C]=K

de sorte que

FK™ [AX+V)+B+C)
\" (n 4 1)! '

I, (x, ] <<

Maintenant, il rvésulte facilement, d’aprés les formules (11) que Vintégrale de
I’éguation

qui s’annule sur les axes, satisfait bien anx inégalilés (12) ot 'on remplace U'indice

n—1 par n.
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Les séries

- A v ) DZ)‘ V0t
(I) ‘_‘;» z"l P hd N y < 3 N
A &y

sontdonc uniformément convergentes dans le rectangle R’ défini par les inégalités (g),
parce que dans ce rectangle la série

>" r" K)l—i [A(X + \l) + B + C]H 1 2
LR (n+ 2)!

est convergente. En plus nous voyous que les séries (7) considérées comme fonctions
de &, sont des fonctions entiéres de o. On démontre par des raisonnements classi-
ques que la solution ainsi trouvée de I'équation (3) est unique.

[8] Nous allons traiter un exemple simple qui a été le point de départ de ce tra-
vail. Soit H le point de coordonnées (d,d'); K, L les projections de H sur Ox et
Oy respectivement. Les paralléles aux axes menées par le point P(u,v) rencontrent
OL et HK en J, J et OK et LHen I, I'.

Par le point M(x, y) du rectangle OKHL, menons des paralldles aux axes Ox
et Oy qui rencontrent Il' et JJ' en M, et M, respectivement et considérons 1'équa-
tion fonctionnelle

*z

QX dy

(13)

= ¢la(@, y) 2w, + b(x, ¥) 2v,] + S (2, 7)

ou a(x,y), b(x,y), f(x,y) sont des fonctions continues dans le rectangle OKHL.
Nous allons montrer que si I'équation (13) admet une solution réguliére, s’annulant
sur les axes, valable dans le rectangle OIPJ, cette solution se prolonge dans tout le
rectangle OKHL.

Supposons d’abord que le point M(x, y), est dans le rectangle OIPJ. Alors en
procédant comme au n° 3, la solution de I'équation (13) existe si

(14) le] Cuv <1

ot C=\+ B, AetB étantdesnombressupérieurs aux valeurs absolues de a(x, y)
b(x, y) dans le rectangle OKHL.

Supposons la condition (14) vérifiée. Alors I’équation (13) et les conditions ini-
tiales, donneront les valeurs de z le long des segments PI et PJ. Soient u(x) les
valeurs de z le long de PJ et (y) les valeurs de z le long de PI. Etudions main-
tenant I'équation (13), lorsque le point M se trouve dans le rectangle IKJ'P. En
posant

sa(@, y) 2w, +f(2,y) = ob(y) al®, y) + f(2, y) = /(2 7),

PN
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cette équalion devient
D!

™

- F’b(‘["! .V):“z +fn(w’y)’

dx

s

v

el il faut chercher la solution de cette équation (ui s'annule le long du segment IK
et qui se réduit a L(y) le long du segment IP. Il est facile de montrer qu'il existe
une solution correspondant a ces conditions et qu’elle est valable dans tout le rec-
tangle IKJ'P. Remarquons aussi (ue cette solution nous donne les valeurs ¢, (x)
de z(x,y) le long du segment PJ'.

Dans le tectangle JPI'L il faut chercher la solution de I'équation

‘\!

<

T AR I ACERY)

ol
Jo(@¥) = flx,y) + Pb(x’ ) #{x),

qui s’annule le long de JL et guni se réduit & <(x) le long du segment JP. On
démontre que cette solution existe dans tout le ‘rectangle JPI'L et nous voyons
qu’elle nous donne les valeurs ¥, (y) de z le long de PI'.

Enfin lorsque (x,y) se trouve dans le rectangle PJ'HI' le second membre de
I'équation (13) est connu. On a I'équation

iz

=@, ) =¢[a@, ) 4,0) + b(@, ) 7.@)] + @),

et il faut trouver la solution de cette équation qui prend les valeurs ¢,(x) et b (y)
le long de P}’ et de PI'. On sait que cette solution est valable dans tout le rec-
tangle PJ'HI'.

Ainsi la proposition énoncée plus haut est démontrée.

Si I'on reprend les approximations successives du n° 3, on démontre que dans le

rectangle OIPJ, la solution de I'équation (13), qui s’annule sur les axes, peut étre
mise sous la forme

~1 y u Y
z(e,v) = / f S(s, ydsdt + p/ / Lo, y; 0 f(s, t) dsdt)
o o o 8]
+ _c/ f B, yifis, Y dsdt—i—.s"'/ f Clx,y;s, 0 f(s, H)dsdl,
0 o o o

ou b, y; ), Blx,y:s), C(x, yss, ) sont des séries entiéres en ¢ définies par les
formules

A@ vy 6 = Xg'A,(x, y; 1)
B, y;s) =2B(@.y:9)
@(m; Y:S, l) = .\.‘.islcz(l"y; S, t>’
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les fonctions A, (x,y; ), B,(x, v;s), C.(x,y;s,t) ¢tant données par les formules de

4 y
A,(:x:,y;t):f / ai, 1) N (u,t)dodx
o t
’ y
B,(x,y;s):/ / b(s,7)B,_,(c,v;8)dsd=

! y
C‘(ac. 3 8, l): )a(gv ':) B,,(IL,T;S)—}—C__X(H,T;S, t)]
y o o !

+ b, 2) [\(mv; ) +C_ (5,058 0] {dsdx.

récurrence

(i=1,2...),

avec :

) y
\o(x,y;t):/ f u(s, 7)ds dz,
o t

. y
y;s):/ / b(s,7)ds dx,

' y
Co(ac,y;s,l)——-f f la(e, =) B, (1, v;8) + b(5,7) N\ (o, v; )] dsdr.

B,(x,

Pour préciser, A(x,y; ) et B(x, y;s) sont des fouctions entiéres de ¢, tandis

que C(x,y; s, 1) estune série de 5 convergente lorsque la condition (14) est vérifiée.

Il est intéressant de remarquer que la fonction Li(x,y;?) est la solution de
I'équation

3*U

dxdy

va(z,y)U(u,y) + alx, y)

I

qui s’annule sur les droites x = o0 et y = ¢, el que la fonction f(x, y;s) est la
solution de I'équation
*U
Qe dy

= 2b(@, ) U(z. v) + b(x, ¥)
qui s’annule sur les droites x ==s et y =o0.
Quant a C(x, y:s,!) on remarque que c’est la solution de I’équation :

&»U
dxdy

= p[(l(:l), Y) Uy, y) 4 b(z, y) Uz, v)]
+ ale, y) Ra, v; 8) + b(x, y) A(x, v; 0]

qui s'annule sur les droites « = s et y =1. Nous voyons que cette équation est
identique & ’éguation (33).
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[6] Traitons encore un exemple qui va nous servir dans la suite. Considérons un
arc de courbe OI représenté par I'équation o = B(y), et & tout point M(x, y), faisons
correspondre le point N, intersection de la paralléle menée par M 4 Ox avec I'arc
de courbe Ol. Envisageons I'équation fonctionnelle

_ Mz "A B Mz 7d3z\ 7 .
€15) @y L oot ("\E>N + V\?),J +F

ou A, B, C, F sont des constantes et proposons-nous de trouver la solution de cette

équation qui s’annule le long de Ox et de Oy.
La méthode d'approximations successives, appliquée comme il a été expliqué
au n° 3, donnera

oz N

Gh=0m=Fre0, () =hm="rr. () =50="Fs.

() = z(yY) = / f AR+ B + () dsd

oz,
(52) = n=_f Ma0+buw +Cooja

/ QX /s .
L ( \\zv )N =0n= /ﬁ [Ao,(M+BL () +Co, (0] ds

et ainsi de suite. N' et N” sont les projections de N sur Ox et Oy. En général
on démontre que

/ L
aen= [ f N0+ By, 0 + 00,0 dsa

d K}

St = e+ B (0 + G, ()
oz, ’ \

_(\-V— - [ [‘l\ ?7)—{ (.y) +\B n—t (.y) + C Ou—a (.v)] dS

de sorte que la convergence des séries

Az dz
Yo A\ S‘ a4
(]6) 20 > v dx ’ ;v D: ’

est entrainée, par la convergence des séries

) M

n 1 j H
ER N YN (O D YL N (OB

s
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Or, si on applique la méthode des approximations successives au systéme d’équa-
tions intégrales

2 =280 f 1320 +BY0) + CoWI e + Fys()
(8) s =5 f 1S+ BUD + Co0) dt+ Fy

0y) = e [AsM +BL(MN+Co(y)] + F&(y),
on trouve précisément les séries (17).

La résolution de ce systéme, se raméne & la résolution de I'équation de
M. Volterra

[t =80 CITQ) =¢[B + AB(M)] [yU(t)dt + F{Ay8() + By + C8(1)].

en posant

U) =Asz@) + B () + Go(y).

Pour les valeurs de y salisfaisant & I'inégalité
T
f —_
(19) B < -G

I’équation précédente a une solution continue unique. Il résulte alors, que pour les
mémes valeurs de y, le systéme (18) a aussi une solution unique, et par suite les
séries (17) sont convergentes.

Donc I'équation (15) a une solution réguliére s’annulant sur les axes, pour toutes
les valeurs de y satisfaisant & l'inégalité (19).




CHA\PITRE II.

Le probléme de Cauchy.

[7] Considérons un arc de conrbe qui n’est rencontré qu’en un point par une
paralléle & Faxe Ox ou Oy. Etant donnée I'équation

Oz

ok dy =¥z,
on sait que l'intégrale dont les dérivées partielles du premier ordre sont nulles le
longde I'avc de courbe OI, et l'intégrale elle-méme est nulle au point O, est donnée
par la formule

“Y) Y
(1) 2{w, y)= ff S, Hdsdt — ———/ ds ¥(s, de,
MPQ £ o($)

P et Q étant les intersections des paralléles menées par M & Oy et & Ox, avecl’arc
de courbe OL. L'équation de I'arc de courbe OI est désignée par

y==a(x) ou x=258().

Les dérivées partielles du premier ordre de la fonction z(x, y) sont

0z Y . dz = L
(2) ﬁzfmmf‘(.r, nat= [ i@, §=[m F(s,y)«lsz‘/fz;l'(s,y)ds.

[8] Cela étant rappelé, considérons la surface z = z(x,y) ctau point M'(x,y, )
de cette surface, faisons corvespondre les points M, et W', de coordonnées

3 £, = o (L, Y), Y, == =,(ry), L, =2z(r,);
ay= o L, Y), Y, == w0, ¥, I, = I(x,, Y,

).

Les projeclions de ces points sur le plan xoy sont désignées par M, M,, M,,
respectivement. Nous supposons (ue lorsque le point M(x, v) se trouve dans le rec-

tangle R défini par les inégalités

11

0L e, OLy <K =a(n),
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les points M, et M, s’y trouvent aussi. Les fonctions o, (.2, v), ..., =, (x,y) sontsup-

osées continues dans ce rectangle et satisfont donc anx indégalités
P 8 8

o<l w(ry) et wlxy)<i

(4)
ol w(ry) et mlx,v)<uw.

Reprenons I'équation

6 =) a e e+ L =) e ()
14 - ANY 2, - JYy ~.
dray ) ) E b y><aw w y’(«‘.v v

~

A z

U

JRETCEY

~

Y

dz e e e , \
ou zy,, .., <V> ont la signification donnée au n° 2, et ou «,(x,¥), ..., ¢, (%, ¥),
¢ Mg

S(x,y) sont des fonctions continues dans le rectangle R. Nous nous proposons de
montrer que lorsque ¢ est suffisamment petit, 'équation (5) a une solution réguliére
correspondant aux conditions de Cauchy relativement a I'arc de courbe OI. Sans
diminuer la généralité du probléme, nous pouvons supposer que la valeur de la
fonction z(x, y) au point O est nulle et que les valeurs de ses dérivées partielles du
premier ordre sont nulles également le long de I'arc OI.

[9] Employons toujours la méthode des approximations successives pour démon-
trer ce théoréme. Cherchons a satisfaire formellement a I’équation (5) et aux condi-
tions initiales par le développement

z(x,y) =z, (@, ¥) + ¢2,(x, V) + 'z, (2, ¥) + ..

Les fonctions z,(x, ¥) sont données par les équations aux dérivées partielles

=)
¥z )z 0z
6) g = D) G+ y)( D;’>M‘+c,(.v, y)< \;)
0z, 0\ /dz
Fagm e+ o (S55) Faen(52) =@y

i=1,2,...,

et doiventavoir leurs dérivées parliclles du premier ordre nulles sur arc de courbe OI
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et s’annuler au point O. Nous remarquons que d’aprés les hypothéses faites, les
fonctions

~
N
14

sont toutes continues dans le rectangle R. Démontrons maintenant la convergence

des séries

D D
- \1 o Y 2 02, A 0z,
(/) — 2y L.c D.E’ ‘}_JZ‘ D.)' .

D’aprés les formules (i) et (2) on a :

z,(&, y) = /.AQJ'(S, t)dsdt

z 2z
S = x, 1) dt, ":f s, y)ds.
2= freoa,  F= [ e

Si on désigne par F un nombre supérieur & la valeur absolue de f(x, y) dans R,
et si on remarque que lorsque le point M(z, v) est dans le rectangle R, le domaine

~J

o4

MPQ est intérieur a R, ona:

(vu

lzo| < F)‘Pﬂ

D’autre part, d’aprés les inégalités (4) on a aussi
[z ] < f S(s, t) dsdlj < Fiu
MrPpln

< z,
<<
\\J: )uh

oz
K °> |< S8, y,)ds < k.
My

‘\uv Q.

Sflx,, t)dt < Fpu (h=1.2)

PpMy

Maintenant il est facile d’évaluer la valeur absolue de g¢,(x, y). On a:
[, (r, ] <FI, + D+ B+ B u+ (G, +C)7 i =TF)

en posant

D=\ A T A (B, + B w4 (C 4+ G,
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A,...,C
c,(x,y) dans le rectangle R. Il résulte qu'on a les inégalités

sont des nombres supérieurs aux valeurs absolues de a,(x,y), .. ,

2

R oz oz, -
|z} <<FJhu, S| <Fly, < Flx
e dy
et de proche en proche on démontre que
Jz,| <<FJ"% 22 FJ" 22, FJ")
al <l ®y ’ o < FJ'u, oy < F)'.

Alors les séries (7) sont uniformément convergentes lorsque

J<r.

o
v

En supposant cette condition vérifiée, on démontre que la fonction z(z,y) ain~i
trouvée est bien la solution de I'équation (5) et que cette solution est unique.

[10] Montrons maintenant qu’en faisant une autre hypothése sur la position des
points M, et M,, par rapport au point M, on obtient une solution réguliére de
I'équation (5), valable dans toute la région ou les fonctions a (x,y), ..., c,(x, ),
S(x,y) sont continues et qui est une fonclion entiére de ¢.

Considérons un arc de courbe -IJ qui n’est rencontré qu’en un point par une
paralléle & Faxe Ox ou & I'axe Oy et qui ne passe pas forcément par L'origine de
coordonnées. Nous désignons par R' le rectangle formé par les paralléles aux axes
menées par I et J. Pour la suite on peut supposer que le rectangle R' se trouve du
coté des x positifs et du coté des y positifs. Par le point M de coordonnées (x, y)
pris a linlérieur du rectangle R’, menons des paralléles aux axes Ox et Oy qui
renconltrent ’arc de courbe IJ en Q et P.

Nous supposons qu’au point M(x, y), nous faisons correspondre les points M,
et M, par les formules (3), ces points étant & 'intérieur du triangle curviligne MPQ.
Les fonctions o, (x, y), ..., =,(x,y) sontsupposées continues dans le rectangle R’.

Reprenons 'équation (5) et supposons que les fonctions «,(x,), ..., c,(x,Y),
JS(x, y) sont continues dans le rectangle R'. Nous allons démontrer I'existence d’une
solution réguliére de I’équalion (5) satisfaisant aux conditions de Cauchy relative-
ment & Parc de courbe 1J, valable dans tout le rectangle R'. Comme précédemment
on supposera nulles les données le long de I'arc de courbe 1J.

En procédant comme au n° g, nous sommes conduits a I'étude de la convergence
des séries (7) avec ces nouvelles hypothéses. Nous allons faire la démonstration en
supposant d’abord que le point M se trouve au-dessus de 'arc de courbe 1J et ensuite
qu’il se trouve au-dessous de I'arc de courbe 17,

Commencons donc par supposer que le point M est au-dessus de 1J.
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[44] Soient P et Q les intersections de MP et MQ avec I3’ et JJ' respectivement.
Soient A, ...,C,, F des nombres supérieurs aux valeurs absolues de «,(x,y), ...,
¢, (x,y), f(«, ) dans le rectangle R'. Le domaine MPQ étant intérieur au domaine

Mﬁl'a, on a d’aprés les formules (1) et (2)

|2, (o, )| < f/ ]f(s,l»}/lsrll</ / Fdsdl
o urQ AU

o

Sl < /Wlf(.r, nydi <A|«wu
oz, -| . )
v = /1 J1s, )| ds <Alds.

Doanc si nous prenons intégrale de 'équation
(o]

*u,

Al

Qrdy

qui s’annule le long de 1J' et J'J, on a

1
I

s

| o,
S

s

or

D’autre part le triangle M,P,Q, étant intérieur au triangle MPQ on a aussi

2z, \ ( Xz, >
‘\y Ny,

QX My,
Evaluons maintenant la valeur absolue de g, (2, ¥) qui figure dans les formules (6)

et la valeur absolue de 'intégrale de I'équation

du

du
‘ <= (h=1,2).
oy

0
?

o

|(zo)“h! < Y,

2

ZI

== M
qui s’annule le long de I'arc 1J, ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre.
On aura

o,

du .
19, (2, E <N, A gl y) + (B, + B 3,—° +(C, + 6 5

A d

[\ L. U
<\, 4+ B o

AN k\y

en posant
A==\, =1\, B=B+8B, (=C+C,.
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8i nous considérons I'intégrale de I’équation

M du .
L= An,+B—+4 C
RN dxr

o,
dy

’

qui s’annule le long des segments 1)' et J'J, on démontre comme plus haut que

ri<n |
(8

En général, si nous considérons l'intégrale de I'équation

AT} AT du
—L = \u, , 4+ B
dxdy dx dy
qui s’annule sur J' et J'J, on démontre que
Nz Qdu )z Mt
UL < (329 8
8 Z .’(: ll " " n "
) 2, i <a,, R e’ dy dy

Ces inégalités, combinées avec I'hypothése faite au n° ro sur les points M, et M, ,
entrainent les inégalités snivantes

< Az, ) < < oz, > <
X My Dy i

qui permettent d’évaluer la valeur absolue de ¢, (x,y) etde z, ,(xz,y) et ainsi de

du,

du
i -, (h=1,2)
s

oy

I(:u)"hl < u,,

suite,
Ainsid’apres les inégalités (8), 'étude de la convergence des séries (7) est ramenée
& I'étude de la convergence des séries

N du, 3o o,
n? L Loy

~

L

-

(9 3¢

Or si nous considérons I'équation aux dérivées partielles

Ma du due |
D.I‘Dy == 9(:\11, + B o ~+ Cb_y) + F y

on sait qu’elle admet une intégrale s’annulant sur les segments 1J' et J'J et que la
méthode des approximations successives permet de trouver cette intégrale et ses
dérivées partielles du premier ordre sous forme de séries uniformément convergentes
dans le rectangle R'. Ces séries sont les séries (9), de sorte que les séries (7) sont
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uniformément convergentes dans la partie du rectangle R’ située au-dessus de I'arc
de courbe 1J.

Une démonstration analogue permet de conclure la convergence uniforme des
séries (7) aussi lorsque le point M(zx, y) se trouve au-dessous de I'arc de courbe 1J.

L’existence d’une solution réguliére de 'équation (5), satisfaisant aux conditions
de Cauchy relativement & 1'arc de courbe 1J, avec les hypothéses faites au n° 10, est
donc établie. Nous voyons que cette solution est valable dans lout le rectangle R’, et
qu’elle est une fonction entiére de 5.

{42] Etudions encore un cas. Reprenons la courbe OI, représentée par I’équation
=a(x) ou x=8(y)

et par le point M(x, y) situé au-dessus de I'arc de coutbe OI, menon3 une paralléle
4 Ox qui rencontre cet arc en N. Soient N’ et N” les projections de N sur Ox et
sur Oy.

Nous supposons que les points M, et M, que nous faisons correspondre au point M
par les formules (3) se trouvent & lintérieur du triangle curviligne formé par
Faxe Oy, le segment NN" et I'arc de courbe Ol. Les fonctions o, (x,y), ..., 7,(x, ¥)

sont supposées continues dans la région R” définie par les inégalités
(10) oL, a(x) Ly d = a(d).

Cela étant, démontrons que I'équation (5) admet, dans une certaine partie de R’,
une solution réguliére correspondant aux conditions de Cauchy relativement & I'arc
de courbe OI.

En employant la méthode du n° g il faut démontrer la convergence uniforme des
séries (7).

Désignons par \,,...,C,, F des nombres supérieurs aux valeurs absolues des
fonctions a,(x,y), ..., c,(x,¥), f(xy) lorsque le point M(x,y) se trouve dans la
région R” définie par les inégalités (10) ot ces fonctions sont supposées continues.

Remarquons qu'on a :

rienl< [ f s oiasa<y [ f  dsar=r¥rsm =20
MPQ [N

f |flc,0ldt <F / At = Fy = 1,(¥)

Py a

< fuewlas <v [ a=Fsm)=00.
Qu LN

3z,
dxr
2z,
oy
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D’autre part, d’aprés nos hypothéses on a aussi

avec

= /‘V/\(;l‘/ﬂé.‘l /G, O] sl < ¥ ,/./o:n\w st = 2,(¥)

Ilzu)"hl

72N , , .
i —-—'—‘) < f Ve, D)l <F / At =1 (¥)
N\ ¥ My, [IAYA N '

az i .
"j ‘< / Wscy)ds <F / ds = 0,(y).
R A Aty

y
K QY

Dans les formules (6), x,v) estune fonction continue dans la région R” eton a
1 ol

fo,Go, 1] =T\ g () + B (v) 4+ CO,(¥)

A=\, +1\,, B=B +B, C=C¢C +C,.

Ensuite on a

< f f lnsotasa< [ f 850 + B + 0o 0] dsd=5,0)
MPQ ox'aN" '

< flaenld < f 350 + B0 + 000 d= 5,0
34 NN

oz,

QX

Q . :

2 < [t < [ Ba0) +BLO + Co,mIds = 5,0).
) QM s

Nous remarquons que
,Tr‘l(yh)<:'?a (y)’ '%|(y/z)< '.!J‘(_)’), 6.(}'/,)<0.(y) (h - 172)1

et ceci nous permet d’évaluer la valeur absolue de ¢, (x, y) et de z,(x,y) et ainsi de

suite.
En général si V'on pose

:‘A”Il(y) = /f [‘\?I/—l(l) + B';LIIVI (t) + C()ll—l(l)] (lsdt
oz .

= [ [Na, () + B, + Co, (0] dt
0,00 = [, Naran) + B, () + €0, (0] ds

on démontre qu'on a :

‘le(x7 y)l <:‘|"u(;y)’ <0n(y)

D:"
oy

oz, ,
E‘ < Y (y)’
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et qu'on a aussi

N~ N SN~ '
vl . TR [oUs N , \
“‘u)"hl ./\_’:4”()’). ‘I . } §<“1“l.\',. I!\ —._”.> !<()”(‘V) (h: ]’2)

. N, M [N .‘.V M

de sorle que l'élude de la convergence des séries (7) est ramenée & I'étnde de la

convergence des séries
NN, N, [ SN
Lf' ‘.’ll(.y)? _"?' .Ju(y)’ }"f 0::(.)')'
Or nous avons montré au n° 6, qae ces séries sont convergenles pour

1

o i 1
sN< <o y<‘<;c>'

Ainsi les séries (7) sont uniformément convergentes pour tous les points de la
région R" ayant une ordonnée moindre que d',,

bres d' et 1<c-]6)

Le théoréme est donc démontré.

, ¢lant le plus pelil des nom-

[43] Reprenons l'équation (5) et supposons que les points M, et M, que nous.
faisons correspondre au point M par les formules (3) sont dans la partie du rec--
tangle, formé par les axes et les paralléles aux axes menées par le point M, situés du
méme c6té de 1'arc de courbe OI que le point M(x, y). Alors d’aprés ce qui précéde
il y a une solulion réguliére de I'équation (5) satisfaisant anx conditions de Cauchy
relativement 4 Yarc de courbe OI, valable au-dessus et au-dessous de l'arc OI.
D’une fagon précise cette solution est valable pour tous les points situés au-dessus
de l'arc OI, ayant une ordonunée moindre que d', et pour tous les points situés au-
dessous de I'arc Ol ayant une abscisse moindre que d,, d, élanl le plus petit des

nombres d et {5(61]3) .

Supposons que la courbe OI svit une droite. Les considérations préciédentes
s’appliquent en particulier & I'équation

'3-\\

>z )z
= I‘a(a:, y) sk, ky) + b(x, ¥) (ur /,;;:- + e, y) <_07>7f—| + f(x,y)

K d&tant un nombre moindre que I'nnité,
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[44] Nous allons maintenant traiter un probléme sur Uéquation aux dériyées
partielles

.
'z

- oz oz
(r1) :g[a(.l:,y)z—i- b(x, y')-‘\7+ c\—y] + fl, y)

QL dy

qui est différent dn probléme de Cauchy, mais (ui s’y raméne.

11 s’agit de trouver une intégrale réguliére de I'équation (11) qui satisfasse sur un
.arc de courbe [J, qui n’est rencontré qu’en un point par une paralléle & 'axe Ox ou
a I'axe Oy, aux relations

( ::j >P =k, (x)ze + ()
(12)

oz

(T) = bk, () 20 + L(r),
P étant un point de 'arc IJ correspondant a I'abscisse «. En plus la fonction
inconnue prend une valeur /& en un point P, de 1J.

Nous procédons par approximations successives, en prenant pour premiére
approximation, l'intégrale de I'équation

t 3
'z

(13) = =f(5)

2y

i

qui satisfait aux conditions (12), et pour approximation d’ordre n + 1, lintégrale
-de I'égnation

d’z -
¢ “n—1

" az"—" D
= a(&, y)z,_, + b(x,y) ~ t c(x,y) Ty

QL dy x

qui s’annule ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre le long de 1J. Nous
voyons que le seul point & traiter, est de trouver I'intégrale de 'équation (13) avec
les conditions (12).

Si nous posons

s iy 2(@)] = (),

et nous prenons la dérivée par rapport & x des deux membres de cette identité,
nous voyons en tenant compte des formules (12) que ¢(x) est la solution de I'équa-
tion différentielle

5'(a0) = [k, () 4 &' (€) k()] 5 () + L (x) + «'(x) 1,(®),

qui prend la valeur h pour £ =, .

Ao A ,
o3 el \—" étant connus le long de I'arc de courbe [J le probléme est
AN 4

ramené au probléme de Cauchy.

Ainsi z




(2)

CHAPITRE 11!

Le probléme de M. Picard.

[45) Considérons un arc de courbe Ol qui n’est rencontré qu’en un point par
une paralléle a 'axe Ox ou Oy, et I'équation

2
¢

dx

0

=Sz, ¥

s

Y

On sait que l'intégrale de cette équation qui s’annule le long de Ox et de l'arc
de courbe OI est donnée par la formule

() 2y y) = / /'_./(s,zms:u:‘/” /_v./’(s,l)dsdl

sy)e'o

N est l'intersection de P'arc de coutbe Ol avec la paralléle menée & Ox par M,
P et Q sont les projections de N et M sur Ox. Qn a désigné par x = B(y), I'équa-
tion de I'arc de courbe OI, et on suppose que 4(y) soil une fonction continue ayant
une dérivée 8'(y) continue pour o<Cy<Zd'. Les dérivées particlles du premier
ordre de la fonction z(x,y) sont

2z Y )
o [ S, Hdl = V/Q“_/(.r, 1) dt

s idt= [ Jypyd—50) [ T, it

N " ~y
— = S0y ds — ') / Vi
L S y) «0

[16] Considérons la surface = z(., y) et au point M'(.z, y, 2) de cette surface

faisons correspondre les points M', et M', de coordonnées

k3

3) x, = o, (r, v Y, = = (4, Y) Z, =z uwLy,)
J'!:u!(,];,‘y) yg=‘:e{'l.'y) Zg:Z(,l",yQ.

Soient M, M,, M, les projections de ces points sur le plan (xoy).
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Nous supposons que lorsque le point M(x,y) se trouve dans le rectangle R
défini par les inégalités

oLxKh=8(w) Oy

les fonctions o (x,y), ..., 7,(%,y) sont continues et que les points M, et M, se
tromvent aussi dans le rectangle R.
Cela étant reprenons I'équation fonctionnelle

2>

3z \ 2z D
&) m =y ( a,(£.y) 7, + b,(z, y) (3—1—:-)\(, + (2. ) <;_y>

M,y

2z oz |
rateno @ (), Fa@n(5), | e,

ou a,(L,y), ..., c,(x,y), f(x,y) sont des fonctions continues dans le rectangle R
et montrons que si ¢ est suffisamment petit, cetle équation admet une solution
réguliére prenant des valeurs données sur Ok et sur 'arc de courbe OI.

Nous pouvons supposer que les données le long de O.x et OI sont nulles.

Nous démontrons ce théoréme par la méthode des approximations successives en
cherchant & satisfaire formellement & I'équation (4) et aux conditions initiales par
la série

2(x,y) = z,(, ¥) + oz, () + ..+ 2, )+ ..

Les fonctions z,(«,y), ..., 2,(x,y) sonl données par les équations aux dérivées
partielles

2

4z o
‘\z 2, bzt-—g . azl"*i
Dx&\y - ai(x’ y) (Zl.—l)\h + b‘(x, y)( L\E >M, + (a(w) y)( &‘y >“£

Az

iz
0@ e+ b@( 2 e n(EE) =g
Oy Y
(i=1,2..)
et par les conditions initiales

z,(0,y) = z.[B(y), ¥} =0
(i==o0,1,2...).

Nous allons démontrer les convergences des séries

i S
(5) },r” “w? d
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D’aprés nos hypothéses les termes généraux de ces séries sont des fonctions
continues de x etde y.

Désignons par A,, ..., C,, F des nombres supérieurs aux valeurs absolues de
a,(x,y), ..., (£, ), fx,y) dans le rectangle R et par & un nombre supérieur & la
valeur absolue de $'(y) lovsque y variede o & ..

D’aprés les formules (1) et (2) nous avons

I:..(¢c,.v)|</-f |f(s, )] dsdl < Fu.

oz

—2 << [f(.r,l’)l A< Fu

A Qu

oz

ol < e las k1560, 01 d<FG+ k).

Le rectangle M, N,P,Q, étant a I'intérieur du rectangle R on a aussi

oz oz
Fl<re |(3)
Iy, &Y Sy

Evaluons maintenant la valeur absolue de g, (x. ¥). On aura

<FQO+kpy (h=1,92).

@)l <V,

g, (e, I <F YA, +A)d + B, +Byu 4+ (C, + C) O+ k)l =TI

en posant

J=@A, +A) e+ (B, + B)w + (G, + C,)(h + k).

On aura ensuite de la méme maniére

2z,

e

| oz
< V. i-;— < FI0. + k)

\4

[z,(2, M| < FIo.,

et ainsi de suite. Donc si

le] I <1,

les séries (5) sont uniformément convergentes el représentent bien la solution de
I'équation (4) ainsi que ses dérivées partielles du premier ordre. Cette solution, si
elle existe, est valable dans tout le rectangle R.

[47] Si nous supposons que les points M, et M, (ue nous faisons correspondre
au point M(ax, y) par les formules (3) se trouvent dans la partie du rectangle, formé
par les axes et les paralléles aux axes menées par le point M(x, y) du méme cHté
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de OI que le point M(x,y), nous pouvons démontrer 'existence d’une solution
réguliére de I'équation (4) prenant des valeurs dounnées le long de Ox et de (M,
valable dans toute la région comprise entre Ol et O.c, ou les fonctions e, (x, y), ....
¢,(x,y), f(x,y) sont continues. Dans cette région la solution esl une fonction entiére
de ¢. Nous montrerons ensuite que cette solution se prolonge au-dessus de’'arc OI.
Nous pouvons supposer les données nulles le long de Ox et de OI.

Considérons la région R’ définie par les inégalités

0<Le<d o<y <al),

a(x) étant I'inverse de la fonction 4(y), el supposons que les fonctions a,(x,y) ...,
¢, (x,y), f(e,y) sonltoutes continues dans R' ainsi que la fonction %'(y). Reprenons
les séries (D) et montrons leur convergence uniforme dans R’. Nous désignons par
A,, ..., G, F, K des nombres supérieurs aux valeurs absolues de «a, (x,y), ..., ¢,(x, ¥),

S(x,7), ¢(y) dans R’ et nous posons

A=A, +\, B=B+B,, C=¢C +C,.

Soit N’ la projection de M sur Oy. D’aprés les formules (1) et (2) nous avons :

~ 1 Yy
lzu(uc,y)i<f/ 1/(s, 0 rls«ll<f/ Fdsdt ::f / Fesdt
MAPQ oQun’ o0 o

‘\ ~Y

% / Fet

QL o

oz ! ~Y

2 </ F s +lc/ Fdt.
c\)’ o o

Introduisons la fonction u, (x, y), intégrale de ’équation

Yu,
QL dy

N
— W

qui s'annule le long de Oz ¢t Oy. Nous aurons

. oz
Izo('nly)|<uu’ ' \:

D’aulre part les points M, et M, étant & Vintérieur du rectangle OQMX' on a

il‘zu)“hl < // I" fls (It
o 0wy
| y L7z N\ } . ; v Ed
Kdt, o f Fds + .'f dt
< ‘/0‘ ‘ l( k\y /)“h < ) o

aussi

(h=1,2)

i ( AR
| L ))l]‘

b
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c’est-a-dire
oz \ d d d
A A v Ar2s M
[ | < u,, ( °) < —, ( °> |< TR
@/, or N ar

(h = 1,2)

Maintenanl nous pouvons évaluer la valeur absolue de ¢, (., v). On trouve

u, L
Ly, (e, )l < Ay, (e, y) + (B + £C) \—xﬂ + (A-\—y“- = h, (x,v).

Il est bon de remarquer que

R3OS YL (e y) et G y) <h (e y)  (h==1.3)
parce que dans la 1égion R', $(v)<w«w et que x,<w, y, <Yy
Alors si nous considérons I'intégrale de I'équation
u, A, + (B + KC du, +Cb““
b— U 3 ——
QL QY ! ) dx Qv
qui s’annule sur les axes Ox et Oy, et Uintégrale de I'équation
&z,
= (0, Y
dac L\y /1( v )’
qui s’annule le long de Ox et de O, on a
o d Dz Q d
[ JU 4z, ou, o,
z, (&L, y " -— /
2.5 W<, dr AR dv <Dy+'b.’L’
et on démontre qu’on a aussi
Qd Q )z Al Qd
Z ) a2z au [y 43
1(54)\'h|<"47 <\’> <\f, <\1> <L \‘_|-/C\‘l (/l::l,‘l)
QL ' AN Uy My, ¢ y o0
En général si l'on prend Vintégrale u, («x,v) de I'équation
aa”
Mua, o, o
=\u,_, + B+ ) — 4+ C—2-1
dxdy e dr oy
qui s’annule sur les axes, on aura
| < oz, u, 3z, wu, I u,
v " Y dr’ v | T oy )
et
de d dz D A
g u 44 U [\
}(Z )M < u < " > < " ( 1l> < n /\ " h = 1.2
n IL| n? DJJ ", D:ll' 4 ‘\y v ‘\ ‘\ ( 3 )
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de sorte que la convergence des séries () est ramenée & la convergence des séries
q 8 g

. ~ v , MU oo, U
(6) ZFN ll". 3 " b,’" , LFI_M.

Or, si nous considérons I'équation aux dérivées partielles

ru Au (B4 kC ¢ L
Qe dy - l+k+' ‘+W+’

.

Uintégrale qui s’annule sur les axes y’obtient par la méthode des approximations
successives et les séries formées par cette méthode sont précisément les séries (6).
On sait que ces séries sont convergentes dans la région R’ et nous déduisons que les
séries () le sont aussi.

Le théoréme est donc démontré.

La solution précédente peut se prolonger au-dessus de l'arc de courbe OI. Fn

- 0z : ,
effet les séries (5) nous donnent les valeurs de el —— en tout point de larc de
Y

dx
courbe OI, et par suile nous avons a trailer, au-dessus de OI, un probléme de
Cauchy. Ce probléme a été traité au n" ra.
Lorsque la courbe O est une droite, les considérations précédentes s’appliquent
en particulier a I'équation
Yz
dxdy

= l:a(./c y) z(k.t, ky) + b(x, v)( >kx+o(~c y)( ) :|+f(r, Y)

ot k esl un nombre moindre que l'unité.

(18] Nous allons reprendre le probléme de M. Picard relativement a 1'équation (4),
avec des nouvelles hypothéses sur la position des points M, et M, que nous faisons
correspoudre au point M par les formules (3).

Soient N et N, les intersections de I'arc de courbe OI, avec les paralléles aux
axes Ox el Oy menées par M. Nous supposons maintenant que les points M, et M,
se trouvent & I'intérieur du triangle curviligne MNN, .

En procédant par des approximations successives comme au n® 16, la question se
raméne & 'élude de la convergence des séries (5). Nous supposerons que le point M
se trouve au-dessous de P'arc Ol dans la végion R’ définie par les inégalités

oL e, oLy <L),

ou les fonctious a,(x,y). ..., c,(x,¥), f(x,y), 8(y) sont continues.
Soit S la projection de N, sur Oy. En posant

a@= [ [ wasa, o= fra. o@= [ va,
oQV,s (9 s,
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on aura
dz M
[z, 0, )] <o), S <4, (), I~ N <O, (8) + b ()
et
7 az, \ ( 2,0\ ,
(Gl <20, ( Qe / \1/,‘ <l \_3_7/)“,“ < O,(r) 4 by (). (h=1,2)

En général si 'on pose

o (@) = // [No, (s) = (B4KC)L, (5)+CO, 18)]dsdl,
- 0QN
4@ = [N )+ (B4 5O () + O, (]

0,8) = | 1V5us6) (B4 HC) by (8) 4 GO (9] s,

on aura

oz
l ul < ‘fl/(’ IT?' < '”(-ﬁ), l«T}:L' < (I”(.L‘) =+ k '!'u(."")’

() ()
\ &L My Dy M),

La démonstration se fait comme au n° 17.

Il résulte que la convergence des séries (3), est ramenée i la convergence des séries

et

l( n)“h! <3 7 u(" < "A‘/u(‘z})‘

<0, + kY, (2). (h=1,2)

X ?"”/c‘?u (J".) ) = ‘0” Y (',‘I) ’ s ”0)1 (‘T)

Or, nous avons démontré au n° 6 que ces séries sont convergentes si

B 1
(1)< (B+lcC) ou ”<-BLG(B+1.'C):|'

II résulte alors que les séries (3) sont uniformément convergentes pour tous les
points de la région R” ayant une abscisse inférieure «,, d, étant le plus petit des

G ——
nombres d et 'jlip(B+kC)jl'

La solution de P’équation (4) ainsi trouvée se prolonge au-dessus de I'arc OI de

la maniére suivante. Les séries (3) donneront les valeurs de

[\ dz

et — lelong de
QL dy
Iarc OI, et au-dessus de l'arc de courbe I, nous avons & résoudre un probléme
de Cauchy. Ce probléme a été traité au n° 11.
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Le probléme de M. Goursat.

[19] Considérons deux droites Ol et OJ issues de I'origine et ayant pour équa-
tions

Y=o et € =By,

la premiére étant la plus approchée de Ox et la seconde la plus approchée de Oy.
Etant donnée 1'équation aux dérivées partielles

o
Pt

Wy F(x,y),

M. Goursat(*) a montré que I'intégrale qui s’annule le long de OT et de OJ estdonnée

par la formule
' y
Z(&,y) = f / F(s,t)dsdt + 3(c) + L(¥),

ol g(x) et Y(y) sont les solutions des équations fonctionnelles

* o2 3 ’
s(yx) —g(x) = / f F(s, O dsdt, Y(yx) — () = f f F(s, t)dsdt
K o O R

avec

Si dans une certaine région autour du point O la valeur absolue de f(x,y) est
moindre (ue F, on a dans cette région

ax® + ;’sy">
- ’
[

o . 2.8
— <F{y + - ),
NG v 1 «';'

lz(e, )| << I~'<:L'y +

(0

() M. E. Gouwsar. Annales de la Facullé de Toulouse, 2 série, lome VI, p, 117.
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[20] Considérons la surface z = z(x, y) et au point W(x, y, z) de celte surface
faisons coriespondre les points M', et V', de coordonnées

1

(2) ‘L"i = (')l(‘," -")’ yg - 7::('”.’ y:" :'I = :("1.1 * ),5)3
£y, == o, (1 ), Y, = w00 Y), L, =z(r.y,).

Nous désignons par M, M,, M, les projections de ces points sur le plan (xoy).
w, (%, ¥) .. . =,(L,¥) sont des fonctions continues dans le rectangle R défini par
les inégalités

by

oL, oLy .

Nous supposons que lorsque le point M (., y) se trouve dans le rectangle R, les
points M, et M, s’y trouvent aussi.
Cela étant, reprenons Uéquation fonctionnelle

N Az \ b T A4 \
(3) Sy a s, y) + bL,y) <$>\., +c(ry) (‘\—y’,“l
M oz / .
4+ a,(x,¥) 2, + b,(x, V)(g) + e, y) (v) \ + /i, y)
AL/ wy Y S,

ou a,(x,y), ..., ¢,(x,y), f(x, y) sont des fonctions continues dans.R.

Nous allons montrer que si z est suffisamment petit, cette équation admet une
solution réguliére prenant des valeurs données le long des droites Ol et OJ. En
utilisant une remarque faite par M. Goursat('), nous pouvons supposer que les don-
nées le long de OI et OJ sont nulles.

Nous démontrons ce théoréme par la méthode des approximations successives,
en cherchant a satisfaire formellement a I'équation (3) et aux conditions initiales
par la série

sle, N=cz(e.y) +sx(r.y)+ 2z, ¥)+

Les fonctions z,(x, y) sont donndées par les équations

‘\.'

* = fx, v).
T =)
Aot : d

L= q 8, VIZE, v, + D v)/‘\i\ 4 e )/ :’_‘\)
\”c‘\y RN 1—3 'y PRI 0e 1y, A0y K ‘\y I,

dy

f oz, 0z ,
) G+ ) (S5 )+ een ) (S =a0nm

() M. E. Goursar Mémoiie cité, p. 133
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et les conditions initiales
sl xL)=:1%y,y)=o0
(f==o0,1,2,..%).

Nous allons maintenant démontrer la convergence uniforme des séries

5) AN ANBPRH ' 2z,
- T — AN% ’ v L\y :

Désignons par A, ..., C,, ¥ des nombres supcérieurs aux valeurs absolues de
a,(e,y), ..., ¢, (x,), f(x, y) dans le rectangle R. D’aprés les formules (1) on a

22" + fif)

oo < ¥ (ay + 22

N

oz R 24y \
<Kl wr+ ———)
dy v/

<F<y+ lzj_'ﬂz\\,

a7
i

0z
dx

et tenant compte de 'hypothése faite sur les points M, et M,, on a

2 17 2 SN2 2
(G| < F (J«‘;,yn S N ><F(7~.u + Mx isﬂ,v >’
! (h=1,2)

1—}-"/
2z, ; 20 2z, 28
<Dx>uh <F<§J~+ l—’}’,>’ l( D,)')M;, <F<)\+ l_‘.'g).

Nous pouvons maintenant évaluer la valeur absolue de ¢, (x, y).

En posant

ona
lg, (e, )] < FJ.
Alors en continuant de la méme maniére on anra
22"+ .f'»y’>
14y
2 2%
‘Z*I<FJ<x+ 20y )

Ny 1=

Jz,(x, y)| <F¥J (xy +

<FJ<y+ 21.’ch>’

I —

N

zi
dx

et
g, (x, V)| < FJ*

et ainsi de suite. Si
[s] I <
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les sériex (D) sont uniformément convergenles e} Uéquation (3) admet bien une solu-
tion réguliére s’annulant sur OI et OJ. Cette solution, lorsqu’elle existe, esl valable

dans tout le rectangle R.

|24 Dans certains cas la solution de I'équation (3) correspondant aux conditions
de M. Goursat esl valable dans un domaine assez étendun. Supposons par exemple
les points M, et M, dans l'angle formé par les deux droiles Y =aX et X = §\
et ayant les abscisses et les ordonnées moindres que x et y respectivement. D’autre
part supposons que les fonctions connues qui figurent dans ’'équation (3) sont toules
continues dans la région R’ comprise entre les droites Y = aX, X\ =8Y, \ =d
et Y=d'. Alors 'équation (3) admet une solution réguliére s’annulant sur les
droites Y == 2N et X\ =Y, valable dans toute la région R'.

Pour démontrer ce théoréme nous allons reprendre 'étude du probléme de
M. Gourvsat pour I'équation aux dérvivées partielles

“

(SR

(6) = (z,y).

ARY &\‘_V

[22] Par le point M situé dans l'angle formé par Ol et OJ menons deux lignes
brisées L et L'. La ligne L s’obtient en menant par M le parallele Mm, & Oy jus-
qu’'a sa rencontre avec OI, puislaparalléle m,p, & Ox jusqu’asa rencontireavec 0J
et ainsi de suite. La ligne L' s’obtient de la méme fagon, en menant la parallele Mn,
& Ox jusqu’a sa rencontre en n, avec OJ, ensuite la paraliéle n ¢, & Oy et ainsi de
suite. M. Goursat(*) a mountré que si 'on désigne par I et 1’ les intégrales doubles

fff(s, t) dsdt, étendues respectivement aux portions du plan comprises, d’une

part entre Ox, la ligne L et 'ordonnée MP: et ’autre part entre Oy, la ligne I
et la droite MQ), I'intégrale de I'équation (6) qui s’annule le long de Of el OJ est
donnée par

~1 u
(7) (e, y) = / f Sf(s, Ddsde —1—1".
O o

‘Nous allons mettre cetle formule sous une autre forme gqui nous permettra de

- (s oz oz .
trouver des limites supérieurs pour z, T: el —— lorsque le point M(«x, v) esl dans
J Ay ’

I’angle formé par les droites Ol et OJ.

{1y M. Govwsar. Trailé ' inalyse. tome M1, &d. 1923, p. 123,
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Soit N Ulintersection de m,p, avec n,¢q, et considérons comme Pa fait aunssi
M. Goursat(") la relation évidente

~ L\:Z
dsdl = f/ (s, ) dsdt.
./-/\m, My st Nong My )

Le premier membre de cette relation a la valeur(®) zx 4+ 2v — 2,, — 2,, et comme

Zu, et 2,, sont nulles, il résulte que nous avons

2 y
(e, ) + 28y, ax) = / f F(s, t) dsdt.
2y 2

Si dauns cette formule nons changeons x en %y et ¥ en ax nous avons :

sy x1 3 ~1
z(By, ax) + z(xbx, 2By) = f F(s,)dsdt = 1{5/; / ' IF(BE, xs) dsdt

vix aly

et si on retranche membre & membre ces égalilés, on trouve

®) ) —zya vy =, y)
en posant
[= <
: y
) Iz, y):f / [F(s. t) — yF (8¢, xs)] dsdl.
oy e

De I’'équation (8) nous déduisons en dérivant par rapporta x et y etendésignant
les dérivées partielles de z du premier ordre par p et ¢, les égnations

M
p@,y) —ypyx, vy) = = I'(x,),

(10) A
@, y) —vqgQyx, vy) = ;—y = l"(x, y).

Remarquons maintenant qu’a I'origine, les dérivées p et ¢ sont nulles. En effet
si nous prenons la dérivée de z i 'origine dans la direction Ol et OJ, nous trouvons

p(O, o) + 2q(0,0) == o, gp(o.0) + 4(0,0) =0

et comme le déterminant 1

p(0.0) = ¢(0,0) =o.

v de ce systéme, n’est pas nul, on déduit que

(") M. Goursar, Trailé d'Analyse, tome III, pp. 115, 117. 120,
(*) M. Goursar, Trailé d’Analyse, tome I, p. 30g.
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Les équations (8) et (10) donnent les valeurs de =, p, ¢, sous la forme des séries

(11) (e y) = E W~'o, vy,
=0

- —~ N et
p—(\x“‘ull(."V.y)«

{1==0

(13)

00

A 1 ! 1
¢=-== Y yIEn .

1=0

Si I'on suppose que pour x<Zd el y<Zd', la fonction F(x,y) reste en valeur
absolue moindre que F, les ~éries précédentes sont absolument et uniformément
couvergentes. En effet en remarquant que le point M(.r,v), étant situé¢ dans I'angle
formé par les droites Y =2\ et X =Y, le rectangle Mn,\m, estintérieur an
rectangle OPMQ, et on a

e, )| <<FQ + 7)oy,
Wiz, )| <<Flr—y)y

L

(e, N <FO—),

et comme v<Z1, la convergence de~ séiies précédentes est évidente.
Il résulte aussi les inégalités
1~
- Y.
] — N

ez NI<F

(13) dz
< Fy ’ "—_
v ‘\:V

Az

< Fx.
N

[23] Supposons que la fonction Fr.r, ») satisfait, lorsque » el y sont moindres

gque d et d' respectivement, & Uinégalité

[Fa, v << Hr + ¥

p étant un entier positif, et évaluons la valeur absolue de la solution <(x,y) de
I’équation (6) qui s’annule sur Ol et (J, et de ses dérivées partielles du premier
ordre. Remarquons d’abord que cette solution peut se mettre sous la forme

) Y
(14) z(r, ¥) = / / his, Dydsdt,
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ou h(x, v) esl la solution de I'équation fonclionnelle
(13 he.y) ++vh(By. vx) = F(r.y).

En effet posons

(16) G(e.y) =¥, y) —yF("y, zc0)

ct dans la formule changeons x en v'.« et y en ~'v., On aura
9 (=] i . [

R y
(', v'y) = / / G(s, 1) dsdt
AR a, o

et si dans cetle intégiale on fait le changement de vatiables

! 13
s=~+'s, t = ~'%

on trouve

’ y
l(*{'w,'('y)=fw_/;’ll(s,l)de‘

en posant

hi(e,y) =" G(y' %, 'y).
D’autre part nous remarquons que la séiie
(17) G(x, ) + h(x, ¥) + h(x,¥) + ...

lorsqn’elle est convergente représenle bien la solution de 1’équation fonctionnelle (15),
et d’aprés la formule (11) nous pouvons écrite

1 y
z(x, y) = f h(s, t)dsdt.
Wy oL

LI reste donc & prouver que la série (17) est uniformément conyergente.
Remarquons que te point M(x, y) étant situé dans I'angle formé par les droites
Y=aXect X=28), ona

By<low el aw<]y,

de sorte qu’en tenant compte de la valeur absolue de F(x, v) et de la formule (16)
ona:

|G(r, Y <TH(r =+ U+ "<TH( 4 v) (2 + ¥)P.
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Il résulte que

(G, v <<HCr 4+ 7))y )

et par suile la série (17) est convergente parce que v<Zr. Nous remarquons qu'on

a en plus

th(a, y)l < H‘——,,—.(JJ + ).

Evaluons maintenant la valeur absolue de z/x,y) lorsque le point M(«x, y) est
dauns I'angle formé par les droites Ol et OJ. Le rectangle Ma, N, étant intérieur au
rectangle OPMQ, on a évidemment d’aprés la formule (54)

' y
|2, y)|</ f h(s, 0] dsdt
D) [s)

et comme

! Y » . r» 2
/o.[(s+t) BA<T7 )(p-}-z)( )

on a:

H I—{—*{
(p+1)p+2) 11—

(18) l2(xz, 3) | << eyt

En dérivant les deux membres de la formule (14) par rapport & x etad y ona:

——/ h(r, ) dl— = / h(s, x.n)ds,
4 Y
> —f his,YYds — % / hiSy, t)dt,

et en remarguant qu'entre les droites Ol et OJ

[
H

4

(3]

Red

ye<y et by<lux,
on a

dz

[ < '*“ / (5 4 1)l ol f(H-v)Ms

\',J

AR e = -

2 | B g " 1o v
= / (s ry)fds + 51— e P,
2y =y ="




SUR UNE (LASSE I).I:]QL ATIONS FONCTIONNELLES. DX

y s oL » 1
/ (r+0"dl et f (s + ¥)ds < [t di
o [y (]) -+ I)

Mais

de sorte que

_‘i H (1 Tl)('r‘.’) (.Z'*—\')D '
(10) arl T p 41 1 — '
19
) v H ~
__|< (I + )(‘ + )( + v)l! 1
| Tp 1 — P

|24] Cela posé, nous pouvons faire la démonstration du théoréme énoncé au
n® 21. Nous employons loujours la niélhode des approximations successives et ainsi
la question est ramenée a I’élude de la convergence des séries (35). Nous supposons,
comme nous avons dit dans le n° a1, que le point M(x,y) se trouve dans l'angle
formé parles deux dioites Y=o\ et X ==§Y) et quelespoints M, et M, se trouvent
aussi dans cet angle ct ont les abcisses et les ordonnées moindres que « ¢l y
respectivement.

Nous désignons par \,,...,C,, F des nombres supéricurs aux valeurs absolues
de a,(x,y), ..., ¢,(w, ¥), f(x, ¥}, lorsque le point (x,y) se trouve dans la région R’
dont il a été question an n” a1.

D’aprés les formules (13) on a

I+~ Qs ! o
z(r, v P ry, —2 Fv. 2 .
Iu( @)|<I | — * Y ‘\[r!< . o <F[
et ensuite
Y gttt
(RN <F ,ﬁ Y < F RS
. 1
Aot .
(), [<Fr<ry, (h=1,3)
o M,
/32,
{ w g
\ ‘.\ My

Nous pouvons maintenant évaluer la valeur absolue de g,(x, y). On aura

]gl(ac,y)|<l((\ +ag Lk i Loy (B4 B)y 4 (C, + !

A A
<1‘}%:+ (e 27 + (B, + B+ G+ €l + )
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Alors si Pon pose

A+ A
F,:F;__'%:i—.— d+dy+ B + B, +C,

+ (‘,:
on aura pour x<d et y< d'
lgl(‘n7 y)l < l“x(‘z + y)'

Donc maintenant pour I'intégrale de ’équation

2

18 Z‘ _ .
oYy =g, (x,Y),

qui s’annule le long de Ol et OJ, on va appliquer les inégalités (18) et (1g). On
trouve :

2,0z, y)| < F, L @Y

T—y 3T

oz, O+ 42 @+ )
_5; <]4‘( I-)—(Y3 1)( 2'7) ,
dz ( <! p
IOV T—x

De ces inég#lités nous déduisons aussi les inégalités suivanles

el <FAELErY

-y 3
904D @y
M ), ! P— 2!
(_\__) (x+ )+ (4 y)
dy /o, 1— 2!

qui permettent d’évaluer la valeur absolue de g¢,(x,y). On a

0, <F AL D (4 )@ b 00 (BB + (1 H(C,+ G

¢t si nous posons

K=(A, +3,d+d)+(c+ 2B, +B)+ 0 +HC, +C),

on apour x<d et y<d

g, (e V) < B K —1% (G

)
P 9!
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Ensuite les inégalités (18) el (19) montrent que

) G-y e+
|7 i - hd
I‘:(‘ri y)’<' 4K \[ .',d)(l .l,i) Al

o2, ce U TRy (@)

dx <]"‘IT— Yo — 3!

2z, cw U FH M+ (Y)Y
e ¥ l i

hy AT T Sy

et ainsi de suite.

De proche en proche on démontre qu’en général on a

(l +‘:)N (x+:),)ll )

|z, (. P <K R (b)Y (—~" % (n+a)!

DZ R (¥ +1)(l +"~)u (J;Ty)" 1
n l‘ | 4/

dr <Fk (r—y) .. (1—+" % (n4 1)l

oz cqnm GFEHOE+Y) @yt

_— <Pn}\ bo- 3 =

dy =) ... (=47 (n+41)!

de sorte que les séries (5) sont absolument et uniformément convergentes.
Ainsi le théoréme énoncé an n° 21 est démontré.
En particulier ces considérations s’appliquent a I'équation

0z dz

ou % est un nombre moindre que 'unité.
La solution trouvée par la méthode précédente est valable dans toute la région
comprise entre les droites Y = 2X et X =154Y, ou les fonclions a(x,y), b(x,y),

c(x,y), f(x,y) sout continues. La méthode précédente donnera les valeurs de
oz 2 .

—;—5 et %—;— le long de OI et de OJ, de sorte que cette solution peut se prolonger
< ¢

au-dessus de OJ et au-dessous de OI, en résolvant un probléme de Cauchy. Ce

probléme a été traité au n° 12.

[25] Reprenons les droites \ =8Y, Y = zX et par le point M(x, y) compris
dans I'angle formé par ces droites menons une parallélea Oy qui rencontre ladroite
X=25Y en N et la droite Y= 12X en \,. Nous allons supposer que les points
M, et M, que nous faisons correspondre au point M(x, y) par les formules {2) sont
4 linlérieur du triangle ON,N. Dans ces conditions nous allons démontrer de
nouveau l'existence d'une solution réguliére de I’équation (3) qui s’anuule sur les
droites Y —=aX et X =108Y.
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En procédant comme au n° 20, la question est ramenée a1’étude de la convergence
des séries (). Nous supposons que dans la région R" limitée par les droites Y = a X,
X =15 et X=d, lesfonctions a,(x,y)....,c,(x,y), f(x,y) sont toutes continues.
Nous désignons par A,, ..., C,, F les nombres supérieurs aux valeurs absolues de

a(x,y), ..., c,(x,¥), f(x,y) dans cetle région. Soient N' et N” les projections de N
sur Oy et Oxr.

Considérons d’abord 1'équation

¥z, N
= f(x, ¥).
QL dy S
~ I3 > s Dzu ‘\:0 4
En procédant comme au n" 22, les tonctions ¢, vty sont données par les
QX JY

séries (11) et (12) et nous avons les incgalités (13), c’est-d-dire

lz(x, M < F < Fy,

Lty

— v,
[ — 7

)

D:l Al
S < Foar.
(A4

11 résulte alors que :

1 + N I | + v _’E’
Gl <F—— @y, <V -—=
oz, L X
(3;) MI“<F)’,,< ¥ -l{? (’l: 1,2)
2
2 < Fu,<Fx,
;\Y My '

, . \ x
les coordonnées du point N étant ¢ el —.

Nous pouvons maintenant évaluer la valeur absolue de g¢,(a, y) et nous avons :

i —

* x
0. I <F {58, 4 a) T3+ B) T 4 C 0

s

Alors si nous posons

ar l
F, = F[l +J= A, + \2).% + (B, +B) =+ C, +(:,J

I_—
oun a pour x < d

(20) lg, (e, I <<F,r



1

,-
<
(14
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D’aprés ce qu’on a vu dans le n° »3, la solution de 1’équation

2
¢

WY = g,(x.¥),

qui s’annule le long des droites Y = a2\ et X == 8Y, est donnée par la formule

@ Y
2, () = / / h,(s,t) dsdt
2y v

h,(x,y) étant la fonction définie par Ta séiie
o0

(21) b, y) = X 16, (' 1Y)
0

avec

G(xe,y)=g,(x,y) —v9,(8Y, »x).

En tenant compte de I'inégalité (20), la série précédente est convergente. En effet
G, (%, | <F,(x + v8Y)-

Mais dans I'angle formé par les droites Y =2X et X =08Y ona 8y<lx, de
sorte que

|G, (z, )| <F,(1 +v)2.
On en déduit que
6,y ) <F,(n + ) v

et comme y <1, la série (2) est convergente. On a en plus

by (o, DI <Foi L.

—_—
i

Nous déduisons comme au n° 23 que

x
1~ -~ -
l:’l("(}’y)'<"‘g——l_g/ / sdsdt
I— Jo 0
<F, '*’[f r(lt—l—x sds
P —

$

l_l_ <F,—= l/ ds—{—" ‘.w(lt .
r— _
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Alors si I'on pose

(22) 2,(r)= F,/ ./41A sdsdt, L (r)= l",f fadt,  0,(r) = F!/ sds,
o o o 0

ona:
t 4
21, 1 <A
oz, ot )
S P [4, (@) 4 20,()]
oz 14
| < le) + B (@]

On démontre de la méme maniére qu'on a aussi

T + v
l(z4)"h| < W {?o(m)
oz L+ . .
(;\J) )Nh < [ — I': L'Jo(x) + 1()0('r)] (h' - l,2)

I/‘\_:,\ 1 /]_+_
(&l =
&Y Juy

Ces inégalités permettent d’¢évaluer la valeur absolue de ¢,(.z,y). On a:

L 10,() + 84,(2)]

I — =

19.00, DI <530, = ) 200+ B, 4 B, B0+ )4 ()

=+ [(11 + Cz + OL(B‘ + Bz) 00("") :

ou bien

luam<jj3nww+umn+mmm

en posant
A=\ + 0\,
D==B,+ B, 450, +
E=C, - C + 2B +B,.

Passons maintenant a I'éguation
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La solution qui v’annule sur les droites ¥ =2\ et X = 8Y, est donnée par la

formule
1] Y
z,(r, V= / / h,(s, t) dsdt,
sy ~oa

ol
o0
g
by, y) = ¥ 7" G,(7', 7'Y)
1==0
avec :

G, (@, ¥) = 0,0, ¥) — v¢,(BY, 2x).
Evaluons la valeur absolue de A, (x, y). Remarquons d’abord que

g, (BN <]s @), o, (B)<b () 0,(By)<0,(x),
de sorte que

(1 ++)

[(';g(‘]") y)i < 1 %
-

[V () + D}, (2) + E6, ()]
et

16, vl < B (0 () + D (@) + B0,y ).

] —

Mais d’aprés les formules (22) on a :

x) = y" g, (1) < v v, (&)
x) = ", ()

rJu (\s’; ".) - ,‘,2' 00 (.C)

. (v'
o\
‘ ‘
(v
7o \T

de sorte que

()

i
I — ~
'

1G.(y'or v I < Y INg @) + D () = B, ()]

h(r DI < et T (15,0 + DY) + ER (@)
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Ensuite en posant

o, () = f f_ [As,(s) + D, (s) + E0,(s)] dsdlt
@ = f 7 [\a() + DY) + B (o))
0,(x) = / [Ao,(8) + DL (s) + EG,(s)] ds

on démontre comme plus haut que

G+

EXCI] S rpy e X
| G4 w )
dx a—v(a—+9 (¥, () + =8,(x)]
oz, (r+9)° o 4 (¢
dy GToma =g @)+ e @)

et que

a+

TG =7 [Ag,(x) + DY, (x) + Eb,(x)]

lg, (2, M <<

et ainsi de suite.
En général si 'on pose

= [ f [5,,) + D4, 6) + B0, (9)] dsal

b = f () DY, )+ B, ()l

@ = f 8o () + B, 0) + B9, (] ds,

on démontre que

O+ « —
zn(w’ y) < 3, : Ry P (e = Y- x
s l (I - ~l/ ) R (l - ‘A' -) b) ' ( )
‘\zll (l + )n . " —_ T
dae ( | — \, (l N 2 [ ! n—1 (‘L) + zon—i("")] - 3411—4 (w)

bzl[ (l + )” " v N P e ,
DZY < (' —_ ! ) ar ”—’) [ II—-((") + x(’ .Ln—a (L)] - 01/-—1(“6)
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de sorte que l'étude de la convergence des séries (5) est ramenée & I'élude de la
convergence des séries

Nety, (@), e (e),  S¢",(x).

Remarquons que v ¢tant moindre que l'unité on a

i

(I +Y)” ("*‘Y >II
3 " g < 3
v) e (=Y

(1

de sorte que les séries précédentes sont nécessairement convergerites lorsque les séries

T+ : n Y I+“’ “ ” N '+‘,\“ "
2<—_—Y3> -:' )‘?u(a’.)’ L(:T) .‘" '!Ju('l’.)’ Z<_—l—¥) .:‘ On(‘r)’

r—y

le sont.
Or, on démontre comme au n° 6 que ces séries sont convergentes lorsque

3
S el G

X .
= 14+ <D

r

Ainsi I'existence de la solution de I’éyuation (3) s’annulant sur les droites Y — 2X

et X = BY est établie dans la région comprise entre ces droiteset X =d,, d, étant
T—y 4

1++v D

plus petit que d et




CHAPITRE V

Généralisations.

{26] Les problémes ¢ue nous avons traités dans les chapilres precédents s’étendent
a des équations fonctionnelles de la forme

n
d'z \ /o2 2
1 = a, (., y) 2Zy b;(x, e, Y Ly Y)s
0 = D[ atena+ben(5), ramn(s), |+
=1
on
N2 AN /)3\ /Dz\ .
Zu, =2 {w{Z, y), =i, YO} ( = = Y= = 1., (i=7v,2...0)
w, == 2 [0, ¥), w:{Ls ¥ /e 25z Oy e, Oy J3zet ’

en faisant sur les fonctions o;(x,y) et m;(x,y) des hypothéses analogues a celles
que nous avons fait précédemment.
On peut dans I'équation (¥) supposer méme n = oo, pourvu que les séries

Sai(x, y), Xbi(x,y), Xei(x,y)

soient uniformément convergentes.
Les démonstrations gue nous avons données dans les chapitres précédents
s’étendent d’elles-mémes pour I'équation fonctionnelle du type (1).

[27] Les problémes traités précédemment pour 1'équation fonctionnelle (i),
peuvent s'étendre anssi pour les équations intégro-différentielles de la forme

. Mz . /
2 =392
() QL dy f b

Yy

N4
lﬁ\(;z:,y; s, 208, ) +B(w,y; S’t}_\_s'_
N2 .
+ C(x, y; s, t)_\T lvlsdl +f(x,y)

qu'on peut regarder comme généralisant les équations (1). D,  est un domaine:
gu’on fait correspondre a tout point (x, y).
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En effet partageons le domaine D, —en cellules s,,...,q, el soit M; un point
bien déterminé & l'intérieur de la itme cellule. Les coordonnées de ce point sont des
fonctions de & ctde y

&L= w;(X,Y), Yi= e, y).

Cela étant nous pouvons remplacer intégrale double de I'équation (2) par sa

).t

valeur approchée

n
dz

\ Y ae v,
EI(A(:L,y,.x:,-,y,-)z,,‘+B(Jc,y,.l,l,),)(

i=1

(g g
LI

~

N

) +C(ac,y;w,-,yi)<

et en posant

ai(w,y) = A(L, ¥; Zs, Yi) o
b'(w’ y) = B("I:’ )’§ xiy vi) a;

ci(x,y) = C(x,y; %, y:) 014

nous remplacons I'équation (2) par I'équation approchée

n
¥z s , /. Y/ )
=t St mrnen(g) +een(y), | ey
=1

qui est du type (1).
Alors, en faisant des hypothéses convenables sur la position du domaine D,,
par rapport au point (x,y), nous pouvons démontrer des théorémes d’existence

analogues aux théorémes traités dans les chapitres précedents.

[28] Par exemple supposons que le domaine D,  est limité par les droites
Y==qaX, X=§Y dontil a été question au n° 19 el les droites X =x et Y =1y.
Démontrons alors I'existence d'une solution réguliére de I'équation (2) s’annulant
sur les droites Y = aX, X = 8Y. Cette solution est valable dans toute la région R
limitée par les droites Y =aX, X=8Y, X=d, Y =4d' oules fonctions A(x,y;s, ),
B(x,y;s, 1), C(x,v;s, ), f(x,y) sont supposées continues.

Pour démontrer ce théoréme nous allons employer la méthode des approximations
successives. Cherchons 3 satisfaire a I'’équation intégro-différentielle (2) par le déve-
loppement

2, )y =z,(Ay)+ e,y + oo F (@ y)+ .
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Les fonctions z,(x, y) sont données de proche en proche par les équations

Pz

= = f(x,y)

e dy

N

= A(:L', yis, )z (s, 0) + Blr,y;s t)

Opy L~

C(r,y; s, t) ](lhlt_q,(x, ¥)

~
£

Qe \y

(i=1,2...)

et par les conditions initiales

2,(5, 22) = 2,(8y, y) = 0

(i=o0,1.2...).

Démontrons maintenant la convergence des séries

n? ’

Qs A
B X \‘ n C%n \! o ¢z,
3) Mz i’} M. N

s

Soient A, B, C, F des nombres supérieurs & A (x,y; s,t), B(z,v;s,1), C(x,y;$,1)
f(x,y) dans la région R. Soient P et Q les projections de M sur ox et oy.

D’aprés les formules (13) du chapitre précédent, on a en tout point situé dans
I'angle formé par les droites Y == 2X et X = 8}

2z,

jou(, | <F~Lay,
i

. oz, .
<Py7 - <l‘l.
oy

Al

Il résulte que

A(x,y;s, )z, +B(x,y; s, t) +C(.1,, HECR t)

(A - +"', sl+Bt+Cs>

<P(v+t)[— (s+t)+B+C].

Et en posant

(d+d')+B+C],

Fl:F[i 1+
21—

le premier membre de I'inégalité précédente est moindre que F, (s + ).
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Le domaine D, = étant intérieur an rectangle OPMQ on a

@<t [ f 6+ osa<r &L

Maintenant pour avoir une limite supérieure pour I'intégrale de I'équation

Yz

4

Q\.T.L\Y :g;(w’y),

qui s"annule sur Y = 2X et X = 8Y, nous appliquons les formules (18) et (19) du
chapitre précédent. Nous aurons

LTy ()
2,(e, )] <F,~ - ——5,—)

(\7

dy

L0+ (4 y)
<P1 3 \"‘ ’

+ 50+ e+

P — /5 4!

<F,

Evaluons maintenant la valeur absolue de g,(x,y). D’abord

oz
|A(:c,y; s, 0z, 4+B(x,y;8,t \9‘

. s+t A
<1:—:L—L57—)—; =(s+0+B(1+2)+C0 + ol.

En posant
A :
J=B( 4+ «) + C(1 +p)+-5—(d+d)
on aura pour s<_d et t<d
A
B(r +2)+ C(1 +§)+?(s+ﬂ<J,

de sorte que

B R T3 s LAt

N
i
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Alors d’aprés les formules (18) et (19) du chapitre précédent on aura

(r++rF (e +yr
G—vHo—=y) 8

lz.(x, 9} << F,J

e [ T il Gl M Gl o
o Co—=ya=y gt
oz 43 ) 0 7
2| kB G A (‘“+’y)
&y (v =)=+ 7!

et on démontre que

(0 (et

1966 <V T Ty

et ainsi de suite.
En général on démontre que

(1 +9) (2 + vy
(00— (=" B4 2!
G+ 4+ (e+)"

|2, (@, N <<F I

oz

dx <]‘|J (,_\.,b)”.(‘___\{au z) (3ll+l)!

i N YH— (' + lrfﬁ)(' _’_‘,)" (.l._‘_y).m..
. k- :

(\V < 1 (l_\{s)..'(l__.{an 5) (3n+l)'

ce qui prouve que les séries (3) sont uniformément convergentes.
Ainsi le théoréme est démontré et il est facile de montrer que la solution donnée
par la méthode précédente est unique.






