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PREMIERE THESE

SUR EQUATION AUX DERIVEES FONCTIONNELLES PARTIELLES

RELATIVE A L’AIRE D'UNE SURFACE MINIMA

LIMITEE A UVE COURBE GAUCHE

ET SUR LA RECHERCHE DE SES SOLUTIONS HOMOGENES

Par JuLes SEB\G

INTRODUCTION

L'objet du présent tiavail est I'éinde de I'équation aux dérivées fonctionnelles
partielles & laquelle salisfait I'aire d’'une surface minima counsidérée comme fonc-
tionnelle de la forme du contour qui la limite.

De telles équations se présentent, comme extension au calcul des variations des
intégrales multiples, de la théorie de Jacobi-Hamilton, extension donnée par M. Vol-
terra(') et reprise ensnite par M. Fréchet(*). M. Volterra avait, en particulier, consi-
déré 'équation de Jacobi-Hamilton qui correspond au minimum de l'intégrale de
Dirichlet.

Ces équations ont été ensuite étudiées & priori el d’une fagon générale, par M. Paul
Lévy(®) qui, par voie de passage du fini & I'infini, les a considérées comme limite
(dans le cas d'une fonctionnelle dépendant de deux fonctions arbitraires) d’un certain
systéme de n équations aux dérivées partielles ordinaires du 1** ordre & 2n variables
indépendantes, n augmentant indéfiniment.

M. Paul Lévy a pu ainsi étendre & ce nouveau genre d’égnations les notions que
Pon rencontre habituellement dans la théorie des systémes d’équations aux dérivées
partielles, notamment les notions d’intégrabilité, de caractéristiques et celle d’inté-

(*) Rendiconli Linecer, 18go, 1°* semestre, p 127.

(*) Analidi Malh , 3¢ série, tome \I, p. 189.

(*) Rendiconli del circolo Mathem. dv Palermo, ¥grh, 1 semestie, tome \\\VII. Voir aussi
Legons d’'analyse fonctionnelle. 2¢ paitie. chap. v.
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grale compléte. Il a égalemenl montré comment on peut poser l¢ probléine de Cau-
chy pour une ¢quation aux dérivées fonctionnelles partielles lorsque les conditions
d’intégrabilité se trouvent satisfaites.

Généralement, les notations employées, quand il s’agit d’'une fonctionnelle dé-
pendant d’un contour fermé, sont celles indiquées par M. Hadamard el la variation
premiére de la fonctionnelle est supposée de la forme :

= /(}l"l‘?)ll + P2 ds
3

@', et @', étant les dérivées fonctionnelles partielles.

C’est en partant de celle expression de 8P que M. Paul Lévy a obtenu les condi-
tions d’intégrabilité. Pour une équation aux dérivées fonctlionnelles partielles donnée
au hasard, le cas ot elle satisfait aux conditions d’intégrabilité est tout a fait excep-
tionnel, mais ce cas esl la régle quand il s’agil d’équations, comme celles que nous
étudions auxquelles condnit le calcul des variations, ainsi qu’on pourrail s’en rendre
compte & priori.

Le point de vue auguel nous nous sommes placés dans ce travail, est que la fonc-
tionnelle considérée, ayant une signification intrinséque, étrangére, par conséquent
aux choix des axes de coordonnées, il convenait de I'étudier en considérant le contour
dont elle dépend, dans l'espace, sans faire intervenir la projection de ce contour sur
tel ou tel plan particulier.

Nous avons, par suite, adoplé systématiquement les nolations de M. Volterra, en
posant :

o/

v :/ (¥ 3@+ ¥ 3y + ¥ 32)ds
t

les dérivées fonclionnelles partielles étant liées par la velation :

d.e dy L odz
.‘_l'r?i-;—}— E"’Tl‘s— -+ ‘.':—Js— =0
ce qui nous a conduit a faire usage d'nn certain triédre mobile.

Ce point de vue est peut-&tre plus avantageux lorsqu’on a surlout en vune des
résultats d’un caractére géométrique, en méme temps qu’il conduit & des formules
tout & fait symétriques.

Dans la 1'® partie, nous considérons une fonctionnelle ¥ dépendant d’un contour
fermé C, que nous appelons aire minima et que nous supposons parfaitement
déterminée par la donnée du contour (sauf dans les cas singuliers, s’il y a lien).

Nous faisons sur cetle fonctionnelle quelques hypothéses d’'un caractere intuitif
qui nous permetlent d’abord de former 1'équalion aux dérivées fonctionnelles par-
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tielles & laquelle elle satisfait et de retrouver ensuite la définition habituelle des
surfaces minima, ces surfaces se trouvant ainsi lices & I'existence des mulltiplicités
caracléristiques.

La forme sous laquelle se présentent les éléments du 2® ordre (variations des dé-
rivées de ¥) nous condnit & 'équation aux dérivées parlielles donnée par Schwarz ('),
qui régit les variations infiniment petites des surfaces minima. Nous formons égale-
ment I'équation aux dérivées fonctionnelles parlielles (généralisation de celle gui est
relative au minimum de I'intégrale de Dirichlet) a laquelle satisfait la fonctionnelle
3*, 3, variation seconde de X quand le conlour se déforme normalement a la surface
minima.

Nous étendons ensuile la méthode employée a des équations aux dérivées fonc-
tionnelles partielles relatives & un contour fermé, d’'un type plus général el retrou-
vons les conditions d’intégrabilité (en utilisant toujours les notations de M. Volterra)
en les rattachant & la détermination des caractéristiques.

Dans la 2° partie, nous cherchons a préciser la détermination de notre fonction-
nelle en lui imposant des conditions d’homogénéité tout a fait intuitives.

Notre but, en effet, élait de considérer spécialemenl parmi toules les fonction-
nelles X relatives 4 un contour fermé donné (dont V'ensemble forme une intégrale
compléle), celle qui satisfait aux conditions de continuilé (imposées a la surface
minima) résultant de I’énoncé du probléme de Plateau. Ces conditions de continuilé,
nous avons cherché & les traduire par les conditions d’homogénéité dont il est (ues-
tion plus haut.

M. Paul Lévy(®) s’était déja posé ce probléme de la recherche des solutions homo-
génes pour I'équation aux dérivées fonctionnelles partielles & laquelle satisfait la fonc-
tion de Green (dans le cas de ’équation de Laplace). .

1l a montré comment les équations qui résultent des conditions d’homogénéité,
jointes aux propriétés élémentaires de la fonction de Green, permettraient 1a déter-
mination de cette fonclion.

Pour faire cette recherche des solutions homogénes nous nous sommes placés &
un point de vue plus général, qui est celui de Jacobi-Hamilton.

Il est évident que les deux méthodes qui consistent a utiliser dans le cas du pro-
bléme de Dirichlet, soit I'équation de Jacobi-Hamilton, soit I'équation de la fonction
de Green, sont enti¢rement équivalentes.

Les conditions d’homogénéité montrent immédiatement le lien qui existe enlre

(*) Monateber der Berliner Akad, 1872, p. 718. La théorie de Schwarz est reproduite dans
Duhem : Hydrodynamique, élasticilé, acoustique, tome II. Paris, Hermann, 1891, page 113 et
suivantes.

(*) Mémoire publié dans les Rendiconti del circolo Val. di Palermo, 1gi2, 2¢ semestre,
tome NXXIV. — Lecons d'analyse fonctionnelle, 1922 (Gauthier-Villars), 2¢ partie, chap. 1u,
p- 199 et suivantes.
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une surface minima et la surface adjointe qui lui correspond. De 14 un procédé
d’intégration pour obtenir, & l'aide de quadratures, les coordonnées d’un point de
la surface minima la ph;s générale, en partant d'une surface minima particuliére
quelconque. Ces formules, qui ne renferment pas de symbole imaginaire, condui-
raient rapidement aux principaux résullats de la théorie classsique des surfaces
minima.

Elles permettent également de ramener la solution du probléme de Dirichlet sur
une surface minima 4 la résolution d'une cerlaine équation intégrale (de méme que
I'on esl ramené, dans le cas du p]an, 4 une équalion de Fredholm). Mais c’est 1a une
réduction qui parait d’un caractére plutdt théorique. :

En dernier lieu, nous cherchons la possibilité de former pour la fonctionnelle X
un développement en série qui conduirait a la solution du probléme de Plateau.

La conclusion est celle-ci : Un tel développement en série peut élre obtenn
(toutes réserves étant faites sur la convergence de ce développement), si l'on sait
résoudre, sur une surface minima particuliére, e probléme donl s’est occupé
M. Paul Lévy (‘) dans le cas du plan : A savoir la détermination de la fonction de
Green pour un contour fermé quelconque et, a partir de ce contour, le calcul de ses
variations successives. Dans le cas d’une surface minima, I'étude devrait porter sur
la fonclion de Green relative a I'équation de Schwarz :

12U >*U 8U
o6 do» (1 + 0 4 o)

+

Ea définitive le probléme de Plateau se trouve ramené & une étude paralléle a
celle faite par M. Paul Lévy.

Les résultats exposés dans la 1 partie aux n™ 3, 4, 6 et 7, sont contenus dans le
mémoire publié en 1914 et déja cité de M. Paul Lévy (note de la page 1). Quant a
I'essentiel de la méthode pour obtenir les équations des caractéristiques, il résulte
évidemment des travaux de M. Paul Lévy.

Nous avons cru cependant devoir maintenir dans le texte les paragraphes qui
font double emploi avec le mémoire de M. Paul Lévy afin de ne pas rompre 'unité
de I'exposé.

(‘) Voir notc 2 dc la page 1. Voir aussi thése 1grr (Gauthier-Villars), chap. i, p. 72
el suivantes.




PREMIERE PARTIE

FORMATION ET INTEGRABILITE DE L’EQUATION AUX DERIVEES FONCTIONNELLES
PARTIELLES

[41] Nous appellerons Aire minima correspondant a un contour fermé C, une
fonclionnelle ¥ de ce contour, bien déterminée, quand C est donné (sauf dans les
cas singuliers, s'il en existe) et satisfaisant & certaines conditions que nous allons
poser.

Tout d’abord nous supposerons le contour C défini par trois équations :

w=fs), y=s(s) =)

s étant la longueur d’un arc variable de la courbe C comptée & partir d’'une certaine
origine, le sens positif de parcours sur C ¢tant défini comme d’habitude. Nous nous
placons dans le cas ou les trois fonclions f, ¢, Y sont continues et admettent des
dérivées f', f"; ¢',¢"; V', V" continues. Soit 1 1a longueur du contour C; f, [
ainsi que leurs dérivées sont des fonctions périodiques de période [.

Cela posé, nous ferons en premier lieu, sur la fonctionnelle X les hypothéses

suivantes :

a) T est une fonctionnelle continue du contour C (continuilé en moyenne d’or-
dre o).

b) Elle admet des dérivées fonctionnelles partielles continues des deux premiers
ordres.

¢) Elle ne dépend spécialement d’aucun point de contour.

Dans ces conditions, sa variation premiére se présente sous la forme :
(1) 38 = f(z:',a;c + 23y + £.82)ds = f(SE'IBx) ds
G c

¥, ¥, ¥, étant les dérivées fonctionnelles partielles du 1~ ordre et le signe S indi-

%

quant une sommation étendue aux trois variables x, y, z.

[2] Les trois fonctions f, », 4 ne sont pas indépendantes puisque leurs dérivées
sont liées par la relation :

f'!+?l¢+"b‘!i]-
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On doit s'attendre a ce qu’il en résulte une relation correspondante entre les trois
dérivées fonclionnelles partielles X', X', X' . C’est la relation bien connue :

(2) X,de + X dy + X dz=8Y,dr=o0

qui exprime que la variation de X est nulle quand la conrbe € ne fait que glisser
sur elle-méme, ou plutot quand chaque élément de la courbe vient se substituer
a Pélément infiniment voisin (ce qui est heaucoup plus général qu’'un glissement en
bloc de tout le contour).

Il est peut-étre intéressant de remarquer que cette condition (2) revient i ceci :

Pour définir I'intégrale (1), on a divisé¢ la courbe G en une infinité dénombrable
d’¢léments d'arcs s, ,
fondamentale de l'iniégrale définie : & savoir que sa valeur 32X ne dépend pas du

— s, tendant vers o. La relation (2) traduit une propriété

mode de subdivision adopté lequel reste ainsi complétement arbitraire.
Autrement dit :

Supposous qu’on veuille considérer X comme une fonction d’une infinité dénom-
brable de vaviables indépendantes a savoir les coordonnées d’une infinité dénom-
brable de points dont I'ensemble (partout dense) équivaul a la donnée de la courbe C.
La relation (2) exprime encore cue la différentielle totale de X pac rapport a toules
ces variables est la méme quelle que soit la maniére dont les points sont répartis
sur la courbe C.

Ainsi la relation (2) autorise, dans une certaine mesure, 3 remplacer une fonc-
tionnelle dépendant d’un contour fermé par la limite d’une fonction d’une infinité
dénombrable de variables ind¢pendantes.

Une autre interprétation de (2) : c’est que le vecteur R de composantes (X', Y,
Y') est normal en chaque point de G a I'élément ds en ce point.

[3) Soient : u,v,w les cosinus directeurs du vecteur R et par conséquent :

N [ S
' = Ru, Y =R, ¥ = Rw

le déplacement (3.,3y,3z) représente ¢galement un vecteur 23 de cosinus direc-

teurs a, &, ¢. Dans ces conditions :

2N = f R cos 0 sZds
G

cos f étant le cosinus de 'angle des deux vecteurs,

cosb = au + bv 4 cw
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R et 32 sont des quanlités positives. 3% est, d’autre part, sur C une fonction de s.
Pour une forme donnée & cette fonclion, 23X est maximum quand : cos § =1
ou a=u, b=rv, ¢ =w, c'est-a-dire que les deux vecteurs R et 3% ont méme
direction et méme sens. On a dans ce cas :

D= [ Rozds
/

mais alors 33(a, b, c) étant, comme R(u,v,w), normal a I'élément ds, 3=ds est
Iaire du rectangle ¢lémentaire ayant pour base ds et pour hauteur 3%, soit d,

cette aire :
(a-\-:)max = / Rd.A..
[

En particulier, si la dé¢formation du contour porte seulement sur un arc infini-
menl petit, on a :

(a)-:)max = l‘d.'l) .

Nous ferons cncore, dans ce cas, 'hypothése suivante :

d) (ax)li]ax = d.‘l: .

De sorte que I'on devra prendre R = 1.

Etant donné que nous voulons définir une fonctionnelle qui représente une aire,
celte derniére condition est assez intuitive, mais en outre, elle sera justifiée par la
suite.

Cette hypothése : R =1, en vertu de :

AV =1
donne :

(3) DD S e B

Daus ce qui suivra, nous pourrons partout mettre, pour simplifier, w,v,w ala
Sl N\ ANI4
place de X', X' , X' .
En définitive, nous voyons que notre fonctionnelle doit satisfaire aux deux égqua-
tions aux dérivées fonctionnelles partielles :

Nodoe 4 X dy + Y. dr=o,

%) XN =,
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A vrai dire, 1a 1'* de ces relations s’appliquant & n’importe quelle fonclionnelle

dépendant d’un contour fermé, ne constitue pas & proprement parler une équation

aux dérivées fonclionnelles partielles.

[4] Les deux relations (4) peuvent étre remplacées par nne secule, si I'on a pris
soin de réduire les trois arguments 3., 3y, ¢z a deux seulement, ainsi que cela est
possible.

Pour faire celte réduction, nous supposerons le contour C, défini au moyen de
sa projection que nous appellerons C,, sur le plan xoy, et qui sera représentée par

les deux équations :

« = f,(s); Yy =49,()
et par la cote = d’un point variable sur C
2= 1,()

¢ étant I'abscisse curviligne sur la courbe (, A parlir d’'une certaine origine.

Prenons comme sens positif sur la normale, en un point de C,, le sens vers
U'intéricur de la courbe, 3n étant un déplacement infiniment petit sur cette nor-
male, la variation du contour C, est connue si I'on se donue én en fonction de 5.
Si de plus, on se donne 3z = &, en fonction de s, on aura défini la déformation
infiniment petite la plus générale du contour C. Dans ces conditions sx et 3y
auront pour valeurs :

dy

ds

x(\
= —0n

-
an,

(<)
=<
0
Q

14

et I'on aura pour &

de dy\ ds ., ds ]
'\‘1 — ‘1, e — \" —_ _—'\ L"_-—. '\z
°“_1U‘-’/dc “*da><za°"+ e 0% |de

ou
oY = f(}:’uan + ¥, su)ds
4
en posant :
(5) ¥ = (x’vfldﬁ—x(t ZV> I P
5 c) ds 5

¥, et ¥, sont les dérivées fonctionnelles partielles relatives & ce nouveau sysiéme

de référence.
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Remarquons que

ds\* de4dy' +d" dz \* A
(717> = do* _’+<E> =1t

et éliminons X', ¥ , X', entre les relations (4) et (5). Nous obtiendrons par un
calcul facile (%) :

0 2 ‘I.'
(6) N 0Y, — 0 =0

en posant

0':;4—(—3—?—) :1+z:.

[5] Mettons encore cette équation sous une autre forme. Supposons qu’on défi-
nisse le contour C en se donnant « et y exprimés en fonction de z, z devenant
ainsi une variable indépendante au sens ordinaire du mot. Nous supposerons de
plus, que z est assujetti & varier entre deux limites fixes a et b (a<<bd), a et b
étant les cotes respectivement minima et maxima sur le contour C. Cela revient a
dire que C, en se déformant, doit rester constamment entre les deux plans paral-
leles au plan woy, ayant respectivement pour cote a et b.

Dans ces conditions, il n’y aura pas lieu de considérer la variation de 2(3z = o)
de sorte qu’alors :

a:—_—f(z'xaxntE'yay)ds=f(uaw+”5>‘)ds'

Mais en vertu de :

e dx “dr\*
Sut=1, Sud—s_o, S(E/—l.

On peut considérer un vecteur de cosinus directeurs : «, §, v <normal en méme

de dy dz , .
temps aux deux vecteurs vecteurs (u, v, w) et (Es‘—’ a5’ —gs—)> tel que I'on puisse
poser :

L, dz dy _ dx dz _dy dx
e S i

(*) Paul Levy. Mémoire publié en 1914 aux Rendiconti del circolo Math. di Palermo.

3
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et tel que 'on ait inversement :

z
8) A=W———0V—, ($=u-?———w—-— VEEU—— — U ——

«, B, y étant aussi liés par les relations :

(9) Sa* =1, Sau=o, Se— =o.

On pourra écrire, dans ces conditions :

b d dx
8}::-[ [(p—ydz>6w+(~(5—a>8y]dz

ou

Y
N ~ AL ~
3N — / (¥, 52 + ¥, 3y)dz.
“

En posant, pour éviter toute ambiguité :

dy dx

i

(IO) Zi,r:B_YFZ-I }‘gyzYFZ—_l'

En éliminant «, 8, y entre les relations (g) et (10), on aura I'équation cherchée :
(v +a7) B + 22y XY+ (1 2)) By =1 el +

si on n’avait pas assujetti z a varier entre les limiles fixes a et b, on aurait eu dans
I'expression de 3% des termes en dehors du signe / correspondant aux points

de C ayant pour cote a et b et la fonctionnelle ¥ aurait dépendu spécialement de
ces points. On voit ainsi 'inconvénient que comporle un tel choix de variables.

[6] Nous allons maintenant vérifier que I'équation (6) se réduit, & la limite,
a P'équation aux dérivées fonctionnelles partielles relative au minimum de I'intégrale

de Dirichlet :
1=§ff(p’ + ¢°) dxdy

0z

s
1S

p=

[~
l

Lol

..g

~/
<
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Supposons que la fonction z(s) ainsi que sa dérivée z'; tendent vers o de fagon
que le contour G se confonde avec sa projeclion plane C,. L’équation (6) devient

z
24

alors, en y faisant =o0:

as

(11) Y si=1.

Parmi toutes les fonctionnelles satisfaisant a cette équation (11) et par suite,
aussi, 4 I'équation (6), prenons celle qui représente I'aire de la courbe C, : soit =,

o%, = —/Bndc.
Cl

Danscecas: ¥, —=—1, ¥, =o.

mn

pour laquelle :

Cherchons alors ce que devient I'équation (6) pour un contour C presque plan,
infiniment voisin de sa projection C,, en supposant de plus que X tende vers Z,,
z(s) et z'(c) auront pourlimite o. Prenons la variation des deux membres de I'équa-
tion (6) :

(12) 2¥ 38, 4+ 0%3%, + B, 80" — 30 =o
cette variation étant prise par rapport a la fonction z(s), la courbe G, et par suite

ds ne variant pas. Dans cette équation (12), nous devons remplacer X', et Z', par
leurs limites qui sont respectivement — 1 et o. D’autre part :

-~ &
=23z, .
On a alors 6* tendant vers 1
' aal? L
—20%, + 88, — 8z =o0
ou, en posant :
s/ axal? 12 ~ 12 13
3% n T (I),u’ OL" h— (bu 3 OZU - uo ’
P! ¥ (I)lﬂ 12
(13) ,l=;( u—*lla).

Or &'

quantité z', respectivement, quand le contour C est infiniment voisin de C,. Il

@', u, sont ce que deviennent les dérivées fonctionnelles X', Z', et la

n?

en résulte que I'équation (13) est I'équation cherchée. C’est bien I'équation de
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Jacobi-Hamilton relative au minimum de l'intégrale de Dirichlet. Si au lieu de @,
on avait considéré la fonctionnelle 2, minimum de 'intégrale

i [ [ s

on aurait eu pour les dérivées fonctionnelles : 24’ i la place de @', et 2, ila

Au

I
placede @' , desorte qu'en remplagant @, et @', respectivement par i(b'" et ;(b’

dans I'équation (13), on aurait obtenu (') :

13
1 5 *

(13) P, =B

M. Paul Lévy avait déduit cette derniére équation de ’équation (6) au moyen
d’un développement en série. En effet, I’équation (6) peut s’écrire en y remplacant u
par au (A ¢tant une coustante) :

12

137 _* L R
(137 » + 1 4+ 3u

M. Paul Lévy(*) développe une solution @ de cette équation suivant les puis-
sances croissantes de »*. En exprimant que cette solution satisfait & 'équation (13")
quelle que soit la valeur de %, il obtient une infinité d’équations aux dérivées fonc-
tionnelles partielles, parmi lesquelles Véquation (13') et toutes complétement inté-
grables en méme temps que I'équation (6).

[7] Il y a lieu maintenant de chercher si 1’équation :
(6) (I): + ()’(]p: —0*=o0

est complétement intégrable.
Pour écrire les conditions d’intégrabilité, nous devons pouvoir poser, en adoptant
les notations de M. Paul Lévy () :

3, = E@Gu) + FGn) + kd' 2n
s, =FGu)+ G@En)+ b u'dn

k étantla courburede C, au pointconsidéréet 3n' ladérivée de 3n parrapportd s.

(*) M. Paul LEvy. Legons d’analyse fonclionnelle, 2¢ partie, chap. v, p. 235.
(*) Mémoire déja cité, paru en 1914 aux Rend. del circ. Math. di Palermo.
(*) Lecons d’analyse fonctionnelle, 17 partie, chap. v, p. 98.
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11 est nécessaire et suffisant, pour que les conditions d’intégrabiliié soient véri-
fiées, que :

1° E et G soient des fonctionnelles linéaires identiques & leurs adjointes respec-

tives;

2 F et & soient des fonctionnelles linéaires adjointes I'une de I'autre.

Pour écrire explicitement ces conditions, il faut, de I’équalion (6), déduire la
variation de @' ; on obtient :

(1 _0\/'_(1)12

en choisissant provisoirement le signe + devant le radical. D’oti :

[ 2N ;N /
?J(I),u _ ugio u \/[ " o ,LO‘I’ ‘u \/l _ I),g
@s \/' - (bu

Expression de la forme :

8d', = H(P") + L(dw) + L,(3n)

en posant :
HED,) = — P 5
Vi— @
.
LGu) — “0 Vi—ar d;u,

ku
L,@n) _-—\/: ®r3n.
Soit &, I'expression adjointe de L, on a :
:f(an) — dc < \/I q)u sn>

On démontre alors facilement que tout revient a vérifier(*) que 'expression :

H[4(n) + k®',3n) + L, (3n) — D', u',3n’

(*) Paul Livy. Lecons d’analyse fonctionnelle, a¢ partie, chap. 1v, page a31.
¢ g
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est une fonctionnelle linéaire de 3n identique i son adjointe. Formons cette expres-

sion dans le cas actuel, elle est :

— 0P’ —_— «1 T —° /cu;’ —_—

ou

[ o’ d (u'., \//' - (b“> ]tO‘l’m /‘u \/[ — 4])!;] o

\/l il ds 0 \/l (I’"

Cette expression d’ou le terme en 3n' a disparu et qui est linéaire par rapport
A 3n est bien identique A son adjointe.
Si I'on avait pris :

¥, = — /T Dr.

Le résultat, visiblement eut été le méme. On en conclut que I'équation (6) et par

suile, I'équation
.+ T " + 27

qui lui est équivalente sont complétement intégrables.

INTEGRATION DE L'EQUATION

04848

Recher::he des caractéristiques.

[8] Nous allons maintenant appliquer & notre équation aux dérivées fonction-
nelles partielles une autre méthode, en la prenant systématiquement sous la forme :

Svr:_
DL, =

Tous les calculs auront ainsi une signification indépendante du choix des axes de
coordonnées. Supposons que le contour C se déforme infiniment peu de fagon que
Ion ait :

dx = — uok, 8y = —vak, 3z = — wok.
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On obtient ainsi, un autre contour G' infiniment voisin du premier et cette défor-
mation de G correspond 4 une variation de X égale & :

Szz—f(Su’)BEdszﬁfaids
c ¥

32, le long de C est une fonctioa de s :
3& = f(s) 3\

3A étant une constante infiniment petite. La courbe C' dépend de la forme de cette
fonction f(s).

Le long de C’, les dérivées fonctionnelles partielles

b2y - u, .‘.‘.’y:v, .\:’;zu)

prendront des valeurs u', v', w' telles que :

U =u-+3u, v '=1uv 4 dv, w=w 4+ sw.

De cette courbe G’ nous pourrons encore déduire par le procédé précédent une
courbe infiniment voisine C” en prenant :

(Bx) = —u's%, (By) = — V'8¢, (82) = —u'ss'.

En appliquant la méme loi de proche en proche, on obtiendra, & partir de C,
une suite continue de courbes fermées dont 1’ensemble formera une surface & deux
dimensions. Nous appellerons cette surface, surface caractéristique corréspondant
a la courbe C et aux déterminations de u, v, w que 'on s’est donné arbitrairement
sur cette courbe, u, v, w satisfaisant toutefois aux deux relations

Sudx = o, Su* =1

car nous verrons que cette surface caractéristique est liée a la notion de caractéris-
tiques du 1° ordre telle qu’elle résulte des travaux de M. Paul Lévy.

Cette surface dépend apparemment de la forme des fonctions successives définis-
sant :

o7
g
o2
oS

Nous allons démontrer :

1° Qu’a une courbe fermée C donnée et un ensemble de valeurs de u, v, w éga-
lement donné sur cette courbe (u, v, w étant toujours supposés liés par les relations
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Sudx = o, Su® = 1), il correspond (sauf dans certains cas singuliers) une surface
caractéristique unique, indépendante, par conséquent, de la forme des fonctions suc-
cessives 8%, 8%’

2° Que c’est en cela précisément que consiste le caractére de 1’équation

Su* =1

d’étre complétement intégrable.

3° Que toutes ces surfaces caractéristiques sont susceptibles d’une définition géo-
métrique simple : Ce sont exclusivement des surfaces & courbures moyenne nulle ou
surfaces minima.

4° Que la recherche de toutes ces surfaces équivaut a 'intégration de I'équation (3).

5° Que pour achever de définir notre fonctionnelle, il sera nécessaire de I'assu-
jettir & de nouvelles conditions.

[9] Supposons que les équations qui définissent la courbe C renferment deux
paramétres variables X et w. Déformons infiniment peu le contour C en faisant

2/ (s
DN (o DN

Faisons maintenant varier le paramétre w :

du Dx dds
a‘A _fds<au T n\u.>+./< >au'

Nous devons écrire :

varier A seul. Nous aurons :

R R
Adw  dwdh

ou

\u dx Q dds u X d\ dds
S M)“/(b“ag) A o ) +fc(s“a7>‘ar-

Cette égalité doit avoir lieu quelle que soit la maniére dont x, y, z dépendent
de A et w. On pourrait méme choisir cette dépendance telle que la déformation du

contour ne portit que sur un arc de ce contour aussi petit que ’on veut. Il en résulte
que 1’égalité précédente est valable pour chaque élément ds pris isolément :

u dx e\ 1 dds u dx boc) 1 ds
—_—— Su — | —— =S — — —_— = —
) Sw +< “ ax) & ow ST (S“ ) a5
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oul'on a:
dds de ddx N qdnc ddx

MW Tds T du  Tds T dw

Nous avons défini précédemment (n* 5) un vecteur de cosinus directeurs (a, B, y)
normal en méme temps 4 I'élément ds ct au vecteur (u,v,w) :

Se— =g, Sau = o, Sa*=1.

Nous choisirons le sens de ce vecteur tel que le triédre trirectangle ainsi formé
par les trois vecteurs :

de dy dz> “
<—d—s-'—c_ls—’_d? , (u,v,w), (1,3,,)

ait méme orientation que le triégdre o(xyz) formé par les trois axes coordonnés. De
plus, nous poserons une fois pour toutes dans ce qui suivra :

Ldx du. dx
Lc-——sg.—dg‘——_su‘?;
L — de dx &x
T s T ds T T MasT

dua . da
N—Su'?d?——bll—c-ls—.

Cela étant, supposons que lorsque A varie seul, le déplacement d’un point M
quelconque de C se fasse sur la direction (—u, —v, — w) de fagon que l'on ait :

oY

2 82 dy 8z 0z 3

— U 5 ="V, T — W
Y IS ) 3! o
Supposons d’autre part que p. variant seul, le déplacement de M se fasse sur le
vecteur («, B, y) de facon que ce déplacement étant désigné par 3n, on ait :
dx on dy 3n oz on

_— =

- ~ ’ = -~
du o du dw du oW

On aura dans ces conditions :

I dds 1 _ dx dx 3% . dx du BYS
—_——— =S —_—=—— = . =
ds * On ds ~ ds dbk B)\bds ds [‘3)\’
o d 3
! ‘s=lsd‘7c d_a_"'_zg_"s_dﬁ _di=L_?_n_,

ds dp. ds ds " w  ow ds ds o
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Si on se reporte, d’autre part, aux relations :
Sudx = o, Su* =1

qui donnent par différentiation :

u dx du
¢ Ce (4
15 S dx + Sud——=o0 Su— =
(1) o 4F o Sudy ’ a0
u Qe u
(16) S dx + Sud— = o, St— —o.
du. du dp.
On trouve :
L ou 6z o
S— — == - =0
du Q% oA du ’
3 3% SE
Su “? _ — :" Su* — —i"—,
hDA )N Bh
du on u
= —_— %=
X du o dn’
i on

g
I
o
S
R
Il
[«]

L’équation (14) devient alors :

en\ . du 3¢ on
(17) (?)5“—\2"‘14,;(75) (7—)
O}L [AWN OA O!J.

Plagons-nous dans le cas ot I’'on a sur toute la courbe G

Cela revient & admettre que le confour C n’est pas un conlour singulier, en
d’autres termes : que le déplacement (3x,3y,3z) étant, sur toufe la courbe C,
différent de o et dirigé suivant le vecteur (x, B, y), on obtienne ainsi des contours
infiniment voisins de C. pour lesquels la fonctionnelle T ne cesse pas d’avoir un

I

sens. Si donc an == o 1’équation (17) donne :
bl
u 32 . dx da 52
S — — ——8§ — . —- = —L | = ).
(18) S NP TI "<ax)

Nous verrons plus loin la signification géométrique de cette équation.
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[40] Revenons a la premiére des équations (15) en remarquant que :

2 L z
Sud—;)i-_—- —(Su)d—=—— Susl — 4% Sut=—d

Sk A dh Sh

o7
>'|-r|t

o2

elle s’écrit :

Sbu dr d <8§>

dr T ds ds "\ 3)
En définitive nous avons le systéme suivant de trois équations linéaires pour

déterminer :

u hDJ dw
AP 0’ M

Sll-'ﬁ:O,

dx du d (3%
(19) SE‘H"%(E)’

. u 3

501 (\')\ _ — Ln<§>.

Le déterminant de ce systéme est égal & 4 1 d’aprés I'hypothése faite sur I'orien-
de dy dz
s
résoud le systéme (1g), on obtient :

tation du triedre trirectangle ), (u,v,w), (x,8,y). Si donc on

du  dx d (82) L 0%
% ds ds \an/) e
W dy d /3 3z
= ww (m)
w  dz d<3§> LBE
N ds ds \3 P

On peut, de ces valeurs des dérivées, déduire les variations : 3 u, 3,v, 3, w
(I'indice ¢ indiquant un déplacement sur la surface caractéristique) :

- dx d3z
S u=

=g as T
. dy d& .
(20) =g g Pl
. dz d3% .
o“‘w_Ti;W—YLu&;‘
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[44] Supposons que la déformation de la courbe C améne un point M de cette
courbe au point M' sur la courbe C' infiniment voisine. La position du point M’
est parfaitement déterminée par la donnée de 32. Au point M’ les dérivées fonction-
nelles partielles seront :

u=u+73u, vV=uv+3,v, w=w4+3w.
c [

¢

~

. . . , . daz
On voit que ce vecteur dépend pour un point M’ donné de la valeur de a’Ls’ en

varie, le vecteur (u',v’,w') varie en direction,

e
-

ds
mais les formules (20) montrent qu’il reste constamment dans un plan fixe qui ne

ce point. Si 3% restant fixe,

dépend que du point M’ et non de la déformation qui a amené C en C'. Si donc
on déforme C', 3 son tour, & partir de sa position actuelle, pour en déduire une
courbe C’ infiniment voisinc d’aprés la loi précédemment indiquée, le déplacement

de M’ se fera dans ce plan. Nous appellerons ce plan, le plan tangent a la caracté-

dx dy dz)

- : a le bl sfini X == b
ristique au point M', de méme quele plan défini parles deux vecteurs (ds a5’ ds

(u, v, w) est le plan tangent & cette méme surface au point M.

[42] Le plan tangent en M’ contient le vecteur :

ﬁ_i_;d_.z: dv+ dy ,  dz . dz
ds "ds e

Cherchons, en effet, les cosinus directeurs o' 8'y' du plan déterminé par le vec-
teur précédent et le vecteur :

u'=u-+3,u, vV =uv+ 3,v, w=w+3w.

Ils sont respectivement proportionnels aux quantités :

dy dy (dz dz)
<d +°‘ds> ds+ °ds )’
./ dz . dz) ,(dac+\ ﬁ)
“(I“”“Tts‘ W% Y )

de  _ dx (dy  dy
<d3+°ds> u(W-F ds>



SUR L' EQUATION AUX DERIVEES FONCTIONNELLES PARTIELLES. 29

Or on a, par exemple :

, L dr  ddx  dx dds  dix L dr .
(20) “eds  ds ds ds ~ ds “ds
_d(—u?d3) de .. du daz dx _,
== g tT o Ty T
td i 1 ur 3 dy et 3 dz
et des expressions analogues pour 3, s ey

On a, dauns ces conditions :

1 Iz dz
w’(—dl +3 (—Y-> —v'(-jx + 3,z>

- ’dy . dz L ( dy Gd:)‘: w dv vclw R
=" ds \"ds  Tds )T < ds 75)0

+(wfl d:> L3t

Jav

ds —vg

!
— +(Luu—w—-dv +0 8 Lca> 3% .
ds ds

Les termes non écrits étant du 2° ordre. On aura en définitive pour o' 8'y" :

d
o = a4+ <Lnll —wi(zz-—{— v—iv———l—-L m)‘éi,

Is ds ¢
dw du
' — f —_— —_— _ ¢ o=
B }-l—(an u— +w R + L8 )8z,
, du dv -
y___,/-!-(L"w——vz—{—u?&——i—Lc/)o,.

Ces expressions peuvent tre transformées ; on vérifie en effet facilement que 'on a :

g (w dv » dw\ _ dx du —1
S\ s ds>_ s ds
Su(wdv vdw>—o
ds T ds )
L dx dv dw du
b—;(w%—l’—£>— SMK——N
d’ou I'on tire, par exemple :
N R
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Les expressions de «' ' y' deviennent alors :

d.
a’:z—}—(N——B-l—Luu)a‘_f,
ds
d .
(21) =5+ (Ngh+ L),
dz
(V)
ds
. das . ] rpt ! 3
On voit donc que le terme —K a disparu des expressions de «'B'y' ce qui prouve

que le plan de cosinus directeurs «' #'y' ne dépend que du point M’ et qu’il contient

°

le vecteur (u',v',w') quelle que soit la valeur de en M'. C’est bien le plan

tangent tel qu’il a été précédemment défini. Nous appellerons «', 8°, y' les cosinus
directeurs en M' de la normale & la surface caractéristique.

Tout ce qui précéde fait bien présumer que la surface caractéristique balayée par
le contour C quand celui-ci se déforme conformément a la loi indiquée, est bien
déterminée pour un contour C donné, u,v,w étant aussi donnés sur ce contour
(Sudx = o, Su*=1) et ne dépend pas du mode de déformation du contour. Mais
il est nécessaire de donner de ce fait une démonstration plus rigoureuse.

[43] L’ensemble des contours fermés déduits du contour initial C est déterminé,
4 partir de G, au moyen d’un systéme d’équations aux dérivées fonctionnelles ordi-
naires qui est le suivant :

dx d3z
5 u :——-——-—aL a‘f
¢ ds ds wes
dy daz
A T
%Y = U5 ds —aL.ss,
. dz daz .
W =gy as Yl
(22)
60.7; == — 118’::,
8,y = — wva%,
0,2 = — woz,

ac::—_-_/a::ds.
c
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Ce systéme peut étre remplacé par un systéme équivalent déduit des formules (21)

. L de .
8,0 = (\— -+ Lnu> 52,
AN

ds
(23) :a-—(\dy +1 v)“
o0 = (ls - oz,

Iz
acY - <N—(_ + an> 8’::

ds

auquel il faut ajouter les quatre derniéres équations du systéme (22) qui sont com-
munes aux deux systémes.

Nous allons vérifier que le systéme (22) ou le systéme (23) qui lui est équivalent
sont complétement intégrables.

Considérons pour cela deux déplacements sur la surface caractéristique repré-
sentés par les symboles § et 3, respectivement. Le systéme (22) donne :

3% = — 32ds
C
donc :
a,a::—/a,agds—/aza,ds
C «
=*fa agds+fCL,a,ga§ds

caron a :

5,ds
2[‘ d :—L 35
(at) e RE

Comme 3,3 = 83,&, on en conclut :

3402 == 00‘2 .
La condition d’intégrabilité est donc vérifiée pour X.
D’autre part on n’a jamais :

3,0 = %%,

méme si le systéme (22) est complétement intégrable. Mais il existe une quantité,
qui en vertu de la condition d’intégrabilité ne doit pas changer si 'on y permute les
symboles & et 3,. C'est I’expression :

, - o dx d3%
(23) 00,X T%-E‘—S‘—O‘

A%
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‘e point est expliqué dans l'ouvrage de M. Paul Lévy(*). Or nous avons :

de sorte que la quantité (23') se réduit a :

L 2323
n* 939

2

1

qui visiblement n’est pas modifiée si I'on échange entre eux les symboles 3§ et 3, .
La condition d'intégrabilité est donc vérifiée encore en ce qui concerne x, y, z
Reste 4 la vérifier pour u, v, w.

Nous allons pour cela mettre le systéme (22) sous une autre forme qui nous con-

duira & des propriétés remarquables de Ia surface caractéristique.
Posons :

Nous aurons défini ainsi 6 fonctions : x, y,, z,; 4,, v,, w, satisfaisant aux rela-
tions :

Su,dx, = o, Sul=1

o

corrélatives de

Sud;r;:o, Su*=r.

Nous obtenons immédiatement d’aprés la formule (20') :

. . dx dss du dx\ .,
=i =+ (L)
On a d’autre part :
dx d3 x dx
5 Sl - D%%o g, Dos:
¢ ds ds + Le ds *

() Legons d'analyse fonctionnelle, 1*¢ partie, chap. v, p. 97.
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= +3s,u—L,usz
de d3,z
ds ds

""(an + Lcu) ai

ds,z | sy
- uod—; - (L”O( + Lcu) o3 -
Posons pour un instant :

p:—di—L dx _ dv Ldy . dw dz

ds °ds’ 1= s — s "= s T eds
On obtient immédiatement :

SZ—‘:. =L,—L, =o; Sup = o; Sap=N

d’ot P’on déduit les valeurs de p, ¢, r
p=«aN, g =B8N, r=+yN.

D’autre part des relations évidentes

de d*x d&x . d'x
T Sgg=—Le Segy=-—L
on déduit :
L"oz—l—L,_‘u:—%’%.-

De sorte que I'on aura pour su,

d3z de, d3=
Su = : (N2 = —=2 - 3E
su, +u s + 2 N8z T s 4+ aN3&

~

tourdx°'
et p ek

dow, 4% dw (u 43z | du, a=> _ d(w,®)
ds ° ds dst T ° ds ds °) ds

33
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On a donc & une constante additive preés :

3x, = — u,33.

En résumé on voit que le systéme (22) est équivalent au suivant :

. dx, d33 4 oaNaE
o U, — —— AINOZ
ene ds ds i

dy, d3z
Sy — = 4\ 3=
cey ds ds taNes

dz, d3%
~ — o - L\ 3%

(22.) Ocu)o = ds 'E‘ + l/\'.)_,
acxo _ uoaz-’
acyo - Uua‘é’
~ o~ ~ N /‘ -
0,2, = —w,33, o.‘..:——j 93ds .
- dx
Remarquons encore que N se déduitde L, enyremplagant 5 - par —u...
s
'Eo
ou par —=-. De sorte que nous pourrons poser :
s
. da de, da
N=——b—ll=———S—-—-—=—Lm.
ds ds ds

De sorte que le systéme (22,) est absolument identique comme forme, et aux
nolations prés, au systéme (22).
Vérifier la condition d’intégrabilité pour le systéme (22) en ce qui concerne les

ds ’

fonctions a, v, w revient a la vérifier pour le systéme (22,) en ce qui concerne
dy, dz, , . .. .
T C est-a-dire en ce qui concerne x,,y,, 2
Nous avons ainsi établi que le systéme d’équations aux dérivées fonctionnelles (22)
est complétement intégrable en méme temps que les systémes (23) et (22,) qui lui
sont équivalents.
Les relations qui existent entre les systémes (22) et (22,) scront interprétées

: ce qui est immeédiat.

o

géométriquement dans la 2° partie.

[14] Le sysléme (22) étant complétement intégrable, on peul pour U'intégrer y
3%

supposer 3% indépendant de s, c’est-d-dire o

= 0.
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Le systéme (22) se réduit dans ces conditions a :

~ - N ~ - 1. ’\: ~ —_— a:
3, u = —alL,3z, g, v = —18L,3%, s, w= —vL,3z,
~ e ~ 3 ~ N
3, = —uds, 8,y = —wez, 8,2 = — wig,

oY = —fa’:'_(ls.

On peut alors appliquer & ce systéme la méthode d’approximations successives
de M. Picard.

Supposons maintenant que x,y, z,u,v,w soient sur G des fonctions analy-
tiques de s. On peut alors, en utilisant la formule (24) calculer la valeur pour Z=o

des dérivées de u,v,w,z,y, 2, par rapportd & jusqu’a un ordre quelconque.
Par exemple :

de dy dz
ds’ ds’ ds
a4 § jusqu’d un certain ordre, c’est-d-dire, en définitive, une fonction connue de s

st une fonction de u, v, w, et de leurs dérivées successives par rapport

et des valeurs de u, v, w sur le contour

(Sudx = o, Su* = 1).

On pourra donc écrire pour u un développement suivant les puissances crois-
santes de &, convergent dans un certain intervalle (ce rayon de convergence étant
une fonction de s).

Dans ces conditions, u, v, w, x,y, z, seront exprimés en fonction de s et de &.
On aura ainsi les équations de la surface caractéristique sous la forme :

x=f(s,%), y=9(8, . z=h(38);

s devra alors é&tre considéré comme un paramétre qui, avec &, détermine sur la
surface un systéme de coordonnées curvilignes. Ce systéme est formé d’une famille
de courbes paralléles & = const. (parmi lesquelles le contour C lui-méme) et de
leurs trajectoires orthogonales qui sont les géodésiques s = const.

[48)] Du systéme (22) nous pouvons déduire un systéme d’équations aux dérivées
partielles du 2° ordre définissant I'ensemble des surfaces caractéristiques de 1’équa-
tion S =1,
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En effet si I'on fait dans le systéme (22)

dsz
- 0
ds
on obtient :
' 'y dFz
J— — 2} B
‘\::s —any k\;: —L,“), L\E_"—LI“

Pour éviter toute confusion, mettons v a la place de s, v étant un paramétre
tel que les géodésiques considérées soient définies par v = const. et continuons &
désigner par s la longueur d’arc d’une courbe Z = const. quelconque. On aura dans

ces conditions :

3%
I
(=)
Q
B
w
or

ot dr Qv dt

d*x Nx ods dx dPs
—= = (L =) (
as \ \

%Y pour
d“r/ p

i

ce qui donne :

. X . O
L— g R S T X
n T TN T <ds T S(Bw)’

d‘ﬁ> 7,

D’autre part :

et deux autres formules analogues pour B et y. En définitive les équations aux déri-
vées partielles qui définissent I’ensemble des surfaces caractéristiques rapportées
3 une famille de géodésiques et & leurs trajectoires orthogonales sont :

dz dy iz S iz dy iz W\ Xx
vo () e R e W
28 T S x *s 2z dy 2z w\?
(50) s o)
'y
TE T e
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auxquelles il faudra joindre les deux équations :

dr S/ax 2
—_— ———==0 —_— = 1I.
on 3 ' b:.

Mais, évidemment ce systéme est de forme assez compliquée et nous verrons,
dans la 2¢ partie, qu’on pourra définir I'ensemble des surfaces caractéristiques par
un systéme d’équations aux dérivées partielles équivalent mais dont l'intégration
sera immédiate.

[16] Voyons maintenant quelle est 'interprétation géométrique de I'équation (18)
qui résulte de la condition d’intégrabilité, équation qui peut s’écrire :

Y d'x
SOZ-S-E—’—FSQ—(E—:

O.

Si on appelle ¢, le rayon de courbure d’'une courbe v, = const., ©, 'angle que
la normale principale a celte courbe fait avec la normale a la surface au point consi-
déré, p,, B,, les quantités analogues pourlacourbe Z = const. quicoupe normale-
ment la géodésique v, = const. au méme point, I’équation précédente peut s’écrire :

cos T, ~ cos T, 1 1
+ = -+ —=—=0
& fa R, R,
R, et R, étant les rayons de courbures principaux de la surface au point considéré.
Donc les surfaces caractéristiques de U’équation :
S B: =1
sont des surfaces & courbure moyenne nulle ou surfaces minima.

De méme la signification géométrique des trois quantilés que nous avons dési-
gnées par L, L,, N est immaédiate.

L,, —L,, —N sont respectivement, la courbure géodésique, la courbure normale
et la torsion géodésique en un point M d’une courbe C quelconque tracée sur la sur-
face minima.

Il existe des formules classiques(*) dans la théorie des surfaces qui donnent aux
notations preés :

(23) = _—N—_—ul

(*) Voir par exemple : Vrssior. Cours de Géoméltrie supérieure, chapitre 11, p. 29.
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—L’, et —N' étant respectivement la courbure normale et la torsion géodésique
relatives & une courbe (7 = const.) coupant normalement la courbe C au point M.
En rapprochant les formules (23') des formules (23) on retrouve d’abord :

Ln + L,‘ll =0

el ensuite :
N+ N =o

mais cette derniére relation ne caractérise nullement les surfaces minima et est vraie
pour une surface quelconque.
Nous pouvons maintenant lever, en partie, la restriction que nous avons formulée

o

~
[

s 0N . s ez
au n° 9. Nous avons supposé que la quantité — devait étre différente de o sur toute
W

la courbe C. .

Le fait que le systéme (22) qui permet la détermination de la surface caractéris-
tique est complétement intégrable permet de remplacer cette condition par la sui-
vante :

I1 faut et il suffit qu’il existe un déplacement 3n normale & la surface minima,
qui ne soit pas nul sur toule la courbe C et tel que la fonctionnelle’ = ne cesse pas
d’avoir un sens.

Sous cette forme la condition précédente est bien d’accord avec le résultat du
Mémoire de Schwarz(*). Il est clair, en effet, que s’il est impossible de trouver un
déplacement 3n non nul sur toute la courbe C, l’équation (17) s'évanouit. Il y aura
indétermination pour la surface minima passant par le contour C (cette surface
satisfaisant par ailleurs aux conditions connues de continuité) et I’on ne pourra plus
parler dans ces conditions de I'existence d’'un minimum relatif pour I'aire X.

LES ELEMENTS DU 2¢ ORDRE CORRESPONDANT A DES DEPLACEMENTS NORMAUX
A LA SURFACE GARACTERISTIQUE

[47] Revenons maintenant aux dérivées :

u v w
R I

nous n’avons pour les calculer que les deux équations :

d J d
(16) Sul:o, S(%d.r-}-ad—x\):o.

‘\}L/

/%) Mémoire cité dans 'introduction.
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Comme on a :

D ~ ™~
sud>™ — Sud<aﬁ> — 5% Suda.
By

du o

Le systéme (16) peut étre remplacé par :

u dr du 8 do 3n
Su— =o, S— . —=——8Su—=N—
du. s du 3p ds Sw
ou
dx ~
Sus,u =o, Sgs—°,,u=N°'l

I'indice n indiquant que les variations de u, v, w se rapportent & un déplacement
normal & la surface caractéristique. Il y a donc indétermination pourle calculde 3,u,
3,v, 3,w et c’est en cela que consiste la propriété fondamentale de cette surface.
Supposons que la déformation de la courbe C soit purement locale et affecte seule-
ment 1’é1ément ds au point M. D’une maniére plus précise, supposons que la défor-
mation du contour ait lieu seulement sur un arc infiniment petit, de longueur 2¢
et dont les extrémités sont symétriques par rapport au point M. Considérons la
quantité :

Supposons provisoirement qu’elle ait alors un sens et qu'on puisse la représenter
par une expression de la forme k(s)3n :

Sas,u=1Fk(s)sn

k(s) étant une fonction inconnue de s. Nous aurons alors le systéme :

L dx
bg‘;oull == Nan,
Sus,u=o,

Sxd,u=1k(s)sn.
D’ou l'on tire :

o, u = [Nd—w + ak(s) [en,

dy ]
3 —_ A N
3,V _I N——ds + 8 (s)_on,
dz -
3 _—| N —— / sn.
3, w A +v c(s)— on
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~

[18] Nous allons maintenant chercher les valeurs les plus généralesde 3,u, 3,v,

3,w en considérant une déformation quelconque du contour C.

Considérons deux points quelcongues de C situés A une distance finie 'un de
Vautre : M et M, ayant respectivement pour abscisse curviligne s et s,. Supposons
que la courbe C soit affectée au point M(s) d’une déformation purement locale
représentée par ds3n. Nous aurons, au point M,(s,) des variations de u, v, w liées

par les relations :

I & do
(28) Su,8,u, = o, S <7s_>, s,,, =0
de dy dz
ds’ ds’ ds
Ces équations (28) montrent que le vecteur de composantes :

car la variation de en M, est.alors nulle.

s u, o0 o, W

n n-s? n

est alors dirigé suivant le vecteur («, B,y,) cest-d-dire suivant la normale & la surface-
caractéristique an point M,. On pourra donc écrire :

s, u, = K(ss)a, 5nds,
e, v, = K(ss,))8,5nds,

3, w, = K(ss,) v, 5nds

K étant une nouvelle fonction inconnue dépendant évidemmcnt des deux points M
et M, c’est-a-dire des deux variables s et s,.

De méme si nous considérons une déformation purement locale du contour C au
point M,, elle affectera u, v, w au point M, et l'on aura encore :

5,0 =K(s,s)x3n,ds,,
(28") g,v = K(s,8)%3n,ds,,

s, w=K(s,s)vin,ds,

en permutant daos la fonction K, s et s,.
Mais, d’autre part, on a :

o7

= adx + 83y + vy3z,
‘ra + p,ay, +*{‘BZ],

o7

I

n
nl
en considérant le déplacement sn comme résultant de trois déplacements 3x,3y, 8z

suivant les axes coordonnés. 1l en résulte que :

(8, )z, = K(s,8)xx, 3.0, ds,
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en désignant par (3,u),, la vaviation de a au point M résultant d'une déformation
locale de la courbe au point M, définie par 3x,ds, (y, et z, nesubissantalors aucune
variation). On aurait encore :

(5,1,), = N(ss) 230 ds.

Considérons ¥ comme une fonction d’une infinité dénombrable de variables
ind¢épendantes : les coordonnées &, y, 2,. On voit que :

A

MY
3,0, == ———20.x ds
( " )’. R I,l 1 1
AR
5, 1,), == srds.
Catt)e = 133
La condition d'intégrabilitc¢ :
My N
dedx, T e, e
exige donc (que l'on ait :
(anu)-l'. e (allll'l)L
o, ds, dx ds
et huit autres relations faciles & écrire :
(a”u)_vl . (auvn)l
3y, ds, sx ds

Toutes ces conditions exigent ¢videmment que 'on ait :
K(ss,)) = K(s,s)

et inversement si cette derniére relation est vérifiée, les neuf relations précédentes
et par suite les conditions d’intégrabilité se trouvent satisfaites. K(ss,) est donc une
Sfonction symétrique de s el s, .

[49] Supposons maintenant que la déformation porte sur toute la courbe C a
I'exclusion d’un arc aussi petit que 'on veut dont les extrémités ont pour abscisses
curvilignes s —: et § 4+ ¢ (s étant I'abscisse curviligne du point M et = une quan-

6
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tité tendant vers o). En verlu des formules (28", i} en résultera évidemment pour
5,u,3,v,3,w au point M les valeurs suivantes :

3,0 == V. p. /( Kiss,)2(s)an(s)ds,,

3,0 = v, p. [ K (ss,) %(s)3nts,1ds,,

3,0 = V. p. /lx(.s's,)-;(s)r)n(s,)ds,:
N4

I'indication v. p. (valeur principale) devant le signe / signifie que Uon doit

exclure de l'intégrale I'intervalle infiniment petit (s, — =, s, + z). Maissi I'on savait
d’avance que K(ss,) est holomorphe au point s =ys,, il n’y aurait évidemment
aucun inconvénient & ¢erire par-exemple :

~
3,0 = / K (ss,) 2(s)3n(s,) ds,.
Ja
Eafin si la déformation porte sur toute la courbe C y compris Pélément ds au
point M, on aura pour les valeurs les plus générales de 8,u,3,v,3,w :

s, u = | N (;—g; + k() z(s).T en+ v. p. / K(ss,)a(s)3n(s,)ds,,
_ ¢

—

(a8") 3, = | N —g{-\s— + k(s)b(s) jen+ v. p. [K(ss,) B(s)dn(s,) ds,,

s, w=1_N ((;—:. + k(s) «((sﬂ sn 4+ v. p. /h(ss,) 1(s)sn(s,)ds,.
L § - /G

Ces formules sont obtenues en partant de ’hypothése faite au n° 17, & savoir que
I'expression

Sad,u

quand la déformation de la courbe porte exclusivement sur l'arc infiniment petit
(§—=, $ 4+ ¢) a un seus et peut &tre représentée par k(s)3n. Calenlons, dans le cas
général, Sa3, u a I'aide des formules (28"), on a immédiatement :

(28™) Sad,u=k(s)3n+ v. p. / K(ss)an(s)ds,
C

I'hypothése que la fonction k(s), telle que nous venons de la définir existe, n’est
légitime que si 'on est str a priori que I'intégrale

v.p./ K(ss)en(s,)ds,
¢
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a un sens. Or il peut ne pas en é&tre ainsi, ct effectivement, il n'en est pas ainsi si
par exemple la fonction K(ss,) admet au point s = s, un pdle dont Yordre de

multiplicité est au moins égal & 2. Nous verrons tout & I’henre quand nous aurons
précisé la signification de

S%2 u

n

la forme qu’il convient de donner & cette quantité. Tout ce que nous pouvons dire
pour le moment c’est qu’elle est une fonctionnelle linéaire de 3n qui, en vertu des
conditions d'intégrabilité écrites plus haut (n° 18), doit étre identique & son adjointe.
Soit —U,(3n) cette fonctionnelle, nous poserons donc :

Sx8,u = —U (%n)

et les formules (28') deviennent :

u an—al (3n),

du

3,0 =\
a Is
ly

(
g, 0 =\ 25 " — &1, (8n),

dz
8w =N—=2an-—-~l_(on).
n (ls i 1 )

[20] Partons maintenaunt de

c’est-a-dire si le déplacement de chaque point du contour C est normal & la surface
caractéristique, la variation 1'* de T est nulle :

3,X = (Suz)snds =o.
¢

VYoyons ce que devient la variation 2° :

& .:'[(Sua‘”x + 83,us,x)ds —i—[(h‘aa“.c) 3,ds.
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Ona:

3 =¥, 2y = B3, Az =~3'n

car nous supposons que la direction (z, B, ) reste inyariable. Dans ces conditions,
2° X <e réduit d

3 N = (S¥3,u)snds = /~I‘(3n)8nrls.

"
[y G

Quelle est maintenant la signification de
Sx5,u = —1,(3n)
cette quantité représente I'angle infiniment petit que font entre eux les deux vecteurs
(w,voy et (43,0, v4+30, w30

ou la tangente de cet angle en négligeant les infiniment petits du 2 ordre.
Supposons que le déplacement 3n permette de déduire du contour ¢ un contour
infiniment voisin C'. Scient S et §' les surfaces minima infiniment voisines qui
correspondent respectivement & C et C'(*). Quand on se déplace sur S, 3a est une
fonction des deux paramétres 2 et v précédemment définis (n° 15). Désignouns par

don

~

Jar

la dérivée de 3n prise suivant la direction (—u, —v, —w); ce sera la dérivée
de 31 prise suivant la normale intérieure & la courbe C. On vérifie alors par un
calcul facile, qu’aux infiniment petits du 2" ordre prés, on a :

dén
Sus, 0= — 3T
ou
den -
2L =1, G0,
Cs

[24] Supposons que la surface caractéristique soil & l'intérieur de C parfaite-
ment continue(*). Considérons deux fonctions différentes représentant 3n, c'est-

('} Nous supposons toujours, au moins implicitement, dans le texte, que ces surfaces
sont parfaitement continues a I'intérieur des contours qui les limitent.

(*) Par surface parfaitement continue il faut entendre que la surface est continue ct
gu'en outre elle ne présente aucun point singulier & I'intérieur du contour qui la limite.
— Voir Darsoux. Lecons sur la théorie des surfaces, 17 partie, livre I, chap. x, pr 424.
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a-dire deux contours infiniment voisins de C représentés respectivement par :
sn="U(s) el 3n=V\{(s)

U(s) et V(s) étant des fonctions infiniment petites. Désignons alors par U, [U]
et U,[V] les dérivées normales qui correspondent respectivement & U(s) et V(s).
U,[U], par exemple. est une fonctionnelle linéaire de U identique & son adjointe.
On a donc :

~

[ ION = U Uds = o
0

c’est-a-dire :

/‘K‘—L—-\ —TL>(L\‘=0'

Ainsi :

La fonction 3n satisfuit a la relation de Green pour un contour fermé quelconque
tracé sur la surface caractéristique, celle-ci étant parfaitement continue & I'intéricur
du contour.

Si on suppose tracé sur la surface S un réseau de courbe i la fois orthogonal et
isotherme, de paramétres 6 et o, 3n = U(f») considéré sur la surface S comme
fonction de 6 et o doit donc satisfaire a une équation aux dérivées partielles linéaire
du 2° ordre et du type elliptique, de la forme :

’J

*U U
‘\02 + Y R(Om)L —= 0.

(30)

Nous poserons pour simplifier dans ce qui suivra :

dsn . dan
in=1=U — = U =U".
’ Q= v ds

Oﬂ aura alOI'S .
O\ Y= —"I.(lg —f I‘ lr(.ls-
/ (5

Rappelons que I'on a identiquement (la surface minima étant parfaitement con-
tinue & l'intérieur du contour C):

U A AU\ /U T
—‘—fL EdS:_/_/‘I‘<—SF> +<\m\ —LLAL_]dOd(')
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Pintégrale double étant étendue & I'aire de 1a surface minima comprise a Vintérieur
du contonr C. On a d’autre part :

»U

o)

i
AL/

= —R (")(-))l .

[

D’aprés I'équation (30) & laquelle satisfait U =23n. 1l en résulte :

. e TN NN
(30) ’J,,‘-—--——f/ [( gV)/ < ()) —l\(()m)l _—Id(}llm

et I’équation (30) exprime précisément que U = 3n est la fonction ¢ui rend station-

(4

naire Uintégrale double précédente.
Ainsi, si l'on se.donne la suite des valeurs que prend 2n sur le contour C

RN
) -

?

¢st une fonctionnelle dépendant de celte suite de valeurs, égale au minimam(*),
de l'intégrale douhle qui figure au 2° membre de I'égalité (30").
Désignons par ¢ cette fonctionnelle en posant :

U -
b =— / -—L(lS*fL,(L)lds

U,(U) étant une fonctionnelle lin¢aire de U =2n, il en résulte que : o est une
Jonctionnelle entiére homogéne et du 2¢ degré de toules les valeurs que prend U sur le
contour C. Si donc on multiplie la fonction U par un factenr infiniment voisin
de 1: 1 +¢, b doit se trouver multipliée par (1 + ¢)*. D'aprés cela la variation 1"
de @& étant :

b = / (0235 + @y 3U)ds
0

multiplions U par 1 + = ce qui revient & écrire :
U ==, A=
le contour C étant invariable, on aura alors :
b= (v ) — )b =D

et

'I':_—-- /“l' Udy = — /L;lls

(') Quand ce minimum peut étre effectivement atteint.

~—
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on en conclut :

Py = —2

comme pour le minimum de I'intégrale de Dirichlet.

[22] Nous allons maiutenant chercher I'expression de 3°, X = en fouction

»
de U et de ses dérivées partielles et déterminer, par conséquent, la fonction R qui
figure dans I'équation (30).
Mais auparavant remarquons que les ¢quations :

dr da da N dx
S— —= 1. Sy — = — N, g — — 0.
ds ds Ly “ s N Sa ds ¢

dz A dy dounnent par exemple
=, ar exer :
ds ’ ds ' ds P P

Résolues par rapport &

da dr .
.d:‘— = L"-(-i.?ﬁ Nu

S() —re

On déduit également des formules (23) :

S(—i\) =L, + N

5z /

De sorte que I'on a :
g dx\* v/ B \? 1 N ™
E fremed b E:.:- == L " + n ==

en désignant par I le carré de 'une quelconque des deux courbures principales(*).
Cette derniére -4galité exprime d’ailleurs le fait bien connu que la représentation
sphérique d’une surface minima S réalise une représentation conforme de S sur la
sphére de rayon 1.

Cela étant, considérons sur la surface minima S un contour C' infiniment voi-

(*) I'* représente aussi la courbure totale changée de signe.
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sin du contour C et intérienr & C. On oblient C', & partir de C au moyen du dé-
placement :

o7

S0 = — Uz 5,y == — 33
¢ < e <

. e
R LI I= — Ak

L’aire de la bande comprise entre C et C' a pour valeur :

[ ds

en désignant par ds I'¢lément daire :
ds = 33ds .

Nous avions trouvé d’autre part :

On en concluat :

11 s’agit de calculer &*,ds et pour cela nous chercherons a obtenir I'expression
de I'élément d’aire d¢' sur la surface 8' qui se déduit de S au moven du déplace-
ment ¢n suivant la normale.

Supposons que ce déplacement ameéne un point M de coordonnées ., y, z situé
sur S en un point M' de coordonnées .£'y' 2’ situésur 8'. Ona: (3n=1_)

s =ux + 2U, y =y 50, ==+ U

Si le déplacement de M a lieu sur la surface minima, normalement & C, tel par
conséquent que :

8.0 == —UsZ, O,y = —1voz, 0,2 = — W3

on aura pour la variation de «':

N T T AU L T R P \
O.C':( o —|—- = L’+1~:\_—/OE=( peres + \,L—E—ll‘ 02 .
.02 %2 92 N\ 03 52
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On déduit de la :

de / 411 (IL R yde da .
b( )T[ S ds rls> * < 77?(15)]1

= (1 4+ "1 + U™ 4 2L, U ds.

On aura de méme :

=+ U4 U, = oL, U) a2,

~
o7
"

w

o)
J ¥y

£ %)

ER)
o7
rif

Formons maintenant la combinaison :

lr 3 E l . lz &
Sdx'3.c' _ng(d:‘ z d (1>(193: - L( ‘—(—2 ::)11-80:—1-(1 U'Sa®) dsaz,

= V3T d ds

Ona:
ifdr Sz | dw dz 41JL dr dz .
S5+ =) =SH (V) + 8(—uE) =

., dx 3z . ..
la quantité S—(E- —— est rigoureusement nulle ainsi qu’on s’en assure facilement;
03

d’ailleurs le terme qui lui correspond est du 2° ordre ainsi que le terme en U, U’
On a donc en s’en tenant aux infiniments petits du 1* ordre

Sdx's.' = aNUdsaz.

On trowve, en définitive, que le sinus de I'angle des deux directions (dx', dy', dz")
et (3x',3y,32) est:

\/l — 4\ U

en négligeant sous le radical les termes d’ordre supérieur au 2°.

On voit, dans ces conditious, que I'élément superficiel ds' est donné par :

ds' = do \/(SAr'*) (830 (1 — AVLY)

ou

do' = ds /(1 2L, U+ U+ I*C%) (1 — 2L, U 4 U°, + U — 4AN*U*
=ds 1 + U + U, + "0 — (17, + NOU*
= ds \/l + U+ U, — U

— dc[ P éw'* +U — ‘zl"l,")—!.

~1
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Comme, d’autre part, on doit avoir :

do' == ds +3 ds +

et

P ds ="+ U —al”Uds.
On obtient donc, en définitive :
(30" A = -—j.(b" 4 U —al® U ds = [(-zl”L’-—L"—l ) 83ds.
On peut oblenir 3:% d'une autre fagon, en faisant dans 1’égalité :

3 — f (@37 4 0, 30) ds,
(8
sU =123,
Oun a d’ailleurs, commnie nous I'avons vu :

d = — 2l

ce qui donne :

B = / (D's — 2L%,) 32 ds

en comparant entre elles les deux valeurs de 8:® que nous venons d’obtenir, on a
I'égalité : !
P — U = — U, — U a1
ou

P = L, — U 4 al "L

On a ainsi I'équation aux dérivées fonctionnelles partielles & laquelle satisfail la
fonctionnelle & :

I 2 s “
(30") e == 7 b= U7+ a1
qui ne différe de I'équation obtenue au n* 6, relative au minimum de l'intégrale de

Dirichlet, que par le terme 21"U". L’équation (30") se réduit d'ailleurs a cette der-
niére équation, si la surface minima S est un plan auquel casona: [* =o.
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[23] De l'équation (30") on peut déduire la valeur de &, il suffirait pour cela
d’étendre I'intégration & toute 1'aire de la surface minima limitée par le contour G.
Dans ces conditions, 'intégrale simple est remplacée par une intégrale double.

Prenous, par exemple, pour systéme de coordonnées curvilignes.sur la surface
minima, le systtme déjd considéré, formé par les géodésiques + — consl. et leurs
trajectoires orthogonales Z = const. L’é¢lément linéaire sera alors de la forme :

ds* = dZ + G*(Zr) d+}

- W\ 1 /N
v=fS1(F) rels) —rvene.

Si maintenant on substitue & ce systéme de coordonnées curvilignes, un réseau

et 'on aura :

de courbes orthogonal et isotherme de paramétres 6 et «, pour lequel le ds* prend
la forme :

ds* = u*(w) [d0* + dw?].

L’expression de & se transforme en la suivante, en vertu des propriétés d’inva-
riance bien connues relatives au paramétre différentiel du 1 ordre :

W\ /U
(1?://[( DIO> +(D‘:)> —2{&"1‘![2](”}(](-)

en rapprochant cette intégrale de celle déja considérée (30"), on obtient la valeur de
la fonction R(6w)

R(w) = 20717,

La quantité :
—R(hw)

24t

—1"

est donc un invariant et représente la courburve totale.

Supposons que la représentation sphérique de la surface minima soit également
rapportée aux variables 6 et w, et qu'on ait alors pour le ds* sur la sphére de
rayon ¥

S(d =) = v*(hw) [d0* + dw?).

On en conclut :

I

d 2 S 2
R(O,m)r‘:-zsfl":zyfs< 1> : 2-—-(~_j[—)—:2\;"(’),4.;)

ds

telle est encore la signification de R(%o).
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{24] 11 faut maintenant que nous précisions la forme qu’il conviendrait d’attri-
buer a la quantité :

Sas,u=—U(sn).

Nous connaissons maintenant sa significalion : C’est la dérivée normale (") cor-
respondant & une solution de 1'équation (30), satisfaisant aux conditions habituelles
de continuilé relatives au probléme de Dirichlet pour cette équation. Nous avons vu
d’autre part que cette équation (30) généralise I’équation de Laplace :

A}
AUV = — +

a laquelle elle se réduit d’ailleurs quand la surface minima se réduit elle-méme &
un plan, auquel cas R(0w) =o.

Il suflit donc de voir comment sc présente la dérivée normale d'unc fonclion
harmonique, méme dans un cas parliculier.

Dans le cas du cercle, par exemple, et en nous servant de l'intégrale de Poisson,

nous pouvons obtenir I'expression de cette dérivée normale. Elle est de la forme :

7

L

N

=\.p. [ K(ss)|Us,) —Ul(s)] ds,.

arv

Le noyau K(ss,) admettant un pole double au point: s =s,. et l'intégrale du
2* membre ayant alors parfaitement un sens grice au facteur

U(s)— L)

qui s’annule pour s =s,. ‘

Dans le cas du plaun, la nature de la singularité de la fonction K (*) est la méme
quel que soit le contour ferm¢ considéré : c’est toujours un péle double.

11 est trés naturel d’admettre, au moins jusqu'a preuve du contraire, que cette
singularité est encore de méme nature lorsqu’on passe du cas du plan au cas d’une
surface minima quelconque, c'est-a-dire de I'équation de Laplace & I'équation plus
générale (30).

Le caractére de cette singularité semble, en effet, lié & la nature méme du pro-
bléme et &tre, par conséquent, indépendant des données de ce probléme.

Nous admettrons donc 'existence d’un pdle double pour le novau K(ss,).

(*) Dans tout ce qui suivra nous nous placerons toujours dans Ie cas ol la dérivée
normale existe.
(*) Lorsque la dérivée normale cxiste.
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11 résulte, daus ces conditions, de I'expression générale de la fonctionnelle linéaire
donnée par M. Hadamard, que 'on pourra poser :

Sad,u=k(s)sn_+ v.p. [ I\(ss,)|311"~8/zA] ds,
ou :

31 Lil)= —hs)U(s)—.p. / N(ss ) [Uts) —U(s)ids,.
0

On pourrait méme obtenir une expression, un peu plus compliquée il est vrai,

. . . ; - " . ., dU
qui ne conliendrait pas le symbole v.p. a condition d'introduire la dérivée d_}
s

ainsi qu’une autre fonction inconnue £'(s) :

. . iU T . dU (s
U,= —kis\ U (s)_/‘.'ks)((_“_——‘/ I\(ss‘)l U(s)—Uis)— (5, — s) [(Jlig):lds"
& (3 B 3

Je renverrai sur ce point & Pouvrage de M. Paul Lévy(").

Nous adopterons, en définitive pour Sx3,u, la forme (31) sur laquelle nous au-
rons, ‘d’ailleurs, I'occasion de revenir dans la 2" partie. Nous y verrons que les condi-
tions d’homogénéité permettent d’obtenir pour Sa«3,u, une expression plus simple
d’ou aura disparu la fonction k(s).

PROBLEME DE CAUCHY

[28] Nous allons d’abord chercher I'expression générale de su. v, 3w.

Une déformation quelconque du contour C peut étre considérée comme résultant
de deux déplacements d’un point M quelconque de ce contour : L'un de compo-
santes —ud%, —v3&, —w3aZ pour lequel nous avons par exemple :

o, u :————L"'xo.j;

I'autre de composantes 23n, B3n, v3n normal a la surface caractéristique et pour
lequel nous pouvons écrire en raison de la forme qui vient d’étre attribuée & Sa3, u:

e T [ N[, —
3, U= _L\ s + k (s)x(s}J sn, + v. P/ l\(ss,)[o n, — on\]ds,.

(*) Paul Livy. Lecons d'analyse fonctionnelle, 17 partie, chapitre 1v. page 6g.
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En vertu de la relation : Sudx = o, il n’y a pas lieu, si I'on cherche la varialion
de la fonctionnelle X, de tenir compte d’'un déplacement du point M dirigé suivant
I'élément ds. Mais il n’en est pas de méme s’il s'agit de la variation des dérivées u,
v, w. On devra dans ce cas faire intervenir le déplacement du M dirigé suivaat la
tangente & la courbe C. pour lequel on a :

du = 4_lu_ ds.
s

Eu conjuguant les trois variations de n qui viennent d'étre obtenues, nous pour-
rons écrire d'une fagon générale :
su=du+3,u+3,u
ou

0w du . de dsz
B ol =— —— (s
(3r) ds ST

— L, 20

ds s "

haf

L : -
+ l:\'l + k(s)2(8)
ds ’ :

in —+ Y. p. / l\(ss,)lan“ —r]anx(s) ds,
Je t

et des expressions analogues pour 2v et sw. Ces expressions de 3u, 3v, 3w nous
permettent de voir comment se pose le probléme de Cauchy pour l'équation :

AL
b_l = 0.

Nous aurons auparavant & faire une remarque sur les conditions d'intégrabilité
écrites au n° 18. Elles nous avaient conduit & ce résullat que K(ss,) doil &tre une
fonction symdétrique de s et de s, .

Ce résultat n’est, visiblement, pas modifié si 'on adopte pour S«3,u la forme (31)
et nous avons méme dit que, d'une facon générale si on représente S«d,u par
— U, (3n) qui est une fonctionnelle linéaire de 3n, la condition d’intégrabilité se
traduit par ce fait que U, est identique & son adjointe.

On peut \érifier cela autrement : Dans l'expression de 3°, X remplacons Sa5,u

par sa valeur (31). \ous aurons :

(31") X = /‘«Suiuuvanrls-:: / kesyany ds
<0 &0

L. / / I\(.s’.s',)‘EnY—r)nq
o 1

I'intégrale double est alors étendue a P'aire d’un carré de coté 1 (I étant la longueur

an ds ds

dn contour) el le signe v. p. signifiant que I'on doit exclure de ce champ d’intégra-
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tion une bande infiniment mince suivant I'une des diagonales du carré et de lar-
geur 2s.

Remarquons qu’en raison de la singularité de Kss,) on commettrait une erreur
en écrivant :

N1
~ u

== ,n"\l\' e
En réalité la dérivée seconde X' est infjnie. Mais on peut écrire :

L‘." = K(\SS.) .

nn
i

Supposons maintenant que la déformation du contour C normalement & la sur-
face caractéristique résulte de deux déplacements successifs que nous désignerons
par les symboles & et 3, L'égalité (31') permet alors d'écrive :

55, X = /( h{sYanzsnds + . p./ f I\(ssi)lr‘,n“ - )n‘] s.ndsds,.

Et I'on devra avoir :

7

PR S

an

O/
N

\
1 0=

ce qui exige encore que K(ss,) soit une fonction symétrique de s et s,.
Plus généralement, on a :

Y= _[ U,(3n)3nds

o7

3,8 = — /.l',(?,./z\)r)n‘ds

d’ou il résulte que la fonctionnelle U,(3n) doit &tre identique & son adjointe.
Nous aboutissons d'autre part & ce méme résultat en vérifiant les conditions d’in-
tégrabilit¢ pour I'équation aux dérivées fonctionnelles partielles

(301") Py = % 4]1’6 — U4 ool ((]); —_ — 2[;‘(?;”))

déja obtenue, ce qui ne présente pas de difficulté.

[26] Cherchons maintenant & poser le probléme de Cauchy pour ’équation :



b6 J. SEBAG.

L’intégration de cette équation ne peut étre considérée comme obtenue que si
I'on a pu calculer les variations de u, v, w jusqu’a un ordre absolument quelconque :

a, e, 3w,

La connaissance de ces varialions permettrait alors de définir X par un dévelop-
pement en série qui, sous certaines com.litions, serail convergent et déterminerait »
comme fonctionnelle d’un contonr fcrmé guelconque & partir du contour initial C.

De I'expression générale de 3u, 3v, 2w (31') il résulte que la connaissance de ces
variations est ramenée A celle des variations de 3,u, 8,v, 3,w & condition de faire
intervenir des données complémentaires.

Supposons gu’'on se donne un ensemble continu de contours fermés (comprenant
le contour C) dépendant d’une fonclion arbitraire (s). Les coordonnées x,y,z
seraient alors données comme des fonctionnelles de z. Soient :

o7
N
l
-~
[

(32) o= \e),  ay= By,

A, B, C étant des fonctionnelles lincaires de ¢¢. Supposons qu'on se donne, en
outre, pour tous ces contours, 'expression de ¥ en tant que fonctionnelle de ¢ et
qu’ou puisse en déduire 3X sous la forme :

Y == / Gazds
Ja

G dépendant de 7. C'est en cela que consistent les données complémenlaires dont
il a été question plus haut et qui sont nécessaires pour résoudre le probléme de
Cauchy.

Dans Pexpression générale de 3 :

‘.‘:/‘S(uawuls
«

, 52 par leur valeur (32) et ¢galons les denx expressions ainsi

o7

remplagons 3.

&
o7
<

o/
14

obtenues de

) ) —‘ >, ’ C— Nl ‘ _>'\ . ‘\. >
A ‘ibu\(o'._an.s_./: Lb,{.(m_‘o?ds-—v[(no?tla

en désignant respectivement par .4, 3, € les expressions adjointesde A, B, C. On
déduit de 1a en identifiant :

(33) A(w) = Bo + o= = G
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Cette équation, jointe aux deux relations connues :

Q) de .
U— =—o0 St =1
b ds ’

permettrait de déterminer u, v, w, & moins qu’'elle ne fit double emploi avec la

relation :
q (I.b‘
U— =0
[N s

auquel cas, il y aurait indétermination. Mais nous écarterons ce dernier cas, car
I’équation (33) est, en général, une équation intégrale. Ayant donc calculé u, v, w

et par suite, aussi xz, 8, v, on en déduirait :
ou == p\3v), 30 = (¢(53), sw = r(dy)

p, ¢, r ¢tant des fonctionnelles linéaires de 3.

On a ainsi Pexpression générale de
o, 30, Sw

d’ol I'on déduirait les variations de u, v, w jusqu'a un ordre uelconque.
On pourrait aussi en déduire les valeurs de :

3,1, 3,0, 3,
et plus généralement de :
o u, P, AP

32 = —8us r = —Su\(8v),
(337
3n = Sa5.0 == S.‘XA(E’.}).

On a aussi :

Sxdu = Sap(3y).

Le déplacement suivant la tangente a la courbe C que nous avons désigné par ds
dans la formule (31) et que nous appellerons maintenant 3s pour éviter toute con-
fusion a pour valeur :

. dr de
34) oS:Sd? PR — ‘—;ﬁ\(ow).
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Or I'expression de Sxz2a peut étre obtenue d’autre part & partir des égalités (31')

s (v du .- R . N
Syu = bz-—— jo8 —La2 4 kst 4 v p. I\(ss,)lon; Aon\]ds,
an 4

ds

ou

Sa

o/

u=Nas— L322+ kis)an + . p./ K(ssi)l?,n\ ——?,/z\] ds, .
(¢ '

1

Si dans le »* membre on remplace 32, 2n, 35 par leurs valeurs (33') et (34) et
(qu’on égale ensuite a

Sap(3y)

on obliendra, cn identifiant, des équations intégrales qui définiront k(s) et K(ss,),
au moins théoviquement, comme fonctionnelles de = .

En résumé. on voit que la solution du Probléme de Cauchy ainsi posé dépend
avant tout de la résolution de I'égunation intégrale (33).

GENERALISATION

[27] Nous allons montrer que la méthode suivie pour traiter I'équation :
3) Sy =

peut élre géncéralisée et étendue & une classe assez vaste d’équations aux dérivées
fonctionnelles partielles relatives a un contour gauche fermé.
Nous partirons de cette remarque que I’égalité évidente :

AR N

-~

dnduw _&\;).D‘/‘
posée au n" g, nous a permis du méme coup de érifier que I'équation (3) est com-
plétement intégrable et d’obtenir les équations aux dérivées fonctionnelles (22) de
ses caractéristiques.

A quel moment, en effet, le caractére de 1'équation (23) d’étre complétement
intégrable est-il apparu nettement?

(Cest quand nous avons constaté que I'équation (17) ne renfermait pas les quan-
tités :
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et quelle se réduisait & une relation linéaire entre :

du dv Qw
A an’ %

qui, jointe aux équations (1), a pu condnire & la détermination de ces trois dérivées.

De la possibilité de calculer ces trois dérivées résultait, d’autre part, le sys-
téme (22), c'esl-a-dire l'existence des caracléristiques.,

On peul donc affirmer que la possibilité pour une équation aux dérivées fonc-
tionnelles partielles d’étre complélement inlégrable est intimement lice a Pexistence
des caracléristiques de cette équation.

[l s’agit, en d’autres terines, d’inverser 'ordre suivi habituellement et de déduire
les conditions d'intégrabilité du fait qu’on a pu former les équations des caractéris-
tiques.

|28] Considérons donc une équation anx dérivées fonctionnelles partielles relative
a un contour fermd :

(35) I H'l.’ Y, T, ‘l"' , (])I”’ (])’~ I (ll“ =0

et supposons que & soit une fonctionnelle satisfaisant aux conditions a), b), ¢) posées
au début, telle, par conséquent, que 'on puisse écrire :

EII»=f(«Is s+ DBy 4+ PEz)ds

C étant un contour fermé tel que nous I'avons défini au commencement.
Ecrivons pour une telle fonctionnelle la condition :

AR N *d

Q7 dm dudn

ou

QP dr T/ ey ARV RN ’ d\ dds

/ S cds - / ( S'I",‘— Yds + / N ‘I",‘--«—\
\K du W Jo A\~ 3 du .\~ i) du
’l* Qe \ ~ s AR g QN dds
= /( o) +/ (S, S s [ (S, 555
./ AR «)'J.D// Jo \K ! D;L/ Q7

/

ce qui donne :

36 AL Y q(b de\ dds (D, de Qo de\ M
R — —_— —— t .
) du . YR/ du LAY AN ! ADN

VDS

~
~/
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Supposons que le déplacement correspondant & la variation de 7. se fasse, en un
point M de C, suivant une direction de cosinus directeurs (u, v, w) normale &

I'élément ds au point M, et que le déplacement correspondant & la variation de wu

: TR . . de dy dz .
se fasse suivant une direction & la fois normale & ds s o eta (u.r, w).
us 2 as

Soient (x, %, y) les cosinus directeurs de cette nouvelle direction. Nous suppo-

serons, pour fixer les idées, que le triédre trirectangle d’axes

dr dv d:
(d_s’ Wy -(E.)! (U,v, w}? (137)

ait méme disposition que le triédre trirectangle formé par les axes de coordonnées.

Nous continuerons a poser :

dr du vy de  dax .y du
LLZS I — . — =Sz2—.

ds ds’ PR ds T ods i ds
On anra, dans ces conditions :
dx \ dua
Sll—:(), Suz=o, S——y__o,
dx ds
dy z ; z de dx . dy
o= We——— V—— =u — W — vEE Y — — U ——
d ds ! s ds’ ds ds

Si alors on désigne comme précédemment par 32 et 3n respectivement, les

déplacemeunts suivants (u, v, w) et (x, 8, y) on obtient :

dx 332 dy 3z dz w 32
— = ] ’y = = - - — -y
DN N’ AP a’ hpA i’
Qx an dy 8 n oz n
—_ % — = B — —_—— Y —,
du B’ du T ou ] s 1 Bu

¢ dds < dx a’u) oz L 32
ds ds ds /) 3x ~  °an’
1 dds Sdnr; dx\ sn 1 n
ds du ds ds ] S T Su
et
Sb(b"l cu Subq)" 5=
Qi dn du. /)
o\ 8%
Sur)
37

gbq)'_r AW/ Sa D‘I"j) on
DT Qe YA

P dr
S AN
(
‘\r
S(I)’ ...J_‘.=<
r (\:J‘
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Et alors la relation (36 «'éerira :

. Y I ~ y \; Y \ W AR ~z ~

(QuPaN 3 u‘I')("\("”\}z(q,‘ll)'\’n /S"I’\ 83

s ' "o ~3 ~ ' " Y > e 1§
A\ 50 LS \ o /\o}. , N o, A \ / \ o
ou

e 3 ’ N (4 3 N 3z
(3_) L gll‘]” \ — 1L (gl‘l” \ !/ _?_;\\’{/_0_2.\\ — g’l ¢ ‘I; ,.\) oll\:— gu hKi B . (_,J‘—
01 LAWY ') AN U AND AN \k 0% N\ B, LRI ANEYY

[29] I faut gue cette équation (37) joinle aux équations obtenues en différen-
tiant I'équation (35) el la relation :

(38)

vraie pour toute fonctionnelle dépendant d'un contour fermé, puisse conduire & la
détermination des caractéristiques, c¢’est-a-dire permettre le calcul de I'un des grou-
pes d’inconnues

2P, A’ AN
] ADA hpA
ou
T ! \ 1
Y Y SEY O
du. du du

11 est nécessaire pour cela que I'équation (37) ne renferme que 'un des groupes
d’inconnues, c’est-d-dire que 'un des deux termes de son second membre soit nul.
Supposons (ue ce soit le 2° (en annulant le 1" on serait conduil au méme résultat,

en raison de la symétrie par rapport a

S

n et w) et qu'on ait par conséquent :

21,

(38)

du

It faut encore que celle derniére relation soit une conséquence des relations obtenues
en différentiant les équations (35) et (38).

Les conditions d’intégrabilité s’obtienuent en écrivant que le systéme form¢é par
ces trois équations est indélerminé et ne permet pas le calcul des trois dérivées

hKi , dp ’1/

Al O

QL
:

Qd
Q.

du
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En méme temps que l'on écrit ainsi les conditions d'intégrabilité, on obtient, si

ces conditions sont vérifiées, une équation en «, v, w qui, jointe aux deux relations :

r
, b v ll):

supposées données sur le contour, ce qui détermine le plan tangent & la surface

permet de délerminer ces trois quantités en fonction des valeurs de @,
caractéristique en un point M du contour C.

Pour fixer les idées, limitons-nous & un cas simple qui correspond aux problémes
de minimum des intégrales doubles. (La méthode présente surtout de Vintérét lors-
quela fonctionnelle & aunesignification indépendante du choix des axes coordonnés.)

Supposons (ue notre équation aux dérivées fonctionnelles partielles soit de la
forme :

= Q0

/ (’-L' Il\' ll:
‘ DY (SN FLA U\
(39 8 l\[ AT ds ds  ds /

N

F = o élant une relation ordinaire entre les six quantités qui y figurent. Cette équa-
tion (3g) différentiée donne :

AR S Y i A \;/’ ARt
< S t . e < e~
ho A L+ B ¥ ~C =P —— Q= - R——
(40) du. du. du du RIS du.
en posant :
, dr , dy , d:
S = _— y _ —, == —
ds : ds s
’ r ’
\ = Fq," s B= F‘,,:’. G = l“q,f;
Y — N — .
P=—F, . Q=—=F/, R=-—I_.

L’équation (38) donne d’antre part :

S‘ dr Jb', g b Y e S\, b ol e S‘ b d 7 ?,n>
—_ e L it - = [ T—— . P — oy —
M) ds D N "du s k "ds D N ds (o

)

N e dd e dx\ Zn 7N d o dnn .
(41) S L= — b‘l", ——\——-1 \:Ul"l =N
N

M) s du ds  Fw N ds '\ o

en désignant par 8, le 22 membre de cette équation. On yérifie en cffet que dans ce
Lo . o de o dr . .

cas particulier on a le droit de remplacer — — par —— , cela tient a ce que

du s ds du

I'équation (38) est homogéne par rapport aux dérivées de », y, z.
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Désignons, d’autre part, par T le ' membre de I'équation (40), il vient :

- A . o dr - de 1 dds
- Oplt o AR D) TN “ )
! [N : du. o (k ,l s D;).) (’* L ds > ds ~ Q. ’

Or :
d 7 dar, d on N dx &n d [/an
——— m et = = 2=
ds \ 0w ds N\ au ds = Zu ds \ 3w
r s [
ds T odu T

On a donc en définitive :

s N s . P
T e (‘Pllx A "‘l"l"\\wl < d (aon
—_ N ,. oy, Yy N _{,_/ S '.'\ N . '—[ { By .
- s o \ o°s Uk s \ ow.

b \

La relation (38') devaut élre une conséquence dex équations linéaires (40) et (41),
le déterminant de ces trois équations doit étre nul :

u v
(42) \ B C{=o.
N S~

D’apres cette équation (42), le vecteur (u, v, w) doit étre dans le plan formé par

de dy dz
—, ——, — 1. On en conclut que = %~ sont
ds ' ds ds) 4 co

respectivement proportionnels aux quantités :

les deux directions : (\, B, C) et

d- dy d.r d: dy dr
= ol CEl N
B ds s s \ s ds ‘ ds

d’ott 'on déduit les valeurs de 2z, 8, + et ensuite celles de u, v, w.

Ayant calculé ces six quantités et déterminé par conséquent le plan tangent & la
surface caractéristique en chaque point de C (pourvu, bien entendu, que I'on se
donne sur G les valeurs de @', , @', @', ces valeurs étant tonjours liées par les
relations (35) et (38), il faudra encore exprimer que le systéme formé par les équa-
tions (38'), (40) et (41) est, non pas impossible, mais indélerminé.

Nous devrons avoir alors :

| o v w |
T B C
=o0
q dy dz

¢ ds ds
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ou

. d dz
T w—‘y——l‘——) =8 0C—wB) = o
ds ds
c’est-a-dire :

(43) Tz +8,C —wB)=o0.

On obtiendrait d'ailleurs par permutation circulaire par rapport a (x 4% v) (a v w)

Ly

(A B C) deux autres relations équivalentes a I'équation (43).
S, et-T ayant été, d’aulre part. calculés, on devra donc écrire que I'équation (43)

ou u, v, w x 9% v ont les valeurs calculées plus haut est identiquement vérifiée,

ot b s i . an d /sn
c’est-a-dire vérifiée quels que soient — et —{ — }.
S ds \ 3u. /

On obtient ainsi les deux relations :
da Qe L LA
l(Sp—li—.g-)—",ul(\bl (_L;/_(L)(J —lLB)l\b‘])'E}——O.
2l Sl’y\) — (v — wB) { S D )=0
\ ') : \ ad )=

qui, si elles sont vérifiées identiquement, expriment que I'équation (3g) est complé-

tement intégrable.
§’il en est ainsi, nous pouvons développer pour I'équation (3¢g) une théovie ana
logue a celle faite pour I'équation :

3) Ssi=1.
CONCLUSION

[80) Nous avons vu précédemiment que le probléme qui consiste & trouver une
surface minima passant par un conlou fermé¢ comporte une cerlaine indétermina-
tion. La solution dépend du systéme d’équations aux dérivées fonctionnelles (22)
dont l'intégréllion introduit une fonction arbilraire de s. Il est nécessaire, pour lever
Vindétermination, de se donner la suite des valeurs que prend l'unc des quantités
a, v, w sur le contour ou, ce qui revient anu méme, la suile des plans tangents 3 la
surface minima tout le long du contour. C’est la une question classique dont la solu-
tion est donnée au moyen des formules de Schwarz{').

L’indétermination, comme nous 'avons vu, peut étre levée autrement (probléme

(") Darnoux. Lecons sur la Théorie des surfuaces, 1< partie, livre I, chapitre viu.
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de Cauchy) si I'on se donne I'expression de ., y, z (coordonnées d’un point quel-
conque du contour) et de X considérés comme fonctionnelles d’une fonctlion g(s).

Nous avons cependant supposé au début que notre fonctionnelle X est bien dé-
terminée pour chaque contour fermé, mais c’était & condition de Ini imposer de
nouvelles restrictions,

Ces restriclions consistent & supposer que la surface caractéristique est parfaite-
ment continue(’) & I'intérieur du contour qui la limite. C’est le cas qui correspond
aw probléme de Plateau, compris, il est vrai, dans un sens assez étroit.

Ce probléme difféere essentiellement du probléme de Canchy. Il semble, en géné-
ral, comporter une solution unigue comme le probléme de Dirichlet pour l'éguation
de Laplace.

Les conditions de continuité que le probléme de Platean impose & la surface mi-
nima peuvent se traduire, en ce qui concerne la fonctionnelle X et ses dérivées, par
des conditions d’homogénéité que nous étudierons dans la 2° partie. Mais pour le
montent il y a lien de se demander & quelles conclusions, loujours en vue du pro-
bléme de Plateau, nous conduiscnt les résultats obtenus jusqu’ici et notamment ceux
qui concernent le calcul des éléments du 2* ordre pour un déplacement du contour
normal & la surface caractéristique.

Supposons (u’on sache résoudre le probléme de Plateau pour un contour C, et
qu'on veuille le résoudre pour wn contour C. Soient S, et S les surfaces minima
parfaitement continues gui correspondent respectivement a C, et G. Supposons,
d’autre part, que C pnisse se déduire de C, au moyen d’une déformation continue.

On pourra, par exemple, considérer un ensemble continu de contours fermés
dépendant d'un paramétre variable w:

w=[lp),  y=3lw, =1y
les fonctions f, ¢, ¥ étant continues par rapport a ¢ et u et telles que pour wu=o
on ait le contour C, et pour x =1 le contour C.

Si I'on veut pouvoir déduire S de S,, il faudra supposer de plus que w rarlant
de o 3 1, lasurface minima S, se déforme sans cesser de satisfaire aux conditions
de continuité imposées par le probléme.

Dans ces conditions le probléme de la détermination de S pourra étre considéré
comme résolu, au moins théoriquement, sil’on a pu former pour w. = o I'expression
des dérivées successives de u, v, w

u Wo N
Iy > 7
dw” duf ap?

(*) Darmousx. Lecons sur la Théorie des surfaces, 1*¢ partie, livre I, chap. X, p. 424.
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Jjusqu’a un ordre quelconque. Considérons, en particulier, les dérlyées du 1 ordre

elles pourraient se déduire facilement des variations 3,u, 3,v, 3,w, c’est-a-dire en
définitive de

Sad,u=—L,_3n)

si celte quantité était connue.
Ou est donc ramené a chercher la dérivée normale correspondant & une solution
parfaitement conlinue de I'équation aux dérivées partielles :

N VR ¢ .
i Ty PRU=o

(30)

connaissant la suite des valeurs de U sur le contour C, ou bien encore une solu-
tion @ de I'équation aux dérivées fonctionnelles partielles :

(30") Py = % g L N

telle que la surface caractéristique qui correspond & ¢ satisfasse aux mémes condi-
tions de continuité.

Le fait que la surface correspondan!t & la solution ® est parfaitement continue
4 l'intérieur du contour qui la limite se traduit par la propriété que la fonctionnelle @
est homogéne, entiére et du 2° degré par rapport & toutes les valeurs que prend U sur
le contour ce qui donune lieu, comme nous I'avons vu, a I'égalité :

s

v

Po=—oU, = —a

[
o0

C’est 1a un point facile a établir.
En définitive un premier pas vers la solution du probléme de Plateau consistera
daus la détermination de la dérivée normale

[y
i

s
J 5T

correspondant & une suite quelconque de valeurs de U = 3n sur le contour.
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\1'

Cette question, & son tour, est en connexion étroite avec les deux suivantes :

1° Solution du probléme de Dirichlet pour I'équation (30);
2° Détermination des solutions homogénes de I’'équation aux dérivées fonction-
nelles partielles (30").

Nous verrons a la fin de la 2¢ partie comment on peut aller plus loin et envisager
la détermination des varviations de u, v, w jusqu'a un ordre quelconque, ce qui
conduira au développement en série susceptible de représenter la fonctionnelle ©
correspondant & un contour C et, par suite, définir la surface minima § qui répond
au probléme de Plateau pour le méme contour.




DEUXIEME PARTIE

LES CONDITIONS D'HOMOGENEITE

341] Parmi toutes les fonctionnelles solutions de 1'équation :
q

N 2
e

nous considérerons spécialement celles qui jouissent de la propriété suivante :

Quand on remplace le contour C par un contour semblable, X se trouve simple-
ment multiplié par le carré du rapport de similitude.

Comme une similitude résulte toujours d'une homothétie suivie d’'un déplace-
ment, cette condition peut se décomposer en deux autres, considérons d'abord la
premiere :

e) ¥, considérée comme fonction d’une infinité dénombrable de variables indé-
pendantes : & savoir les coordonnées d'une infinité dénombrable de points M, (for-
mant un ensemble partout dense) situés sur la courbe C, doit étre homogéne et du
2* degré.

Autrement dit :

Si on multiplie toutes les coordonnées par un méme facteur ¢ (ce qui revient
4 remplacer la courbe C par une courbe homothétique, le centre d’homothétie étant
Iorigine o et le rapport d’homothétie étant égal & ¢)' X doit se trouver multipliée

par o’.

v

Dans 1'égalité :
(1) oX =f(Su6.7:\ds
[N

remplagons 3x, 3y, 3z respectiverent par cx, ¢y, ¢z, : étant une constante infini-
ment petite. Cela revient & multiplier toutes les coordonnées par 1 +¢. D’aprés
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I'hypothése ) ¥ doit se tromver multipliée par (1 + ¢)* de sorte qu'on aura :

AN =1+ ) — 1] ¥ =a:X

cn négligeant le terme du 2" ordre :*. Donc :

'za.‘_‘_—_fs(Su.r)rls
(§

(44) y=1 / (Sw.e) ds
20

cette égalité traduit I'hypothése e).

En effet si on considére ¥ comme fonction d’une infinité dénombrable de varia-

bles indépendantes et si on pose alors :

t—>» o0

Y
Ny X
Y= \ -—ax
dx -_— )0 dr,.
=1
L’égalité (1) montre gu’il faudra prendre :
D DX D)

(44)

=ulds,,

= p,]5s,, = w,As,

o

; 7z
&, Af) <

- ~

en désignant par u,, v,, w, respectivement les valeurs de u, v, w au point M, et en

posant :

As, = \/S(a:,”——x,)‘.

Dans ces conditions, I'égalité (44) s’écrit :

t—>» 00
T A Y X
" P AN "
(44" 2 b ",

et sous cette forme, on reconnait le théoréme d’Euler sur les fonctions homogeénes.
3 est donc homogeéne et du 2° degré par rapport aux variables x,y, z,. Inversement,
quand on part de (44") et qu’on fait le passage du fini & 'infini, la propriété précé-

dente subsisle et I'égalité (44") conduit, & la limite, & 1'égalité (44).
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|82] Passons maintenant a la 2' condition f) : La valeur de 2 doit demeurer
invariante quand on fait subir au contour C un déplacement quelconque. Autre-
ment dit, la valeur de ¥ ne change pas quand on passe d’un systéme d’axes rectan-
culaires & un autre.

Faisons dans 1'égalité (1)

S =z 4 I -TY, Sy =11, + Ire—pz:, 52 = 4+ py — &

e, v, ¢ représenlant une translation infiniment pelite et p, ¢, r une rotation infini-
ment petite. Ces six quantités sont des constantes par rapport a s. On aura alors :

DAVES (Suz)ds + / (Sul(qz —r¥)|ds
: &

—/ (Sus)rls-{—f[Sp(wy——v:)]:ls.—_—u.
« G

Cette égalité devant avoir lien quels que soient ¢, v, ¢, p, ¢, r on anra nécessai-

rement

~

/‘“’1*5':0, /l"ISZO, / wds = o;
o JG (.

AN

(49)

-

/ (wy —vr)ds = o, j (uz —wryds = o, / (v — yq)ds=o
O [ C

ces ¢galités expriment la propriété d'invariance pour un déplacement infinitésimal
et par conséquent pour un déplacement fini quelconque, en raison du fait gue I'en-
semble des déplacements forme un groupe.

Si on considére ¥ comme fonction d’une infinité dénombrable de variables indé-
pendantes et si on a égard aux égalités (44"), on voit que les égalités (56) conduisent
& un systéme de six équations linéaires aux dérivées partielles du 1 ordre & une

infinité de variables indépendantes :

i—» o0 t=» o0 = > o0
\1 D \1 A \ A
== 0, = 0, = 0O,
-, _— )y, —_— g,
—x (A .
1> 00
\\ \\: L\l‘ \
Y, — — 1, j =0,
ik \ 33, v,
=
t > oo
AR A
A \:, -0, 3 )>_<),
&\’, 37,
1 T
= > o0
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on vérifie facilement que ce systéme est complétement intégrable. L’intégration
simultanée de ces six équations ne présente pas, non plus, de difficulté et conduit
i ce résultat évident que X ne dépend que des éléments invariants de la courbe C,
par exemple, les distances des points M; pris deux & deux (en ne considérant que le
nombre de ces distances suffisant pour déterminer la configuration de I'ensemble
des points M; danslespace, c’est-a-dire 3n — 6), ou bien encore, en chaque point M
(n augmentant indéfiniment) I'élément d’arc ds, la courbure et la torsion de la
courbe C.

|33] Les formules (44) et (43) ont une interprétation ¢vidente.

Si on considére la surface minima parfaitement continue qui passe par le con-
tour C, u, v, w représentent (2 un facteur constant prés), les composantes en cha-
que point M de C, de la lension superﬁcif;lle, T est l'énergie polentielle correspon-
dant & 'ensemble de ces forces. Dans ces conditions : I'égalité (44) exprime que cette
énergie potentielle est homogéne et du 2° degré.

Les égalités (45) expriment que U'ensemble des tensions super ficielles appliquées au
contour C se comporte comme un systéme de forces appliquées a un corps solide en
équilibre.

Ces équations (45) traduisent, en effet, que la somme des composantes des forces
sur les Lrois axes est nulle ainsi que la somme des moments par rapport aux mémes
axes.

Quant & 3%, il représente le travail élémentaire accompli par les tensions super-
ficielles.

Revenons maintenant aux trois premiéres des égalités (45). On a, par exemple :

dz dy \
— 6 o J—
[zuls = (/ (i R /) ds =0

o o« G

f fdz—vdy =o.
«

on

On aurait de méme :

46) f vde —ad: = o, / xdy —8dr =o.
t 0
Considérons, en particulier, la derniére de ces égalités. Elle a lieu pour fout con-
tour fermé tracé sur la surface minima (a condition de supposer que la surface mi-
nima est parfaitement continue a I'intérieur du contour). L’égalité (46) exprime alors
que la quantité :

ady — Bde



72 J. SEBAG.
est une différentielle exacte. On retrouve ainsi 'équation classiqne des surfaces mi-
nima :

N p o0 7]

_— e — =o0.
N

EVirp g Yok p g

Plus généralement, si on considére dans l'espace, une famille quelconque de
surfaces minima, «, %, v sonl alors des fonctions de point; des trois premiéres
égalités (45) on déduit :

-/
W

x N dy
+32 420

y oz

(47)

|

= 0.

o
el

€

Le 1" membre étant un invariant pour tout changement des axes de coordonnées
(car il représente la courbure moyenne).

Cette équation (47) exprime que le champ de vecleurs (« % +) ainsi défini est
conservatif.

Considérons donc une surface minima S parfaitement continue a l'intérieur du
contour G qui la limite. Considérons, d’autre part, le céne T arant pour sommet
un point quelconque o de I'espace et pour directrice la courbe C.

Le flux du vectenr (« 6 v) & travers la surface fermée formée par S et par le
cone T et relatif a une famille de surfaces minima homothétiques de S (o étlant le
centre d’homothétic) est nul.

En écrivant qu’il en est ainsi, on vetrouve 1'égalité (44).

En écrivant que ce résultat est indépendant de la position du point o, on retrouve
les trois premiéres égalités (45).

Ceci nous montre que I'égalité (44) et les trois premiéres des égalités (45) auraient
pu étre obtenues par un simple raisonnement géométrique en partant de la définition
classique des surfaces minima, définition traduite par I'équation (47).

[34] Voyons maintlenant comment se traduisent les conditions e) et f) pour les

éiéments du 2¢ ordre :

La fonctionnelle X élant homogéne el du 2° degré, les dérivées u, v, w dotvent étre
homogénes et du degré o.

En d’antres termes a, n, w doivent demeurer invariants lorsqu’on remplace le
contour C par un contour homothétique.

Ce fait se traduit par tiois égalités. Nous nous contenterons d’écrire 'égalité
unique obtenue en considérant la quantité Sz3u au lien de su, 3v, 2w séparément.
De I'égalité (31") du n® 23 on déduit :

Sz23u=N3s— L, —kis)sn + \.]. /K(ss,}
~e

in, —3 IlJJ ds, .
1
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~

Sx3u doit étre nul lorsque x, v, z subissent des variations respectives : 3 = ¢,
8y = ¢y, sz=2zx2.
Ecrivons qu’il en est ainsi, en remarquant (ue 'on a alors :

dx . 5 .
aszss.vc——-, —zSuzx, an =cSax
ds

o)
oY

il vient :
dx . . .
(48) o=NSw 2 + 1,582 + h(s)Suz + v. p. f K (ss,) [S#,.¢, — Sax] ds,.
[

Nous devons encore écrire que Szsu est nul quand le contour C subit une trans-
lation infiniment petite de composantes =, ~, {. On aura dans ce cas :

~
I
u
®
R

dx e R
as=Ss—, 52 = —8:u, S
ds

v

Sx3u devant élre nul quels que soient les constantes =, v,  on aura les trois
égalités :

N-%—— + L,u +Fk(s)x+ v.p. f K(ss,) [z, -~ ] ds,,
¢
(49) o=N +Lv+/(s)"+\ p- /l\(ss) —&]ds,,
oz ,
0o=N I + L,aw + k(s)y + v. p. / W(ss) [+, —y]ds,.
! (&

Si maintenant le contour C subit une rotation infiniment petite de composantes
p, q, r, la variation de 3u, 3v, 3w et par suite de Sadu ne sera pas nulle car le
vecteur (u, v, w) subira la méme rotation. On écrirait facilement les relations
correspondant a ce dernier cas.

[35] Quelle est maintenant I'interprélation des égalités écrites au numéro précé-
dent?
Cherchons la dérivée normale de la fonction :

V =Sax
a 'aide des relations (23). On trouve immédialement :
';. ) ca ] . R (1.1) , ;
g + S g‘b—ag——’Sau__\S.l pais L”Slm,.

10

\

of l\'
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Ainsi I'égalité (48) peut s’écrire :

AV . - .
— = — k) V—>. p./ K(ss) [V, — V. ]ds,
¢ 1

0%

ce qui ¢tablit que V == Sz est une solution de I’équation :

¥ »
(30) U2 ot =o. (R(50) = 22 (0) %)

/N Qw?

De méme les égalités (49) peuvent s’éerire :

d
z = —k(s)z—v.p. fl\(ss,‘;{z‘ — ] ds,,
- ¢

~
{IN)

~
Re I

= —k(s)—v.p. / W(ss,) (8, —8]ds,,
Je

~
sVY

N

. = l{(S) ‘.’ — V. P [ I\(ssl) [Y. - .u'] dsc

~s

-x

~
SV

et prouvent que les fonctions x, 5, v sout encore des solutions de 1’équation (30).
Passons maintenant aux égalités que nous n’avons pas écrites et qui correspon-
dent & une rotation infiniment petite du contour C. On verrait sans difficultés que

ces égalités peuvent se mettre sous la forme :

vy — 8z
Y 22D ko) (ry—89)

~
WA

—N. p- l K(SS’) [(Ylyl —lelzi)—(Yy—ﬁz)] 118’,
d(xz— yI)

— -—/{(S) (12 - "'.7’)

(30)

g ds,,

—vp f R (5 — 1) —

I(Bax—ay)

-
Q2

— —k(s) (8% — ay)
—vop f R85 — w3 — (B —ay)] ds
c
d’ott il résulte encore que les trois quantités
vy —Bs, 2z —yz, B —ay

sont des solutions de I'équation (30).
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[86] En définitive les conditions d’homogéndité appliquées a la fonctionnelle »
conduisent & I'égalité (44) et anx six égalités (45) dont nous avons vu la signification,
appliquées aux dérivées fonctionnelles partielles u, v, w de X, elles conduisent
i ce résultat que les sept fonctions :

Sy, %, b, vy —bBz, 22—, B — 2y

sont des solutions particuliéres de I'équation aux dérivées partielles (30).
Ceci aurait pu nous permettre de calculer la fonction

R (9(-)) = 2™ o (Om)

si nous ne connaissions maintenant sa signification. En posant en effet :

. U U
A= T
on a immeédiatement :
AU Az A5 A
Rw)y= ——=—=——=— - o= — — = — Sy«
U % {5 Y
ou encore :
ASax
R(o0) = — 2028,
Sx.e

on obtient ainsi diverses expressions de la courbure totale — ™.

Quel parti pourrait-on tirer, quant a la solution du probléme de Plateau, des
égalités obtenues jusqu’ici comme conséquences des conditions d’homogénéité?

Il est clair d’abord que ces égalités telles qu’elles se présentent actuellement ne
sauraient conduire & la détermination de la fonction K(ss,) dout dépend le pro-
bléme. On peut néanmoins en tirer immédiatement les conséquences suivantes :

1° Elles permettent d’abord, dans I'expression de la dérivée normale :

U

= — F(sYU—n. p. f K(ss) U, — U] ds
¢ (¥ !

oS

d’éliminer la fonction k(s) et d’arriver ainsi & nne forme remarquable de cette déri-
vée normale.
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Nous pouvons, par execmple pour faire cette élimination, nous servir des égalités
(49) qui nous donnent tout de suite :

—N— L,a _ -
s %
18y =~ - —.p. f Ksspl ——1 (ds,,
2 (& L * -
dy
— N——1nr .
ds " -
== Z =y kss) 5 ! ds, ,
] ‘ il -
_dz
— N\ T L, w - -
(S “r
= - —.p [ h(ss,) —'—'— — 1 |ds,

. . LV . :
ce qui conduit pour ——- & I'une des trois formes suivantes :
4=

‘ — E
> :(N-———}-Lu)——-—\ pfk(.ss) L@—ib» ds, ,
a3 ds % v x T

20 dy U T B0 e

3T \\ —— -+ L, >[T V. p. [ k(ss,) _L‘a_—ﬁ— S ds,,

D[' - v

= \—_—;—L w)——\ p /l\(.s.s) U —-=1, |ds,

d’ot I'on déduit une forme tout a fait symétrique en multipliant les deux membres
de ces trois égalilés respectivement par »*, 4%, +* et en ajoutant :

v

U : .
(51) \L, —\.p. f K(ss,) [C, — cos U ] ds, .
(A G 1

En posant :

Ccos () == 2, 56, + v,

quantité dont la signification est évidente.

On obtiendrait évidemment d’autres formes pour la dérivée normale en se ser-
vant des égalités (48) et (50). Mais la forme (51) parait particuliérement simple et
commode, c’est elle que nous adopterons définitivement.

Dans ces conditions, les égalités déduites des condilions d’homogénéité peuvent
s’écrire sous une forme différente. Nous nous bornerons a réécrire 1'égalité (48)

(52) NSJJ— + L,Sux = v.p. f K (ss,) [Sa,a, — cos ¢(3Sxo|ds,,
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2° Cette égalité, si la fonction K(ss,) était connue, deviendrait une équation
intégro-différentielle permettant de déterminer «, v, w, «, %, v en tenant compte,

bien entendu, des relations connues qui lient ces six quantités :

o Y dx .
Su* =1 So® =1 Su——:o Sua=o0 %2—=—0.
b ’ L (lS ’ 3 ds

Ainsi une conséquence des conditions d’homogénéité c’est qu'on pourrait obtenir
les dérivées u, v, w de X,’ si on connaissait la fonction K(ss,) sans intégration,
c'est-a-dire qu’alors on est ramené & une équation intégro-différentielle et non pas
a une équation aux dérivées fonctionnelles comme on aurait pu s'y attendre & priori.

3» L’égalité (52) permettrait de déterminer la fonction K(ss,) dans un cas parti-
culier intéressant : Celui ot le contour C serait coustitué par deux cercles de rayons
r et r’ respectivement, ayant leur centre sur I'axe des z et situés dans des plans
paralléles au plan zoy. Par ces deux cercles passe une surface minima (de révolu-
tion) parfaitement continue et une seule. Les équations des deux cercles élant alors :

X =T COS§ w, y =r sin o,

I

a;

x=1r'cos v, y =r'sin o, a.

I

(3]

La fonction K(ss,) se réduirait & une fonction d’une seule variable indépendante
qui serait Ja différence ©-—w, soit K'(v —w,); cette fonction, I'égalité (52) par
exemple, deviendrait alors une équation intégrale & laguelle satisferait la fonction
K'(w—w,). '

La principale difficulté que I'on rencontrerait dans un tel probléme est la singu-
larité de la fonction K (o — o).

On pourrait s’inspirer pour résoudre cette question de ia méthode employée par
M. Paul Lévy (‘) dans un cas analogue. [l s’agissait, dans le cas du cercle, de déter-
miner la dérivée seconde (§% de la fonction de Green en utilisant les conditions
d’homogénc¢ité auxquelles salisfait cette fonction. M. Paul Lévy fait usage d’'un pro-
cédé qui consiste a utiliser des développements en séries de Fourier, divergents pour
représenter les fonctions singuliéres telles que notre fonction K(ss,).

Nous laisserons, pour le moment, ce cas particulier pour montrer comment les .
conditions d’homogénéité conduisent immédiatement & la surface adjointe d’une
surface minima donnée.
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LA SURFACGE ADJOINTE

{37} Sur le contour C, u, v, w sont des fonctions de s. Posons comime nous
I'avons fait au n° 13 :

p dxo ’l.y ) — '130
(55) u——JS—, 3] —1[?’ " = s

tgalités qui définissent les trois fonctions ., v,, z,.

On aura dans ces conditions :

(1) 821:[36.:::1.1:0.

La relation (44) devient :

(54) v=1! f Swds,.
2Ja¢

Intégrons par parties :

i. H
Y/ ¥= Sy de = — SE (—dx).
94) 2'/;51011: 2[5 X )

On déduit, d’antre part, de (44)

-~ , N -~ ~
6Y = —f S(esdde, + saidr)).
2J0

Si on rapproche cette égalité de (1), on trouve :

oY = Seode,

G

et en intégrant par parties :

(r,) SEJ::—fSBac.cl.c:fsax‘,(—cl.n).
G ¢

Les relations :

") Sudr —= o, Sur=1
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peuvent s’écrire :
(4,) Sde,dre = o, S(dx,)’ = S(dx)*

relations symétriques en dx et dor) ... .

D'autre part, le contour C étant fermé, on a évidemment :

(335) f dr=o, / dy =o, f dz=o
G [ ¢

mais les trois premiéres équations (45) donnent correlativement :

5 N — —
(55,) [(11,0 =0, / dy,=o, [/1-," =o.

Les trois autres relations (49) s’éerivent :

(56) f ydz, —zdy, = o, / sde,—xd:, = o, / £dy, —vde, =o
[ G «

mais si on intégre par parties, elles deviennent :

(56,) [ v,z —z,dy = o, [ s, de—x,dz = o, / rdy —y,de=o.

Par conséquent :

Entre les quantités :

v -~ "
~, Ly Y, 2, .’L“, yo’ zo

7

d’une part ct les quantités :

X, 0, ¥y 5y X, —Y, —3

v ©

d’autre part, il existe la plus parfaite symétrie.
Le point de I'espace qui a pour coordonnées

x,(8)s X8, 2(s)

décrit, quand s varie, une courbe (, qui est fermée comme la courbe C, ainsi que
cela tésulte des formules (55). A chaque point M de C correspond un point
M, de C, et inversement.

Soient ds et ds, les éléments d’arc pris aux points M et M, respectivement, les
formules (4,) montrent que ds et ds, sont perpendiculaires l'un 4 I'autre et que
-de plus :

ds, = +=ds.
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Les deux courbes C et C, ont méme longueur d’arc (le sens de parcours, seul,
peut différer) et la correspondance entre M et M, est unwoque.

Remarquons d'ailleurs que si le contour C est donné sur la surface minima S,
C, sera connu a une translation prés, puisque les trois fonctions

£L(8), ¥.(8), 2,(8)

sonl déterminces chacune 4 une constante addilive prés.

[38] Faisons I'hypothése ds, = + ds, on verra (ue 'hypothése ds,— — ds
conduirait aux mémes résultats. Alors I'égalité (1) s’écrit :

/(qt{ll;\ ’15-—— ’l[‘f\wjda‘”.
/ s

Ainsi ¢ la variation 2 de X peut étre obtenue en déformant infiniment peu le

o:

O7)

contour C,. Donc : ¥ peut étre considérée comme founctionnelle du contour C,
aussi bien que du contour C.

Considérée comme fonctionnelle du contour C, X admet en chaque point de ce
contour des dériées :

lx _dy, =

v

? I 3
ds s, ds,

9

(53) u=

satisfaisant aux deux relations :
~ dr ~
H— =0 w=r.
S ds ’ b

Considérée comme fonctionnelle du contour C,, X admet, en chaque point M,
de ce contour des dérivées foncltionnelles partielles w ., v, w, qui, d’aprés (57),
sont :

; B
(53,) T T TR o= T

et qui satisfont, par conséquent, aux deux relations :

J, dr, * Y,
=0 ‘\ll = 1.
¢ ds, ! .
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Ainsi X, considércée A 'un ou lautre point de vue, satisfait & fa méme tquation
aux dérivées fonctionnelles partielles :

\ ¥y
k @

Les formules déja oblenues établissent, d’autie part, enlre ces deux aspects de
¥ la plus étroite correlation. Quand le contour C se déforme en restant sur la sur-
face caractéristique S, G, se déforme en vestant sur une surface caractéristique S,
qui correspond & S. La démonstration rigoureuse de ce fait résulte immédiatement
du systéme d’équations aux dérivées fonctionnelles (22,) que nous avons obtenu
dans la premiére partie et qui est correlatif du systéme (22).

Ce systéme (22,) montre que le point M, de coordonnées (., v,, 2,) se déplace
sur une sul®ace S, qui est encore une surface minima. 1y a correspondance biuni-
voque enlre S et S, en raison de la symétrie des équations et des formules obtenues.

Nous dirons que 8 et S, sont denx surfaces minima adjointes 'une de lautre.

Si 8 est donnée S, comme nous l'avons déjad remarqué, est connue a une
translation prés.

D’ailleurs les formules :

82:/(Su8x)ds:f(SuOBwo)dso
¥ Co

montrent que si le point M, du contour G, se déplace sur S tel que I'on ait :
3x =— —uds, Sy = —v3%, 62 = —w?idi

il en résulte pour X une variation :

3.‘.‘.:—/ 8zds :-—-/334180
o ¢

et qu'on devra en méme temps attribuer a 3x,, 3y,, 3z, les valeurs :

o7
AT

s — —u Y == — 1 5= 0z — 5=
Xy = 0?3, Y, = 023 0Z,— W, 63

pour retrouver la méme valeur de 3X.
Remarquons que la quantité

. da dx, dx
V=N =g T =

qui représente la torsion géodésique changée de signe de la courbe C représente,
en méme temps, la courbure normale sur la courbe C, .

N
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En effet, appelons x, 3,, v, les cosinus directeurs de la normale & S, au point M,

de C . on a:
pp— f — R PYR——
X, = A, 5.=275, Ty =
car on a, par exemple :
dy, dz, e 7 dy ) dy dz
x = —_— e R P | ——— W= ——— ) — == .
¢ “ds, . s, " s s ds ds
I en résulte que :
A ‘ g l[.l'" /lZ“
N =— 1, = — —
" N ds, ds,

ce qui ¢tablit la propriété signalée plus haut.
De i on déduit immédiatement le résultat classique ;

Auwr lignes e courbures tracées sur une surface minima correspondent les lignes
asymptoliques sur la surface adjointe el vice versa.

On voit donc que les deux surfaces S el S se correspondent point par point de
maniére qu'aux points correspondants les plaus tangents soient paralléles et que les
éléments linéaires correspondants soient perpendiculaires entre cux, ainsi qu’il ré-

sulte de I'équation :

h,) Sdedx, = o.

Je dis de plus que S el S, sont applicables I'une sur l'autre. On a, en effet,
ds, = ds pour les éléments lincaires gui se correspondent sur les deux surfaces.
D’aillenrs si 'on dérive la relation :

% dr S dr, dr
U— = — == = 0
N dls ds, ds
on obtient :
v & v
b s = % e

relation qui exprime qu’aux deux points correspondants : M sur C et M, sur C,,
les courbures géodésiques sont égales.
On peut le voir autrement en remarquant que les relations établies plus haut:

(53" Ne=—1,, L,=N

"
0 v
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donnent

ou

d’on il résulte que les courbures totales sont les mémes aux points correspondants
deSetlS,.

[39] Supposous que le contour C, ou méme seulement une portion de ce
contour, fasse partie d’'un réseau orthogonal et isotherme tracé sur la surface S.
La correspondance que nous venons d’établir entre S et S, montre que C, (on la
portion considérée de C,) fera aussi partie d’un réscaun orthogonal et isotherne tracé
sur S,. Cela résulte de ce que S et S, sont applicables I'une sur l'autre.

Les deux réseanx se correspondent, si bien qu'on peut adopter pour définir I’'un
et 'autre Jes mémes paramétres variables 6 et .

Rapportons les deux surfaces, chacune au réseau qui Iui correspond. Nous
aurons :

pour S £ = f(w), y = (o), Yy = Yho);
pour N, £y :fo((lm), Y, = %,(0w), = 'Ab"(()m)

ayec

s‘ Qe de o S " j__ ~ [/ QE Y
230 de T N L] Tk ’
Qi o, Q)= Qf
N Y T N Yy T .

Supposons que les courbes C et C, soient des courbes « == const. (pour ces
deux courbes, » a la méme valeur). Les courbes qui coupent orthogonalement €
(sur S) et C, (sur S,)) seront alors des courbes 0 = const.

Désignons par la lettre ¢ une différentielle correspondant & un déplacement

sur une courbe » = const., et par la lettre ¢ une différenticlle relative a un dépla-
cement sur une courbe § = const.

Les formules (53) et (33,) moonlrent que :

3. a8l dr, ae, | ds,
I_l:——‘ = e— e, T == e ==
52 do T B ds, N
(54) L .
5.0, dx, | 8%, [ING deods
ll:—-\‘_ T e . = TID e TTT — — i
62, do T Gw s N/BL]



84 J. SEBAG.

et d'autre part nous avons adopté I'hypothése : ds, = 4 ds, d’ou il résulte que :

~ ~e
o3 - 62

. ds ds,

S o 3(') ’ (10 - dr) ’

Le fait gue nous avons affaire & un réscau & la fois orthogonal et isotherme exige,
d'autre part, que :

2% ds ds, 3z 82 ds ds

— —— o — 0

3 do T do’ S e dy T dy’

Dans ces conditions, les formules (54) donnent :

d 0L,

Y] dew dw Ry}

Il est ¢vident que ces formules seront vraies pour tout couple de points corres-
pondants sur la surface minima et son adjointe. -
En définitive, la correspondance entre S et S, se traduira par les équations :

ax, or dx, oL
2 da do 07
5) F & Y __ .
] di’ Qo 207
z, & oz
All] dew Qw Q

obtenues en raisonnant sur v, v,; w, w,, coOmme nous I'avons fait sur u el u,.

Si Von élimine x,, y,, £, entre ces six équations, en écrivant par exemple :

e,
200 dwdb’
on oblient :
A A + e
L = —_—— == (o]
Q0* Qdw? !
(986) A Ty + Y o
9 e — =
v 26* Qw® !
\! ‘2
A4 Q" z
Az o
“ Q6% dw®

auxquelles il faudra joindre les équations :

. Qe dx dx\* #
67 Swe=0  S(5) =S(+)-

b d
&8
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On aura de méme pour ., v,, 2,

N N2,

AR AN A
A, == +—=:=0,

U} Qdm”

My Xy

- AN [ANRY
O()) .\Y e m:’ + ':’ =0
( ¢ v o Q07 dw” !

Xz Q2
AZ“ - : — == 0

Al dow®

) SDJJ" dr, o g 2, \* S 3000\2
I 2 dw ’ D\ 0 do )

\insi : 2, y, z aussi bien que @, v, ¢, sont des fonctions harmoniques de
et w. Le systéme d’équations aux dérivées partielles (56) et (57) définit I’ensemble
des surfaces caractéristiques. Il est équivalent an systéme déja obtenu au n° 15 alors

que la surface était supposée rvapportée & une famille de géodésiques et & leurs
trajectoires orthogonales.

FORMULES GENERALES RELATIVES AUX SURFACES MINIMA ET A LEURS VARIATIONS
INFINITESIMALES

[40] Le systéme d’équations aux dérivées partielles que nous venons d’obtenir
est d'une intégration immeédiate. Soient en effet :

w, (how), ¥, (0w), z,(hw)
une solution particuliére quelconque de ce systéme, et soient, d’autre part :
A(Ow),-  BOw)

deux fonctions harmoniques de 0 et « adjoinles l'une de I'autre. C'est-a-dire telles
que 'on ait :
A B A A H

20 dow Qo hli]

A cela preés quelconques. Prenons :

dx dx, ox, dx A o, dL,
N Y do Qo dw 26’
, D
(58) ‘\y — qu —B qu , Dy — D); +B Y, :
Q6 Q0 dw dw Qdw AL
2z A dz, oz, oz A oz, oz,
—_— 3y —3

20 7 0 dw D do 20

~
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On vérifie immédiatement que :

NV Mo My Py A Nz

Mdw  dwdh’ M) NS M dwdb

el que :

.ZC(()(-)), MUDIR Z(()m)

est la solution la plus générale (réelle) des systémes (36) et (57).
Introduisons la surface adjointe :

Sno‘ .L'”(()m), y“YOn)‘), :w.l‘()m)

de la surface :

S, £ (Ow) Y, (Om), 2, 0wm).

X

On a par exemple :

dey, N
ALY do dw 6

et des relations analogues entre les autres dérivées (35). Dans ces conditions, les
formules (58) donnent .z, v, z an moyen de simples quadratures.
On a, en effet :

Sdr ARG \ / de dr \
! 1 1 " 1 1 1
L= . [ ——dw i = [EN——7 /] oo
d \\\ Y do + o ‘l”,' : B( . b+ 30 o b
Qo Qe N\ oo N¥S
= A\ Ll - —dow | = B F—2d0 4+ ol
.\ Al dw /) {\ Q6 AT ?

= Ads, + Bde,,.
On aura, en définitive :

L= f Ade, -+ Bde |

(59) y = [ Ady, +Bdy,.

1 [T

2= / Ad:, + Bd:

Les quantilés sous le signe / étant, comme on 1'a vu, des différentielles totales

exactes.
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On peut prendre comme fonctions harmoniques A et B adjointes l'une de
I'autre :

F(, o) étant une fonction harmonique quelconque.

Dans ces conditions, les for-
mules (H9) s’écrivent :

-~ \I‘ ‘IV
€ 'T(Il -+ —-—--(Il

1w
XS

) NA
(60) y = f LIV
«‘m
oK
"“f—\TJ'd- o 1L,w.

D’autre part, on voit facilement que I'on peut prendre i la place de 0 et o,

x, et x, comme paramétres d'un réseau orthogonal et i~otherme tracé sur S ou
sur S,. En ecffet,

supposons que l'on prenne comme variables indépendantes

x,, et x, et voyons si 'on peut alors satisfaire au systéme (35) et (37). On aura :
Qe N p N N p
AN O T B
L=, L —o, L -—0 1 —
o, A ar, o

ce qui prouve que les deux premiéres équations du s

ysteme (95) sont satisfaites.
Les autres deviennent :

Al Al ’

Yo Y, Vi ‘\yl
Qur A} ’ \ g Y, ?

(6[) [N [\ [XUN [SLN
N~ N~ \ -
‘U’o (vl &.,l“ D‘l

= — N =
. . J

&y, ar, oy sy,

1 1 10
2 - 2 2 ~ 2
(‘:yw> +<‘\“’m> ___I+<D-qo\ _*_(‘\”w)
ar, oax, dr, N
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ce qui prouve que # = x,,, « =&, définit un résecau orthogonal ct isotherme sur
la surface S, aussi bien que sur la surface S;. Une des familles de ce réseau est
composée de sections faites dans la surface par des plans perpendiculaires &
I'axe ox.

11 est évident que Pon aurait pu prendre comme paramétres y, et y, ou
z, et z. .
Comme la propriété précédente ne dépend pas du choix des axes de coordon-

0
nées, on peut dire d’'une facon générale :

{ ne série de plans paralléles découpe sur une surfuce minima une famille de
courbes qui appartiennent & un réseau orthogonal et isolherme.

Ce résultat est classique dans la théorie des sutfaces minima ().
Si dans les formules (59) on prend :

N OF
A= ST B = 3
&2, T

F étant une fonction harmoniqué quelconque de z, et z,,. On obtient :

2 F
= Ed.’.‘ + a:m 'LL“’,
. )F oF
(62) y= f;—d.v‘ + <Y,
Cvy AT
)F oK .
= _D_zjdz‘ +E:ll:w=]‘(~,,w).

On pourra donc se donner arbitrairement z au moyen d’une fonction harmo-
nique quelconque de 2, et z,,, .2 et ¥ en résulteront immédiatement & I'aide de

Y1

quadratures.

[41] Les formules (38) el (39) réalisent entre les denx surfaces S, et S une corres-

pondance puar plans tangenls paralléles.
En effet, =, , ~ étant les cosinus directeurs de la normale en un point M de S,

)
les relations :
A QL Al QL

— %

A ——— == 0
[N Ll“ ’ S a(-)

(') DarBouy, Lecons sur L théorie générale des surfaces, 1'° partie, p. 321.
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enirainent, en vertu des formules (58),

~ X dx

e

So: L —o0, 120 —=o0.
J0 [N dw

Formons le ds* de la surface S :

ds* = Sdie® = A’ds,” + Bds, . + 2ABSde, de,, .
Mais comme les deux surfaces S, et S, sont adjointes I'une de 'autre, on a :

ds =ds,*, Sdx,dw,, = o.

1 10

Donc

(63) dst = (\* + B ds;” = (\* + B ds,

La correspondance considérée réalise entre S el S, ou enire S et S,, une repré-
sentation conforme des deux surfaces Fune sur U'aulre.

Si 'on veut de plus que S et §, soient applicables 'une sur l'autre, il faudra
pouvoir choisir A et B telles que :

B,
Dans ce cas, les fonctions harmoniques A et B adjointes I'une de 'autre devront

nécessairement se réduire a des constantes, et 'on pourra prendre, ¢ étant une
constante arbitraire :

A =cos v, B =sing.

Les formules (58) se réduiront alors &

NG o, . r,
— == COS Y —— — SINn ¥ —=,
AU V] dw
X X, o
— == C0S ¥ <+ sin % R
ARD) AID) QM)

En faisant varier ¢ de o a 2= :
Un aura une série continue de surfuces minima applicubles U'une sur l'autre.

Elles sont dites surfaces associées. Si on fait, en particulier: s = =, on a:
2
L oL, A7 e,
N Do /I

12
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On retromnve la surface adjointe. Pour ¢ = o, on obtient la surface S elle-méme.
Revenons au cas général et cherchons le cosinus de 'angle que font entre eux
denx éléments linéaires correspondants, 'un sur § el Vantre sur S,, on aura :

Sclu il A Srl.’l:l‘2 4 BSduw, d,, Ads? o A )
VS de) (ke dsds, AV + B VB

cuN () =

et angle G est donce le méme pour tous les éléments linéaires qui se croisent en un
point M de la surface S ().

[42] Nous avons rapidement déduit des formules (58) les quelques résullats
classiques précédents pour montrer que ces formules sont trés commodes. Nous
pouvons d’ailleurs remarquer que les transformations représentées par les formules
(58) ou (dg) forment un groupe.

Désignons par T(A, B) la transformation qui correspond & deux fonctions har-
moniques A et B adjointes I'une de 'autre. On voit que

T(AB)T(\'B) = T(A'B) T(AB);

c’est 1a une propriété remarquable du groupe : on peul interverlir I'ordre des opé-
rations. On sait qu’il n’en est pas toujours ainsi, en général. De plus, on vérifie
facilenent que 'on a (symboliquement) :

A
TAB) . T TP N
(B (A‘—*—B* vap) !

c’est-a-dire que ces deux transformations effectuées successivement donnent la
transformation identique (*).

On pourrait donc obtenir les propri¢tés générales des surfaces minima en cher-
chant parmi toutes les propriétés de la surface particuliére S, (choisic a volonté)
celles qui restent invariantes par rapport au groupe de transformations T(A, B).

En particulier soit la proposition :

La représentation sphérigue d'une surface minima réulise une représentation con-
JSorme de la surface sur la sphére de rayon 1.

(') DawrBoux. Lecons sar la théorie gencrale des surfares, 1*¢ parlic, pages 329. 330 et 331.
(%) De la on peut conclure que la correspondance entre les deux surfaces 8, et 8 est
biunwoque.
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Il suffit de I'établir pour une surface minima particuliére S, quelconque, on aura
du méme coup démontrée pour la surface minima la plus générale.

Considérons maintenant la transformaltion :
T(1 + =/, %)
obtenue en faisant :

N=1+4+¢<f, B3

l
m
-G

e étant une constante infiniment petite, f et v deux fonctions harmoniques de 6 et «»
adjointes I'une de I'autre. C’est 12 une transformation infinitésimale si 'on suppose
que f et g renferment un paramétre variable.

Ona:
: o O, de,
_— (T £ 2Y
AU (/) Y] dw
(64) AN o dx
— = (14 f)—L + ¢ L
Yo = Uy e

La surface minima S(x, y, z) difféere dans ce cas infiniment peu de la sur-
face S,(x,, y,, z,). On peut donc écrire :

e T e
YR Y0 Tw /)’
. /X Al

s - z — 4 5 ——
o Iy TR

Revenons aux formules (39) et supposons que les intégrales qui y figurent soient
prises le long du contour C, (correspondant & C sur la surface S,). Ces formules
permettront alors de déduire le contour C des contours C, et C,, :

§1 s/ de
£, — L, _, = / A (Lc’ + Bd;/:w = f \A\ —_ Bu, \, ‘ls, ,
' ! 0 o dsl J

(63) Yo~ Yom = / Y dv, + Bdy,, == /" <A.\ -% + By, > ds,,

z, —z,_, = ./‘Al Adz, 4+ Bdz = /ﬂ’ (Aﬁ + Bw,) ds, .
1 s o /o ([S‘
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Si maintenant, ayant égard a ces formules, on applique 4 la surface S la trans-
formation infinitésimale précédente, on a :

s —(Bx),_, == / (f-———}—fll.)l/.s,
(66) a.v—(By)W:sfs(/——Jr «v)d\,
i ds
\

32— (32), , =

N
/“‘\
T
€.
-G
B
;
P>

[43] Soit un point M sur le contour C de la surface minima S, et M, le point
correspondant sur la surface infiniment voisine S,, déduite de S au moyeun de la
transformation infinitésimale du numéro précédent.

Cherchons les projections, que nous appellerons

6s, 83, an
du déplacement MM, sur les vecteurs :
de dy d:z\
A A ) (—u, -v, —w); (%, B, 7)
respeclivement. On a immédiatement :
. de .- N . N N
58 = —‘—1?0(6, o;:—bllo(u, on = Sam:c.
Posons pour simplifier
vy de N , [N Y~
p(s) = b—dT(o.L‘)‘ﬂ, —agly) = Su(o.r)‘:o. ar(s) = bx(’m‘\-‘“

p, g, r étant des fonctions de s dépendant linéairement des trois constautes arbi-
traires :

(CESNS (CAONI (®2) e

On trouve :

dr

3s _ ({s‘ / K/——,—Ju>ds+.p(s)
__sSu/s(f%+q,u>ds+sq(s),

sn=—-c / (j-—-{—;u)ds-kyl(s)

o7
ST

(67)
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On déduit de 14 I'expression de la dérivée normale :

-3
don ~ -
—— = —Sas,u=0"01,.

032

La relation évidente : Saux =— o permel d’écrive :

et il s’agit de calculer 35,2, 3,8, 3,v.

Supposous que le déplacement du point M se fasse normalement ala surface S.
Au contour C sur S correspond alors un contour G’ sur &', et au point M sur C,
un point M’ sur C'.

M, étant toujours le point de S, déduit de M au moyen de la correspondance
par plans tangents paralléles, T(1+zf, e9), =, #, v preanenten M, les mémes valeurs
qu'en M. Il en résulte que les variations de ces trois quantités, 3,«, ..., quand on
passede M & M', sontles mémes que celles qui correspondent au déplacement M, M’
sur la surface S,. On pourra donc écrire (en négligeant les infiniment petits du
a®ordre) :

. - N - - dx w  dx
0, % — (Oa)_\['\y = (')1)“‘“, = o5% '.) - <\ -+ L ) 03 + 'E;OS

3% et &s étant les projections de MM, (ou de M,M') calculées plus haut (67). On
aura par conséquent :

~ ~ d.‘l ~a P ~
Suo”a =1L,z + SuE .88 = L,3; —N3s
ou
. S Q s/ dxe .dac ~s /o dx .
DA—S“M“'—"—‘bLuu[ (‘/%—{_fu)ds_ESNE;[ (f—(‘l;‘—-{-fu)ds

da
+ (an + dS ) <

ou

dx dao
U, = —:¢ S(\—-{—L u)/ (f—(l—;+cplz>ds+(p—‘-i?+qL"> e
ox dx da
S(;g),f(fa?”“)"s+(PE+QL">6

nous aurons bient6t & utiliser cette formule.

®
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[44] Silon emploie la transformation :
T(A, B)

on peut obtenir facilement I'expression de la courbure normale —L, et de la tor-
sion géodésique —N en un point M de la surface S en fonction de leurs valeurs
—Ls, et —N, au point correspondant M, de la surface S,. Nous avions en effet
obtenu, (59) et (63),

dr = Adx, + Bdx
ds = \/A* + B'ds,

10

d’ott 'on déduit :

dx Oode dx 1
IR AT 10 > -
ds \  ds, ds, \/A\‘-' B

On obtiendrait également sans difficulté la relation suivanite :

{

. dﬂ . ( d.z: LLL

ds ds, ds >\/A\a + B

D’autre part, x 3 vy ont méme valenr en M et M,, leurs différentielles, égale-
ment. On aura donc, par exemple :

do da, - 1

ds s g

Si alors dans les expressions :

L — gﬂ d N— gu'_li
" D ds ds’ KDY s
dx dx .. ‘A
on remplace PTI ..., FRRE par leurs valeurs qui viennent d’étre calcu-

lées, on trouve :

I ’ v dx, daz, de, dx )
P —————— AN—FTF L4+ B 00,
L. B \ \‘\S ds, s, +1 ds, ds,

) JJ da ~y de,, da
N I 3 A w7y
N B ( 4[5‘ ds, N ds, ds,
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et comme on a :

dw, do, —L S\,d.l;m da, _ %H dz, N
N ds, ds, " KD ds, ds, Nt ds, o

on obtient en définitive :

_ \L, — BN, (. — AN, —BL,
(69) b=—7rw > YT Trrw
d’ou
s
A B

formules qui généralisent les relations (33').
Si maintenant nous remplacons la transformation T(AB) par la transformation
infinitésimale T(1+<f, %), nousobtenonsles variationsinfiniment petitesde L, et N :

(70) 3L, = —<(fL, 4+ ¢N), N ==:(fN—=2L).

Mais nous aurons besoin plutét, dans la suite, des variations s, L, et 5,N cor-
respondant & un déplacement 3n sur la normale.
Posons encore comme nous I'avons déja fait :
din *in d3

on::[, T:b, T:L, :—L

~
~

~
EYY
-

nous aurons les formules suivantes qui nous seront utiles. D’abord :

. de dZ,x I de . d(zL) dr dx dr
G Sgr=— V=" “Lpt=U1t5 s

Ensuite nous avons les relations :
Sx3,2==0, Sus,z =1,

auxquelles il faut joindre la suivante :

d; ~ -
S_(% g, 2=—L"

que I'on ¢établirait facilement en faisant varier I'égalité
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On a donc le systéme :

dx ) -~y A
STl;-o”z:—U', Nyes,x=1U,, bzaﬂx:o

d’ott Yon déduit par conséquent :

(72) Buus-—%f—‘lt'—kul",.
. . da ds, da . L, dx ., de . dU, dx .
) W= VT o Y T E st Tt

Si alors dans Pexpression :

. rda o dr dr _ da
0n[‘u - S K—(E % _K + —E-Oli—ll;—>

de dz

~

ey par les valeurs calculées, on obtient :
s oS

on remplace 3

(7/1) 7)” L/z - (N"— Ln‘-) Uv-—-1 + Lc L.l

L., étant la courbure géodésique. Onicalculerait de méme 3,N.

[45] Nous avons obtenu le contour C, qui se déduit de C au moyen de la trans-
formation infinitésimale : T(r + <f, =2).

Nous aurons besoin, dans la suite, de connaitre le contour, que nous appellerons ¢,
sur la surface S qui correspond & €' au moyen de la mémne transformation infinité-
simale.

En d’antres termes €' étant déduitde € an moyen d'un déplacement 3n normal
a la surface, nous chercherons sur la surface S un contour correspondant point par
point au contour (' tel qu'en deux points correspondants de C' et ¢ les plans tan-
gents & S, et S soient paralléles.

Soit b le point de ¢ qui correspond au point M’ de ¢¢'. En Al et M' les va-
leurs de z % v doivent &tre les mémes,

D’autre part le point b s’obtiendra, & partic du point M, an moyen de deux
déplacements sur la surface N, déplacements que nous désignerons encore par 3§
ct 3%, le premier suivant la tangente, le second suivant la normale au conlour C
en M. Il en résulte quan point b, =, par exemple, aura pour valeur :

o7
o2

% - 61 4

d.r o da_
LU == %+ (N—d-; -+ L”u> oz + Tos

S



SUR L'EQUATION AUX DERIVEES FONGTIONNELLES PARTIELLES. 97

et nous avons vu, d’autre part, au numéro précédent que la valeur de = au point M’

est égale & :

x+ 3, 2= z-—d—xl,"-}- ul,.
ds

En égalant, nous obtenons le systéme :

_dr Nop o, da o de ;
(NTETL”H}.‘,—F ds-Jé-——*z'L -+ ll‘:l,
7o dy d4 dy _.

— y )32 4 —3s=——1 U
KN(IS +L"L> = dz " (lsL b,
- dz Nae | Ay L d:
k\-;l?-i— “U)/’JE—*— s R — Tl_ +?011

Ces trois équations en 33 el 3s ne sont pas indépendantes et se réduisent & 2
seulement, comme on le voit en multipliant les deux membres de la premiére par
x, ... cten ajoutant.

Le systéme précédent est équivalent au suivant

Noz 4+ L3s = — U,
L3:—Nss= U,

ainsi qu’on le voit facilement. On aura donc, en résolvant :

1

) OS:—-—-( L”L +NL“).1—‘“~,—+—-\—,;.
(79)
0z = —NU' +LU). —————
= (CNU LU e

ce qui détermine complétement le contour €.

REDUCTION DU PROBLEME DE DIRICHLET POUR L’EQUATION (30) A LA RESOLUTION
D'UNE CERTAINE EQUATION INTEGRALE

[46] Nous avons obtenu au n° 43 les égalités suivantes :

R N s/ de
in=1U= sSa [y — -i-'.";u\)llsT er,
o \ s /

n /< dx *s © de ) dx | >’
E _L‘__ES\NE-FI"'u)l (\Jx+flt>(ls+(p—d—s“rq[’" <.

13
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Dans les 4" membres de ces formules figurent les deux fonctions harmoniques
(conjuguées l'une de 'autre) f(0, ») et (8, w) des paramélres (uni définissent sur
la surface minima un systéme orthogonal et isothcrme. Nous avons vu que Pon
obtient également un tel systéme de courbes en prenant comme paramétres les
quantités :

~

z et :02/ wds .

Plus généralement on peul adopter comme paramétres d'un systéme orthogonal
et isotherme sur la surface 8 les quantités :

0=ar +by+ccz, o ==ax, + by, 4 cz,

a, b, ¢ étant trois constantes (uelconques.

Il en résulte que sur le contour C, [et s ne dépendent que des coordonnées .z,
y, z et de u, v, w.

Supposons maintenant que les deux fonclions harmoniques f et ¢, dépendent
de toutes les valeurs prises sur le conlour C par une fonction de s, ¢(s) continue.
La 1 des relations (76) devient alors une équation fonctionnelle entre U(s) et ¢(s)
dans laquelle figurent les trois constanles arbitraires (3x),_,, 3¥),_,, (32),_, -

Supposons que l'on sache résoudre cette équation fonctionnelle au moyen d’une
mdéthode d’approximations successives et que I'on en déduise ainsi pour $(s) une
suite uniformément convergente :

t(8),  (8), o 2 (9),

¢:(s) dépendant de toute la suite des valeurs par U(s) sur le contour C, suite qui
est supposée donnée. Si alors dans I'expression de U, (76) on remplace successive-
ment 3(s) par les approximations 5,(s), ..., z(s), on obtiendra pour la dérivée
normale unc suite uniformément convergente :

102 lin’ R U

1
Dans ces conditions, le probléme de Dirichlet pour I'équation :

>l U - .
N + o + 2wl =0 (R(Ow) = 2l p.(‘)m))

(30)

pourra étre considéré comme résolu.

Sflpposons maintenant que 'on puisse résoudre formellement la relation fonc-
tionnelle qui existe entre U(s) el ¢(s) de facon & obtenir I'expression de ¢(s) en
tant que fonctionnelle (on peul faire dépendre f et « de ¢ de maniére que cette
fonctionnelle soit linéaire) de U(s).
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Si, alors on substitue dans Pexpression de U, on obliendra par identification le
novau K(ss,) qui figure dans la relation :

U,=—.p. /-K(ss,)[l (s,) —cos SU(s)) s, .
Je

[4'7] Quand on fait la substitution dont il est queslion plus haut, = s’élimine.
Nous pouvons donc sans inconyénient faire dans les formules : = 1.

La facon la plus commode de faire dépendre les fonctions harmoniques f el ©
d’une fonction ¢(s) est de prendre pour / un potentiel de double couche :

) log L

(77) S(00) = [ 0 (8) — dls

d

1523

en posant :

r= \/(jlt — 0+ (h— )

a et b étant les coordonnées curvilignes d’'un point situé sur la surface S, a l'inté-
rieur du contour C (S étant supposée parfaitement continue i I'intérieur de C).

Dans Vintégrale (77) on suppose que ce point (a, b) tende vers un point M(s)
du contour C, pour lequel s = ¢. Mais alors, on sait que I'intégrale (77) subit une
discontinuité égale a =z (s).

f(6, ») ayant la détermination précédente, on doit prendre pour g (fw)
d 1
(78) s(0) = f ¢(8) 7 log - ds
et quand le point (a, b) tend vers le point M(s) Vintégrale (78) tend vers :
. p. [;(s):}% log’l‘ds
En résumé, nous pouvons dans les équalions (76) prendre pour f et o :

I
) log —
2

:
o S= e —rds (o),

d v
V. p. ‘/C._:(s)a log ;ds.

Cette derniére intégrale a un sens, car 'élément différentiel admet un pole sim-
ple au point s = 5.

-0
l



100 J. SEBAG.

Dans ces conditions la 1™ des équations (76) devient, en v faisant : = 1.

I
- du
U(G):Sx(c)[[ %d»[ (s) E’ zlv+/ u(»)rls/‘s(s)—gs-log%ds]
+7:Sx(c)fq‘:(c)—l§-dc+l‘(c)

ou :

- e dx
8 U(s =fH c(s)d =K q/ o(5) —— (5
(80) = _f He0es)ds +=Sa() [ 2(5) 5 do+ ()
en posant :

1
dlog —

l : l
H(ss) = a(r)/ <('L :’ u(c)-:l?log -;[—> ds.

Permutons s et 5, nous obtenons :
. § dx
(80) U(s) = /H(cs) e(s)de 4+ =Sx(s) / HO) ?l\frls + r(s).
(M o 3

Quant & la 2° équation (76) elle devient :

. e _ dx s dxe dx
(81) L.(S)—[d’()(cs)r(’f)d\o—:-S.(N-{K—f— Lu")[ r(s)mds +p7.s—'+q]4”

en posant :

\ .
- L dx slde 7 F d 1
H(ss) = — S<\ - T U> [ <W_TE_ + u(s) 7o log -;> ds

Nous n’avons pas écrit le symbole v.p. dans les équations (80) et (81). Mais il
est clair qu’il faut exclure du champ d’intégration relatif aux intégrales qui figurent
dans les seconds membres de ces équations les points pour lesquels | s —¢ | <c¢,

¢ étant aussi petit que I'on veut, et & cette condition U'interversion des signes /

-

est legitime.

En définitive, le probléeme de Dirichlet pour I'équation (30) est ainsi ramené &
la résolution de I’équation intégrale (80). La principale difficulté que I'on rencontre-
rait, si on voulait entreprendre I'étude de celte équation, réside dans la singularité
de la fonction :

—-log—.

De sorte que la réduction du probléme de Dirichlet & la résolution de 'équation
(80) présenterait un intérét plutét théorique.



»LR L-l:'.(ﬂ ATION AL DERIVEES FONCGTIONNELLES PARTIELLES. 101X

SOLUTIONS INFINIMENT VOISINES

[48) La possibilité d’obtenir la solution correspondant a des contours infiniment
voisins d'un contour donné dépend de la solution préalable du probléme de Dirichlet
pour I’équation
Al DI i O

-+ 2"ul?=o0 (R(Om) = 2]"[1.(0(»))

(30) Yo

nous supposons donc que ’on s’est donné sur le contour C une suite continue de
valeurs

zn=U(s)

et qu’en utilisant I’équation intégrale (80), ou par tout autre moyen, on soil parvenu
a déterminer la dérivée normale

~

I

lu
=

-
~/
Y

qui correspond & ces données.

Considérons alors une déformation infiniment petite du contour C qui s’effec-
tuerait sur la surface minima. Cette déformation sera complétement déterminée si
Ton se donne, en fonction de s, le déplacement 3% d’un point quelconque de C.

Cherchons, dans ce cas, la variation qui en résulte pour la dérivée normale U, .
Nous nous contenterons d’indiquer le résultat du calcul, mais nous en donnerons
ensuite deux vérifications par des voies différentes. On trouve :

- ., dod% . d . - e
(82) &:U, :_b’_Tis_+ (L, U, —2I"U—U"3%2= -—d—s(vaz_) 4+ (L, U, —2I™U) 3k,

Vérifions ce résultat. Dans la 1'* partie, au n” 22, nous avons considéré la fonc-

tionnelle :

(82" ® = — f U,Uds
C

et nous avons calcul¢ sa variation 3:®, ce qui nous a conduit d’abord a la détermi-
nation de la fonction R(0w), qui figure dans I'équation (30)

R(0w) = 2 u(bw)
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et en second lien & I'équation anxsdérivées fonctionnelles particlles 3 laquelle satis-
fait la fonctionnelle @,

(30101) 'l"E — j/l;q): 1" + a1 :1

Mais nous aurions pu calculer autrement 3:4 si nous avions alors connu l'ex-
pression de 3:U,. On a en effet :

/ 3
B == — /&L‘B;U,-l—l,al + U, ‘ds>41s
G

ds
= —f(UagU, + U 3U—U,UL,32)ds
f

ou I'on doit remplacer 3;U par U 3% et 3;U, par sa valeur trouvée plus haut. Il en
résulle alors pour &;

5 Coed wprexe | 17 enE
3 = —fl — U—(U'32) — 21" U%3Z + D"a;]ds
[ ds
ou, en intégrant par parties le 1°* terme sous le signe f :
B = —/(U” + U} — a0 33ds
C

ce (ui est précisément le résultat trouvé au n° 22.
D’autre part, si dans la relation (82) nous remplagons U, par sa valeur (82') :

1
U, = —-~ ¢y, nous obtenons :
2

d
(83) Bb = 2 (U'3) + Ly 3% + 417 U0aE

relation qui, jointe aux formules (82') et (82"), définit les multiplicités caractéristi-
ques de ’équation aux dérivées fonctionunelles partielles (30"). On retrouve d’autre
part ces mémes équations lorsqu’on cherche directement les équatious de ces carac-
téristiques (*). Ce qui constitue une 2° vérification.

[49] Ayant ainsi oblenu une premiére expression de 3:U,, on peat en chercher
une seconde en faisant varier infiniment peu les deux membres de U'égalité ().

t,=— / K(ss)[Us,) —cos (3U(s)] ds, .

(*y Pour la recherche des caractéristiques, voir Paul Livy, Lecons dlanalyses fonclionnelles,
2¢ partie, chapitres v et v.

(*) Dans ce qui suivra nous omettrons d'éerire le symbole v. p. devant le signe ./- pour
ne pas surcharger les écritures.
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La déformation du contour se faisanl dans les mémes conditions que précédem-
ment, on trouve ainsi :

—32:U, = 3:K{1 (s,) —cos 3 U(s)] ds,
Je

(84) + / K{3:L (s) = cos (33:U(s)— C(s)8: cos ¢Sjds,
«
- /kl_l'(s,'}— cos SU(s) L, 33, ds, .
0 1

En désignant respectivement par L., el 3% les valeurs de L. et 32 au point
s = s, etl'on doit dans le second membre remplacer 3:U(s) par U,(s,) 32, et 3:U(s)
par U,(s)3Z. D’autre part, il est inutile, pour notre objet, de former explicitement :

¢; €OS ) = o:Nax,.
11 suffit de remarquer que c’est une expression de la forme :
\3Z, + Baz

A el B étant des fonctions de s el de s, faciles & calculer.

On obtient, dans ces conditions, en égalant les valeurs que nous venons de trou-
ver pour 3:U, (82) et (84) :

f 3: K [U(s,) — cos O L (s)] ds,
C
83 = —-/ K{U,(s,) 8%, — cos B3 ,(s) 32 — 1 (s) A3&, — U(s) Baz] ds,
(¢
) . - d .. . ~e
+ >/c. K{U(s,) — cos SU(s)] L, ¢3,ds, + (—I;(U 82) — (L, U, —2I™U) 2%,

Nous avons 14 une relation importante ¢t que nous utiliserons dans la suite (*).

La détermination de la fonction k(ss,) correspondanta un groupe fermé C tracé
sur la surface minima est un probléme plus dilticile que le probléme de Dirichlet,
car elle suppose que I'on ait obtenu I'expression générale de la dérivée normale en
tant que fonctionnelle linéaire de U(s).

Mais il faut remarquer que si K est connue, la relation précedente (85) doit pou-
voir définir la valeur de 3:K, fonctionnelle linéaire de 3=.

En effet, cette relation a lieu quelle que soit la forme de la fonction U(s),
¢’est-d-dire que U(s) y figure comme fonction arbitraire.

(') Pour tirer quelque parti d'une telle relation il ne faut pas oublier de séparer nette-
ment dans K(ss,) et 3:K, la partie holomorphe et le terme infini.
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Ainsi 3:K estimpliqucée dans une relation renfermant une fonction arbitraire U(s)
(K et 2:K étant indépendantes de U(s)). On peut donc envisager, an moins théo-
riquement, la détermination de cette fonctionnelle 3:K et par suite, de proche en
proche, celle de toutes ses variations successives :

ne 1

3 i
K, %K, ces oK.

o7

Quant a la possibilité de déterminer effectivement K(ss,) ainsi que sesyariations
successives, elle pose, pour une surface minima, c’est-d-dire pour ’équation (30) un
probléme analogue a celui qu’a traité M. Paul Lévy pour la fonclion de Green rela-
tive a I’équation de Laplace.

[50]} Soit une surface minima S, parfaitement continue & 'inlérieur du contour C
aqni la Hmite. Appliquons-lui la transformation T(AB). Nous en déduirons une

surface mminima 8, limitée par un contour C, et I'on peut toujours supposer, si les

i
fonctions harmoniques A et B sont continues, que S, est aussi parfaitement con-
tinue a Uintérieur de la courbe C,.

Entre S et S, nous élablissons ainsi une correspondance ponctuelle biunivoque

jouissant des propriétés suivantes :
1° Deux points correspondants sur les deux surfaces : M sur S et M, sur S,. sont

déterminés par un méme couple de valeurs attribuées aux paramétres 6 et o qui
définissent sur chacune des surfaces un réseau orthogonal et isotherme.

2" Aux points M et M, les plans tangents sont paralléles; en ces deux points
@, %, v prennent les mémes valeurs.

3* Soient ds et ds, deux ¢léments linéaires correspondants, issusde M et de M,

4

. s , .
respectivement. Le rapport s est constant et ne dépend que de la position du
point M. Ona:

LY CaT
s

4* De méme 'angle que font entre eux ds et ds, est une fonction de 6 el o, et
a une valeur bien déterminée en chaque point de la surface.

Cela étant, on peut ¢tablir le résultat snivant :

Soit une fonction (gque nous supposerons contlinue)
sn=L(s)

donnée sur le contour C et soit U, (s) la dérivée normale correspondante en chaque
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point de C, que I'on obtient en résolvant le probléme de Dirichlet pour I'équation (30)
L, = f K(s5)|U(s) — cos 3U(s)] ds
«

(le symbole v.p. étant sous-entendu). Si on cherche a résoudre le méme probléme
sur la surface S,, avec les mémes données sur le contour C,, c’est-a-dire en prenant

an, = V(s,)=L1(s)
on aura :

V,=— / K,(8,5,)0V,(5,) -= Vis,)) cos O da,
¢,

cos () étant le méme aussi bien sur G que sur C,.
Posons, d’une fagon générale :

s 5 I 1

_fj.; .—5—3:__ \/‘\:_‘_ B"— () ’

je dis que I'on aura aux points correspondants M sur G et M, sur C,

Vi(s) ds o

U,(s)  ds,  =(s)’

La chose est presque évidente. En effet, en deux points correspondants quelcon-
ques M et M,, les fonctions U(fw) et V(6w) (solutions du probléme de Dirichlet
correspondant a la donnée de U(s) sur C oude V(s,) sur C) prennent la méme
valeur. Ces deux fonctions sont identiques. Si on considére alors sur S un point M’
voisin de M et son homologue M', sur S,, on aura :

Uy — Uy = Vv, — Vi, = Uw, — Uy, .

D’autre part, on peut choisit M’ sullisamment voisin de M el parsuite M’, suf-
fisamment voisin de M, pour que le rapport :

MI

!

Mi
M

1

=

différe de <(fw) de moins de =, < élant aussi petit que I'on veut et 'on a :

Lw,—Uy,  Uw—Cu MM
TR0 SN A
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Si par exemple le point M est sur le contour C et que MM’ soit un ¢lément
dirigé sur la normale intéricure & C, M, sera situé sur C, et M,M’, sera de méme
dirigé suivant la normale intérieure & C, en vertu des propriétés de la correspon-
pondance T(\AB) rappelées plus haut. Dans ces conditions, si MM’ tend vers o, les

quantités :
Uvw, — U_ll_‘_ Ly — Uy MM
Mow, TRV MM,

tendent respectivement vers :

U

~
c
-

d

-~

=\ :U,

e

./
/
Ht

-
<}
~
o«
—

=

1

ct P'on aura a la limite :

. T,
(86) N =T

La propriété énoucée plus haut est donc établie.

11 en résulte :

.U, , SN
\ Z?@j—*_ljl\‘(s.ﬁ)[\ () —\V (s, cos B3] ds,

:—-[K,[U(c)-— cos BU(s)] =(s) ds

ou

L'.:—/K‘I_L(G)—COS(.)'U(S)]r(s)-:(c)drs
:—fl\[l (5) — cos S U(s)]ds.

Cette égalité ayant lieu quelle que soit la fonction U(s), on en conclut :

i . Kh(ss)
87) kh,s3)= 7(331(5.

(54] Sil'on suppose que la surface S, soit infiniment voisine de S, déduite de S
au moyen de la transformation infinitésimale :
T(1 + </, 25)
on aura :
)=V + )+ =1+:f



SUR L'EQUATION AUX DERIVEES FONCTIONNELLES PARTIELLES. 107

en négligeant les termes du 27 ordre. On en déduit :

, . . K(ss) Kk(ss)
K =Kk tK = - - — = n
=Rt GO T xS

=K(@a)[1 -0/ +./2)]
d’ou
K = —K(s9) (/. + /)
Considérons maintenant le contour C', obtenu au moyen d’un déplacement

on — U(S)
normal & la surface minima.

Rappelons que d’aprés les résultats obtenus an n 435 la transformation
T+ <f, :2)

fait correspondre & C' un contour ¢ situé sur la surface minima, infinimentyoisin
de C et défini par les fonctions :

. L,U 4+ N1, L,U + NU,
CETTIE LN T T = '

(75) ] , ]
. NU'—L, U, ANU'—L,T,
Ie — L=” + \? - 1‘2

qui mesurent le déplacement d’un point M du contour G quand celui-ci se déforme
a partir de sa position actuelle pour coincider avec €.
L'élément ds a pour valeur sur C' : -

ds +3,ds = (v 4- L U)ds
et sur ¢ :

- L
ds + seds + 3 ecls = I L <Lc oo as> 'I ds = (1 — L,3%) ds

en négligeant toujours les infiniment pelits du 2° ordre. On en conclut la valeur du
rapport :

LU
<(s) = :—_i_l“_}: =1+ L//U + LcaE

en n'oubliant pas que 32 est donné par sa valeur (55).
Posons pour abréger

2(s)= LU + L,3%.
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On aura cn désignant par k' la fonction K(ss) qui correspond au contour C' et

par Jh celle qui correspond a son homologue €.

h(ss)
b+ 2@ [ + 9]

K (s5) = = R(sa)[1 — s)— ()]

Or on a d’autre part :

KN =Kk+3K,
N N N -
h(sa) =Kk + 38 4 — 35 - 3:K
AN Qs

On déduit de 14 :

K NN
(88) 3K = — K[4(s) + Z(a)] + ;

"

o7
©«
*.
Ny
R
Jr_
N
T
>

3s et 3% ayant les valeurs (75).
Cette équation (88) permettrait de calculer les variations successives de K

~ ~2 p- AN
o,k K, ce e K

si on connaissait les valeurs de K sur le contour ainsi que les variations successives :

~= 1
:h, 2N, Cey a:h.

[52] On peut remarquer que pour former 3,U,, il n’est nullement nécessaire
d’avoir déterminé 3:K, la connaissance de K suffit. On a, en effet :

U, =— f K[U(s) — cos B3U($)]ds
¢

o7

LU, = — f 3, K[U(s) —cos 3U(s)] ds
¢
—f K{3,U(s) — cos 33,L{(s) —U(s)3, cos B] de
«

— f K([U(s) — cos WU (s)] L, U(s)ds
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ou en remplacant 3, Kk par sa valeur calculée plus haut(’) :

5, L, = —-—[’:5 NU(s)— cos OUI$|ds

N

dae

oK ok . cr-
+/; K{Z(s) 4+ 2(a)] ——TBS——- Bci[U(c)-cos AU (s)] ds
c ! AR
(89) )
_/ K[3,1 (5) — cos (33,1 (8) — Uys)3, cos 3] ds
«

——f K[U(3)— cos (YU (s)] La, L (5) ds.
C

Or la premiére intégrale qui figure au 2° membre, nous connaissons son expres-
sion (85) obtenue au n° 4g.

Elle dépend de K, U, U, 35, 33. Iln’y anrait qua remplacer cette premiére inté-
grale par sa valeur (85) et on obtiendrait ainsi pour 2,U,
-dépend pas de 3:K.

Dans le 2* membre de la relation (8g) 3,U(s), 3,U(s) sont des données du pro-
bléme. Quant & 3, cos ¢ il serait facile de calculer xa valeur en fonction de U, U’,
U,. Enfin rappelons encore qu’il faudra remplacer s el 3% par leur valeur (75).

En définitive, I'expression de 3,U, en tant que fonctionnelle linéaire de 3,U(s)
est connue en méme temps que le noyau K(ss).

une expression qui ne

Il n’en est pas de méme si 'on veut déterminer la variation seconde &°, U
fortiori, les variations successives :

et, a

1

g 0
U, B 3, U

n ot

En faisant le calcul de ces variations, on introduira les variations Bp K jusqu’a
Vordre i — 1.

En résumé :

Sil'on a pu déterminer sur une surface minima S parfaitement continue et a
partic du contour C qui la limite, la suite :

- . (e p—
}\1 3:1\, a:[\, c e ;J-_- I\
B g

(*) Wy alieu de remarquer que si 'on admet que h(s) est de la forme —(—-H7 + fonc.
i $—5

MK
“— %5 auront chacune un péle triple au point s =5
Ak

. oK
holomorphe les quantités s 3s,
¢

o
-

. . oK
mais qu’en ce point la somme %— 385 +

35 s’annule.
s K ¢
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on pourra en déduire par des opérations de dilférentiations successives, les variations :

~ 2y [
5, K, 2K, C B"I\

"

et par conséquent la snite :

D’oti résultera I'exislence et méme la possibilit¢ de déterminer les solutions infi-
niment voisines d'une snlution donnée.

LE PROBLEME DE PLATEAU

|53] Supposons qu'on se donne un contour fermé (i et qu'on se propose de
trouver la surface minima S, parfailement continue, qui passe par C (probléme
de Plateau).

Voici comment nous pourrions envisager la solution d'un tel probléme.

Prenons pour surface minima initiale, I’hélicoide gauche & plan directeur. C’est
une surface particuliérement commode pour 'object que nous avons en vue.

Soit donc la surface définic par les équations :

Z =3 COS wm, Y = ¢ sin o, z2=hwo

h élant une constante. Si A tend vers o, I'’hélicoide tend vers un plan (le plan de ry)
sans jamais cesser d’étre une surface minima. Il en résulte d’aprés ce que nous avons
vu aun®6, que z considéré comme fonction de x et y estune fonction harmonique.
On sait d’ailleurs que c’est la seule surface minima qui jouisse de cette propriété.
De plus, la singularité d’une telle surface est bien connue, ¢’est une ligne singuliére :
Paxe des z.

En posant

sV =
nous aurons 'élémenl linéaire de 1’hélicoide sous la forme :

14 2 13 \
os® == (-e—j—-—é-f— (d9* 4+ dw?).
2

]
)
ya

0 et @ sont donc les paramétres d'un réseau orthogonal et isotherme (les hélices
d’une part, les génératrices rectilignes de 'autre).
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Si «, 8.~ sont les cosinus directeurs d’un point de la surface, on aura par
exemple :

e:’; _ ]l:
et
et par suile :
A 8nze® \
o R(bw).
v (6. -+ }l.:’-

Il en résulte qu'avec ce choix de variables, I’équation (30) devient :

»U U Skt
il e g

Q0? dw? (e“ +

(90)

Considérons maintenant le cylindre, que nous désignerons par D, qui projette
lo courbe donnée C sur le plan xoy. Il coupe I'hélicoide suivant une suite de cour-
bes fermées. Nous prendrons I'une d’elles €, celle par exemple qui est la plus voi-
sine du plan xoy. Nous pouvons toujours supposer que h a été pris assez petit et
que l'axe oz soit extérieur & l'aire limitée sur I’hélicoide par le contour €.

Nous pouvons alors concevoir une suite continue de contours fermeés situés sur
le cylindre D et dépendant d’un paramétre variable % :

z=f(s»)

(s étant P'abscisse curviligne sur le contour ) telle que pour A = o on ait le con-
tour € et pour A =1 le contour donné C.

Faisons alors varier A\ & partir de sa valeur initiale o :

/i

~J

8z = 3h.

~
~

On aura ainsi obtenu un contour €', sur le cylindre D, infiniment voisinde €.
Soient respectivement 3s, 3%, 3n, les projections de 3z sur les vecteurs :

de dy dz
_— - - — . , (j .
(ds’ ds’ tls>' (—u, —w, —w); (2, 8, %)

en un point lb du contour €. On aura :

. dz dz f .
68 = —— 07 == —— . T DA,
s ds ok

. of o

0E— —WHZ — —W——23)
(91) 0 wosz 3

N 5 o

011:"{02:‘{ YN
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Quand on passe du contour ¢ auncontour infiniment voisin (', la fonctionnelle K
subit une variation que nous désignerons par 3.k et 'on aura(’) :

oK

do

~
o5 .

. - - dK
»K=3,K+ &K -{——\—Ss 4
AR}

Supposons qu’on ait pu déterminer sur I'hélicoide la fonction K(ss) qui corres-
pond au contour ¢ ainsi que ses variations successives 2tk (fonctionnelles entiéres
et homogeénes de 3Z) correspondant a la déformation continue de € sur I'hélicoide.

On en déduira 3, K comme nous avons vu au n® 32 puisque la quantité

~=
Oh

N - of
in="U()=yv D{\
est maintenant donnée en fonction de s sur le contour (» et i étant alors consi-
dérées comme des constantes).

il en résulte que I'on saura alors déduire des calculs que nous avous faits aux
n* 51 et 52 la variation 3K et, de proche en proche, les variations successives 3' K.
En cffet si 'on a calculé¢ 3, K on en déduira :

3P s, a? 'z, 'n
car la connaissance de 3 K implique celle de
A 3w s’
- 3 N
B ’IS ’ 2 ! : /
et permet d’obtenir :
P dz 3 P
Bubd 3P
+ds’ . v

La détermination des variations 3‘, K donnera immédiatement les dérivees suc-
cessives :

o

K

7

—

" K

) ve ey

s
L

En définitive, on obtiendra ainsi pour U, donc pour «, v, w, donc pour la fonc-

tionnelle ¥ un développement en série suivant les puissances croissantes de .
Evidemment, il ne peul pas étre question ici d’établir les conditions de conver-

(*) &8s et 35 ayant alors les valeurs g1 qu'il ne faut pas confondie avec les valeurs (7).
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gence de ce développement. 1 nouvs suffira d’avoir indiqué la possibilité de la former
par un processus opératoire qui ne comporte que des différentiations successives.

Si le domaine de convergence de cette série s’¢tend jusqu’au contour C, on arri-
vera en (& avec des valeurs bien déterminées pour u, v, w. C’est-a-dire qu’on aura
déterminé alors, la suite des plans tangents le long du contour C, ce qui résout le
probléme.

CONCLUSION

(54| Nous nous étions posé le probléme de déterminer la fonclionnelle X pour
un contour € par les conditions habituelles de continuité qu'impose 1'énoncé du
probléme de Plateau.

Nous avons cherché a traduire ces conditions de continuité par des conditions
d’homogénéité relative a la fonclionnelle X et & ses dérivées et nous avons reconnu
que les ¢quations ainsi obtenues ne sont pas susceptibles de conduire & la solution.
Elles fournissaient néanmoins certains résultats intéressants que nous avouns utilisés.

En dernier lieu nous avons été conduits a ce résullat qu'il est possible d’obtenir
la solution du probléme de Platcan au moyen d’'un développement en série si 1'on
suppose préalablement la formation des variations successives 3':k pour un contour
fermé quelconque situé sur une surface minima particuliére (nous avons choisi I’hé-
licoide), le contour se déformant continument sur cette surface.

C’est donc, en définitive, la question qui reste i résoudre. Elle dépend de I'étude
approfondie de I’équation (30).

Nous avons déja ohtenu une forme explicile de cette équation au numéro précé
dent, mais ce n’est pas celle que I'on considére habituellement.

Prenons comme surface minima particuliére la surface minima d’Enneper(*) :

£ =30 + 360 — 6’
y = 3w+ Job’—ao’,

=36 — 3w .

Calculons les cosinus directenrs de la normale au moyen des relations :

Q AL g QX q,
A— =0 —_— 0, ., T=I.
DAY ’ O e *

(*) Dansoun. Lecons sur la théorie générale des sarfaces, 17 partie, page 3r7.

19
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On trouve :

20 . 20 s
QT = ——— (5 - ——

40wt

. IR
) v

[ ()'T-T:P('v)—: Ty 4+ 6* 4 ’

On vérifie alors que § et w sont les paramétres d’un résean orthogonal et iso-
therme tracé sur la surface et que l'on a :
Ax A8 Ay b

ROw)=—= —— — oo — L o Sy —m —4m —
(“ % 4 g = (1 —z—(f—;—m:):

De sorte que I'équation (30) prend la forme :

2L XL 38U

2 N = 5 — O
(9 ) hUN + dw? + (I 4 0* - (-)')!

qui a été donvée par Schwgrz dans son mémoire sur les variations infiniment petites
des surfaces minima.

Cette éguation, comme nous le savons, reste invariante lorsqu’on applique a la
surface minima (qui est ici la surface d’Enneper) la transformation T(A,B). Elle
est dounc valable pour une sucrface minima quelconque, mais elle impligue un choix
particulier du systéme orthogonal et isotherme auquel est rapportée la surface.

Comme nous l'avons déja dit, le probléme de la délermination de K(sc) et de
ses variations successives est tout a fait analogue & celui qu'a traité M. Paul Lévy ()
a propos de la fouction de Green relative & I’équation de Laplace.

M. Paul Lévy par.l de I’équation aux dérivées fonctionnelles, donnée par M. Hada-
mard, & laquelle satisfait la fonction de Green, el chierche a déterminer celle-ci au
moyen des conditions d’homogénéité jointes aux propriétés élémentaires de cette
fonction : la nature de sa singularité, etc...

Il semble donc qu’en suivant la voie tracée par M. Paul Lévy el en faisant pour
la fouction de Green de I’équation (g2) une étude paralléle a celle qu’il a faite pour
la fonction de Green relalive & I'équation de Laplace, on puisse étre conduit a des
résultats intéressaunts en ce qui concerne le probléme de la détermination de la fonc-
tion K(so) et de ses variations successives 3:K, 3.K ...

1l semble, aussi, si I'on veut étre conduit & une détermination de la solution au
moyen des conditions d’homogénéité, qu'il soit nécessaire de faire intervenir une
fonctionnelle qui, comme la fonction de (ireen dépende non seulement du contour,
mais encore d’un point intérieur, et de ne pas se borner, comme nous l'avons fait,
au point de vue de Jacobi-Hamilton.

C'est en effet la possibilité de faire varier ce point intérieur qui permet aux con-
ditions d’homogénéité d’étre équivalentes aux conditions habituelles de continuité
qu’impose la nature du probléme.

(*) Paul Lévy. Ouvrages et mémoires cilés dans les notes, pages 4 et 6.





