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PREMIÈRE THÈSE

SUR LA DISTRIBUTION
DES

PROPRIÉTÉS DÉ VOISINAGE
m:s

FONCTIONS DE VARIABLES RÉELLES

INTRODUCTION.

Depuis Dirichlet, on définit une fonction y de la variable x, en fai-
sant correspondre à chaque valeur de x une valeur pour y.

Il ne subsiste dans cette définition que l'idée de correspondance. Or,
en conservant la définition générale de Dirichlet, il paraissait difficile
d'aller plus loin. Certains croyaient même impossible d'obtenir des ré-
sultats concernant les fonctions les plus générales. Nous allons voir
qu'il n'en est rien.

Dans l'introduction à sa thèsel) M. Baire, qui étudia des propriétés
très générales des fonctions de variables réelles trouve qu'on est conduit
après avoir défini la fonction la plus générale, »à distinguer les fonctions
en différentes catégories, suivant qu'elles possèdent ou ne possèdent pas
telle ou telle propriété".

On sait combien ce point de vue s'est montré fécond, en menant à
la classification des fonctions représentables analytiquement, selon la
dénomination de M. H. Lebesgue2).

Dans ce qui suit, nous allons abandonner d'une manière systéma-

*) R. Baire, Sur les fonctions de variables réelles, Annali di Matematica,
Milan, 1899.

2) H. Lebesgue, Sur les fonctions représentables analytiquement, Journal de
math, pures et app., 1905.
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tique ce point de vue commun et nous appliquer à distinguer des propo-
sitions concernant toutes les fonctions de variables réelles, définies au
sens de Dirichlet, c'est-à-dire sans aucune restriction préalable

On a douté parfois s'il peut exister des propriétés communes à
toutes les fonctions1), à moins qu'elles ne se réduisent à des tautologies.
On devrait, semble-t-il, pouvoir se donner une fonction de variables
réelles, qui contredise toute propriété donnée à l'avance.

C'est même l'objection qu'on fit — à priori — à la première propo-
sition de ce genre, que nous avons trouvé :

Toute fonction de variable réelle ne peut posséder, tout au plus,
qu'une infinité dénombrable de discontinuités de première espèce2).

Mais ce résultat et la plupart de ceux dont je m'occuperai ont
deux caractères communs, qui les rendent possibles.

Premièrement, les propriétés qui figurent dans nos propositions
se définissent en chaque point à l'aide des valeurs de la fonction aux
points infiniment voisins. C'est pourquoi je propose de les nommer
^propriétés de voisinage*.

En second lieu, l'énoncé détermine toujours un caractère spécial
de l'ensemble E des points, où la propriété de voisinage en question
se présente. On l'exprime d'habitude en définissant une classe d'ensem-
bles, à laquelle l'ensemble E doit nécessairement appartenir.

Et comme il s'agit de la distribution des points où la propriété
envisagée est satisfaite, j'ai été conduit à nommer en général le carac-
tère spécial en question, un ^caractère de distribution* de la propriété
de voisinage 3).

La distribution des propriétés de voisinage a un caractère nette-
ment statistique, en ce sens que la propriété ne doit jamais apparaître
sur un ensemble déterminé de points, puisqu'elle peut être contredite en
n'importe quel point d'un tel ensemble, en choisissant. convenablement
la fonction au voisinage de ce point. Mais puisque cela ne peut être fait
simultanément et d'une manière arbitraire, lorsqu'il existe un caractère
de distribution, on voit qu'il s'agit là d'une propriété statistique.

En présentant nos résultats, selon l'ordre indu.ctif qui — (sauf les
généralités que nous présentons tout d'abord, dans un but de simplifi-

*) M. ƒ/. Lebesgue, se demande, au contraire, dans le mémoire cité (page 140,
note) si certaines propriétés, appartenant à toutes les fonctions représentables ana-
lytiquement, «n'appartiennent pas à toutes les fonctions».

2) Voir les définitions plus bas.
*) Voir au Chap. V les définitions précises.
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cation) — fut celui même de nos recherches, nous avons renvoyé à la
fin de ce travail, quelques vues synthétiques, à ce sujet. Elles contribu-
eront, espérons-nous, à mieux éclaircir le paradoxe moins réel qu'ap-
parent, exposé plus haut !).

On y verra que les propriétés de voisinage peuvent être regardées
d'un point de vue abstrait et exposées d'une manière systématique, en
rattachant aussi d'anciens résultats connus, qui acquièrent ainsi une
signification nouvelle.

J'indiquerai en quelques lignes la nature des questions traitées
dans ce travail.

Après avoir repris et précisé, dans le Chapitre I, quelques défini-
tions et généralités indispensables, je présente dans le Chapitre II deux
classifications distinctes des discontinuités d'une fonction de variables
réelles, selon deux points de vue différents (Chap. II, A. et B).

Dans la première classification, tout point de discontinuité appar
tient à l'un des trois genres, que Ton définit suivant que la fonction
oscillation w (P) d'une fonction ƒ (P) tend ou non vers une limite uni-
que» lorsque P tend vers le point de discontinuité g et que w (S) dif-
fère ou non de cette limite, lorsque celle-ci existe. La distribution des
discontinuités de chaque genre a lieu sur un ensemble, appartenant à
une classe particulière, pour chacun d'eux.

Dans la deuxième classification, tout point de discontinuité appar-
tient à l'un des deux genres, que l'on définit, selon qu'au point g de
discontinuité il existe ou non une fonction [i. (P), continue en §>, qui
est une fonction moyenne pour ƒ (P), c'est-à-dire dont les valeurs sont
comprises en chaque point P entre le maximum M (P) et le minimum
m (P) de la fonction ƒ (P) en A Cette classification est même com-
plétée, en considérant les deux cas différents, qui peuvent se présenter

*) En signalant quelques résultats simples de même nature, dans une confé-
rence à l'Université de Strasbourg sur «La symétrie de structure des fonctions de
variables réelles», (Bull, des Se. Math, tome L ƒƒ, Juillet 1928), M. W. H. Young trouve
qu'ils contredisent l'opinion selon laquelle «en dehors de toute hypothèse il ne peut
être question de rechercher des propriétés» et fait remarquer qu'on a su pourtant
^allier ces mots primitivement contradictoires : la loi et le hasard ; qu'ainsi, par le
seul fait qu'ils arrivent les menus événements de la vie réelle se trouvent soumis a
un certain ordre, de même en vertu de leur seule existence, nos concepts mathéma-
tiques les plus généraux révèlent à l'examen des caractères d'une apparence para-
doxale". Ce passage est assez caractéristique pour la position vague du problème
jusqu'à ce jour.
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lorsqu'il existe une fonction \i (P), continue en §. Selon que la valeur
de [x (P) est déterminée en § d'une manière unique ou non, par la con-
tinuité de p (P), on distingue deux espèces de discontinuités. On donne
des conditions équivalentes à ces définitions et Ton constate que les
discontinuités des genres et des espèces, tellement définies, se distribuent
toujours sur certains ensembles particuliers.

Dans le Chapitre III, on reprend les définitions classiques des
points où une fonction continue ƒ (P) présente un maximum ou un mi-
nimum et l'on pose des définitions pareilles pour la fonction uniforme
la plus générale. On distingue entre les maximums atteints ou non et l'on
recherche la distribution de ces genres de points. Le cas des fonctions
continues est traité en détail (Chap. III, A), vu son intérêt particulier.
Cela paraît nous éloigner de l'objet de ce travail qui est de distinguer
des propositions applicables à toute fonction de variables réelles, mais
constitue une introduction naturelle à l'étude correspondante du cas
général (Chap. III, B).

Dans le Chapitre IV, on rencontre enfin des propositions, dont le
caractère est assez difficile à préciser, puisqu'elles énoncent des pro-
priétés qui mettent en rapport sur certains ensembles particuliers les
valeurs de la fonction en un point et ses valeurs limites au même point.
Le résultat, établi en dehors de toute hypothèse spéciale sur la fonction,
a l'air de n'en impliquer aucune.

On trouve par exemple, parmi les résultats les plus simples, le
fait que toute valeur d'une fonction uniforme ou multiforme en un point
est en même temps Tune des valeurs limites de la fonction au même
point et cela est vrai en tout point, sauf pour un ensemble fini ou dé-
nombrable de points exceptionnels.

L'explication abstraite de tous ces résultats, qui s'introduisent
naturellement, est abordée au Chapitre V. On y signale la différence
essentielle entre une propriété strictement ponctuelle et une propriété
ponctuelle de voisinage et l'on y présente un schéma abstrait des carac-
tères de distribution de ces dernières. On y prouve aussi que la distri
bution des propriétés de voisinage ne peut introduire, du point de vue
de la mesure, que les ensembles de mesure nulle et leurs complémen-
taires en tout intervalle, ainsi que les ensembles non mesurables qui
généralisent ces ensembles x).

i)Cf. Chap. V. 81-82,
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Les principaux résultats contenus dans ce travail ont été commu-
niqués à l'Académie des Sciences dans les séances du 19 mars, 14 mai
çt 30 juillet 1928, 14 janvier et 25 février 1929.

CHAPITRE I.

DÉFINITIONS ET GÉNÉRALITÉS.

1. En attribuant à la notion de fonction, le sens de Dirichlet, nous
allons considérer exclusivement les fonctions réelles de n variables
Xi, X2,~Xn, pour n fini. Ce sont des fonctions de point, car on a par
définition

où P représente, suivant une convention usuelle, un point de l'espace à
n dimensions, possédant les coordonnées X/, x^,... xn.

La fonction de point f (P) peut être définie partout, c'est-à-dire
pour tout point Pou seulement sur un ensemble Ede points P, ce qui est
le cas général.

La fonction ƒ (P) est uniforme, si à chaque point P de l'ensemble
E, sur lequel la fonction est définie, correspond une valeur et une seule
pour ƒ (P). Elle est multiforme, si à chaque point P de l'ensemble E
correspond, en général,x) un ensemble de valeurs pour ƒ (P). On désig-
nera en ce cas par ƒ (§) Tune quelconque des valeurs de la fonction
ƒ (P) au point § et par / 0 (g) une valeur déterminée, parmi les valeurs
ƒ ($)2). On peut aussi considérer f0 (P), comme une fonction uniforme
extraite de la fonction multiforme ƒ (P).

La fonction ƒ (P) est finie, si toutes les valeurs f (g) sont finies. Si
Ton admet aussi les valeurs + °° e* — °° ? parmi celles que ƒ (P) peut
prendre, la fonction ƒ (P) sera finie ou non 3). Ce sont en principe ces
fonctions générales, que nous allons considérer, sauf indication con-
traire.

O On considère la fonction uniforme, comme un cas particulier de la fonction
multiforme.

2) Cette notation est importante, dans ce qui suit.
3) Ces fonctions s'introduisent naturellement, quand les valeurs d'une fonction

se définissent comme valeurs limites. Tel est le cas de la dérivée infinie, qui a une
signification géométrique tout aussi précise, que celle d'une dérivée finie
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2. Il faut remarquer pourtant, que — avec les définitions habi-
tuelles — il nous faudrait, le plus souvent, reprendre les démonstrations
données pour le cas des fonctions finies et les compléter pour le cas
des fonctions infinies. Or, lorsque les propriétés considérées subsistent,
c'est qu'il y a probablement des caractères commuas à ces fonctions,
que les définitions différentes, posées dans les deux cas, ne laissent pas
apparaître.

Voici les définitions et notations uniques, qu'on pourra adopter en
vue de remédier à cet inconvénient :

On peut écrire — pour toute quantité a finie—la double inégalité

— oo < a < -f- oo

et pour toute quantité A, finie ou infinie

— oo ^ A ^ -f- oo .

Complétons aussi la définition habituelle de la limite : Une suite
de quantités réelles, finies ou infinies

tend vers la valeur A, finie ou non, qui est la limite de ces quantités, si-
quel que soit e positif — Tune au moins des deux inégalités

xn — A | < s et T

a un sens et est satisfaite, en même tempsJ) que A x n ^ 0, pour
tout n > N.

On voit facilement que cette définition comprend comme cas par-
ticuliers les trois définitions distinctes, qu'on donne d'habitude pour A
fini, égal à + oo ou à — oo.

Mais cette nouvelle définition, qui se réduit à l'ancienne, lorsqu'on
sait d'avance que la limite ne peut être qu'une quantité finie, a l'avantage
de faire ressortir clairement la parenté intime entre les trois définitions
apparemment différentes de la limite.

En tenant compte du sens général, ci - dessus indiqué, des notions
de grandeur relative de deux quantités (finies ou non), ainsi que de celle
de limite d'une suite de quantités (finies ou non), les définitions qu'on

*) Cette condition est indispensable, si Ton veut distinguer entre les quan-
tités + °° et — oo et on peut l'abandonner dans le cas contraire.



posera ci-après, au cours de ce travail, sans spécifier qu'il s'agit de
quantités finies garderont un sens précis, lorsque les quantités considé-
rées ne seront plus finies.

On pourra pourtant — afin d'éviter des difficultés éventuelles —
ne considérer d'abord les énoncés des propositions comme valables, que
pour le cas des quantités finies *). L'extension au cas général se fera tou-
jours, à l'aide d'un raisonnement canonique, qui sera indiqué plus loin
(83) *).

3. Nous allons reprendre maintenant quelques-unes des notions de
la théorie des ensembles, que nous recontrerons dans la suite, afin d'en
préciser les définitions.

On appellera intervalle (à n dimensions), l'ensemble de tous les points
P, dont les n coordonnées x^ x2> . . . , xn prennent chacune toutes
les valeurs permises par les n doubles inégalités

at <Xi < &f (i= 1, 2, , n).

Cest un intervalle ouvert et chacun de ses points lui est intérieur (au
sens strict). Mais c'est un intervalle fermé, si dans la définition ci - des-
sus on remplace respectivement, les signes < et > , par ^ et ^ 3).

Soit donné un ensemble E et désignons par cE son complémentaire
par rapport à l'espace à n dimensions. Un point P est point intérieur ou
point extérieur de l'ensemble E, dans l'espace à n dimensions, si un inter-
valle A à / i dimensions, contenant P à l'intérieur, appartient à l'ensemble
E ou respectivement à son complémentaire cE.

Un point P est point frontière de l'ensemble Ey dans l'espace à n
dimensions, si tout intervalle à n dimensions, contenant le point P à l'in-
térieur, contient des points de E et des points de cE.

Un ensemble E à n dimensions peut toujours être considéré comme
un ensemble appartenant à un espace à un nombre plus grand de dimen-
sions. Or, la définition du complémentaire cE d'un ensemble E et la dis-
tinction des points de l'espace en points intérieurs; extérieurs et frontiè-
res de E, ce sont des notions relatives au nombre des dimensions. Il faut

*) Cela adviendra, en général, dans le cas des fonctions bornées.
2) cf. R, Baire, Leçons sur les fonctions discontinues, 1905, pages 120 et sui-

vantes.
3) Ce ne sont pas les seuls cas possibles. A un intervalle peuvent appartenir

seulement quelques-uns de ses points frontières.
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donc préciser, en chaque cas, l'espace que Ton considère pour ces
définitions. *)

Un ensemble dont tous les points sont des points intérieurs, dans
l'espace à n dimensions, c'est un ensemble ouvert. Cette notion est aussi
relative au nombre des dimensions.

On appellera voisinage d'un point P, dans l'espace à n dimensions,
un intervalle à à n dimensions, contenant le point P à l'intérieur.

Un point g est point limite de l'ensemble E> s'il existe un point P,
de l'ensemble E, distinct de g, dans tout voisinage A du point §.

On peut se demander si cette définition descriptive n'a pas un ca-
ractère relatif au nombre des dimensions, comme la notion de voisinage
elle-même. Il n'en est rien, car on peut prouver immédiatement, en partant
de la définition, que c'est une notion indépendante du nombre des di-
mensions de l'espace où plonge l'ensemble E. Il y a d'ailleurs une dé-
finition métrique équivalente 2) à la précédente, qui fait ressortir im-
médiatement ce caractère :

Un point P est point limite de l'ensemble £, s'il existe en E une
suite indéfinie de points P1, P2, . . , , dont la distance à P tend

vers zéro avec _ . La distance d de deux points P'(x'u x'2, x'n )
n

e t P " ( x " i , x " 2 , . . . ) e s t d é f i n i e p a r l ' é g a l i t é

et elle est visiblement invariante par rapport au nombre des dimensions.
Un ensemble, qui contient tous ses points limites est fermé. Le

complémentaire d'un ensemble ouvert est fermé et réciproquement3).

4. Nous utiliserons souvent, dans la suite, les notions de maximum
Mo (g») et minimum m0 (g) d'une fonction f (P) de n variables réelles au
voisinage d'un point g.

*) Un point frontière de E, dans l'espace à n dimensions, reste point frontière
de E dans les espaces à un nombre plus grand de dimensions, mais peut cesser
de l'être pour un nombre plus petit de dimensions, comme le montre l'exemple
d'un ensemble linéaire, dont tout point est point frontière si on le considère comme
ensemble plan mais pas toujours réciproquement.

2) On en démontrera facilement l'équivalence en partant des définitions.
3) La notion d'ensemble fermé E ayant un caractère absolu, par rapport au

nombre n des dimensions de l'espace où plonge E et les notions d'ensemble ouvert
et d'ensemble complémentaire ayant, au contraire, un caractère relatif par rapport
à n, ce résultat classique est remarquable, malgré son caractère élémentaire.
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Rappelons d'abord la définition du maximum (minimum) d'une
fonction ƒ (P) de n variables réelles en un point § *)•

Soit A un voisinage de g dans l'espace à n dimensions. La borne
supérieure (inférieure) des valeurs, que prend la fonction f (P) en A,
c'est par définition M (/*, A) et m (ƒ, A), respectivement, c'est-à-
dire le maximum (minimum) de f (P) en A. La limite inférieure (supé-
rieure) de ces nombres, lorsque l'intervalle A tend vers le point g, c'est
par définition le maximum (minimum) de ƒ (P) en g et sera noté
par M (/, g) et m (ƒ, g) respectivement. On emploie aussi les notations
plus simples M (g) et m (§), avec la même signification respective 2).

Si parmi les valeurs de la fonction ƒ (P), utilisées dans la défini-
tion précédente, on ne fait figurer aucune des valeurs de la fonction
f (P) au point g, le nombre trouvé c'est — par définition — le maxi-
mum (minimum) de f (P) au voisinage de g et s'écrit Af0 (ƒ, $) et
m0 (ƒ, P) respectivement ou d'une manière plus simple Mo (S) et m0 (g).

Il est important de remarquer, que les deux définitions ci-dessus
s'appliquent tout aussi bien aux fonctions multiformes3) qu'aux fonctions
uniformes.

5. Complétons ces définitions par d'autres équivalentes.
Soit une suite indéfinie de points Pi9 P2, . • . tendant vers un

point limite g et considérons la limite, supposée unique, d'une suite indé-
finie de valeurs correspondantes de la fonction multiforme ou uniforme
ƒ (P), c'est-à-dire

Pour un même point g on obtient de cette manière des valeurs
limites dé ƒ (P), que nous désignons par X (ƒ, g) ou X (g).

En un point §9 l'ensemble des valeurs limites X (g) de la fonction
f (P) est fermé %

O Cf. R. Baire, op. cit., pages 70 et suiv.
2) Sur la signification abstraite des doubles notations, voir plus loin (Chap.

V, 71).
s) cf. Baire, (thèse), Chap. 1.14.
4) Faisons remarquer, dès maintenant, que tout ensemble de valeurs réelles

peut être envisagé aussi comme un ensemble linéaire de points et qu'on peut donc
lui appliquer toutes les définitions respectives.
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Si Ton se donne, en effet, une suite indéfinie

de valeurs limites de ƒ (P) en S, tendant vers un nombre X, considérons
dans la suite des valeurs

qui tendent vers X" (g), la valeur/0(Pîî). Cela étant fait pour chaque
valeur n, la suite des f0 (P*) tend visiblement vers X, qui est donc Tune
des valeurs limites de ƒ (P) au point g. Ces valeurs forment par consé-
quent un ensemble fermé.

Considérons la plus grande et la plus petite des quantités X (g),
qui existent donc toujours. On les nomme d'habitude limite supérieure
(inférieure) de la fonction f (P), pour P= g *).

Il s'agit de prouver, que Ton a (avec des notations évidentes),
pour P = $ ,

lim sup f (P) = Mo (g) et lim inf ƒ (P) = m0 (g).

Donnons nous en effet un e positif. Selon la définition de Af0 (g)>
il existe dans tout voisinage A de g au moins un point P distinct de g
et tel que

h (p) > ^o (S) - h

car le contraire est visiblement absurde. Mais de cette inégalité il s'en-
suit qu'il y a une valeur X (§), au moins, 1elle que

et donc a fortiori

lim sup ƒ (P) s* Mo (S) — e

pour tout s et donc

lim sup f (P) =* Mo (S).

Mais si l'on avait

lim sup f (P) > Mo (S)

A) Ce sont les limites supérieure et inférieure d'indétermination de ƒ (P) au
point §, selon du Bois-Reymond.
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il y aurait aussi, pour un s positif convenable

Urn sap ƒ (P) > MQ (g) + 2s,

Or, on a, par la définition de la limite, une infinité de points P, dans
tout voisinage de g, tels que

fo(P)>limsupf(P)-s
et donc

fo(P)>Mo(3) + *
en ces points, ce qui est également absurde.

Géométriquement, cela prouve que Mo (g) et mQ (§) sont les bornes
de l'ensemble des valeurs limites de ƒ (P) pour P — % si Ton ne consi-
dère pas les valeurs ƒ (g) def(P) au point g parmi ces valeurs limites,
comme on le fait pour déterminer M (g?) et m (g>).

6. Il y a enfin encore une définition à donner à ces quantités, en
introduisant la notion de coupure ou nombre séparatif, de Dedekind.

On désignera par Mo (g) la coupure, déterminée en classant le
nombre a dans une classe ou une autre, suivant qu'il existe ou non un
voisinage A non nul du point % tel que en A Ton ait

fo(P)>«
sur un ensemble fini de points. l) Pour définir m0 (g) le signe > est à
remplacer par < .

L'équivalence des définitions s'établit facilement en tenant compte
de la position de la coupure par rapport à l'ensemble des valeurs limites
X (S) de la fonction ƒ (P) 2).

S'il arrive que Ton ait

où, ce qui est la même chose

0 II est intéressant d'observer que pour la définition de M (§) et m (§) on
pourrait suivre une marche analogue. Seulement la coupure serait déterminée par la
condition qu'il existe ou non un voisinage A de % tel que en A l'ensemble
£ L/o (P) > «] soit nul.

2) Dans ce qui suit on emploiera, selon le cas, Tune quelconque des trois dé-
finitions équivalentes du maximum MQ (§) ou minimum m0 (®) de la fonction uniforme
ou multiforme ƒ (P) au voisinage du point g. Pour les extensions de cette notion,
voir plus loin (Chap. IV, 50, 51 et 52),
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Urn sap f (P) = Urn inf f (P)y pour P — g

alors Ton peut convenir d'écrire simplement

Urn f (P), pour P = g ,

pour désigner la limite unique des valeurs def(P) au point g.
Si la fonction ƒ (P) est uniforme, elle est continue au point g ou y

présente une discontinuité de première espèce et Ton peut y établir la
continuité, en changeant la valeur de la fonction en g et en posant

/ (S) = lim ƒ (P), pour P=%

7. On montre d'habitude que M (P) est une fonction semi-continue
supérieurement et m (P) semi-continue inférieurement. *) Nous allons
montrer que les mêmes propriétés appartiennent respectivement à
Mo (P) et m0 (P).

La fonction Mö (P) est semi-continue supérieurement
Car, en g on a évidemment, pour tout s positif donné

Or, à tout s il correspond un voisinage A de g, tel que

Considérons un voisinage A' d'un point P de A, distinct de § et
soit A' contenu en A. Il en résulte, par définition,

donc

On prouve de même, que la fonction m0 (P) est semi-continue in-
férieurement.

L'on déduit facilement les propriétés suivantes :

a) Etant donné un nombre s positif, il existe un voisinage A du point
§, tel qu'en tout point P de ce voisinage, sauf peut-être en g, l'on ait pour
toute valeur ƒ (P) de la fonction

J) Rappelons qu'une fonction uniforme ƒ (P) est semi-continue supérieurement
(ou inférieurement) en §, lorsqu'il existe un voisinage A de g, tel que Ton ait en
tout point P de ce voisinage ƒ (P)< ƒ (S) + e ou respectivement / (P)>f(8)—*.
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b) Etant donné un nombre positif et un voisinage A du point §, il
existe toujours en A un point P, distinct de g, tel que pour une valeur
fQ (P) de la fonction, en P, l'on ait

Car il suffit de supposer le contraire et de se rapporter aux dé-
finitions posées ci-dessus, pour saisir l'absurdité de ces hypothèses 1).

8. Nous allons poser maintenant des définitions géométriques, qui
n'introduisent au fond que des conventions de langage, permettant par-
fois d'abréger et de préciser les développements ultérieurs 2).

Elles sa rapportent aux manières différentes d'envisager géométri-
quement une fonction de variables réelles, en usant des moyens offerts
par la théorie des ensembles de points.

a) On peut étudier la fonction ƒ (P) de n variables réelles, en por-
tant son attention sur les ensembles de points à n dimensions, définis
dans l'espace à n dimensions, où ƒ (P) est elle-même définie. Un tel en-
semble de points, ce sera un ensemble support.

Donnons pour exemples l'ensemble support des valeurs de ƒ (P)f

ou l'ensemble support des points où une fonction continue ƒ (P) atteint
un maximum, ou bien l'ensemble support des discontinuités d'une fonc-
tion uniforme ƒ (P)9 ou enfin l'ensemble support d'une propriété ponc-
tuelle donnée de ƒ (P).

b) On peut, de même, étudier ' la fonction ƒ (P) de n variables
réelles, en portant son attention sur les ensembles de points à (n-\-l)
dimensions, définis dans l'espace où ƒ (P) peut être représentée par des
points à (n-\-l) coordonnées, dont xv x2,.., xn sont les coordonnées du
point $ support de ƒ (P) et xn+i prend une valeur f0 (g) de la fonction,
au point g. Un tel ensemble de points, ce sera un ensemble image^).

c) On peut aussi étudier la fonction ƒ (P) de n variables réelles, en
portant son attention sur les ensembles linéaires des points f, définis sur
l'axe où l'on représente les valeurs f0 (g) de la fonction ƒ (P) au point g.

!) Il est inutile d'insister sur les démonstrations, qui reproduisent, sauf l'omis-
sion des valeurs ƒ ($), des raisonnements de M. Baire devenus classiques. Voir
Baire op. cit. pages 70 et suivantes.

2) On évitera d'en charger l'exposition, lorsque cela sera possible.
3) C'est un procédé géométrique, qui appliqué dans le cas de la fonction d'une

variable a rendu des grands services. L'ensemble image de ƒ (P) a été appelé image
par M. Lebesgae, qui a introduit cette désignation.
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Un tel ensemble de points, ce sera un ensemble vertical!).
Cette notion est très utile dans l'étude des relations entre les va-

leurs de la fonction ƒ (P) et ses valeurs limites en un même point fg.
d) On peut enfin étudier la fonction ƒ (P) de n variables réelles, en

portant son attention sur les ensembles linéaires des points xn+h définis
sur Taxe où Ton représente toutes les valeurs que la fonction ƒ (P)
prend dans son domaine de définition. Un tel ensemble de points, ce
sera un ensemble cote 2).

Par exemple, si une fonction est bornée, l'ensemble cote de ƒ (P)
est borné ; si elle ne prend que des valeurs rationnelles, son ensemble
cote est fini ou dénombrable ; si elle est continue, son ensemble cote
est fermé et borné.

CHAPITRE IL

DISCONTINUITÉS DES FONCTIONS DE VARIABLES RÉELLES.

A. Propriétés définies à l'aide de la fonction oscillation.

9, On distingue habituellement, en analyse, deux sortes de discon-
tinuités d'une fonction uniforme / (x) d'une variable réelle. Si 6 est un
point de discontinuité de / (x ) , la discontinuité est dite de première
espèce lorsque ƒ (6 + h) et ƒ (i—h) tendent chacune vers une limite, pour
h positif et tendant vers zéro d'une manière arbitraire. On pose, par
définition (selon Dirichlet)

limf{t + h) et f(i — o) = U

Tout point de discontinuité qui n'est pas de première espèce est
dit de seconde espèce.

Il résulte de ces définitions qu'en tout point de seconde espèce l'une
au moins des valeurs ƒ (i -\- h) et ƒ (i — h) ne tend vers aucune limite,
lorsque h tend vers zéro par des valeurs positives arbitraires.

*) C'est un terme employé souvent pour la fonction d'une variable pour désig-
ner la direction parallèle à Taxe des ordonnées.

2) On emploiera parfois au cours de ce travail des expressions comme point
support, axe vertical, point image, axe des cotes, etc., dont le sens est clair, puisqu'il
ne s'agit que d'éviter des confusions éventuelles et d'abréger le langage.
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On connaît, depuis longtemps, la proposition suivante :

I. Si une fonction uniforme f (x) ne présente que des discontinuités
de première espèce, il n'y en a jamais qu'une infinité dénombrable>
au plus,

G. Darboux, dans son ^Mémoire sur les fonctions discontinues*J),
en s'occupant des fonctions susceptibles d'intégration, selon Riemann,
se rapproche de ce résultat, sans le formuler toutefois d'une manière ex-
plicite. Nous allons reprendre, en la précisant un peu, sa démonstration
qui est intéressante, malgré son caractère élémentaire.

Soit ƒ (x) la fonction définie en (a, b) et n'y présentant, que des
discontinuités de première espèce. Alors ƒ (x -\-o) et f (x - o) existent
pour tout x. Si £ est un nombre positif arbitrairement choisi, il existe en
(a, b) une valeur xv la plus grande possible, telle que Ton ait (en valeur
absolue)

lorsque x est comprise dans l'intervalle ouvert {a, x^. Il existe de même
en (xv b) une valeur x2, la plus grande possible, telle que l'on ait

lorsque x est comprise dans l'intervalle ouvert (x{i x2) et ainsi de suite,
sans nous arrêter avant d'avoir atteint (ou dépassé) le point b.

Or, on peut montrer que b sera atteint ou dépassé après un
nombre fini des opérations décrites. Car, s'il existait une suite indéfinie
de points

x2<

elle tendrait, en cas contraire, vers un point limite xM < ô.
Soit l'intervalle ouvert non nul (xw — /?, xw) déterminé par la

condition, que pour toute valeur x comprise dans cet intervalle, l'on ait

0 G. Darboux, Annales de l'Ecole Normale supérieure, 2-e séné, t. IV», 1875,
Chap VI.
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II y a une suite indéfinie de valeurs xp , xp±u ... , comprises dans
cet intervalle, puisque xot en est le point limite. Faisons tendre dans
l'inégalité précédente x vers xp en décroissant, alors ƒ (x) tend vers
f (xp -f- d) et il y a, à la limite,

ce qui avec l'inégalité précédente donne l'inégalité

valable pour tout point x de l'intervalle ouvert (xo> — h, x*>). En y
faisant x = xp+q, avec g > 7, on trouve un résultat absurde, puisque
Xp+; est par définition la borne supérieure des valeurs de x, qui sa-
tisfont à cette inégalité.

Dégageons de cette démonstration de Darboax, qui en conclut
que ƒ (x) est intégrable (selon Riemann), la proposition ci-dessus.

Soit (x^ xt+t) l'un des intervalles ouverts, que Ton vient de dé-
terminer. On a, pour deux valeurs quelconques strictement intérieures
à l'intervalle,

\f(x')-f(xt+o)\<2 et \f(x'f)-f(Xi + o)\<~

et donc

\f(x')-f(x")\<*.

Il en résulte que l'on a, pour tout x intérieur à cet intervalle

û) (X) < S

par simple passage à la limite, w (x) étant l'oscillation de ƒ (x) au
point x.

On n'aura donc <*> (x) > e, qu'en certains des points xl9 qui sont
en nombre fini. En se donnant une suite indéfiniment décroissante de
nombres positifs e„ e2, s3,..., l'ensemble E, support de toutes les
discontinuités de ƒ (x) se décomposera en une infinité dénombrable d'en-
sembles En, ne contenant chacun qu'un nombre fini de points, c'est-
à-dire
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ce qui prouve finalement que l'ensemble des discontinuités de ƒ (x) est
fini ou dénombrable.

10. Il suffit de remarquer, que l'essentiel dans la démonstration de
G. Darboux c'est l'inexistence du point limite des xt. Ce sont d'ailleurs,
comme il est indiqué ci-dessus (9), les points où o> (x) > s. Cela conduit
directement à la proposition générale

11. Tout point limite £ d'une suite de points de discontinuité x „ d'une
fonction uniforme f (x), pour lesquels l'oscillation w (xn ) de la fonction
dépasse un nombre positif s est un point de discontinuité de seconde espèce.

Soit en effet un point limite £. Il y a, par hypothèse et pour fixer
les idées, une suite croissante indéfinie de valeurs x i9 x 2, ,
points de discontinuité pour ƒ (x), tels que w (x„ ) > s, pour tout n en-
tier positif.

Attachons à chaque xn l'intervalle §n

<-n-l ~\~ X n Xn-\- X n + 1
2 ' 2

contenant x n. On va montrer qu'il existe en chaque in deux points £' „
et i"n, tels que Ton ait, l'inégalité

ƒ (* '«)-ƒ«"»)> 2 e.

En effet, pour tout B„ contenant xn intérieurement, il existe en
Bn un point £'„ tel que

et un point %"n tel que

comme il résulte directement de la définition du maximum et du mini-
mum d'une fonction dans un intervalle.

Mais, Ton a
»

„ )a ( / , 8„ ) et

On aura donc

ƒ (*'„ ) > M (xn f- \ et ƒ (*"„ ) < m (xn ) + -i.
FRODA
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ce qui avec l'hypothèse

» {Xn ) = M (Xn ) — m (Xn ) > S

donne l'inégalité à démontrer.
Mais, cette inégalité est valable, avec des valeurs convenables

pour Ê'n et 5"B, pour tout n. Or, cela est visiblement incompatible avec
l'existence d'une limite unique pour ƒ (x), lorsque x tend vers 6 en crois-
sant. Donc 5 est nécessairement un point de discontinuité de seconde
espèce.

11. Le résultat précédent (10, II) a pour conséquence une proposi-
tion concernant toute fonction uniforme de variable réelle, extension de
la proposition connue, rappelée plus haut (9, 1), qui ne s'applique qu'à
une classe particulière de fonctions.

IIL Une fonction uniforme de variable réelle ne peut présenter,
qu'un ensemble fini ou dénombrable de discontinuités de première es-
pèce 1).

Avant d'en présenter la démonstration, nous allons rappeler suc-
cintement une propriété connue de la théorie des ensembles, qui nous
sera utile plus d'une fois :

un ensemble de points isolés 2) est fini ou dénombrable. En effet, si
E est l'ensemble donné, soit En le sous-ensemble de E> dont la distance
de chaque point aux autres points de E dépasse s„, srt étant un nombre
positif. En attachant à chaque point de En une sphère de rayon e„, on
obtient un ensemble de sphères, sans point commun deux à deux,
dont il résulte, selon Cantor, qu'il n'y en a, au plus, qu'une infinité dé-
nombrable. Donc En est fini ou dénombrable et si Ton se donne une
suite de nombres positifs e4, e2,..., £„,... tendant vers zéro, tout point de E
appartient à l'un des En, donc E est fini ou dénombrable, comme somme
d'une infinité dénombrable d'ensembles finis ou dénombrables En.

*) On était loin d'y voir une propriété appartenant à toute fonction uniforme,
puisque Ton démontrait, par exemple, indépendamment, que » Une fonction à varia-
tion bornée ne peut avoir, au plus, qu'une infinité dénombrable de discontinuités* et
que » Tous tes points de discontinuité d'une fonction à variation bornée sont de pre-
mière espèce", sans remarquer que la première propriété n'est qu'une conséquence
de la seconde.

2) Un point isolé d'un ensemble Ey c'est un point de E qui n'est pas un point
limite de E.
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Cela prouvé, il n'y a qu'à appeler E l'ensemble des discontinuités
de première espèce et en définir les sous-ensembles En des points, où
l'oscillation w (x) dépasse un nombre positif en

On a vu plus haut (10, II) que En est un ensemble de points isolés,
puisque tout point limite de En ne iui appartient pas, comme étant point
de discontinuité de seconde espèce. Donc En est fini ou dénombrable,
comme ensemble de points isolés et E, qui est la somme des ensembles
En, définis pour une suite de nombres positifs s4, e2,...., £tl,.. tendant vers
zéro, est aussi fini ou dénombrable. La proposition (III) est démontrée.

12. On peut étendre ces résultats, en dégageant au préalable le
caractère distinctif de la discontinuité de première espèce, par la propo-
sition suivante :

IV. L'oscillation o> (x) d'une fonction de variable réelle ƒ (x) tend
vers zéro, lorsque x tend vers un point de discontinuité de première espèce
tdef(x).

Soit s un nombre positif et 6 un point de discontinuité de première
espèce. Il existe un intervalle ouvert (£, I -|- h), tel que pour tout x inté-
rieur Ton ait

fG + o)\<
L'inégalité ayant lieu pour deux valeurs quelconques x' et x" de

l'intervalle fg, z, -\- h) M en résulte

\f(x')-f(x»)\<*
et donc en tout point x de l'intervalle (£, £ -[• h)

tô (x) ^ £

ce qui prouve que
lim w (x) — o7

lorsque x tend vers 5 en décroissant. Même résultat si x tend vers h en
croissant, donc d'une manière quelconque aussi.

La propriété énoncée appartient encore visiblement aux points de
continuité. Il faut ajouter la condition

o) ( e; > o

pour avoir réciproquement un point de discontinuité i de première
espèce.
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13. Reprenons la démonstration de la proposition antérieure (11,
III), en nous appuyant sur le résultat précédent (12, IV) :

Soit E l'ensemble des points de discontinuité de première espèce.
Ce sont les points où l'on a simultanément

(Ù (x) ^ o et lim o> (x) = o, pour x = £,

au sens indiqué ci-dessus (6). On se donne la suite décroissante vers
zéro des eq positifs. Distinguons le sous-ensemble Eq de E par la condi-
tion suivante, où x est un point de E:

L'ensemble Eq est isolé l). Cela résulte simplement de la définition
d'une valeur limite, car pour toute suite indéfinie de points xq de Eq,
tels que <o (xq) > eq et tendant vers un point limite S, on a

lim a) (x q) ^ s ç,

ce qui prouve que le point £ n'appartient pas à Eq, qui est un sous-en-
semble de E et comme tel on devrait avoir pour x — S

lim CÛ (x) = o.

Mais Eq ne contenant aucun de ses points limites est isolé, donc
fini ou dénombrable de même que E, puisque

Il ressort visiblement de cette démonstration que la nature parti-
culière de w (x) n'y joue plus aucun rôle et que l'on a donc pour les
mêmes motifs, avec un a arbitraire donné

V. Une fonction uniforme ƒ (x) ne peut présenter qu'un nombre
fini ou dénombrable de points 5, oà l'on ait simultanément

f (£) 9^ a et lim ƒ (x) = a, pour x = 6.

Ce résultat est toutefois une conséquence directe de la proposition
antérieure (11, III), puisqu'en 6 il y a

o) (S) > o et lim CD (x) = o, pour x = 5.

*) C'est-à-dire, par définition, un ensemble dont tous les points sont des points
isolés par rapport à l'ensemble.
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Mais la remarque qui nous a permis d'établir la proposition (V)
n'est nullement superflue. Elle permettra d'étendre les résultats pré-
cédents.

14. Soient, pour passer au cas général, ƒ (P) une fonction uni-
forme ou multiforme de n variables réelles et w (ƒ, P) la fonction oscilla-
tion, définie en chaque point P.

La fonction/(P) présente, par définition, une discontinuité de
genre I en % quand o> (ƒ, P) tend vers une limite unique, lorsque P tend
vers § d'une manière quelconque et qu'en même temps

tó 0\ S) > lim w (/> p)> P°u r p = &
On peut désigner par a la quantité

lim o) (ƒ, P) = a.

Pour les fonctions uniformes d'une seule variable ƒ (x) et
pour a = 0, les discontinuités de genre / se réduisent aux discontinuités
de première espèce.

Un exemple classique de discontinuité de genre / pour une fonc-
tion ƒ (P) = ƒ (x9y)y de deux variables réelles, c'est la discontinuité que
présente pour x = o, y = o, la fonction de Dini

Si g est le point (0,0), il y a w (ƒ, g) = -f"00* tandis qu'au voi-
sinage de g, il y a w (ƒ, P) = 0 et donc lim a> (ƒ, P) = 0, pour P = S.

Il suffit de reprendre mot pour mot la démonstration valable dans
le cas d'une fonction uniforme ƒ (x) pour avoir

VI. Une fonction uniforme ƒ (P) ne peut présenter, tout au plus,
qu'un ensemble fini ou dénombrable de points g, tels que l'on ait simul-
tanément, pour un a donné

a et lim ƒ (P) = a, pour P = g.

15. On a la proposition

VIL Une fonction uniforme ou multiforme ƒ (P) de n variables
réelles ne peut présenter qu'un ensemble fini ou dénombrable de disconti-
nuités de genre L
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La démonstration s'appuie sur la remarque suivante :
Considérons la fonction coj (f, P), définie par l'égalité

Puisque <*> (P) c'est l'oscillation def(P), Wj (P) qui est l'oscilla-
tion de la fonction w (P) pourrait s'appeler la réosciilation de ƒ (P).

En tout point §, où ƒ (P) possède une discontinuité de genie /
l'on a

<* i (f, S) = co (o), g) = a> (ƒ, g) — a > o,

tandis que

lira w 1 (ƒ, P) = o, pour P = g.

En effet, pour un s positif, il y a un voisinage A de g, tel que en A

a — e < 03 (PJ < a - j - s

pour tout P ^ g. Mais alors l'oscillation de w (P) en A est au plus
2s, avec e aussi petit qu'on veut et A convenable.

Mais 03 { (P) est une fonction uniforme et on peut lui appliquer la
proposition précédente (14. VI\ en prenant a = o et Ton aura un en-
semble fini ou dénombrable de points g, tels que

o et lim <ù { (P) = o, pour P = §,

condition satisfaite en tout point g de discontinuité de genre I.

16. Appelons point de discontinuité de genre La, tout point §
tel que

Û>4 (§) > o et lim ti>4 (P) = o, pour P = g.

La proposition antérieure (15.Vil) est applicable à ces disconti-
nuités qui ne peuvent se présenter donc qu'en nombre fini ou dénom-
brable. C'est une généralisation, qui résulte de la démonstration même.

Tout point de discontinuité de genre / est aussi de genre la,
mais réciproquement cela n'a pas lieu toujours, comme il est facile
de le voir. Nous allons indiquer en effet un exemple de point de
discontinuité de genre la, qui n'est pas un point de discontinuité de
genre /.
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Soit f(P) une fonction uniforme d'une variable, définie sur l'in-
tervalle ( - / , / ) , comme il suit: Au point g d'abscisse x = o, on
pose ƒ (§) = 4, aux points d'abscisse x^o il y a f(P) = o, sauf
aux points d'abscisse x rationnelle, où f(P)=l ou ƒ (P) = 2, suivant
que x <o ou x > o. Le point g répond à la question, car on a
o)d (P) = o, en tout point, sauf en §, où t^ (g) = 3.

Dès lors, il est légitime de se demander si la propriété, qui nous
occupe, ne pouvait s'étendre par itération indéfinie de l'opération
oscillation. En définissant par exemple

il n'y aurait qu'un nombre fini ou une infinité dénombrable de points
où (Û2 > o et lim w2 — o. Mais cela ne donne plus rien de neuf,
puisque

L'itération de l'opération oscillation, appliquée à la f onction réos-
cillation la reproduit1).

11 y a en effet

puisque

, S) = co2 ( ƒ , §) et m (a^ , §) = o,

car, selon Baire?) le maximum en un point d'une fonction semi-continue
supérieurement reproduit sa valeur et le minimum, en un point, de
l'oscillation d'une fonction semi-continue supérieurement est nul. Il y a

«2 (ƒ, S) = co (tùi7$) = M(<ùi9$) - m (cû^g) = <a1 (ƒ,§) - o = a>4 (ƒ ,$) .

c. ç. ƒ. rf.

17. Il y a une analogie visible entre les résultats, que nous ve-
nons de trouver et le théorème connu de M. Baire

1) Cette remarque importante, que nous avons retrouvé, avait déjà été faite
implicitement par M. Arnaud Denjoy (Bulletin de la soc. math, de France, t.
XXXIII; 1905) et ultérieurement par M. W. Sierpinski (Bulletin de l'Ac. des Scien-
ces de Cracovie, 1910, p. 33),

2) /?. Baire (Thèse), chap. I.



— 24 —

fonction ponctuellement discontinue ne peut présenter qu'un
ensemble de première catégorie de points de discontinuité" *).

Cest-ce qui suggère de nouvelles définitions :
Soient f(P) une fonction uniforme ou multiforme de n variables

réelles et w (ƒ, P) la fonction oscillation, qui lui correspond.
La fonction f(P) présente, par définition, une discontinuité de

genre II en g, quand o> (f,P) ne tend pas vers une limite déterminée
lorsque P tend vers g d'une manière quelconque.

Il y a

Mo (<o,g) > m0 (<Ù,$).

On peut immédiatement remarquer, par exemple, que si une
fonction ? (x) de variable réelle possède au point i une disconti-
nuité isolée de seconde espèce, une fonction ƒ (x) nulle partout, sauf
aux points d'abscisse rationnelle, où ƒ(*) = ?(*), possède au point g,
une discontinuité de genre //. On a la proposition :

VIII. Une fonction uniforme ou multiforme ƒ (P) de n variables
réelles ne peut présenter qu'un ensemble de première catégorie de dis-
continuités de genre IL

On établit le résultat à l'aide de la fonction réoscillation ^ (ƒ, P).
Car, en tout point g de discontinuité de genre //, il y a

(o (ƒ, g) = M O , g) ^ Mo («o, S) > m0 («>, g)±m (<*, S) = a.

Donc

M («>, $) — m (co; g) > o

c'est-à-dire

O) («û, g ) = O)j (ƒ, g) > 0.

Mais a) (g) est une fonction semi-continue supérieurement et ses
points de discontinuité forment un ensemble de première catégorie. Aux

i) Rappelons que, par définition, un ensemble de première catégorie est la
somme d'une infinité dénombrable d'ensembles non denses. Tout ensemble, qui n'est
pas de première catégorie, est de seconde catégorie.
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points de discontinuité de c*> (P) l'inégalité précédente est satisfaite, par
définition. L'ensemble des points de discontinuité de genre // est un
sous-ensemble du précédent et comme tel il est de première catégorie-

Mais lorsqu'on a démontré qu'une propriété doit apparaître seule-
ment sur un ensemble de première catégorie, comme c'est ici le cas, il
est toujours nécessaire de s'assurer que cela peut avoir lieu effectivement
sur un ensemble non dénombrable et dense, car sinon l'ensemble de pre
mière catégorie se réduirait toujours à un ensemble dénombrable ou non
dense. Pour éliminer cette hypothèse il faut donc toujours faire appel à
un exemple effectif.

18. Donnons un exemple de fonction uniforme ƒ (P) d'une variable,
dont les discontinuités de genre // se présentent sur un ensemble li-
néaire de première catégorie, dense en (a, b) et non dénombrable.

Soit E{ l'ensemble parfait non dense de Cantor *), défini en (a, b)
et appelons (C) l'opération géométrique par laquelle cet ensemble est
défini en (a, b). Répétons l'opération (C) en chaque intervalle contigu à
Ex et désignons par E2 la somme de l'infinité dénombrable d'ensembles
parfaits, sans point commun deux à deux, que l'on obtient de cette ma-
nière. On répète (C) en chaque intervalle contigu à {Ei -{- E2) et l'on
obtient E$ et ainsi de suite, indéfiniment.

L'ensemble E, somme des ensembles Ent parfaits et non denses en
(a, b), c'est un ensemble de première catégorie 2).

On pose ƒ (P) — - aux points de En, quel que soit netf(P) — o

aux points de cE} complémentaire de E. Cette fonction répond à la
question.

Elle est continue aux points de cE, car un point $ de cE ne peut
être point limite de points Pn> appartenant à une suite finie d'ensembles
En, puisque pour n ^ N, ce point g> devrait appartenir à l'ensemble

n
somme des En, I En qui est parfait. Si le point g de cE est point li-

î
mite d'une infinité de points isolés Pn> appartenant à une infinité
d'ensembles Eni on a

Hm f (Pn) = lim - = o

!) Cf. E. Borel, Leçons sur les fonctions de variables réelles, 1905, pages 12—13.
2) Cf. /?. Batte, op. cit. pages 79—80.
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et d'ailleurs ƒ (P) est continue sur cEt puisqu'elle y est identiquement
nulle.

En un point g de E, donc de En pour n déterminé, on a ƒ (g) = -

et ce point est isolé des points de (El + E2 -f- - - — + En ^ ) , puis-
qu'il est strictement intérieur à un intervalle contigu à cet ensemble

i 1
parfait. Dès lors, au voisinage de g, on a ƒ (P) ^ - et co (g) = - . Or,
en tout point P de cE, l'on a <o (P) = o et c£ est dense en (a, 6) comme
ensemble de seconde catégorie, en tout intervalle. Par suite m0 (<*>, g)—0
et comme g appartient à un ensemble parfait de En dont tous les points

sont tels que © (P) = - , il résulte Mo (w, g) = —, puisque g est point

limite des ensembles En+u En + 2, . . . et qu'on y a © (P) ^ -r~r.

Tout point g de £ est donc point de discontinuité de genre //,
puisque w (P) n'y possède pas une limite unique.

19. Les résultats obtenus plus haut permettent de définir une
classification complète des points de discontinuité d'une fonction uni-
forme ou multiforme f (P) en trois genres /, // et ///. Une discontinuité
est de genre III, lorsqu'elle n'est ni de genre I, ni de genre IL En voici
une définition équivalente :

La fonction ƒ (P) présente, par définition, une discontinuité de
genre III en g, quand to (ƒ, g) tend vers une limite unique, lorsque P
tend vers g d'une manière quelconque et qu'en même temps

o) (ƒ, g) = lim o> (ƒ, P), pour P = $.

Il est supposé aussi, bien entendu, w (g) > o, car si l'on avait m (8)=o9

Ton obtiendrait des points de continuité de ƒ (P).
On a la proposition

IX. Une fonction uniforme ou multiforme ƒ (P) de n variables
réelles ne peut présenter qu'un ensemble nu! ou de seconde catégorie de
points de discontinuité de genre IIL

En effet, ou bien il n'y a aucun point de discontinuité de genre ///
ou bien il y en a au moins un point. Le premier cas arrive effective-
ment, puisqu'il existe des fonctions continues et des fonctions possédant
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seulement des discontinuités de genre 7 ou //. Or dès qu'il y a un point
de discontinuité de genre ///, il y en a un ensemble de seconde catégorie.
Car si Ton a, pour P ~ g,

o) (ƒ, §) = Um o> (ƒ, P) = a > o

il existe un voisinage A de S, tel que pour tout point P de A Ton ait,

pour un s positif arbitraire et nous le prendrons plus petit que ^

Or, soit E l'ensemble des points de discontinuité de <o (P) en A et
Ex le complémentaire de E, par rapport à A. Puisque o> (P) est ponctuel-
lement discontinue, E est de première catégorie et Ex de seconde catégo-
rie. En tout point § de El9 la fonction <o (P) est continue et donc
en g, ƒ (P) présente une discontinuité de genre III, car on a

(o (ƒ, g) = /un (o (ƒ, P) ^ | > o

et l'ensemble Et des points S est de seconde catégorie. c. q. ƒ. d.

20. Il ressort nettement de ce qui précède, que la classification
présentée des discontinuités pourrait s'énoncer aussi comme il suit : Les
points de discontinuité de a> (P), tels que Um o> (P) existe sont les dis-
continuités de genre I de f (P) ; ceux pour lesquels lira a> (P) n'existe
pas sont les discontinuités de genre // de f(P) et les points de continuité
de <Ù (P) sont les discontinuités de genre III de f (P) ou ses points de
continuité.

Faisons aussi remarquer explicitement qu'une fonction ponctuel-
lement discontinue ne possède que des discontinuités des genres / et //,
une fonction totalement discontinue par contre possède toujours des
discontinuités de genre ///.

B. Propriétés définies à l'aide des fonctions moyennes.

21. La classification des discontinuités des fonctions uniformes ou
multiformes en trois genres distincts a eu pour point de départ la géné-
ralisation d'une propriété des discontinuités de première espèce d'unç
fonction de variable réelle.
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Une autre propriété de ces discontinuités est aussi susceptible de
généralisation et mène facilement à une nouvelle classification des dis-
continuités des fonctions uniformes ou multiformes.

On commencera par remarquer pour cela, que l'oscillation w ( f, §)
d'une fonction ƒ (P) en un point g donne en quelque sorte une mesure
de la dispersion des valeurs de la fonction au voisinage d'un point g,
autour d'une valeur moyenne, dont la définition est d'ailleurs assez ar-
bitraire.

On peut prendre, par exemple

pour valeur moyenne en P ou bien, d'utie manière générale, si a (P) et
(3 (P) sont deux nombres non négatifs, tels que

la valeur moyenne en P c'est

Cette valeur moyenne est un nombre. On peut la considérer, de
même que l'oscillation, comme une fonction de Pe t c'est une fonction
moyenne [x (P). Sa définition comprend donc une grand part d'arbitraire.

Il est inutile d'aller plus loin pour remarquer un fait intéressant.
Soit ƒ (x) la fonction uniforme de variable réelle, égale à -f- 7 pour x > o
et à — 7 pour x < o. Elle ne possède qu'une discontinuité de première
espèce pour i = o, quelle que soit la valeur ƒ (£). Or, de quelque ma-
nière qu'on choisisse les fonctions a (P) et [3 (P) ci-dessus, la valeur
moyenne fi (P) ce sera une fonction uniforme, discontinue au point i

Considérons cependant la fonction, apparemment moins simple, de
Dirichlet ? (x), égale à zéro aux points d'abscisse rationnelle et à 7 aux
points d'abscisse irrationnelle. On aura partout l) M (x) —7 et m (x)=o.
La fonction moyenne ji (x) = ~ sera continue et même toute fonction
continue, dont les valeurs sont comprises entre o et 7, peut jouer le
même rôle.

D'autre part, si l'on s'impose la condition de ne considérer en un point
que les fonctions moyennes qui y sont continues, on peut remarquer aussi
qu'il y a un cas où la valeur moyenne y est parfaitement déterminée,
même si la fonction ƒ (P) est discontinue en ce point.

!) On emploiera parfois, pour abréger, l'expression «partout», au lieu de: »en
tout point (support)».
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Soit en effet <f* (x) une fonction nulle partout, sauf pour les va-
leurs rationnelles de x, où eile est égale à -{-1 ou à — h selon que je est
positif ou négatif. Toute fonction moyenne \i (x), continue au point
£ = oy n'y pourra prendre que la valeur zéro.

Ces observations mènent à une suite de définitions, que nous allons
exposer.

22. Toute fonction uniforme [x (P) est une fonction moyenne de la
fonction uniforme ou multiforme ƒ (P), si Ton a en tout point P

m (P)^^(P) 4 M(P).

Les points g de discontinuité d'une fonction uniforme ou multiforme
f (P) de n variables réelles, peuvent appartenir à l'un des deux genres
distincts suivants ;

Le point § est une discontinuité de genre (a) pour ƒ (P), lorsque
aucune fonction moyenne [x (P) de ƒ (P) n'est continue au point g.

Le point § est une discontinuité de genre (p) pour ƒ (P), lorsqu'il
existe au moins une fonction moyenne IJ. (P) de ƒ (P)f continue au
point g.

Sur les exemples ci-dessus (21), ƒ (x) présente une discontinuité
de genre (a), tandis que cp (x) et <f (x) possèdent des discontinuités de
genre (p), pour x = o.

En ce qui concerne le cas des discontinuités de genre (p), il y a à
distinguer deux espèces différentes (^) et (t32)* La discontinuité de genre
(P) en $ appartient à l'espèce (j3j), lorsque toutes les fonctions moyennes
continues [i (P) prennent au point § la même valeur \i (§) et à ['espèce
((32) lorsque cela n'a pas lieu.

C'est <p (x), qui offre un exemple de discontinuité d'espèce ((34) et
<£ (x) l'exemple d'une discontinuité d'espèce (p2), pour x = o (21).

23. Voici maintenant les caractères distinctifs des discontinuités
ainsi définies, selon leur genre:

I. Une fonction uniforme ou multiforme f (P) présente au point
§, où m (g) > o, une discontinuité de genre (a), lorsque

lim inf M (P) < lim sup m (P), pour P = g

et une discontinuité de genre (p), lorsque Von ayau contraire

lim inf M (P) ^ lim sup m (P), pour P = g.
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En effet, si la première condition est remplie, toute fonction moyenne
\x (P) de ƒ (P) est discontinue en §. Car on déduit immédiatement de la
définition d'une fonction moyenne

les inégalités

lim inf p (P) ^ lim inf M (P) et liai sup \K (P) =* lira sup m (P).

Avec la première condition de l'énoncé, cela donne

lim sup \x (P) — lira inf \K (P) ^ lim sup m (P) — lim inf M (P) > o.

Or cela prouve que \x (P) est discontinue en g, quelle que soit la
valeur ji (g).

Si la seconde condition est par contre remplie, il est aisé de dé-
finir une fonction {t (P) continue en §. Donnons nous en effet une
valeur pour \x (g) satisfaisant aux inégalités

lim sup m (P) ^ ï* (S) ^ lim inf M (P).

Alors, en un point P,

a) si m (P) ^ a (§) * M (P) on pose n (P) = \x (§)

b) si m (P) > p. (g; on pose {*• (P) = 'n (P)

c) si M ( P ) < ji (g) on pose [x (P; = M (P).

Prouvons la continuité de la fonction \x (P), ainsi définie, en §.
11 existe en effet un voisinage à de g, tel que pour tout P ^ g,

intérieur à A, Ton ait

puisque la valeur ^ (g) a été choisie à cette fin. Or des inégalités écrites
plus haut, il s'ensuit qu'on a toujours en A

comme on le vérifie séparément en chacun des cas a, b et c, qui peuvent
se présenter.
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24. Voici de même les caractères distinctifs des espèces ($x) et (p2),
définies plus haut (22) :

IL Une fonction uniforme ou multiforme ƒ (P) présente au point P,
où w (P) > o, une discontinuité d'espèce (^), lorsque

lim inf M (P) = lim sup m (P), pour P .-= §

et une discontinuité d'espèce (j32), lorsque

lim inf M (P) > lim sup m (P), pour P ==, g.

Si la discontinuité est d'espèce (^), donc de genre (p), il y a

lim sup m (P) * lim inf M (P), pour P -= g

Or, si Ton avait

lim sup m(P) < lim inf M (P),

on pourrait définir comme ci-dessus (23,1) une fonction moyenne
[x (P), continue ea g et prenant une valeur arbitraire en § dans
l'intervalle vertical

lim sup m (P) ^ ^ (g) ^ //m /«ƒ M (P),

ce qui est contraire à l'hypothèse, selon laquelle toute fonction moyenne
continue en § y prend une valeur déterminée. On a donc

lim sup m (P) = lim inf M (P).

Réciproquement, montrons que, si cette égalité est satisfaite, la
discontinuité est d'espèce (^).

Prouvons, en effet, que fi (P) ne peut être continue, si Ton choisit
pour [i (§) une valeur différente de la valeur commune

lim sup m (P) = lim inf M (P).

Supposons, par exemple, au contraire

V- (S) < lim sup m (P), pour P = g.

Avec un a positif convenable, il y aurait aussi

p. ( g) < lim' sup m (P) — 2 a.
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Mais on a vu (7, b) qu'en tout voisinage àn de S il existe un
point Pn ^ g, tel que

m (Pn ) > Zôn s*y? m (P) — a,

pour a donné. Donc, à fortiori, il y aurait

tx (g) < m (P n ) — a ^ |i (P n ) — a

c'est-à-dire

pour des points Pn tendant vers g, ce qui contredit la continuité de
[x (P) en S. On montrera de même, qu'on ne peut pas avoir, non plus

(x (g) > lim inf M (P), pour P=g.

Cela finit de justifier l'énoncé, si l'on tient compte de la réciprocité
des propositions contraires.

25. On a les propositions suivantes :

III. Une fonction uniforme ou multiforme ƒ (P) ne peut présenter
qu'un ensemble de première catégorie de discontinuités de genre (a).

L'ensemble E des discontinuités de genre (a) est de première ca-
tégorie, puisque toute fonction moyenne de ƒ (P) étant discontinue en
tout point g de £", il en résulte que l'ensemble E est un sous-ensemble
de £*, qui est l'ensemble des discontinuités de la fonction moyenne
particulière

Or, cette fonction est ponctuellement discontinue comme somme
de -y M (P) et -j- m (P), qui sont semi-continues supérieurement et in-
férieurement. Donc Ej est de première catégorie et il en est de même
de E.

26. L'on a

IV. Une fonction uniforme ou multiforme f {P) ne peut présenter
qu'un ensemble de première catégorie de discontinuités de genre ((3̂ )»
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Soit £TensembIe des discontinuités de genre (j3*) de ƒ (P). On a,
en tout point g de E, <o (§) > o et

lim inf M (P) = Hm sup m (P), pour P = g.

Donc en S Tune des deux inégalités suivantes est satisfaite :

lira sup M (P)—lim inf M(P) > o et lim sup m (P) — lira inf m (P) > o,

ou bien Ton a en g

//m M (P) = lim m (P), pour P = g

c'est-à-dire //m o> (P) = o, pour P = g et comme <*> (g) > o, on sait que
cela n'arrive qu'en une infinité dénombrable ou en un nombre fini de
points % car § est alors une discontinuité de genre A (15.VII)

Mais l'ensemble des points, où chacune des deux inégalités men-
tionnées est satisfaite est un sous-ensemble de l'ensemble des points de
discontinuité de M (P) ou de m (P) respectivement, qui sont de pre-
mière catégorie. 11 n'y a donc en tout, qu'un ensemble E de première
catégorie de discontinuités de genre (fy ).

27. Enfin, il y a aussi la proposition

V. Une fonction uniforme ou multiforme ƒ (P) ne peut présenter
qu'un ensemble nul ou ouvertl) de discontinuités de genre ($2 ).

Soit E l'ensemble des discontinuités de genre (fc). 11 peut évidem-
ment être nul, puisqu'il y a des fonctions ƒ {P) continues. Mais tout
point g de E est point intérieur de l'ensemble, donc l'ensemble E est
ouvert.

En effet, si S est un point £ il y a par définition

lim inf M (P) > lim sup m (P), pour P = g.

Posons
# (P) = lim inf M (P) — lim sup m (P) > 0.

On voit immédiatement (5) que <& (P) est semi-continue intérieu-
rement, c'est-à-dire que si l'on se donne un nombre positif s, il existe
un voisinage A de §, tel qu'en tout point §' de à l'on ait

<ï> (S') > * ( § ) — «

*) Dans l'espace à n dimensions, sif(P) est une fonction de n variables»
FRODA 3
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Mais si s est choisi assez petit, on a en tout point g' de à

* ($') > o,

c'est-à-dire

lira inf M (P) > lim sup m (P), pour P = g'

et lous les points de à appartiennent à £. c. g. ƒ. tf.

28. Selon une remarque faite plus haut (17), il est nécessaire de
s'assurer, que les propriétés qui peuvent apparaître sur un ensemble de
première catégorie se présentent effectivement sur de tels ensembles,
en certains cas particuliers.

Avant d'examiner de tels exemples, concernant la distribution des
discontinuités de genre (a) et de celles d'espèce (P; ), nous allons définir
des opérations géométriques, qui nous seront souvent utiles.

Soit E l'ensemble parfait non dense de Cantor, défini sur un inter-
valle (a, b). On l'obtient par les opérations suivantes :

On divise l'intervalle (a, b) en trois parties égales et Ton extrait
l'intervalle ouvert moyen. C'est l'opération £v On répète cette opération
<g 4 sur chacun des intervalles restants, c'est l'opération <g 2. On répète
l'opération & i sur chacun des intervalles restants après l'opération <g 2-
C'est l'opération & 3. En continuant indéfiniment, il ne reste après les
extractions d'intervalles, effectuées successivement par l'application des
opérations &x aux intervalles restants après l'opération <§„, que l'en-
semble parfait de Cantor.

Classons les intervalles extraits par les diverses opérations succes-
sives, en deux classes (p) et (/), selon la parité de l'indice n de l'opéra-
tion &n respective, par laquelle l'intervalle a été extrait. De cette ma-
nière, chaque intervalle contigu à l'ensemble parfait appartient à Tune
des deux classes (p) et (/).

Tout point de l'ensemble parfait est à la fois limite d'intervalles
des deux classes, comme on le constate aisément. Cette remarque est es-
sentielle.

29. Voici un exemple de fonction uniforme ƒ (P) d'une variable,
dont les discontinuités de genre (a) se présentent sur un ensemble linéaire
de première catégorie, dense en (a, b) et non dénombrable.

On simplifie l'exposé, en donnant une définition géométrique de
l'image de ƒ (P) dans le plan.
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Soient donnés un carré quelconque K, possédant deux côtés paral-
lèles à Taxe ox des abscisses et X un intervalle de cet axe, intérieur à la
projection A du carré, sur le même axe. Supposons qu'on ait distingué
d'une certaine manière, un côté b du carré, parallèle à ox, qu'on appellera
base et l'autre côté c du carré, parallèle à ox, qu'on appellera côté
opposé.

Définissons deux opérations géométriques (Gd) et (G2), applicables
à l'intervalle X, par rapport au carré K.

Ces opérations consistent dans la construction d'un nouveau petit
carré k' se projetant en X sur ox et intérieur à K, au sens large. La base
de k' c'est le segment de projection X sur ox, qui appartient à la base b
de K, s'il s'agit de l'opération (Gj) ou au côté opposé c, s'il est question
de (G2).

Considérons maintenant l'ensemble parfait non dense de Cantor,
construit sur la projection A de K, Les intervalles X contigus à cet en-
semble parfait, appartiendront à l'une des classes (p) et (i), définies plus
haut (28). Appliquons à chaque intervalle X, par rapport à K l'opéra-
tion (G^) ou (G?), selon que X lui-même appartient aux classes (p) ou (/).
Cette construction définira, à partir du carré K, une infinité dénombrable
de carrés intérieurs, dont la base b' c'est un segment de b ou de c. Désig-
nons-la par l'expression: l'opération H, appliquée au carré K

Prenons maintenant l'intervalle (a> b) de ox. Construisons sur (a, b)
un carré Ho de côté a b, situé en dessus de l'axe ox. Considérons-le
comme carré Ky de base a b et appliquons-lui l'opération (H). On obtient
une infinité dénombrable de carrés Hiy intérieurs à //0.

On répète l'opération (H) sur chaque carré Hu qui est un A" et l'on
obtient une infinité dénombrable de carrés H2 intérieurs aux carrés H{.
Par itération indéfinie de l'opération (ƒ/), on obtient successivement les
carrés Ho, Hiy H2,

Figurons sur (a, b) l'ensemble E de première catégorie et dense en
(a, b)t dont nous nous sommes déjà servi ci-dessus (18).

Evidemment, les projections des carrés Hn représentent les inter-
valles contigus à l'ensemble parfait (E{ -f- E2 + •— + En ). Tout point
P de ces intervalles est la projection d'un point déterminé %n, apparte-
nant à la base d'un carré Hn% qui est située sur la base ou sur le côté
opposé d'un carré Hn~i.

Soit On l'ensemble complémentaire de l'ensemble parfait
(Ej -f E2 + .... + En ). Tout point de On appartient à c Eif à c E2,...,
à c En. Tout point g de En est point limite de points de En> En+h ... et
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il est isolé des points de Ev E2,...., En-u Tout point de c E appartient à
tous les ensembles On et c E est dense en (a, b).

Cela posé, définissons d'abord la fonction ?„ (P) sur On en lui at-
tribuant la valeur de l'ordonnée Pît r t , en chaque point P de On.

L'image de çn (P) ce sera un ensemble de segments ouverts, pa-
rallèles à ox, bases des carrés Hn. On définit aussi <p0 (P) = o sur (a, b).

Voici enfin la définition de ƒ (P). Sur E, soit Pun point de En. On
pose ƒ (P) = yn-i (P). Sur c E, on pose ƒ (P) = lim % (P), pour n = oo.
Cette limite existe.

En effet, tout point $ de c E est point de On pour tout n et le
point 7c image de ƒ (P), c'est le point limite unique des points rcn, qui ap-
partiennent à la base des carrés successifs Hn. Car le côté de ces carrés

tend vers zéro, puisque le côté du plus grand carré Hn est — et d'autre

part chaque carré Hn est intérieur à un carré Hn-j, ce qui prouve l'exis-
tence de la limite de grc„ et l'on a posé ƒ (S) = f$n = lim$nn.

La fonction ƒ (P) est continue en tous les points g de c E. En effet
considérons le point % correspondant à S et le carré Hn, qui le contient.
Au voisinage de § tous les points de ƒ (P) sont contenus en ce carré,

dont le côté est infiniment petit avec —.

Soit donné un £ positif, li existe un n, tel que tout carré Hn ait le
côté plus petit que s et il en existe un, contenant le point %. Donc l'os-
cillation de ƒ (P) dans l'intervalle projection du côté de ce carré est
plus petite que s, ce qui suffit à prouver Ja continuité de ƒ (P) en g.

D'autre part tout point § de En est point de discontinuité de genre
(a). Car ce point est limite d'intervalles Xn contigus à l'ensemble parfait
{E\ -\~ E% -f- . . - j - En ) et à chaque intervalle \n correspond un carré
H n, dont la base est située sur la base ou sur le côté opposé d'un
carré Hn^u Mais comme la longueur de chaque intervalle et donc le
carré Hn tend vers zéro, lorsque l'intervalle \n tend vers g, il s'ensuit que
ƒ (P) ne présente en §, que deux valeurs limites distinctes. Mais chacun
des points limites de ƒ (P) en g est aussi limite des points de continuité
contenus dans les carrés Hn, qui tendent en projection vers le point g.
Or cela suffit visiblement, pour que le point § soit de genre (a), puisque
aux points de continuité il y a M (P) = m (P) et que les deux valeurs
limites étant u et v, on a, en désignant par X' et X" des valeurs limites,

u = X' M(P) = X' m (P) > v = X" M(P)=\" m (P), pour P^§
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et par suite
lira sup m (P) > lim inf M (P), pour P = g.

En tous les points de E, ƒ (P) présente des discontinuités de genre (a).

30. Il est plus facile de fournir un exemple d'une fonction uniforme
ƒ (P) d'une variable, dont les discontinuités d'espèce (p )̂ se présentent
sur un ensemble linéaire de première catégorie, dense en (a, b) et non
dénombrable.

On peut citer la fonction ƒ (P), antérieurement envisagée (18),
comme exemple de fonction possédant un ensemble de première catégo-
rie de discontinuités de genre IL

En tout point de cE} on a ƒ (P) = o et la fonction y est continue,
donc M (P) = o. Comme cE est dense en (a, b) en tant qu'ensemble
complémentaire d'un ensemble de première catégorie, on a en tout point
§, puisque ƒ (P) ^ o en (a, b)

lim inf M (P) = o9 pour P = g.

D'autre part, en tout point de (a, b) on a m (P) = o, puisque
ƒ (P) = o sur cE, dense en (a, b) et que ƒ (P) ^ o e n (a, b). Il en résulte
évidemment, en tout point g,

lim m (P) = lim sup m (P) = a, pour P = g.

Considérons les points S, où Û> (g) > o. Ce sont les points de dis-
continuité. Ils sont d'espèce (p4), puisque

lim inf M (P) = lim sap m (P)

31. Ajoutons quelques remarques ! ) .
Une fonction ponctuellement discontinue ne peut présenter que des

discontinuités de genre (a) et des discontinuités d'espèce (p4). Cela ré-
sulte immédiatement des propositions ci-dessus.

La classification des discontinuités, selotl l'un ou l'autre des points
de vue 2) adoptés dans ce chapitre (H), s'étend 3) sans modification aux

!) Les résultats ci-dessus (Chap. I. A) seront complétés et précisés plus loin
(Chap. IV, 49).

2) Les classifications indiquées n'ont eu pour but, que de présenter d'une
manière systématique des exemples de propriétés de voisinage.

3) cf. FI. Vasilesco, Sur les fonctions multiformes de variables réelles (these,
Paris 1925, Note, page 79) pour un problème particulier concernant les fonctions
multiformes.
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fonctions uniformes ou multiformes, définies sur un ensemble parfait.
Sauf le changement à apporter aux définitions, les propositions concer-
nant leur distribution subsistent, comme il est facile de le vérifier en
chaque cas.

CHAPITRE III.

MAXIMUMS ET MINIMUMS DES FONCTIONS UNIFORMES.

32. Les propriétés exposées jusqu'ici font ressortir le fait essentiel
suivant. Si Ton choisit par une définition convenable certains points, où la
fonction ƒ (P) possède des propriétés particulières, il en résulte souvent
une proposition concernant la distribution de ces points. Or on a distin-
gué depuis longtemps, pour les fonctions de variables réelles, les points
où la fonction présente un maximum ou un minimum.

Il s'agit de reprendre cette distinction ancienne, du point de vue
spécial indiqué ci-dessus. C'est-ce que nous allons faire, en partant du
cas particulier des fonctions continues.

A. Propriétés des fonctions continues.

33. Soit ƒ (P) une fonction continue de n variables réelles. Selon la
définition classique de l'analyse, ƒ (P) présente un maximum au point g,
lorsqu'il existe un voisinage A de §, tel que

pour tout point P de A.
Si Ton veut qu'une fonction constante au voisinage de g> ne puisse

être considérée comme présentant un maximum en ce point, on peut
exiger qu'il y ait dans tout voisinage A de § au moins un point P,
tel que

ƒ (S) >ƒ(/>).
On dira en ce cas, que le maximum est effectif1). Il y a deux cas

importants à distinguer : ƒ (P) présente en g un maximum, au sens

!) Ce cas sera toujours spécifié. Sinon, il s'agit d'un maximum effectif ou non.
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strict, s'il existe un voisinage A de g, tel que pour tout P ^ § il y
ait ƒ (g?) > f (P) et un maximum au sens large, dans le cas contraire.

Tout maximum strictl), c'est un maximum effectif et lorsqu'un
maximum au sens large n'est pas effectif, c'est qu'il existe un voisinage
A de g, où ƒ (P) est constante. Appelons un tel point §, point de ni-
veau de la fonction ƒ (P).

On donne des définitions en tout point pareilles pour les mini-
mums, en changeant seulement le signe d'inégalité > en < .

Lorsqu'un minimum 2) au sens large n'est pas effectif, c'est toujours
un point de niveau. Un tel point appartient donc en même temps aux
maximums et minimums (non effectifs).

Tout point $ qui n'est ni un maximum, ni un minimum (donc ni
un point de niveau) ce sera, par définition, un point intermédiaire de la
fonction ƒ (P).

On a établi de cette manière une classification complète des po-
ints support d'une fonction continue.

34. Une remarque faite depuis longtemps, c'est qu'une fonction peut
présenter un ensemble continu de maximums au sens large 3).

D'autre part, il n'est pas difficile de se donner un exemple, où les
maximums stricts ne se présentent pas en des points isolés (35).

On a pourtant la proposition

I. Une fonction continue f (P) de n variables réelles ne peut présenter
qu'un ensemble fini ou dénombrable de maximums et minimums, au sens
strict

En effet, soit l'ensemble des points g, où ƒ (P) présente un maxi-
mum strict et donnons-nous une suite indéfinie de nombres positifs, dé-
croissant vers zéro

Enfermons chaque point g de E en une sphère de centre g et de
rayon 8 (g), telle que l'on ait

ƒ (» )>ƒ (P),

0 Abréviation usuelle.
2) Tant qu'il n'y a pas de confusion à craindre Ton dira indifféremment: «ƒ (P)

présente un maximum en §» ou bien «$ c'est un point de maximum de ƒ (P)» ou
un maximum de ƒ (P)^ comme on le fait d'habitude.

3) cf. Ed. Goursat, Cours d'Analyse, Paris, 1917, page 109, note
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pour tout point P intérieur à la sphère. Choisissons pour chaque point
g, parmi les sphères satisfaisant à cette condition, celle dont le rayon
est le plus grand des nombres sif s2 , qui conviennent. Cest la
sphère S.

Faisons la remarque essentielle suivante:
Si A (g', g") est la distance de deux points g' et g" appartenant

à E, Tune au moins des inégalités

5 (g') ^ A (g', g'O et a ($") ^ A (g', g'O

est satisfaite.
Car sinon l'on aurait simultanément

6 (§0 > A (g7 ,g") et 8 (g") > A (g' g").

Mais cela signifierait que la distance des deux points g' et g" est plus
petite que le rayon de chaque sphère, c'est-à-dire que chaque point
est intérieur à la sphère attachée à l'autre. On aurait donc simultané-
ment ƒ (g') > ƒ (g") et ƒ (g") > ƒ (g') ce qui est absurde.

Cela posé, considérons l'ensemble Eq des points de E, dont le rayon
de la sphère attachée dépasse un zq donné, c'est-à-dire S (g) > etf.
Soient g1 et g2 deux points quelconques de cet ensemble. L'une des
inégalités

A (gj, g2) ^ § (gd) > e, ou A (gj, g2) ^ S (g2) > efl

est satisfaite. On a donc sûrement

A($i. g2) > v

L'ensemble £3 est donc tel que la distance entre deux quelconques
de ses points dépasse eq. C'est un ensemble isolé, donc fini ou dénom-
brable(ll).

D'autre part, l'ensemble E peut être donné (en considérant la suite
Sj, s2, ) comme somme des ensembles Eq,

car pour tout point g de E, il y a S (P)>s^ avec un eq convenable.
L'ensemble E des points où ƒ (P) présente un maximum strict es
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donc fini ou dénombrable, comme somme d'une infinité dénombrable
d'ensembles finis ou dénombrables.

35. Le résultat exprimé par la proposition précédente paraît dé-
pourvu d'intérêt, si Ton n'envisage pas la possibilité pour ƒ (P) de pré-
senter en certains cas un ensemble dense de maximums et minimums
stricts 1).

En voici un exemple, que nous présenterons sous forme géométri-
que pour en simplifier la définition.

Pour décrire l'image de ƒ (P), fonction continue d'une variable
dans le plan, on commence par la définition d'une opération géométrique
(ji), applicable à un segment de droite AB, incliné d'un angle non nul
sur ox et sur oy. Soit C le milieu de AB. Menons par A et B deux paral-
lèles Aa et Bb, situées dans les angles aigus Â et B de AB avec l'hori-
zontale (parallèle à ox) et par C la verticale ab. Menons aussi par C
une droite ce. comprise dans l'angle aigu C de AB avec la verticale.
Soient C' et C" les intersections de ce avec Aa et Bb. On obtient une
figure F. formée de deux triangles au même sommet CAa et CBb. En
partant de C on peut tracer dans le triangle CAa et en s'appuyant al-
ternativement sur Aa et AC une ligne polygonale indéfinie, dont les
sommets reposent sur ces droites et dont tous les côtés font avec oy les
mêmes angles que ce et sa symétrique par rapport à oy. Le point A est
donc point limite d'une infinité de côtés de la ligne polygonale. Cette
ligne polygonale est reproduite par une symétrie en rapport avec le po-
int C, dans le triangle CBb.

On obtient l'image d'une fonction présentant un ensemble E dense
en (a, b) de maximums et minimums, au sens strict, en répétant indéfi-
niment l'opération géométrique (jt), sous certaines conditions, par rapport
à tout segment de la ligne polygonale et à ceux qui apparaissent par
l'application de cette opération.

On applique l'opération ([i.) à AB et Ton obtient une ligne poly-

*) Si une fonction d'une variable ƒ (x) était dérivable et possédait des maxi-
mums et minimums stricts en tout intervalle, la dérivée s'annulerait aussi pour un
ensemble non dénombrable de points, où la fonction ne présenterait ni maximums,
ni minimums stricts. Car, pour les fonctions dérivées, qui s'annulent dans tout inter-
valle, M. D. Pompeiu a montré, depuis longtemps (Math. Annalen, t. 63, pages 327
et suivantes), que les points où la dérivée s'annule sont les points de continuité de
la dérivée et réciproquement. Or la dérivée étant ponctuellement discontinue, l'en-
semble de ses zéros est de seconde catégorie et par suite non dénombrable.
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gonale Lu image d'une fonction à une infinité dénombrable de maximums
stricts. Soit Ai Bx l'un quelconque de ses côtés. Désignons par a0 les
angles égaux a A C— bB C des deux parallèles Aa et Bb avec A B et
par Yo les angles égaux a CC' = b CC" de ce avec la verticale.

En appliquant l'opération (p.) à tout côté At Bi de Li7 il faut avoir
soin de prendre, avec des notations analogues, a{ < a0 et YJ < YO. On
trouve une nouvelle ligne polygonale L2, dont l'un quelconque des côtés
est noté par A2 B2. En appliquant (jx) à tout A2 B2, il faut avoir a2 < a1

et Y2 < ïi e* a i n s * de suite indéfiniment, avec la précaution de choisir
les aft et Yn, respectivement, de manière qu'ils tendent vers zéro. Il n'y a,

par exemple, qu'à poser toujours an+1 — °~ et Yn+i = -^ •

La courbe limite r des lignes polygonales construites, ce sera
l'image de f (F).

Cette courbe limite F existe. En effet, à tout point P de (a, b)
correspond une suite de points irn des lignes polygonales Ln se projetant
en P. Il n'existe pas deux points limites des 7:n, car il existerait alors>
pour n aussi grand qu'on veut, deux points 7rn dont l'écart soit fini. Or
cela est exclu, puisque la distance verticale de deux points de Ln et de
Ln + p, de même abscisse est au plus égale à An Bn, par suite de la
définition.

La courbe r est continue. Car, à cause des conditions imposées aux
angles an et Yn , toute figure Fn = An an bn Bn construite sur ;4n Bn con-
tiendra les figures Fn + 1 construites sur Aa +1 Bn + 1, qui est intérieur
à Fn II s'ensuit qu'un point limite % de projection g, est intérieur à une
infinité de figures Fn, qui contiennent les images de toutes les valeurs
de ƒ (P), au voisinage de g. Et comme la plus grande dimension de Fn

tend vers zéro avec An Bn, donc avec —, il résulte que F est continue au
point 71.

Soit ƒ (P) la fonction continue ayant pour image F. Elle présente
un ensemble dénombrable de maximums et minimums stricts. Car, en
tout point voisin d'une extrémité An ou Bn, d'un côté fini Aa Bn, la
fonction ƒ (P) a son image dans le plan intérieure à deux figures Fn ad-
jacentes et par suite on a soit ƒ (an ) < ƒ (P), soit ƒ (bn) > ƒ (P), selon
le cas, pour tout point P appartenant à un intervalle qui est la projec-
tion des deux côtés adjacents de Ln, ayant An ou Bn pour extrémité.
Lorsque n tend vers l'infini, les inégalités subsistent, car les points AQ et
Bn conservent leur position dans les lignes polygonales /,„ consécutives,
tandis que les points des figures Fn + p restent intérieurs à Fn, au voisi-
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nage des points An et Ba> pour tout p ^ /, ce qui prouve qu'aux points
On et ôn, projection des points An et i3n, ƒ (P) présente des maximums ou
minimums au sens strict. L'ensemble E de ces points est dense en (a, b). l)

36. On a aussi la proposition suivante, conséquence des définitions:

IL Tout maximum (effectif), au sens large, d'une fonction continue
ƒ (P) est limite de maximums (effectifs).

Car, si g est un point de maximum, au sens large, de ƒ (P) on a

ƒ (S) ^ ƒ

pour tout point P d'un voisinage A de § et il faut qu'en tout voisinage
A' de g il y ait un point F ^ g, tel que ƒ (g) = ƒ (P') . Mais si le
maximum est aussi effectif, comme nous le supposerons d'abord, il y a
en A' un point P" , tel que ƒ ( § ) > ƒ (P")-

En chaque A' on choisit un des points P ' qui n'est pas point de
niveau de ƒ (P) en procédant comme il suit : Soit E l'ensemble des
points P ' . Il est fermé en A', intervalle fermé, car ƒ (P) est continue.
Mais l'ensemble E est non dense en A', puisqu'il est fermé et qu'il existe
en A' le point P" de cE.

Soit P ' un point frontière de E. Dans tout voisinage Aj de F, il y
a toujours un point P" de cE. Il y a donc ƒ (g) = ƒ (P'), mais
ƒ (g) ^ ƒ (P) en A, donc en A r II s'ensuit

en Aj et il y a un point F' en A1? tel que

Mais Aj est un voisinage de P', ce qui prouve que P ' est un
point de maximum effectif. Cela prouve l'énoncé, puisqu'on a trouvé un
tel point F en tout voisinage A' de §.

Si le maximum large en g est effectif ou non, on prouve simple-

!) La fonction ƒ (P) offre un exemple de fonction continue »sans dérivée»,
car en un point de E il y a quatre nombres dérivés finis et distincts, tandis qu'il y a
des dérivées infinies aux points de cE. Un exemple de fonction possédant un ensem-
ble E dense de maximums et minimums au sens strict est aussi offert par la fonc-
tion de M. H. v Koch (citée par M. E. Picard, Traité d'Analyse, 1.1, 1922, page 242),
qui est donnée comme exemple de fonction continue sans dérivée et dont la défini-
tion a aussi un caractère géométrique.
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ment qu'il y a en tout voisinage A' de S un maximum effectif ou non,
car tel est le cas pour le point F de A pour lequel on a ƒ (S) = ƒ (P').
Ce résultat peut s'énoncer aussi :

III. Les points isolés de l'ensemble des maximums et minimums d'une
fonction continue f (P)sont des maximums ou des minimums au sens strict

II y a aussi la proposition suivante, conséquence directe de la dé-
finition :

IV. Une fonction continue f (P) de n variables réelles présente un
ensemble nul ou ouvert de points de niveau.

En effet, le point de niveau est intérieur à un domaine A à n di-
mensions, où ƒ (P) est constante, donc dont tous les points sont des
points de niveau. Chaque point de niveau de ƒ (P) est donc un point
intérieur de l'ensemble des points de niveau de ƒ (P) et cela suffit à
prouver que l'ensemble est ouvert, dès qu'il contient un point.

37. Or, il existe une propriété intuitive des fonctions continues
ƒ (x) d'une variable réelle définies sur un intervalle (a, b)} qui indique
l'existence d'un minimum de ƒ (x) dans l'intervalle linéaire, compris entre
deux points de maximum effectif de ƒ (x). Il en résulte immédiatement
que tout point de maximum effectif au sens large de ƒ (x) est non seule-
ment point limite des points de maximum effectif, mais aussi point limite
des points de minimum.

Cette remarque ne s'étend pas sans effort aux fonctions de plusi-
eurs variables, définies dans un intervalle à n dimensions.

Nous allons donner tout d'abord quelques définitions de la théorie
des ensembles, pour mieux préciser ce qui suit :

Un ensemble ouvert E de l'espace à n dimensions est bien enchaîné,
lorsqu'on ne peut le considérer comme la somme de deux ensembles
ouverts, à n dimensions, sans point commun.

Appelons domaine G5, à n dimensions, un ensemble, qui sauf cer-
tains points frontières est un ensemble ouvert bien enchaîné à n dimen-
sions ou le complémentaire d'un tel ensemble *).

!) On s'assure de cette manière que le complémentaire d'un domaine par rap-
port à un intervalle qui le contient c'est toujours un domaine. Si Ton renonce par
contre à cette condition assez naturelle, on arrive à poser d'une maniere plus brève
la définition, seule utile ici, du domaine ^ordinaire".

Mais l'analyse, qui suit, a son intérêt propre.
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Le domaine tf> est ouvert, si aucun point frontière de l'ensemble öö
n'appartient pas à ffi) et fermé, si tous les points frontières de l'ensemble
05 appartiennent à <fl. Tous les points d'un certain domaine ouvert sont
intérieurs au domaine Œ> et tous les points du complémentaire d'un certain
domaine fermé sont extérieurs au domaine (JX L'ensemble des points
frontières d'un ensemble quelconque et en particulier d'un domaine, c'est
la frontière §F de l'ensemble ou respectivement du domaine.

Il faut remarquer que cF étant la frontière d'un ensemble quelcon-
que E et de son complémentaire cE, les ensembles fermés

Fi = E + W et F2 = Œ -f- ^

obtenus en ajoutant respectivement, à l'ensemble £ et à son complémen-
taire cE, la frontière S' peuvent avoir des frontières différentes de celles
de E et de cE.

Un point P qui est point frontière de E et de cE, sans être aussi
simultanément point frontière de Fx et de F2 s'appellera point frontière
singulier de E et de cE. Si un point P est par contre point frontière des
ensembles Et cE, Fi et F2, il s'appellera pof/tf frontière ordinaire de celles
de f et de cE.

Si au voisinage d'un point g de cF il n'y a pas des points exté-
rieurs de E, on montre que g? n'est pas frontière de Fi et c'est un point
de oF du premier genre. Si au voisinage du point g de cF il n'y a pas des
points intérieurs de E on montre que § n'est pas frontière de F2 et c'est
un point de §F rfw second genre. On peut aussi montrer sans difficulté,
que tout point frontière singulier est du premier ou du second genre.

Les points frontières d'un domaine ouvert sont ordinaires ou bien
singuliers du premier genre, tandis que les points frontières d'un domaine
fermé sont ordinaires ou bien singuliers du second genre.

Tout domaine linéaire est un intervalle* II ne possède donc que des
points frontières ordinaires. De même tout domaine fermé, obtenu d'un
domaine ouvert en lui ajoutant ses points frontières ou tout domaine
ouvert, obtenu d'un domaine fermé par extraction de ses points fron-
tières, ne possèdent que des points frontières ordinaires.

Nous conviendrons d'appeler dans ce qui suit un domaine, dont
tous les points frontières sont ordinaires, domaine ordinaire. Tout com-
plémentaire d'un domaine ordinaire est un domaine ordinaire.

Voici deux exemples simples de domaines plans, qui ne sont pas
des domaines ordinaires. C'est, en premier lieu, celui défini par l'aire
d'un carré, dont on supprime un point intérieur ou, en second lieu, celui
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défini par Taire d'un carré à laquelle on ajoute le prolongement de l'un
de ses côtés

II est aussi nécessaire de poser quelques définitions nouvelles
concernant l'allure de la fonction continue au voisinage d'un point
frontière.

Une fonction continue ƒ (P) présente par rapport à un domaine
ordinaire D, un maximum marginal au point g de la frontière §F de £>,
lorsqu'il existe — par définition — un voisinage A de g, tel que

pour tout point P de A, intérieur à D, au sens strict.
On distinguera de même que plus haut (33), entre les maximums

marginaux effectifs ou non, au sens strict ou large et des définitions
pareilles seront posées pour les minimums marginaux, sauf le change-
ment de signe des inégalités.

38. On a la proposition générale suivante:

V. Si la fonction continue f (P) présente, par rapport à un domaine
ordinaire D des maximums marginaux effectifs, en tous les points de la
frontière §F du domaine D l), la fonction présentera au moins un minimum
à l'intérieur du domaine D.

Considérons en effet la borne inférieure de ƒ (P) dans le domaine
fermé, obtenu en ajoutant à D sa frontière §F. Cette borne y sera atte-
inte sur un ensemble de points E fermé, car ƒ (P) est continue. Suppo-
sons que l'ensemble frontière de E contienne un point g, intérieur à D.
Alors ƒ (P) y présente un minimum. Au voisinage de §> il y a donc des
points P de cE9 tels que ƒ ( § ) > ƒ (P) et le minimum est effectif. Si E
ne possède aucun point frontière intérieur à D, la borne inférieure de ƒ (P)
est atteinte aux points frontières de E, situés tous sur eF. En un tel
point g, ƒ (P) possède pourtant un maximum marginal, ce qui est ab-
surde, car il est effectif, par hypothèse. En cas contraire, il s'ensuit
qu'on a ƒ (P) — ƒ ($) au voisinage A de S, intérieur à D, c'est-à-dire

*) Elle est évidemment constante sur la frontière §F, comme me le fit remarquer
M. Denjoy et qu'il résulte aussi de la proposition (41, IX) plus bas, mais cela n'in-
tervient pas dans nos démonstrations.
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en D. A, qui n'est pas nul, puisque le domaine est ordinaire. En tout
point P deD.A, intérieur à D, on a donc un point de niveau qui est un
minimum (large).

La propriété intuitive, rappelée ci-dessus (37), d'une fonction de
variable réelle correspond à la propriété générale suivante, que l'on
peut maintenant établir :

VI. Si la f onction continue ƒ (P) de n variables réelles, présente des
maximums effectifs, en tous les points § d'une frontière W d'un domaine
ordinaire D, la fonction ƒ (P) présente au moins un minimum inté-
rieur à D.

La démonstration de cette proposition est une conséquence immé-
diate de la précédente. Car il suffit de remarquer, que si ƒ (P) présente
en § de §? un maximum (effectif), alors ƒ (P) présente en §, par rapport
à £>, un maximum marginal (effectif).

Revenons enfin à la remarque qu'il s'agissait d'étendre. On re-
prend la proposition (36, II) antérieure. Tout maximum effectif au sens
large de ƒ (P) est point limite de maximums effectifs. Soit A le voisinage
de §>, point de maximum effectif au sens large de ƒ (P) et E l'ensemble
des points de A, maximums effectifs de ƒ (P).

Il peut arriver, que pour tout voisinage A, l'ensemble E contienne
une frontière W de domaine ordinaire. Alors il s'ensuit de la proposition
précédente, que § sera aussi limite de minimums effectifs et Ton peut
énoncer

VII. Si l'ensemble des points de maximum effectif, qui tendent vers
un point S de maximum effectif au sens large d'une fonction continue
ƒ (P), contient dans tout voisinage de g un sous-ensemble, frontière d'un
domaine ordinaire, alors te point § de maximum pour f (P) ce sera aussi
un point limite de minimums.

39. Il y a deux remarques à ajouter.
En premier lieu, il faut observer que la condition posée dans la

proposition précédente (38, VII) est satisfaite d'elle-même dans le cas des
ensembles linéaires. En effet, tout domaine linéaire est ordinaire et se
réduit à un intervalle-
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Mais la frontière de tout domaine linéaire, c'est un ensemble formé
par deux points1).

Il en résulte que tout point limite § d'un ensemble linéaire est
limite de frontières de domaines ordinaires.

Comme cette propriété ne s'étend pas aux ensembles à plusieurs
dimensions, il est clair que la propriété d'un maximum large d'être point
limite de minimums ne peut s'étendre au cas général, sans les conditions
supplémentaires indiquées.

En second lieu, il faut observer que nous nous sommes exclusive-
ment occupés des fonctions ƒ (P) continues, définies en tout point de
l'espace. Si ƒ (P) est elle-même définie dans un domaine, les résultats
exprimés par les propositions du paragraphe précédent (38), qui ne con-
cernent plus des propriétés locales, peuvent-être en défaut si l'on ne
précise pas la nature du domaine <£), où ƒ (P) est définie. Admettons,
pour simplifier, que ce soit un domaine ordinaire. Cela ne suffira pas II
est nécessaire aux démonstrations, que les domaines ordinaires que nous
y considérons soient contenus dans le domaine ordinaire <£), support de
ƒ (P) et cette condition suffira pour que les propositions (38, V, VI, VII)
subsistent2).

40. Nous allons montrer, à l'aide d'un exemple, que

VIII. Une fonction continue de variables réelles peut présenter, en
tout point, sauf aux points d'un ensemble de mesure nulle, des maximums
ou minimums effectifs.

!) Cette remarque est importante, malgré son évidence, par les suggestions
qu'elle offre pour les généralisations. Elle est due à M. D. Pompeiu, qui a souvent
mis en évidence son utilité, quand on passe des fonctions harmoniques d'une va-
riable aux fonctions harmoniques de plusieurs variables ou bien lorsqu'on considère
les fonctions périodiques à une variable et qu'on recherche la généralisation à des
espaces à plus d'une dimension.

2) Considérons l'exemple cité (34) du Cours d'Analyse de M. Goursat, d'une
fonction ƒ (P) de deux variables, ayant pour image dans l'espace la moitié d'un
tore, rapporté au plan diamétral comme plan des variables. Le méridien extrême
est une ligne continue de maximums efectifs et pourtant ƒ (P) ne présente nulle part
un minimum, à l'intérieur de la projection de ce méridien sur le plan diamétral Cela
contredirait en apparence la proposition antérieure (28. VI), si la remarque précé-
dente n'en rendait compte, puisque le domaine 0) de définition de ƒ (P) ne contient
pas le domaine D, intérieur à la projection r du méridien considéré. Les domaines
ordinaires D, intérieures à ff>, devraient-être doublement connexes, de même que (fc
(au sens usuel de ces mots).
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Quant à l'exemple, il est facile d'en décrire l'image par des opé-
rations géométriques. La fonction ƒ (P) à définir étant fonction d'une
variable réelle, son image c'est un ensemble plan.

Soit((7) l'opération géométrique suivante, applicable à un seg-
ment S, parallèle à Taxe ox des abscisses. L'opération consiste à distin-
guer sur ce segment, d'une part les points d'un ensemble parfait non
dense défini sur ce segment et de mesure égale à la moitié de la lon-
gueur / du segment 5 et de l'autre, les segments 5 de 5, contigus à E.

On construit E, en imitant la construction de l'ensemble par-
fait non dense de Cantor (28). L'intervalle à extraire à chaque opé-
ration &n aura toujours le même centre que l'intervalle restant de

longueur X, dont on l'extrait, mais sa longueur ce sera - 5 a u

lieu de -5. On vérifie alors, que la mesure de E ce sera

c'est-à-dire - .

Les points de E et les intervalles contigus à E, distingués par
l'opération (U) s'appelleront respectivement points (U) et segments (£/).
Ou désignera leur projection sur ox par points (a) et intervalles (a).

Construisons, sur chaque segment (U) comme base et en dessus du
segment, un carré K. 11 est clair que, de quelque manière qu'on définisse
une fonction continue ƒ (P), dont l'image se confonde avec les points
image (i/), pour les points support (u) respectifs et reste intérieure aux
carrés Kpouv les'points des intervalles (a), ƒ (P) présentera un minimum
effectif en chaque point («), si ƒ (P) n'est pas constante sur chacun des
intervalles (u).

Soit (V) l'opération géométrique suivante, applicable à un seg-
ment 5 parallèle à ox, désigné aussi par A B. Si 21 est la longueur
de 5, on définit par rapport à l'horizontale A B, considérée comme
axe oxy une fonction ? (P) symétrique par rapport à la verticale qui
passe par le milieu M de A fî, s'annulant aux extrémités du segment S
et prenant la valeur / en M, de la manière suivante :

On distingue sur A M un ensemble H parfait non dense de Cantor,
qui est de mesure nulle, A chaque opération d'extraction Sn, de rang/z,
on extrait 2n~1 intervalles et à la fin de cette opération on a déjà

FRODA 4
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extrait en iout (2" — 1) intervalles aux opérations £{s $2, , . . Sn-

Numérotons ces intervalles § x, o 2 9 , . . de gauche à droite et posons

sur chaque intervalle S &

II faut prouver que cette définition des valeurs de 9 (P) est univo-
que. On remarquera, à cet effet, que § 2k c'est le même intervalle que
8 £ et la valeur de <p (P) y est la même. Mais d'autre part la définition
entraîne cette propriété remarquable : La valeur de ? (P) sur l'intervalle
% 2k + i es^ *a moyenne arithmétique des valeurs de ? (P) sur les inter-
valles % k et 8ft + 7 entre lesquels il est situé. Dès lors, tp (P) qui est con-

k

tinue est définie d'une manière univoque aussi sur H, car la limite des
valeurs de cp (P) sur les intervalles, qui tendent vers un point S de H
est unique, puisque la fonction définie sur les intervalles est non décrois-
sante et que l'ensemble cote de ses valeurs est dense.

La définition de <p (P) se complète sur MB par symétrie. La fonc-
tion ? (P) est donc une fonction continue non décroissante en A M et
non croissante en MB. Elle présente donc un maximum en M, qui est
effectif et même strict. La définition de ? (P) inscrit son image dans le
carré K, défini plus haut. C'est une fonction constante dans chaque
intervalle contigu à l'ensemble H de Cantor.

Considérons maintenant l'image deç(P) comme attachée à un
segment S donné» C'est la définition d'une opération géométrique (V).

Cette opération détermine un ensemble de points ( V) dans le plan
et un ensemble de nouveaux segments (V) qui, en projection sur ox, don-
nent respectivement les points (v) et les intervalles (v). Il est clair que,
de quelque manière qu'on définisse une fonction ƒ (P), continue sur les
intervalles (v), mais telle que l'image de ƒ (P) soit intérieure aux car-
rés K, construits sur les segments (V) et se confonde avec les extrémités
des segments (V) aux points respectifs de ox7 la fonction ƒ (P) sera
continue en tous les points (v) et présentera un maximum strict en M.

Définissons ƒ (P) par son image.
On se donne l'intervalle (a, b). C'est un segment auquel on appli-

que l'opération (U). lien résulte un ensemble de points (£ƒ), image
de ƒ (P) aux points support (y) et un ensemble de segments ( U), aux-
quels on applique l'opération (V). On donne à / ( P ) pour image les
points (V), aux points support (y). On considère les segments (V). On
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leur applique à chacun l'opération (U) et ƒ (P) a pour image les
points (U) aux points support (u). Et l'on continue de la sorte indéfini-
ment, en appliquant alternativement aux segments ( V\ qui apparais-
sent, l'opération (U) et en retenant pour image de ƒ (P) les points (U)
aux points support (u) ou bien aux segments (£/), qui apparaissent,
l'opération ( V) et en retenant pour image de ƒ (P) les points ( V), aux
points support (v).

Soient (w) les points de ox qui ne sont ni des points (u), ni des
points (v). Un point (w) appartient alternativement aux intervalles (u)
et (v). Considérons les points P situés sur les segments (U) et (V) appa-
raissant dans les opérations successives et se projetant en (w). Il est clair
que les points successifs P ne se rapprochent jamais, dans le sens ver-
tical, de leur projection (w). Us tendent donc vers un point limite rc, qui
sera — par définition — l'image de ƒ (P) au point (w) considéré.

La fonction ƒ (P) sera continue en un point (w), car l'image ( W)
correspondante de ƒ (P) est située dans un carré K à chaque opération
(U) ou (V), d'ailleurs chaque carré est intérieur aux carrés précédents et
contient l'image de ƒ (P) au voisinage du point (vt>), tandis que la
longueur des côtés du carré tend vers zéro.

Or ƒ (P) sera aussi continue aux points (u) et (v) puisque l'image
de ƒ (P) est continue sur les intervalles contigus et contenue dans les
carrés K, D'autre part ƒ (P) présente un minimum effectif en chaque
point (u) et un maximum strict et donc effectif en chaque point pareil
à M II y a un ensemble dénombrable et dense de maximums stricts.

Mais l'ensemble des points (u) de minimum, qui est aussi dense en
(a, b) a une mesure égale à celle de (a, b). En effet, les opérations ( V)
laissent invariable la mesure des intervalles {u), auxquels elle s'applique
pour obtenir les intervalles (v). Mais chaque opération (U) réduit de
moitié la mesure des intervalles auxquels elle s'applique, de sorte que
la mesure de l'ensemble complémentaire de celui des points (a) est nulle.

c. q. ƒ. d.

41. On peut se demander si l'existence d'un ensemble de points in-
termédiaires est indispensable, comme l'indique l'intuition La réponse
est affirmative et l'on a

IX* Une fonction continue ƒ (P) de n variables réelles ne peut pré-
senter en tout point des maximums ou minimums, sans se réduire à une
constante.
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Soit la fonction ƒ (P), définie sur le continu et considérons l'en-
semble E des points de niveau de ƒ (P). Sur cet ensemble/ (P) ne
prend qu'une infinité dénombrable de valeurs différentes au plus,

En effet E est ouvert. Soit ƒ' Tune des valeurs de ƒ (P) sur E et g'
un point tel que ƒ (g') — ƒ'. Attachons au point g' un voisinage A', con-
tenu en E9 ce qui est possible, g' étant point intérieur de E. Soit ƒ" une
autre valeur de ƒ (P) sur E et g" un point tel que ƒ (§")=/". Attachons
à g" un A" contenu en E. Les intervalles A' et A" sont sans point
commun, puisque ƒ (S) est uniforme et que ƒ' 9^ f". Or, il ne peut exister
qu'une infinité dénombrable d'intervalles à n dimensions, sans point
commun deux à deux, ce qui justifie notre assertion.

Soit A un intervalle symétrique à n dimensions, où ƒ (P) est dé-
finie. On divise chaque côté de l'intervalle en deux parties égales et Ton
obtient 2n intervalles fermés

de somme A. Si ƒ (P) n'est pas constante en A, elle y prend aussi d'autres
valeurs que celles de la suite (71). Soit X une telle valeur, comprise entre
les bornes supérieures et inférieures de ƒ (P) en A. Dans aucun domaine
à'k il n'y a ƒ (P) —X3 en tout point.

D'autre part il y a sûrement un intervalle A'* tel qu'on ait en cer-
tains de ses points ƒ (P) > X et en d'autres ƒ (P) < X. Contrairement, il
y aurait en effet en tout A'* , soit ƒ (P) ^ X pour un k donné, soit ƒ (P) ^ l
pour cette valeur de l'indice A\ Or on ne peut avoir dans tous les inter-
valles A'* , l'inégalité ƒ (P) ^ X et il y aura aussi des intervalles, où
ƒ (P) ^ X. Il existe deux intervalles contigus, tels qu'il y ait dans l'un
ƒ (P) ^ X et dans l'autre ƒ (P) ^ X, car sans cela on aurait partout une
seule de ces inégalités, ce qui est exclu par le choix de X entre la borne
supérieure et inférieure de ƒ (P) en A. Mais il n'est non plus possible
qu'il y ait deux intervalles A'* contigus, tels que dans Tun ƒ (P) ^ X et
dans l'autre ƒ (P) ^ X. Car, si g est un point commun aux deux inter-
valles A'& , l'on ne peut avoir dans un voisinage S de g convenable, que
des points P tels que ƒ (g) ^ ƒ (P), puisque g est, pour fixer les idées, un
maximum effectif. Mais alors en tous les points communs à 3 et à l'in-
tervalle A'* où ƒ (P) ^ X = ƒ (P), il y aurait ƒ (P) = X et l'un de ces
points P serait un point de niveau pour lequel ƒ (P) prendrait la valeur X,
ce qui a été exclu, par Je choix de X.
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En résumé, si ƒ (P) n'est pas constante en A, il existe donc au
moins un intervalle symétrique A', dont les côtés ont une longueur moitié
de celle de A, où ƒ (P) n'est pas constante et il existe des points tels que
ƒ (P) > X et ƒ (P) < X. On choisit un de ces intervalles A' et Ton répète
la division, en procédant comme plus haut. On arrive, par itération in-
définie du procédé à trouver un point limite g d'une infinité de do-
maines A, A', A",... contenus (au sens large) les uns dans les autres et
contenant des points où ƒ (P) > X et ƒ (P) < X. Un voisinage de g con-
tient donc une infinité de tels points et le point § c'est un point inter-
médiaire Son existence est donc démontrée, à moins que ƒ (P) ne se
réduise à une constante. Mais, il y a plus :

X. Une f onction continue f (P) de n variables réelles, présente tou-
jours un ensemble non dénombrable de points intermédiaires, à moins que
ce ne soit une constante.

Car si l'ensemble des points intermédiaires était dénombrable, il
n'y aurait qu'à introduire dans la suite (A) de la démonstration précé-
dente les valeurs que ƒ (P) prend en ces points. Cela nous amènerait
par la même voie à la conclusion, qu'il existe toujours encore un point
g intermédiaire, où ƒ (P) = X, X étant comprise en A entre la borne su-
périeure et inférieure de ƒ (P) en A et différente des valeurs de la suite (A).

Observons enfin pour finir, que

XI. Unr fonction continue ƒ (P) de n variables réelles, qui ne se ré-
duit pas à une constante, présente un ensemble de points intermédiaires,
dont rensemble des points de condensation est densel) sur l'ensemble com-
plémentaire des points de niveau de la fonction.

En effet, si l'ensemble H{ des points de condensation de l'ensemble
Ei des points intermédiaires de ƒ (P) n'était pas dense sur l'ensemble
cEn, complémentaire de l'ensemble En des points de niveau de ƒ (P), il
existerait au moins un point § de c En> dont un voisinage A ne contien-
drait aucun point de Ht et donc une infinité dénombrable, au plus, de
points de Et. Mais en A, ƒ (P) ne peut se réduire à une constante. D'autre
part, ƒ (P) ne posséderait en A qu'une infinité dénombrable, au plus, de
points intermédiaires, ce qui est exclu (X).

*) Un ensemble E est dense sur un ensemble H, dans un intervalle A, si H est
compris (en ù) dans le dérivé E de E. Un point de condensation d'un ensemble E,
c'est un point dont tout voisinage contient un ensemble non dénombrable de
points de E.



B. Propriétés des fonctions uniformes.

42. La définition du maximum (minimum) donnée antérieurement
(33) dans le cas des fonctions continues, peut se maintenir sans modifi-
cation, lorsqu'il s'agit d'une fonction uniforme quelconque ƒ (P). De
même pour les points de maximum (minimum) au sens strict ou large,
effectif ou non. Mais il sera préférable de préciser dans tous ces cas,
que Ton a affaire à un maximum (minimum) atteint

II peut y avoir, en effet, aussi des cas où une fonction uniforme
f (P), discontinue en §9 présente en ce point un maximum qu'elle n'at-
teint pas, en entendant — pour l'instant — par cela, que la fonction
ƒ (P) présenterait un maximum atteint, si Ton donnait à ƒ (P) au point
S une autre valeur, convenable. Cette notion sera précisée plus loin, par
une définition adéquate (43).

Enonçons auparavant la proposition générale, pareille à celle du
cas des fonctions continues

I. Une f onction uniforme f (P) de n variables réelles ne peut présen-
ter qu'un ensemble fini ou dénombrable de points de maximum strict
atteint

C'est-à-dire l'ensemble des points g, tels que l'on ait

ƒ ( § ) > ƒ (P),

pour tout P d'un voisinage A convenable de g, est fini ou dénombra-
ble. On le démontre en répétant identiquement la démonstration donnée
plus haut (34), pour le cas des fonctions continues. Il n'y est pas sup-
posé la continuité de f (P), mais seulement l'uniformité de la fonction.

43. Pour définir un maximum non atteint, il faut considérer le
maximum Mo (S) de ƒ (P) au voisinage du point g !).

Si Ton avait

ƒ (S) * Aft, (S) s* ƒ(/>),

il est clair que ƒ (P) présenterait en g? un maximum atteint.

x) Ce maximum est un nombre ou la valeur d'une fonction. Ce n'est plus une
propriété présentée par une fonction. Nous avons gardé la terminologie usuelle.
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Ce n'est plus le cas si ƒ (g) < Mo (g). Cest-ce qui suggère la défi-
nition suivante :

Une fonction uniforme ƒ (P) de n variables réelles présente e n g
un maximum non atteintl), lorsqu'il existe un voisinage A de g, tel que

pour tout point P de A et qu'en plus

ƒ (g) < Mo (g).

On serait tenté de définir comme plus haut le maximum strict non
atteint, parla condition Mo (g) > ƒ (P) pour tout point P de A, tandis que
ƒ (g) < Mo (g). Mais cette double condition resterait sans conséquence
sur la distribution de ces points.

On peut donner en effet un exemple de fonction satisfaisant par-
tout à cette double condition. L'on peut, par exemple définir en (o, 1)
la fonction suivante ƒ (P) d'une variable :

Soit n un entier plus grand que l'unité et En l'ensemble des valeurs
rationnelles de x, qui s'écrivent sous la forme du rapport irréductible

—. En tout point de En> Ton pose

/</>) = / - 4 .
Si E est l'ensemble somme des ensembles En et c E le complémentaire de
E} on pose ƒ (P) = 0 en tout point de c E. Or, chaque En est dense en
(o,l) et l'on a en tout point Mo (S) = /, tandis que ƒ (g) < 1, ce qu'il
fallait prouver. La fonction ƒ (P) présente en tout point des maximums
non atteints, effectifs.

C'est pourquoi nous choisirons la définition plus restrictive
suivante :

Une fonction uniforme ƒ (P) de n variables réelles présente au
point § un maximum strict non atteint, si l'on a ƒ (g) < Mo (g), en même
temps que pour tout point P d'un voisinage A de g l'on a

*) Le maximum (minimum) non atteint est effectif, sauf le cas où ƒ (P) est
constant en A, excepté en §. Mais un maximum non effectif n'est plus un minimum
non effectif, comme c'était le cas pour les maximums et minimums atteints.

2) Cette inégalité n'est pas satisfaite d'elle-même, car une suite de valeurs de
ƒ (P) peut tendre aussi en décroissant vers Mo (S)-
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Or, il suffit de considérer la fonction Mo (P) et de lui appliquer
la proposition précédente (42, I) pour en conclure que

II. Une fonction uniforme f(P) de n variables réelles ne peut
présenter qu'un ensemble fini ou dénombrable de points de maximum
strict non atteint

Ajoutons-y la définition d'un point de niveau de f (F). C'est,
comme pour le cas des fonctions continues (33), un point g tel que
f(P) soit constante dans un intervalle qui contient g à l'intérieur !).

La proposition antérieure (36,1V) se maintient et il y a :

III. Une fonction uniforme ƒ (P) de n variables réelles ne peut
présenter qu'un ensemble ouvert de points de niveau.

Faisons dès maintenant la remarque, qu'aux points de niveau
f(P) ne prend qu'une infinité dénombrable de valeurs. Car il n'y a
qu'une seule valeur de ƒ (P) pour chaque intervalle fermé qui con-
stitue l'ensemble ouvert2).

44. On a eu ci-dessus (43) un exemple de fonction uniforme ƒ (P)
non constante et qui présente partout des maximums effectifs non
atteints. On peut se demander s'il existe une fonction f(P) non con-
stante, présentant partout des maximums et des minimums atteints. On a
vu (41, IX) que ƒ (P) ne peut alors être continue dans un intervalle,
sans se réduire à une constante. Il faut donc que f(P) soit discon-
tinue dans tout intervalle, où f(P) n'est pas constante. Il y a

IV. Une fonction uniforme ƒ (P) de n variables réelles, qui pré-
sente en tout point des maximums ou minimums, atteints ou non, doit
présenter aussi un ensemble de points de discontinuité, dense sur l'en-
semble complémentaire de l'ensemble des points de niveau, à moins
qu'elle ne se réduise à une constante.

*) Un point de niveau c'est un maximum et un minimum atteint, non effec-
tif. Un maximum (minimum) non atteint n'est jamais un point de niveau, même
s'il est non effectif.

2) Cf. de la Vallée Poussin, Intégrales de Lebesgue, etc. 1916, page 13, sur
la structure d'un ensemble ouvert, qui est une somme d'intervalles fermés, pou-
vant avoir des points frontières communs.
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Car si l'ensemble Ed des points de discontinuité de ƒ (P) n'était
pas dense sur l'ensemble c En, complémentaire de l'ensemble En des
points de niveau de /(P), il en résulterait qu'il existe au moins un
point g de c En et un voisinage A de § où ƒ (P) serait continue,
sauf peut-être en §, ne s'y réduirait pas à une constante et présen-
terait partout des maximums et minimums, ce qui est impossible (41, X).

Un exemple des plus simples montre d'ailleurs, qu'une fonction
uniforme ƒ (P) peut présenter partout des maximums et des minimums
effectifs ateints. Il suffit de rappeler en effet la fonction tp (x) de Di-
richtet (21), qui présente en tout point d'abscisse rationnelle un
minimum effectif atteint et en tout point d'abscisse irrationnelle un
maximum effectif atteint.

45. On a vu qu'une fonction f(P) peut ne présenter que des
maximums effectifs non atteints, sans se réduire à une constante.
Ce n'est plus le cas pour les maximums effectifs atteints. Car il y a

V. Une fonction uniforme f(P) de n variables réelles ne peut
présenter en tout point des maximums effectifs atteints.

Supposons en effet le contraire et soit ƒ (P) une telle fonction.
On remarquera de suite, que ƒ (P) est semi-continue supérieurement.
Car, si M{$) est le maximum de ƒ (P) en % on a à cause de

f(3)±f{P),

satisfaite pour tout point P du voisinage A de g>,

Soit a une valeur donnée et un domaine fermé Ao. Ou bien l'on
a partout f(P)^a en Ao, ou bien il existe en Ao au moins un
point g, tel que f($)=a. Soit A' un voisinage de §, tel qu'il y
ait en tout point P

/ ( P ) - ƒ ( § ) = a.

Considérons l'ensemble E des points P de l'intervalle fermé A',
tels que/(P) = a. C'est un ensemble fermé, car en tout point li-
mite § des points P on ne peut avoir ƒ (g) < a, puisqu'alors le point
limite $ ne pourrait être un point de maximum atteint. Etant fermé
l'ensemble E est non dense en A', sans quoi il contiendrait un inter-
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valle, dont tout point serait un point de niveau pour / ( P ) , ce qui
est exclu, par hypothèse. Soit A l'un des intervalles fermés à n di-
mensions contigus à E, c'est-à-dire contenant des points de E
sur la frontière et n'en contenant pas à l'intérieur. On a en A,
f(P)^& en tout point P, tandis qu'en un point g de sa fron-
tière, il y a / ( g ) = a. Ce sera »un intervalle A relatif à a et inté-
rieur à Ao "•

Cela posé, donnons-nous un ensemble cote//dénombrable, dense
sur Taxe des cotes, comme ce serait par exemple l'ensemble des va-
leurs rationnelles,

On détermine l'intervalle At, relatif à a, et intérieur à Ao. On con-
sidère ƒ (P) en Aj et l'on y détermine l'intervalle A2 relatif à a2 et inté-
rieur à A{ et ainsi de suite pour l'infinité dénombrable des valeurs consi-
dérées. Si ƒ (P) ne prend pas une valeur an en An./, on convient de
poser An identique àA n . ; .

Il ne peut arriver qu'il existe un intervalle Aw commun à tous les
intervalles An, puisqu'alors en Aw, f (P) ne pourrait prendre aucune
des valeurs considérées. Mais ƒ (P) est semi- continue supérieurement et
comme fonction ponctuellement discontinue doit posséder en Aw un point
de continuité & Mais ƒ (P) n'est pas constante au voisinage de & La
fonction/(P) devrait donc pouvoir y prendre n'importe quelle valeur in-
finiment voisine et inférieure à ƒ (g), ce qui est exclu pour les valeurs a
de //. Il y a donc contradiction.

Mais il ne peut arriver non plus, qu'il existe un point limite g des
intervalles emboîtés A n, pour n infini, puisque sur leur frontière il y
aurait, pour une suite infinie TV des valeurs de n, des points $n, où
et tels que pour nff > nf, de la suite N, l'on ait

ce qui prouve que le point g, limite des points § n, ne peut être un ma-
ximum atteint. Cela finit de prouver l'absurdité de l'hypothèse initiale.

On peut ajouter aussi le théorème suivant de M Denjoy, qui peut
rendre de grands services1), une fois démontré :

Une fonction uniforme ƒ (P) de n variables réelles ne peut prendre

*) Le fait m'a été signalé par M. Denjoy. La démonstration du texte en est
assez simple.
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qu'un nombre fini ou une infinité dénombrable de valeurs différentes sur
l'ensemble des points P, où elle présente un maximum ou minimum
atteints 1).

Soit E l'ensemble des points g, où ƒ (P) présente un maximum
atteint. Il suffira de supposer E non dénombrable.

A chaque point g de E on peut attacher un voisinage A symétrique,
de centre g et dont le côté a pour longueur X, le plus grand des nombres
d'une suite de quantités positives, décroissantes vers zéro

et tel que Ton ait

à ƒ

pour tout point P, intérieur à A.
Désignons par E n l'ensemble des points g de E, tels que le voisi-

nage A, attaché à g, ait un côté de longueur X et que

X > s n .

On voit que si ri > ri\ Ent contient Enu et qu'il y a

E = EX + E 2 + . • • + £ „ + . . . .
Il existe donc un N, tel que pour tout

n ^ N

l'ensemble En soit non dénombrable.
Prouvons que ƒ (P) ne prend sur En non dénombrable, qu'une in-

finité dénombrable de valeurs différentes, au plus.
En effet, soit g un point de condensation de l'ensemble En*
Nous allons montrer qu'il existe un voisinage Ande g, tel que

ƒ (P) n'y prenne sur En qu'une infinité dénombrable de valeurs, au plus.
Attachons en effet à § un intervalle AB, tel que

/ ( S ) * f(P)

pour tout point P, intérieur à A„ et supposons que ce soit le contraire
qui ait lieu.

!) C'est Mo (P) qui ne peut prendre qu'une infinité dénombrable de valeurs dif-
férentes au plus, si les maximums et minimums sont atteints ou non.
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Alors, dans le voisinage A rt de § on distinguera une infinité non
dénombrable de points Pn appartenant à Enet tels que les valeurs de
ƒ (P) correspondantes soient toutes différentes, deux-à-deux. Soit H
l'ensemble cote de ces valeurs de ƒ (P).

On choisira l'intervalle An de côté plus petit que %^- Alors tout in-

tervalle symétrique A'n, dont le centre est intérieur à An et dont le côté
dépasse en grandeur s „, contient A „.

Considérons un des points P nt distingués ci-dessus en E n. A B.
Puisque ƒ (P) présente un maximum atteint en Pn on a

pour tout point Pd'un voisinage A'n de Pn, de centre Pn et dont le côté
dépasse sn> par définition de E n.

Mais A' n contient A n et donc le point g. 11 y a

Or, il y a une infinité non dénombrable de points Pn et un ensemble
H de valeurs différentes ƒ (Pn) de ƒ (P) en A n. Il y a donc sûrement un
point P n en A„, tel que

ce qui contredit la relation

f(Pn)

qui a lieu puisque Pn est un point de A „ et que § est un point de ma-
ximum atteint.

Il en résulte que ƒ (P) ne prend sur En en An qu'une infinité dé-
nombrable de valeurs différentes. On complète facilement la démon-
stration.

CHAPITRE IV.

ENTRE LA FONCTION DE VARIABLES RÉELLES ET SES

VALEURS LIMITES.

46. On a distingué depuis longtemps parmi les discontinuités de
première espèce, celles qui ont un caractère artificiel. Ce sont celles, où
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la valeur ƒ (?) de la fonction de variable réelle diffère, au point Ç, de la
limite des valeurs de ƒ (x) au même point, limite supposée unique.

La possibilité de pouvoir introduire une discontinuité de pre-
mière espèce, par !e simple changement de la valeur de ƒ (x) en un point
de continuité, ferait croire qu'on peut créer à volonté des fonctions
possédant n'importe combien de discontinuités artificielles de première
espèce. C'est-ce qui n'arrive pourtant pas, car on ne peut jamais ren-
contrer plus d'une infinité dénombrable de discontinuités de première
espèce (11, III).

Si l'on essaie de modifier en effet les valeurs d'une fonction de va-
riable réelle sur un ensemble partout dense —et il suffit de disposer
même, à cette fin, d'un ensemble dénombrable de valeurs de la fonc-
tion—les limites supérieure et inférieure de la fonction en chaque point
changeront aussi en général.

Un exemple simple le montrera. Soit ƒ (x) une fonction uniforme de
variable réelle, bornée en valeur absolue à M. Si l'on décompose l'en-
semble des valeurs rationnelles E en deux sous-ensembles E4 et E?, cor-
respondant aux fractions ordinaires irréductibles de dénominateur impair
ou pair, les ensembles £V et E2 seront tous les deux dénombrables et
partout denses. Modifions ƒ (x) sur E, en définissant de la sorte une
nouvelle fonction F (x), comme il suit :

On pose F (x)=f (x) sur cE, complémentaire de E} F (x)~~2 M en
Ex et F {x)——2 M en E3 . On a alors, en tout point x,

lira sap F {x)—2 M et lun inf F (x)=—2 M,

tandis qu'on avait avant

hm sap ƒ (x) ^ M et liai inf f (x) ^—M

Ce fait indique l'existence d'une liaison nécessaire entre les valeurs
d'une fonction et ses limites supérieure ou inférieure, qu'on peut préciser.

47. Considérons en effet le maximum Mo (S)d'une fonction uniforme
ou multiforme ƒ (P) au voisinage d'un point §. On désigne par f o (S) l'une
des valeurs de ƒ (P) au point g. Il y a la proposition

I. Il n'existe qu'ua nombre fini oa ane infinité dénombrable de points
g, tels que

fa (S) > Mo (8).
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Supposons d'abord ƒ(§>) bornée intérieurement. Donnons-nous
une suite décroissante de nombres positifs, tendant vers zéro

et soit En l'ensemble des points g, tels qu'il existe pour chacun une va-
leur fo (S) de ƒ (P) satisfaisant à l'inégalité

fo (S) > Mo (g)+e« .

Alors, en désignant par E l'ensemble des points g, tels qu'il existe
pour chacun une valeur f0 (S) de ƒ (P) satisfaisant à l'inégalité

fo (g) > Mo (g),
il résulte visiblement

Si E était non dénombrable, l'un au moins des ensembles En serait
non dénombrable. Il s'agit de prouver que cela est impossible lorsque
ƒ (P) est bornée intérieurement. En effet, si En était non dénombrable il
contiendrait un ensemble S de points de condensation, dense en
lui-même.

Prenons un point S de S. On a vu (7), qu'il existe un voisinage A
de S, tel qu'en tout point Pi ^ § de A, Ton ait avec a~en

fo (P, ) < Mo 5
Mais nous choisirons le point Pi dans <§, ce qui est toujours possi-

ble, puisque S est dense en lui-même. Or Pi est un point de En et il y a

fo($)>Mo(§)-\-a.

Des deux inégalités ci-dessus il résulte

Partons du point Pi et répétons ce raisonnement. On trouve suc-
cessivement par cette voie une suite de points Pi, P2 . . , Pq> . . ,
tels que

fo (Pg) < fo (Pq-i) - ^

et il résulte par addition de ces inégalités

fo {Pq)<fom~q~-
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Or a est une quantité finie, tandis que q est aussi grand qu'on
veut. Cela contredit l'hypothèse de ƒ (P) bornée inférieurement.

On étend ce résultat aux fonctions bornées ou non inférieurement
et pouvant prendre même des valeurs infinies.

On peut, en effet, effectuer une transformation Tde l'ensemble cote
R' des valeurs réelles y de—• oo à-j- <*>> y inclus les valeurs infinies l). Si
Ton a

— oo ^ y ^-[~ °°

et que Ton pose pour 0 £ y ^ -f- oo

i+y
et pour — oo ié y ^ o,

z ~ i-y

on a

A chaque ensemble des valeurs y correspond un ensemble des va-
leurs z. La transformation Test biunivoque et bicontinue. En plus, elle
conserve l'ordre de grandeur des quantités y, c'est-à-dire à y% > j / ^ cor-
respond aussi Zi > z2 et réciproquement.

Cela prouve que s'il existait une fonction y = ƒ (P), non bornée
inférieurement et telle que l'ensemble E, défini ci-dessus soit non dénom-
brable, il existerait aussi une fonction z ~ ? (P), obtenue de ƒ (P) par la
transformation 7, bornée inférieurement et telle que l'ensemble E res-
pectif, qui serait le même, soit non dénombrable, ce qui a été reconnu
impossible.

Une démonstration pareille, sauf le changement des signes d'iné-
galité, prouvera que

II. // n'existe qu'un nombre fini ou une infinité dénombrable de points
S tels que

fo (S) < m0 (S).

J) cf R Baire, op. cit. pages 120 et suiv. Des conventions spéciales sont en
plus nécessaires pour attribuer un sens au rapport de deux quantités infinies.
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Les mêmes résultats peuvent s'énoncer aussi sous la forme suivante:

IIL En tout point S de son domaine de définition, les valeurs ƒ (S)
d'une fonction uniforme ou multiforme f (P) de n variables réelles sont
comprises entre le maximum Mo ($) et le minimum m0 ($) de la fonction
ƒ (P) au voisinage du point $, en exceptant un nombre fini ou infinité
dénombrable de points % où la propriété est en défaut1).

Cela s'écrit

nto (S) £ ƒ (g) -= Mo (g),

inégalités valables pour tout g, sauf au plus pour une infinité dénom-
brable de points g.

48. Ce résultat est susceptible d'être formulé d'une manière assez
différente :

IV. Dans tout voisinage dfun point quelconque g du domaine de
définition d'une fonction uniforme ou multiforme ƒ (P) de n variables
réelles, sauf au plus pour une infinité dénombrable de points S, on a deux
points §i et §2 tels que

fo (S

Cela est immédiat. En effet, Ton a

sauf au plus pour une infinité dénombrable de points §. Or dans le voi-
sinage A de g on a un point §i, tel que

f o (Si ) > Mo (S) - s

et donc

f(S)<fo (S/)-M

et de même pour l'autre inégalité. c. q. ƒ. d.

l) Cette proposition comprend, en particulier, un résultat ancien de M. W. ƒ/.
Young (cf. Bull, des Se. Math, tome LÏI? 1928)̂  que nous avons retrouvé indépen-
damment, par la voie qui est indiquée ci-dessus.
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49. Il y a une application remarquable de ces résultats à la clas-
sification des discontinuités des fonctions de variables réelles, donnée
ci-dessus, selon les propriétés de la fonction oscillation w (P) *).

On a vu (15, VII), qu'une fonction de n variables réelles ne peut
présenter qu'un nombre fini ou dénombrable de discontinuités (de
genre /) , telles que

«o (§) > lira (Ù (P), pour P== g.

Or il résulte des propositions ci-dessus (47, I, II), qu'il suffit d'im-
poser la condition

(o (P) > lim sup o) (P), pour P— g,

afin que ƒ (P) ne possède qu'une infinité dénombrable de tels points.
L'on pourrait donc reprendre la classification en question, en y intro-
duisant cette condition plus stricte.

50. Dans un autre ordre d'idées, on peut observer que les résultats
précédents font apparaître des propriétés, satisfaites en tout point g du
domaine de définition d'une fonction ƒ (P), sauf aux points d'un ensemble
exceptionnel, fini ou dénombrable.

D'autre part les valeurs Mo (S) et m0 ($) s'obtiennent en négligeant
les valeurs de ƒ (P) au point g, dans les opérations qui donnent les deux
valeurs M (g) et m(§).

Il est naturel de se demander ce que deviennent les ensembles
exceptionnels lorsqu'on convient de négliger dans les mêmes opérations
aussi d'autres valeurs de ƒ (P), qui apparaissent sur certains ensembles
particuliers.

On est conduit à poser d'abord de nouvelles définitions.

51. Supposons définie, d'une manière déterminée, une classe A
d'ensembles, telle que :

a. Tout sous-ensemble d'un ensemble de classe A est un ensemble
de classe A,

6. La somme d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable d'en-
sembles de classe A est un ensemble de classe A,

c. Tout intervalle à n dimensions n'est pas un A

J) Voir Chap. I. A.

FROLPA 5
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La classe des ensembles finis ou dénombrables, la classe des en-
sembles de première catégorie et la classe des ensembles de mesure
nulle, ce sont chacune des classes A déterminées.

Nous allons définir le maximum MA (§>) et le minimum ITIA (S) de
ƒ (P) au point g, c'est-à-dire le maximum et le minimum de f(P) au point
g, lorsqu'on néglige les ensembles de classe A l).

Il n'y a qu'à reprendre les définitions classiques du maximum
M (g) et du minimum m (g) d'une fonction en un point et procéder comme
pour Mo (g) et m0 (g), quand on a négligé les valeurs de ƒ (P) au point
g. On ne négligera plus, cette fois, les valeurs de ƒ (P) en des points
déterminés 2), mais en des points g formant un ensemble appartenant au
voisinage de g et à la classe A en question.

Voici les définitions précises de MA (g) et de m A (g).
Soit A un intervalle à n dimensions contenant le point g à Tinté-

rieur. Pour obtenir M (g) on commence par définir la borne supérieure
(ou maximum) de ƒ (P) au voisinage A de g. C'est-ce qu'on désigne par
M(f, A). Or, cette borne n'est que le nombre séparatif entre les valeurs a
pour lesquelles E[f(P) > a] est ou n'est pas nul (6).

Pour obtenir MA (g) on commence par définir la borne supérieure
de ƒ (P) en A, lorsqu'on néglige les ensembles de classe A.

C'est le nombre séparatif entre les valeurs a, pour lesquelles
E[fQ (P) >a] est ou n'est pas un ensemble de classe A

L'existence de ce nombre séparatif résulte de l'observation suivante :
Soit Ex (f0 > a j un ensemble de classe A et E2 (fQ> a2) un ensemble, qui
n'est pas de classe A. Mais 04 > a2, car s'il y avait 04 ̂  a?, alors E2 serait
un sous-ensemble de Ei9 qui est de classe A et serait lui-même de classe A.
On désignera donc par MA(f> A) la borne supérieure de f(P) en A,
lorsqu'on néglige les ensembles de classe A, borne dont l'existence vient
d'être démontrée.

La borne inférieure de MA (ƒ, A), lorsque A tend vers le point g
d'une manière quelconque, c'est MA (f, g) c'est-à-dire le maximum de la
fonction/(P) au point g, lorsqu'on néglige les ensembles de classe A.

*) II s'agit d'une classe A déterminée, choisie parmi les classes A, qu'on peut
définir de manière à satisfaire aux conditions a, b et c, ci-dessus (64). Par consé-
quent notre définition comprend en particulier les définitions de M. Baire du maxi-
mum et du minimum, lorsqu'on néglige les ensembles dénombrables ou les ensembles
de première catégorie (Thèse, Chap III, 67 et 74) et celle de M. Lebesgue du maxi-
mum et du minimum, lorsqu'on néglige les ensembles de mesure nulle (op. cit. p. 87).

2) Cela est important, puisque sinon certaines propositions qui suivent ne
seraient que des tautologies (54).
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Cette borne inférieure est évidemment atteinte comme limite unique
si Ton considère une suite indéfinie de voisinages An de g, intérieurs
chacun au précédent et tendant vers g.

Même définition pour le minimum ÎUA (ƒ, $) *)•

52. Nous allons présenter maintenant quelques propriétés de MA (S)
et de mA (S)- Appelons, pour abréger, ensemble de classe B tout ensemble
qui n'est pas de classe A

On démontre que MA (S) est une fonction semi-continue supérieu-
rement et mA (§) semi-continue inférieur-ement

En effet, à tout s positif correspond un voisinage A de % tel que

Or, soit A' un voisinage d'un point P de A et A' contenu en A. Il
s'ensuit

MA (P) - MA (ƒ, A') - MA (ƒ, A).

Donc

MA (P) < MA (S) + s

et Ton voit, de même, que

mA (P) > mA (g) — s.

On déduit*facilement les propriétés suivantes:

V. a) Etant donné un s positif, il existe un voisinage A du point g; tel
qu'en tout point Pde ce voisinage, sauf un ensemble exceptionnel de classe
Ay ton ait

f(P)<MA($) + e.

b) Etant donné un s positif et un voisinage A du point <£, // existe
toujours en A des points P formant un ensemble de classe B et tels que

fo(P)>MA ( 8 ) - s .

En effet, soit donné s positif, il existe un voisinage A de g, tel que

MA(f, A)<M

!)On écrira aussi, plus simplement; MA (^)~MA (ƒ, §) etmA ($)^mA (f, $),
comme pour M ($) et m ($).
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et d'autre part, sauf pour un ensemble de classe A exceptionnel, il y a

d'où il résulte a).

De même, soit donné s positif et le voisinage A de g. On a

fQ (P) > MA (ƒ, A) - s

pour un ensemble de classe B et d'autre part

MA (ƒ, A) ^ MA (g),
ce qui entraîne ô).

53. Revenons à la classification des ensembles, selon le point de
vue adopté plus haut (51) et donnons quelques propositions qui nous
seront utiles plus loin.

Appelons, pour abréger, la classe C (sur A) la classe des ensembles,
dont le complémentaire par rapport à un intervalle donné A, à n dimen-
sions, est de classe A déterminée. On a

VI. Dans tout intervalle à n dimensions contenu en A, un ensemble
E de classe C(sur AJ est dense et de classe B.

Soit en effet Ao l'intervalle à n dimensions contenu en A. Si E. Ao

était de classe A, comme son complémentaire c (E. Ao) en Ao est un sous-
ensemble du complémentaire cE de E en A, qui est de classe A par hy-
pothèse, on conclurait que l'intervalle Ao est de classe A, comme somme
de EA0 et de c (EA0) en A0) ce qui est exclu par la condition c (51).

De même si E était non dense en Ao, il y aurait un intervalle ÙLt kn
dimensions appartenant à cE, ce qui est exclu, car cE est de classe A et
ne peut contenir un intervalle.

Mais il y a plus :

VU. L'ensemble des points communs à un ensemble Bo de classe B,
mu dans un intervalle A à n dimens,

C (sur à) est un ensemble de classe B.
contenu dans un intervalle A à n dimensions et à un ensemble Co de classe

Posons *)

Bt = B0- Bo. Co et C, = C o - fl0- Q>-

i) Cf. de la Vallée Poussin, op. cit. (pages 5 et 6), pour les notations usuelles
de la différence et du produit de deux ensembles.
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Les ensembles Bt et Cx sont sans points communs.
Si l'ensemble B0C0 n'était pas de classe B, il serait de classe A et

donc Bi serait de classe B comme BQ> tandis que Ci serait de classe C
(sur A) comme Co, puisqu'en ajoutant ou en retranchant à un ensemble
des classes A, B et C (sur A) un ensemble de classe A, contenu en A dans
le dernier cas, on ne le fait pas changer de classe.

Mais Bx et Cx n'ayant pas des points communs et étant contenus en A,
Bi doit appartenir au complémentaire de C4 en A, qui est de classe A Or
cela est absurde, puisque Bx est de classe B et ne peut être sous-ensemble
d'un ensemble de classe A

54. Cela posé, on a la proposition générale

VIII. En tout point g de son domaine de définition, sauf sur un en-
semble exceptionnel de classe A. les valeurs f (g?) d'une fonction uniforme
ou multiforme f (P) de n variables réelles sont comprises entre le maximum
MA (§) et le minimum mA (ê?) de la fonction ƒ (P) au point g, lorsqu'on
néglige les ensembles de classe A,

Cela s'écrit

m A (g) ^f($)^ MA ($),

inégalités valables en tout point g, sauf aux points d'un ensemble de
classe A

On a une démonstration parfaitement analogue à celle de la pro-
position pareille (47) concernant Mo (g) et mQ (S).

Il suffira donc de prouver qu'en supposant la fonction ƒ (P)
bornée intérieurement, l'ensemble E des points g, tels qu'il existe une
valeur au moins f0 (§) des ƒ (g) satisfaisant l'inégalité

est de classe A.
Donnons-nous une suite décroissante de nombres positifs, tendant

vers zéro

et soit En l'ensemble des points g, tels qu'il existe une valeur / 0 (g) de
ƒ (P) en g, satisfaisant l'inégalité f0 (S) > MA (S) + en .
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II est visible que

Si E n'était pas de classe A9 l'un au moins des En serait de la
classe B, car sinon la condition b ci-dessus (51) obligerait aussi E d'ap-
partenir à la classe A II faut prouver que En ne peut être de classe B.

Supposons, en effet, que En soit de classe B. Il existe, au moins
un point g de En, tel que En soit de classe B en tout intervalle A,
contenant $ *). Retenons un tel point g et posons a = s n. Il existe un

voisinage A de g, tel que l'on ait (52, V)

pour tout point Pi de A et pour toute valeur de ƒ (P4), excepté un en-
semble de classe A de points P4. Donc l'ensemble E1 ,de points P t

est de classe C (sur A). Mais En, A est de classe B en A. Il existe donc
un ensemble <g4 de points P4, communs à E1 et à £„. A (53, VII).

L'ensemble Qi est de classe B en A et ne peut donc être nul.
Retenons le point P4 de &{i tel qu'en tout voisinage Ad de Pi

l'ensemble &x soit de classe B. Comme § appartient aussi à En> il y a,
par définition de En

f o (S) > MA (g) + a

et des deux inégalités précédentes, on conclut pour le point Pi retenu,
en choisissant une valeur quelconque f0 (P4) des ƒ (P4)

fo(Pù<fo(S)-y

On se retrouve maintenant dans les conditions initiales puis-
que En est remplacé par &i9 qui est ausssi de classe B, le point retenu g
de En par le point retenu Pi de Qt et l'on peut déterminer de même un
sous-ensemble <g2 de &v dont on retiendra un point P2, tel que pour une
valeur quelconque f0 (P2) des ƒ (P2) l'on ait

et que dans tout voisinage de P2 l'ensemble Q2 soit de classe B.

*) Cela se prouve facilement. Voir plus loin (61) la démonstration de cette
propriété des ensembles de classe B de contenir un point »d'espèce B«.
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En continuant ainsi indéfiniment on obtient par addition des iné-
galités successives

Or a est constante et q c'est un entier aussi grand qu'on veut. Cela
contredit l'hypothèse de ƒ (P) bornée inférieurement.

Le reste de la démonstration est identique à celle employée plus
haut (47,1 et II).

55 Dans l'énoncé de la proposition qui précède (54, VIII), l'en-
semble exceptionnel est de même classe que les ensembles qu'on néglige
en chaque point. Il ne faut pas croire, que ce soient les mêmes, sans
quoi la proposition se réduirait à une tautologie et ce n'est nullement le
cas. La démonstration qui suit, de la même proposition fera voir à
quel point un telle affirmation serait illégitime *)•

Voici en quoi consiste cette démonstration, entièrement différente
de celle qui précède :

On fera appel au lemme de M. Borel%), étendu à n dimensions 3). On
enfermera chaque point g de l'espace dans un voisinage A convenable.

Soient donnés une suite indéfinie de nombres positifs décroissants
vers zéro

(S)

et un nombre positif a. On peut attacher à chaque point g un inter-
valle Ag symétrique à n dimensions et de centre g, dont le côté est le
plus grand des nombres de la suite (S), d'indice plus grand que un q dé-
terminé donné et tel qu'en Aq l'on ait en tout point P, sauf aux
points d'un ensemble exceptionnel convenable, l'inégalité

Supposons, pour abréger, ƒ (P) définie dans un domaine borné G).
L'on peut couvrir G) avec un nombre fini des intervalles àq précédents
et nous distinguerons les centres §q de ces intervalles. A chacun de ces

!) Cela résulte déjà du fait remarqué ci-dessus, que les ensembles qu'on
néglige sont connus seulement par leur classe, tandis que, pour une fonction ƒ (P)
donnée, l'ensemble exceptionnel est parfaitement déterminé.

2) Cf. E. BoreL Leçons sur les fonctions de variables réelles, 1905, p. 9.
3) Cf. de la Vallée Poussin, op. cit. p. 13—15.
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intervalles Aç correspond un ensemble exceptionnel dont la somme
pour le nombre fini d'intervalles àq qui recouvrent tf5 sera désignée
par <g ç. Ce sera un ensemble de classe Â

Chaque point P de G) n'appartenant pas à &q est alors intérieur à
un nombre fini d'intervalles &q et on peut lui attacher les centres $q de
ces intervalles et Ton aura

f(P)<MA($q)-\-a,

tandis que le point P est intérieur à un intervalle symétrique, à n di-
mensions, de centre §q et dont le côté est inférieur ou égal às , J (

Pour chaque valeur entière de q on peut déterminer de même un
ensemble ôq exceptionnel, de classe A. La somme

& («) = &i + &2 + - • • + Ôq +
représentera un ensemble de classe A.

Alors à tout point P de CD n'appartenant pas à <§, il correspond
pour chaque entier q un point §q au moins tel que

et que P appartienne à un intervalle symétrique de centre gq et de côté
plus petit que &q. Il existe donc, pour chaque point donné, une suite de
points

distingués dans les opérations successives, tendant vers P et tels que

ce qui prouve que l'on a en tout point P du complémentaire de S (a),
à la limite

car MA (P) est semi-continue supérieurement1) (52).
Donc tout point P appartient au contraire à <g (a), si au moins une

valeur fQ (P) des ƒ (P) est telle que

*) Pour une fonction uniforme <P (P) semi-continue supérieurement, l'ensemble
E [(p (P) > v] est fermé, quel que soit le nombre v.
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Considérons maintenant l'ensemble E, envisagé plus haut (54),
qui est

E=E[fo(P)>MA(P)\

somme des ensembles En, définis par

Or si l'on pose s n = a, l'ensemble En est un sous-ensemble de <g (a),
ce qui prouve qu'il est de classe A et il en sera de même de E.

cq.f.d.

56. La proposition précédente (54, VIII) montre en particulier, que
si Ton excepte une infinité dénombrable de points $, alors les valeurs
de ƒ (P) au point § sont comprises non seulement entre le maximum
et le minimum de la fonction ƒ (P) au voisinage de g, mais même entre le
maximum et le minimum d e / ( P ) e n g, lorsqu'on néglige les ensembles
dénombrables. Or, ces limites sont en général plus resserrées *).

Un exemple simple le prouvera.
Soit la fonction <p (x) de Dirtchlet, égale partout à zéro en (o, 7),

sauf pour les x rationnels, où elle égale /. On a, pour tout x

M (x) = /, Mo (x) = l et MA (X) = o,

lorsqu'on néglige les ensembles dénombrables (de classe 4).
Soit aussi la fonction ty (x), identique partout à <p (x), sauf pour

un nombre fini de valeurs de x

1 1 n~1

n' ~n' ' n '

où Ton pose ty (x) = 2. On aura en ces points

M(x) = 2, Mo (x) = 1 et MA (X) = o,
la classe A étant celle des ensembles finis ou dénombrables.

Il est clair d'ailleurs, que dans les deux hypothèses ci-dessus, les
ensembles exceptionnels distingués ne seront pas les mêmes et qu'en res-
serant les limites indiquées pour ƒ (P), l'ensemble exceptionnel gagne
de nouveaux points, tout en restant dérrombrable.

*) C'est en ce sens que la proposition antérieure (47, III) est précisée par la
dernière (54, VIII),
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57, On a vu plus haut, que sauf pour un ensemble de classe A de
points g, on a toujours

Or cette propriété persiste lorsque l'ensemble cote des valeurs R',
que peut prendre la fonction ƒ (P) est soumis à une transformation
biunivoque T, qui laisse subsister Tordre et la continuité, d'une manière
réciproque *).

Mais il est naturel de songer qu'à l'intérieur de l'intervalle vertical
[m A ($), M A (§)] de ƒ (P) en g, les valeurs de la fonction ne peuvent se
répartir non plus d'une manière arbitraire. Car une inversion conve-
nable par rapport à une valeur intermédiaire t ferait correspondre cet
intervalle vertical à deux intervalles infinis, pareils à ceux sur lesquels
les valeurs d'une fonction ne se trouvent que pour un ensemble de
classe A de points support g.

En précisant cette intuition on est amené à des résultats nouveaux,
qu'on établit en faisant jouer à toute valeur finie t le rôle d'une valeur
infinie dans les propositions ci-dessus.

Nous allons poser au préalable des définitions adéquates.

58. Soient ƒ (P) une fonction uniforme ou multiforme de n varia-
bles réelles et t une valeur finie donnée.

Désignons par <ï> (P) la fonction obtenue en posant en P, pour
chaque valeur ƒ (P) de la fonction donnée

<I> (P) = ƒ (P\ lorsque ƒ (P) ^ t et <ï> (P) = + oo, lorsque ƒ (P) < f.

Désignons de même par ? (P) la fonction obtenue en posant

<p (P) = ƒ (P), lorsque ƒ (P) ^ t et c? (P) = — oo, lorsque ƒ (P) > t

Posons

lQ (g) = m0 ($, g) et L o (g) = Mo (<p, g).

On appellera l0 (S) et Lo (§) respectivement, les maximum et mini-
mum de ƒ (P), relatifs à t, au voisinage du point g.

x) C'est une homèomorphie, qui conserve l'ordre, opérée sur l'ensemble cote
fermé (— oo, -+- oo).
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On a la proposition préliminaire suivante :

IX. V'ensemble de points g, tels que pour une valeur f0 (g) de f (P)
en g, Von ait pour l0 (g) et Lo (g) relatifs à un t donné

La (g) < fo (g) < lo (S),

est fini ou dénombrable.

En effet, considérons la fonction F (P) définie par l'égalité

en convenant de considérer -f- oo comme l'inverse de la valeur zéro.
On a

Mo (F ' , g) =
m0 (<I>, g) — t

C'est-ce qui résulte presque immédiatement l) des définitions (4).
Or la fonction finie ou infinie Mo (F ' , P) jouit par rapport à la fonction
finie ou infinie F ' (P) de la propriété démontrée plus haut (47, I) et Ton
a F'Q (g) > Mo (F' , g) sur un ensemble support fini ou dénombrable.

Posons-nous la question de rechercher l'ensemble de points g,
tels que

t * fo (S) < l0 (g).

Il y a
l0 (g) = m0 (*, g)

et parce que
fo (3) à t

on a
fo (S) - *o (g),

donc
<J>o (g) < m0 (cl), g),

*) En admettant les propositions générales suivantes : Si deux quantités varia-
bles, finies ou non, sont non négatives et inverses Tune de l'autre, la borne supé-
rieure (inférieure) d'un ensemble de valeurs de Tune est égale à l'inverse de la borne
inférieure (supérieure) de l'ensemble correspondant des valeurs de l'autre. De même,
la borne supérieure (inférieure) de la somme algébrique d'une constante finie et
d'une quantité variable, finie ou non, est égale à la somme algébrique de la constante
et de la borne supérieure (inférieure) de la quantité variable.
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d'où

et cela ne peut avoir lieu que sur un ensemble fini ou dénombrable. En
introduisant une fonction F" (P), définie par

F"($)= 1

et en convenant de considérer — oo, comme l'inverse de la valeur zéro,
on développe un raisonnement analogue. On a

et comme on n'a que pour un ensemble fini ou dénombrable de points g

F"o(S)< m0 (F-, g)

il s'ensuit que l'ensemble où

La (3) < f o (S) ^ t

est aussi fini ou dénombrable, puisque

Lo (g) = Mo (?, g) et f0 (g) = cp0 (g),
car

fo(8)^t.

59. Voici la proposition *) qu'on obtient :

X. Sauf pour un ensemble fini ou dénombrable de points S, toute
valeur ƒ (S) d'une fonction uniforme ou multiforme f (P) de n variables
réelles au point g, c'est une des valeurs limites de f (P) en &

On a

/ (S) = X(/,g),

avec une notation adoptée plus haut (5).

*) C'est encore un résultat que M. W. ƒƒ. Yoang avait trouvé de son côté,
en examinant la coïncidence des limites à droite et à gauche pour la fonction ƒ (x)
d'une variable réelle. L'extension à deux ou plusieurs variables de ce résultat, que
se propose M. Young est toute différente de la nôtre (cf. Bull, des se. math.,
tome LU, juillet 1928).
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Considérons en effet l'ensemble des points g, où le contraire a
lieu. On a vu plus haut (4) que l'ensemble vertical Vdes valeurs X (g)
limites de ƒ (P) au point g est fermé. Si une valeur déterminée f0 (g) de
ƒ (P) en g ne coïncide avec aucune des valeurs limites X (§), le point
fo (g) appartient à l'ensemble ouvert complémentaire de V et f0 (§) est
intérieure à un intervalle non-nul ƒ, contigu à V.

Soit t une valeur strictement intérieure au même intervalle y. Nous
allons montrer que l0 (g) et Lo (g), relatifs à t, ce sont respectivement
les deux points, extrémités supérieure et inférieure de l'intervalle y con-
sidéré. En reprenant en effet la définition de t0 (§>) relatif à f, on voit
qu'il correspond sur l'axe vertical, par inversion en rapport avec le
point vertical t pris comme origine, au nombre Mo (F', g) c'est-à-dire
au point limite le plus haut (5) de F (P) en g. Or en vertu de la défi-
nition de F (P) on voit facilement qu'à tout point limite vertical de
F (P) en g, il correspond un point, limite vertical de <I> (P) en g, qui est
aussi un point limite X (g) des valeurs de ƒ (P) ^ t et réciproquement.
Mais l'extrémité supérieure de l'intervalle y doit coïncider avec le point
vertical l0 (g), puisque tous les deux représentent le point limite le plus
bas de * (P).

Cela posé, soit donnée une valeur arbitraire t = tn . Il n'existe (58,
IX) qu'un ensemble fini ou dénombrable de points g, tels que

Lo (g) < fo (g) < lo (§),

où Lo (g) et l0 (g) sont relatifs à tn . Soit En cet ensemble exceptionnel,
relatif à tn.

Donnons nous un ensemble cote T dénombrable et partout dense,
de points t„, défini sur l'axe des cotes de la fonction ƒ (P) et soit E l'en-
semble somme des ensembles exceptionnels En9 relatifs à tn. L'ensemble
E est aussi fini ou dénombrable.

Considérons un point g de l'ensemble c E, complémentaire de E.
On peut prouver que toute valeur ƒ0 (g) de ƒ (P) en g est une valeur
limite de ƒ (P) en g. Car, si l'on suppose le contraire, le point vertical
/ 0 ( g ) serait strictement intérieur à un intervalle vertical non-nul y,
dont les extrémités sont des points limites de ƒ (P) en g.

On peut choisir dans l'intervalle vertical y un point vertical tn de
cote tn, car Test dense sur l'axe des cotes. Si l'on détermine / 0(g) et
Lo (g) de / ( P ) , relatifs à ta, la coïncidence démontrée ci-dessus exige-
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rait qu'il y ait

ce qui n'arrive pourtant, par rapport à tn, en aucun point de cE.
Il y a donc contradiction. c. q.f. d.

60. On peut étendre ces résultats. Mais de nouvelles définitions
seront utiles.

Définissons, comme plus haut (51) deux classes A et B d'ensembles,
telles que tout ensemble à n dimensions appartienne à l'une de ces deux
classes, qui satisfont aux conditions suivantes :

a) Tout sous-ensemble d'un A *) est un A,
b) Tout ensemble somme d'un nombre fini2) ou d'une infinité dé-

nombrable des A est un A,
c) Tout intervalle à n dimensions est un B3).
Considérons aussi un ensemble E de l'espace à n dimensions et

classons les points de l'espace en deux espèces, par les définitions
suivantes :

Un point S est d'espèce A, relativement à E, s'il existe un voisi-
nage A de % tel que E soit en A de la classe A

Un point S est d'espèce B, relativement à E, si pour tout voisi-
nage A de g, l'ensemble E est en A de la classe B.4).

On dira aussi, ce qui est équivalent par définition, que l'ensemble
E a le caractère A en $ ou respectivement, le caractère B en §, si le
point g est d'espèce A ou d'espèce B pour E.

Si la classe des ensembles A contient un ensemble E, qui n'est pas
nul, comme nous le supposons dans la suite, elle contient les ensembles
finis ou dénombrables, à cause de la condition b appliquée à un point
de £", qui est un A, par suite de la condition a. Tout ensemble de classe
B est donc non dénombrable.

*) Pour abréger on dira »un A«, au lieu de «un ensemble de la classe A",
2) On appellera b' cette condition restreinte*
3) Cette condition est indispensable à l'existence effective de la classe B. La

classe B comprend toujours, au moins l'ensemble nul.
*) En particulier, lorsque la classe A c'est la classe des ensembles dénombra-

bles (et finis), les points d'espèce B ce sont les points de condensation de E, selon
Lindelof, Si au lieu de la condition b, on admet la condition b' et si la classe des
ensembles A est celle des ensembles finis, les points d'espèce B ne sont que les
points limites (ou d'accumulation), au sens habituel.
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6L II résulte des définitions les propositions suivantes :

XL Tout ensemble limite (complet ou restreint) l) d'ensembles de
classe A est de classe A.

En effet, il y a :

ÏÏmEn = (E, + E2 + . . . ) (E2 + EB + .. . ) ... (£„+ Ett +i + . ). .
ltm En= £ j . E2- Ez - j~ E2. £*3 . . . -f* En. En^i . . - { - . . .

et il suffit de rappeler les conditions a et b ci-dessus (60).

XII L'ensemble de points de E, appartenant à un ensemble ouvert
O, dont tous les points sont d'espèce A, relativement à E, est de classe A.

En effet, attachons à chaque point de O un voisinage fermé A, in-
térieur à O, en choisissant par exemple parmi eux l'intervalle symé-
trique A à n dimensions, dont le côté est le plus grand des nombres
d'une suite de quantités positives, tendant vers zéro

ft2>

On peut couvrir, selon le lemme de Lindelof, l'ensemble O avec
une infinité dénombrable, au plus, de ces intervalles A. Or, en chacun
de ces intervalles A il n'y a qu'un ensemble de classe A de points de E,
car sinon il n'y aurait qu'à déterminer en A un point limite S d'inter-
valles, de côté infiniment petit, contenant chacun un ensemble de classe
B et g serait d'espèce B et contenu en A, donc en O, ce qui est exclu
par hypothèse. En appliquant alors la condition b (60), il résulte qu'il
n'y a en O qu'un ensemble de classe .4 de points de E, somme des en-
sembles de classe A contenus dans les intervalles A, qui servent à re-
couvrir l'ensemble O.

XIII. L'ensemble Bo des points d'espèce B, relativement à E, est
parfait

!) On appelle, selon M. Borel, ensemble limite complet d'une suite d'ensembles
Eh E2, - ». l'ensemble de points <£, appartenant chacun à une infinité des En et en-
semble limite restreint des En, l'ensemble de points S* appartenant à tous les en-
sembles En+u En+ 2, . . • .d'indice plusj*rand qu'un entier n, variable avec le
point $. On les désigne respectivement par km En et lùn En et lorsque les deux
ensembles limite coïncident on s. un ensemble limite des En* (cf. E. Borel, op. cit.
p. 18 et de ta Vallée Poussin op. cit. p. 8).
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En effet, tout point limite g des points d'espèce B est d'espèce B,
car tout voisinage A de g contient un point Pn d'espèce B, strictement
intérieur à A et donc un voisinage àl de Pn, qui contient un ensemble
de classe B.

Donc E est de classe B dans tout voisinage A de § et par suite g
est d'espèce B, L'ensemble BQ est fermé.

D'autre part un point g d'espèce B ne peut être isolé, car si un
voisinage A de g ne contenait pas d'autre point d'espèce B, l'ensemble E
serait en A de classe A En effet, soient

A ] , A 2 , . . . , A n,

des voisinages de g, intérieurs à A et tendant vers g. Considérons les
ensembles

£. (A-A,), E. (A-A2), . . , . , £ . (A-A „), . . . .

Ce seraient des ensembles de classe A, puisque l'ensemble ouvert
(A— A n) ne contient que des points d'espèce A de E et donc de
E . ( A - A n ) (XII).

Visiblement, E. A c'est l'ensemble limite des ensembles £. (A—A n),
qui sont de classe A, donc E. A est de classe A (XI), c'est-à-dire E serait
de classe A en A. Par suite l'ensemble BQ est dense en lui-même. Il est
donc parfait.

On en conclut

XIV. L'ensemble Ao des points de Ey qui sont d'espèce A relative-
ment à E} c'est un ensemble de classe A.

En effet, l'ensemble O des points d'espèce A est ouvert, comme
complémentaire de l'ensemble Bo des points d'espèce B. Or l'ensemble Ao

c'est l'ensemble des points de E, qui appartiennent à O, dont chaque
point est d'espèce A relativement à E, II s'ensuit (XII) que Ao est de
classe A. c. q. ƒ. d.

XV. Tout ensemble E de classe B contient un ensemble N de
classe B, de points d'espèce B relativement à E (ou à N) *).

J) cf. de la Vallée Poussin op. cit. p. 4, pour une proposition identique, lorsque
la classe A c'est la classe des ensembles dénombrables ou finis. L'ensemble N c'est
alors le »noyau« des points de condensation.
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Car les points de E d'espèce A, relativement à £, forment un en-
semble Ao de classe A. Donc, en posant

l'ensemble N est un B, car E est un B et Ao un .4. Il s'ensuit que l'en-
semble N des points d'espèce B de E est de classe B.

Mais tout point § de N est aussi d'espèce B relativement à Nf

puisqu'un voisinage A de § contient un ensemble de classe B de points
de E et donc un ensemble de classe B de points de N.

Ajoutons aussi quelques remarques simples :
Un point g d'espèce B relativement à E est un point limite de E

et même un point de condensation de E. Car dans tout voisinage A de g,
qui est d'espèce B, l'ensemble E est de classe B. Or, tout ensemble de
classe B contient un point et est même, dans l'hypothèse indiquée ci-
dessus (60), non dénombrable.

Comme il résulte de la proposition précédente (XV), an ensemble E
de classe B contient toujours un point d'espèce B, relativement à E.

62. Reprenons la définition (4) des valeurs limites de la fonction
uniforme ou multiforme ƒ (P), afin de la compléter.

On dira qu'une valeur limite X (g) de ƒ (P) est atteinte en g sur un
ensemble E et l'on écrira

X(S) - limfo (P) (sar E),

lorsque pour toute suite de points tendant vers g et extraite de E

la valeur X ($) sera la limite unique d'une suite de valeurs déterminées
et correspondantes f0 (Pn) de la fonction, c'est-à-dire

pour n =po.
Une condition équivalente, c'est que pour tout s positif il existe un

voisinage A de g, tel qu'en tous les points P de E9 intérieurs à A, l'on
ait une valeur fQ (P) de la fonction multiforme ou uniforme ƒ (P) satis-
faisant à l'inégalité

Une autre condition équivalente, c'est qu'une fonction uniforme
FRODA 6
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f0 (P), extraite de ƒ (P) et définie sur E, soit continue sur E au point g,
qui est point limite de £", si / 0 (g) = X (g).

Rappelons la définition de l'oscillation <*> (/0, £) tf u/ze fonction
ƒ (P) swr a/2 ensemble E. C'est la différence entre la borne supérieure
M (ƒ, £) et la borne inférieure m (ƒ, £) de l'ensemble des valeurs de ƒ (P)
sur E.

Si X (g) est atteinte en g sur un ensemble £, c'est que l'oscillation
de / 0 (P) sur E, dans un voisinage A de § est infiniment petite avec A,
c'est-à-dire

//m a) \f0 (P), £. AJ = o, pour A = o.

Une valeur limite X A (g) de ƒ (P), atteinte en g sur un ensemble
ayant le caractère B en g, ce sera — par définition — une valeur limite
de f (P), lorsqu'on néglige les ensembles de dusse A l).

En un point g, l'ensemble des valeurs limites XA (§) de ƒ (P), lors-
qu'on néglige les ensembles de classe A est fermé.

Soit en effet en g une suite verticale de points, qui sont des va-
leurs limites de ƒ (P), lorsqu'on néglige les ensembles de classe A

et supposons que la suite tende vers un point vertical limite X.
Considérons, pour chaque n un ensemble En ayant le caractère B

en g et tel que l'on puisse écrire 2)

(sur En).

Nous allons former un ensemble £? ayant le caractère fi en g et tel
que X soit une valeur limite de ƒ (P), atteinte en g sur l'ensemble E.
Cela prouvera que X est aussi une valeur limite de ƒ (P), lorsqu'on né-
glige les ensembles de classe A

Soient données à cet effet une suite décroissante de nombres posi-
tifs £j, e2, , . . tendant vers zéro et une suite de voisinages de g

!) Cette désignation se justifie, car si A ($) n'est atteinte en $ que sur des en-
sembles E de caractère A en §t chaque ensemble E est de classe A dans un voisi-
nage convenable A de $ et par suite, si Ton convient de négliger les ensembles de
classe A de points P,la valeur A (g') cesse d'être une valeur limite de / fP jen^ .

2) Si les ensembles En ont des points P communs, il n'est pas nécessaire de
supposer que la valeur f o (P) soit la même, au même point P.
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les A'n étant des intervalles symétriques, fermés, tels que A'n+i soit con-

tenu en A'n et tende vers g. On supposera d'ailleurs la suite choisie de

manière que, pour chaque /?, l'oscillation de f0 (P) sur En en A'n soit plus

petite que e„ , ce qui est toujours possible, en réduisant assez les dimen-

sions de A'n.

Cela posé, reprenons la suite des ^A(§) et les ensembles

qui correspondent à ces quantités.
Soit ûkX un intervalle identique à AY On y choisit un point inté-

rieur Sd, d'espèce B, relativement à Ev Soit A2 l'intervalle le plus
grand des A'n , intérieur à Aj et ne contenant pas §v On y choisit un
point intérieur g2, d'espèce B, relativement à E2. Soit A3 l'intervalle
le plus grand des A'n , intérieur à A2 et ne contenant pas a>2. L'on conti-
nuera de la sorte indéfiniment.

On définit maintenant un ensemble E, par l'égalité symbolique

E=Elm (Ai-Aa) + E* (A2 - A3) + . . . . . + £ „ . (A, - A B + , ) + .

c'est-à-dire £ c'est l'ensemble formé des points de chaque ensemble En ,
appartenant à l'intervalle A„ , sans appartenir à l'intervalle Art + ;. L'en-
semble E contient la suite de points fSn, strictement intérieurs aux
(An — An + 7) et comme E se confond avec En au voisinage de % , inté-
rieur à An, il résulte que §n est d'espèce B, relativement à E. Cela
prouve que S est point limite de points $n, d'espèce 5, relativement à E
et donc S est d'espèce B, relativement à E et E a le caractère B en g.

Convenons, lorsque le point P de E appartient à En . (An — An + /)
de prendre sur E la valeur / 0 (P) de ƒ (P) identique à la valeur f0 (P),
distinguée sur En . Alors il y a

X = //m / 0 (P) (sur E).

En effet, on a eu en A'„ , pour les points P de En

|/0 (P) - X | < s,

et cette inégalité reste valable pour les points Pde En . (An—An+j).
Chaque point P de £ satisfait donc à une inégalité pareille à la précé-
dente et lorsqu'une suite de points Pi de E tend vers g, le point P/
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appartient à un ensemble En . (An — An+J) d'indice infiniment grand et
comme sn est infiniment petit, on a

pour toute suite de points Pt extraite de E et tendant vers g.

63. Nous allons prouver maintenant que le maximum MA (ƒ, S) de
ƒ (P) en g, lorsqu'on néglige les ensembles de classe A, c'est la plus
grande des valeurs limites de f (P) en g, lorsqu'on néglige les ensembles
de classe A.

On établit d'abord que MA (ƒ, g) est une valeur \A (g). On y
arrive en construisant un ensemble E, ayant le caractère B en g et tel que

MA (f,&) = limf(P) (sur E).

Soient données une suite (S) de voisinages de g, symétriques et
fermés, tendant vers g

(S) A',, A'2, . . . . . . d'n . . . . . .

et une suite de nombres positifs, décroissant vers zéro

Soit A4 un voisinage de g. On y définit l'ensemble E{, qui corres-
pond avec des valeurs convenables de / 0 (P) à l'égalité

E, = E, [ MA (ƒ, S) - e, < ƒ„ (P) < MA <ƒ, g) -f e4 J.

L'ensemble Ex est de classe Z?, comme il résulte des propriétés examinées
de MA (f, §)* H existe donc en Aj un ensemble parfait de points d'espèce
JB, relativement à Ev Choisissons dans la suite des A« le plus grand des
intervalles laissant au moins un de ces points à l'extérieur, au sens
strict et désignons le par A2> pour recommencer en remplaçant s, par e2

et ainsi de suite.
On détermine une suite d'intervalles

Ai, A2, A3,

tendant vers g, tels qu'il y ait dans le domaine (A n-An+;) un point
d'espèce fî, relativement à l'ensemble En , défini par

En - En [AfA (ƒ, g) -s„ < ƒ„ (P) < AU (
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Posons

E=Ej. (A, —A2 )~\-E2 . (A2 — A5 ) +

Alors il y aura dans tout voisinage de g un point d'espèce B de E,
ce qu'on montre comme plus haut (62). On voit facilement, que si l'on
garde pour f0 (P) les valeurs, qui apparaissent sur les ensembles En ,
alors à toute suite de points de E, tendant vers g, correspond une suite
de valeurs f0 (P) de ƒ (P) tendant vers MA (ƒ, S).

Il reste à prouver qu'il n'y a aucune valeur \A (S) plus grande que
MA (f, S). Supposons en effet le contraire et soit

XA (S) > MA (f, g).

Il existe un nombre s positif, assez petit, tel que

IA (S)-e > MA (ƒ, g).

Considérons d'autre part l'ensemble E} d'espèce B en §, tel que Ton ait

XA ($)=lim fo (P) (sur £).

Cela veut dire qu'il existe un voisinage A de g, tel qu'en tout
point P de E. A Ton ait

fo(P) >XA(g) s.

Soit A' un voisinage quelconque de g, intérieur à A. L'ensemble
E. A7 est de classe B et puisque l'inégalité précédente y est satisfaite en
tout point, l'on doit avoir

MA (ƒ, A') > XA {$) - s

et puisque A' est un voisinage quelconque de % on a aussi

MA(f,$)^ XA(g) - e ,

contrairement à la supposition faite.

64. Soit ƒ (P) une fonction uniforme ou multiforme de n variables
réelles et t une valeur finie donnée. Désignons par 4> (P) et tp (P) les
fonctions obtenues, comme plus haut (58), en posant

* (P)-=f (P) lorsque / (P) ^ t et <E> (P) = + <*>, lorsque ƒ (P) < t,

<p (P)^=f (P) lorsque ƒ (P) ^ t et ? (P)=—oo , lorsque ƒ (P) > /.
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On définit

U (S) - mA ($, S) et LA (S) = MA (<p, S),

en appelant /A (S) et LA (S), respectivement, /es maximum et minimum
de ƒ (P), relatifs à t, lorsqu'on néglige les ensembles de classe A.

Nous allons démontrer la proposition suivante :

XVI. // n'y a qu'un ensemble de classe A de points §, tels que
lA (§) et LA (g) étant relatifs à t, Von ait

LA (S) < fo (S) < U (S).

En effet, considérons la fonction F' (P) définie par l'égalité

en convenant de considérer -\- oo, comme l'inverse de la valeur zéro.
On a

Cela résulte presque immédiatement des définitions (51). Or, la fonction
finie ou non MA (F\ P) jouit par rapport à la fonction finie ou non
F' (P) de la propriété démontrée plus haut (54, VIII). c'est-à-dire il y a

MA{F\ $)

sur un ensemble de classe A.
Il s'agit de chercher maintenant l'ensemble support de points S,

tels que
t 4 f0 (g) < U (§).

Si ces inégalités sont satisfaites, comme il y a lA (S)=mA (ct*? S)
et puisque / 0 (S) => t, fQ (S) = % (g), on a % (S) < mA (*, §), d'où

ce qui n'a lieu que sur un ensemble de classe A de points g.
On montre de même, qu'il n'y a qu'un ensemble de classe A de

points g, tels que

LA (S) < /o (?) ^ ',

ce qui achève de démontrer l'énoncé,
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65. 11 y a enfin la proposition suivante :

XVII. Sauf pour un ensemble exceptionnel E de classe A de points
$, toute valeur f (§) d'une fonction uniforme ou multiforme f (P) de n
variables réelles en g, c'est une des valeurs limites de ƒ (P) en g, lorsqu'on
néglige les ensembles de classe A.

C'est-à-dire, pour tout g n'appartenant pas à l'ensemble excep-
tionnel E, il y a

f(S)=limf(P)

l'ensemble <g étant de classe B dans tout voisinage de g.
Considérons, en effet, l'ensemble exceptionnel E. En tout point g

de Et Tune au moins f0 (g) des valeurs ƒ (g) de ƒ (P) en g ne coïncide
avec aucune des valeurs limites XA (g) de ƒ (P) en g.

On a vu plus haut (62), que l'ensemble V des valeurs limites
\A (§) de ƒ (P) en g, lorsqu'on néglige les ensembles de classe A, est
fermé. C'est un ensemble linéaire vertical. Si une valeur f0 (S) ne coïncide
avec aucune de ces valeurs XA (g), le point vertical f o (g) appartient à
l'ensemble ouvert complémentaire de V ret/0(S) est intérieure à un
intervalle non-nul y, contigu à V.

Montrons que lA (g) et LA (g) relatifs à /, ce sont respectivement
les deux points extrémités supérieure et inférieure de l'intervalle verti-
cal j considéré. En reprenant en effet la définition de lA (g) relatif à t,
on voit qu'il correspond sur l'axe vertical, par inversion en rapport
avec le point vertical t pris comme origine, au nombre MA {F\ g), qui
est le point limite lA (S) le plus haut de F' (P) en g, lorsqu'on néglige
les ensembles de classe A (63).

Or, en vertu de la définition de F' (P), on voit facilement qu'à tout
point limite vertical \A (F', g) de F ' (P) en g lorsqu'on néglige les ensem-
bles de classe A, correspond un point limite vertical \A (<£>, g) de $ (P)
en g, lorsqu'on néglige les ensembles de classe A, qui est aussi un point
limite de valeurs de ƒ (P) ^ t en g, lorsqu'on néglige les ensembles de
classe A et réciproquement, Mais l'extrémité supérieure de l'intervalle y
doit coïncider avec le point lA (g), car tous les deux représentent le point
limite le plus bas de <I> (P), lorsqu'on néglige les ensembles de classe A*

Cela posé, soit donnée arbitrairement une valeur t = tn. Il n'existe
(64, XVI), qu'un ensemble de classe A de points g, tels que

LA (§) < fo (3) < U (S),
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où LA ($) et lA ($) sont relatifs à tn et f0 (g) une des valeurs de ƒ (P)
en S. Soit En cet ensemble exceptionnel.

Donnons-nous un ensemble cote T> dénombrable et partout dense,
de points tn, défini sur Taxe des cotes de la fonction ƒ (P) et soit E l'en-
semble somme des ensembles exceptionnels En. L'ensemble E sera un A,
comme somme des A.

Considérons un point § de l'ensemble c E, complémentaire de E.
On peut prouver que toute valeur f0 (§) de ƒ (P) en § est une va-

leur XA (S) limite de ƒ (P) en §, lorsqu'on néglige les ensembles de
classe A. Car si l'on supposait le contraire, f0 ($) serait strictement in-
térieur à un intervalle vertical non-nul y, dont les extrémités sont des
XA ($), c'est-à-dire des points limites d e / ( P ) en g, lorsqu'on néglige
les ensembles de classe A. On peut choisir dans l'intervalle vertical j un
point vertical tn de cote tn, car T est dense sur l'axe des cotes. Si Ton
détermine lA ($) et LA (§) de ƒ (P) relatifs à tn, la coïncidence démon-
trée ci-dessus exigerait aussi

LA (g) < fo (S) < h (g),

ce qui n'arrive en aucun point de cE, pour la valeur tn. Donc f0 (S) est
une valeur \A ($)- °- Q- ƒ• d.

Le même résultat peut s'exprimer aussi sous la forme suivante qui
exige moins de définitions nouvelles :

XVIII. Toute fonction uniforme ou multiforme f (P) de n variables
réelles jouit, en tout point §, sauf pour un ensemble exceptionnel Ede
classe A de points §, de ta propriété

la limite étant atteinte en § sur un ensemble <g, qui est de classe B dans
tout voisinage de $.

Je ferai remarquer que cette proposition précise aussi un résultat
antérieur (59, X), en ce sens que si l'on convient d'excepter un ensemble
E de points % qui est dénombrable, non seulement on peut avoir pour
tout $ de c E, f {$) = X (§), mais on peut faire en plus que la limite
soit atteinte en chaque point § de cE et pour chaque valeur f0 (g) sur
un ensemble S présentant un point de condensation en g.
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On doit ajouter que l'ensemble exceptionnel E contient dans le
second cas, en général, aussi d'autres points que dans le premier, mais
c'est toujours un ensemble dénombrable *).

66. En nous appuyant sur la classification des ensembles, étudiée
ci-dessus, il est possible de compléter certains résultats antérieurs, dans
le cas des fonctions uniformes.

Soit ƒ (P) une fonction uniforme de n variables réelles.
On a vu plus haut (42 I), que l'ensemble des points g, tels que

l'on ait

f(8)>f(P)

dans un voisinage A de S est fini ou dénombrable.
Or, on a vu aussi (47, I) que l'ensemble des points g, tels que

ƒ (S) >M0($)

est fini où dénombrable.
Cette dernière proposition est une conséquence de la première. Car

si f (S) > MQ(§) l'on a aussi ƒ($) > f(P) dans un voisinage convenable
A de §. Sinon il y aurait en effet dans tout voisinage A de § des points
S, tels que ƒ (S) ^ ƒ (P) et donc il y aurait des points limites X (g) ^ ƒ (g),
c'est-à-dire d'autant plus Mo (§) ^ ƒ (g>), contrairement à l'hypothèse.

La première proposition est plus générale, car on peut avoir en
> / ( P ) e t pourtant ƒ (g) = Mo (g), comme un exemple suffit à

011 y a pour les fonctions uniformes un théorème remarquable de M. A Denjoy
sur la continuité approximative (Bull, de la Soc. Math, de France, t. 43. 1915, p. 165),
qui a été étendu sans difficulté aux fonctions uniformes quelconques ( W. Sierpinski,
Fundamenta Mathematicae, t. IV. 1923, p. 125). Dans le cas particulier, où la classe A
c'est la classe des ensembles de mesure nulle, ce théorème précise encore plus la na-
ture de l'ensemble Q sur lequel ƒ (§) est atteinte comme valeur limite de ƒ (P). Si
Ton néglige un ensemble convenable exceptionnel E de mesure nulle, l'ensemble Q>
est non seulement de mesure extérieure non-nulle dans tout voisinage A de $,
c'est-à-dire me &. A > 0> comme l'exige la proposition (XVIII) ci-dessus, mais en
plus la densité extérieure de & en S est égale à l'unité. On a donc

, . trie cs>. A

hm — m A - 1, pour A = o.

Evidemment, dans l'extension du théorème de M. A. Denjoy l'ensemble excep-
tionnel £ contient aussi des points, qui ne se présentent pas lorsqu'on applique la
proposition ci-dessus et il n'y a pas contradiction. — Le théorème de M. Denjoy et
son extension ne sont pas directement applicables aux fonctions multiformes.
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le montrer. Il n'y a qu'à prendre le cas d'une fonction continue présen-
tant un maximum strict en g pour s'en convaincre.

D'autre part on a vu que la seconde proposition est susceptible
d'une vaste généralisation (54, VIII). Nous allons montrer qu'il en est
de même de la première.

67. On a la proposition

XIX. Sif(P) est une fonction uniforme de n variables réelles et E
lensemble de points g, tels que l'on ait

f($)>f(P),

pour tout point P du voisinage A de g, sauf pour un ensemble de classe A
de points P, l'ensemble E est lui-même de classe A.

Donnons nous en effet une suite de nombres positifs décroissant
vers zéro

Enfermons chaque point P de E en une sphère ouverte de centre
g et telle que l'on ait

pour tout point P intérieur à la sphère, sauf pour un ensemble de classe
A de points P. Il y aura toujours une telle sphère, par suite de la défini-
tion de E.

Choisissons pour chaque point g de E, parmi les sphères satisfai-
sant à cette condition, celle dont le rayon S (g) est le plus grand des
nombres en, qui conviennent. Ce sera la sphère S (g) attachée à § et S (g)
son rayon.

En tout point g de l'ensemble E, l'on a

car en tout voisinage A de g, intérieur à S (g) l'on a ƒ (g) ^ MA (ƒ, &)•
Décomposons E en deux sous-ensembles Eo et Eu tels qu'en tout

point § de Eo Ton ait ƒ (g) > MA (S) et qu'en tout point de Eï l'on
ait ƒ (g) = MA (g).

L'ensemble EQ est de classe A (54, VIII), II reste à montrer la même
chose pour Ex.
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Considérons deux points quelconques g' et g" de E^ Soit A (g', g")
leur distance. On va prouver que Tune au moins des inégalités

A (g', §") ^ o (g') et A (g', g") * 3 (§")

est satisfaite, si ƒ (S7) ^ ƒ (g").
Supposons en effet que Ton ait par contre simultanément

B(g')> A (g', g") et S (g") > A (g', g").

Alors S7 est intérieur à la sphère S (g") et g" intérieur à la sphère
5 (g'). On démontrera qu'il en résulte ƒ (g') = ƒ (g")-

En effet, soit A un voisinage de g", intérieur à 5 (g'). Supposons
d'abord ƒ (g') < /(g"). C'est, par définition de £d, la même chose que
MA (g') < MA (g") ou avec un a positif convenable

MA (g') < MA (g") - a.

Or, on a vu (52, V) que l'ensemble de points P, tels que

f {F) > MA (3")-*,

est de classe B en tout voisinage A de g". On aurait donc en 5 (g')
l'inégalité MA (g') < ƒ (P) pour un ensemble de classe B de points P, ce
qui est exclu par définition de S (g7). On ne peut donc avoir ƒ (g')< ƒ(§")
et pour les mêmes motifs, à cause de la symétrie, nïf (g") < ƒ (g') ce
qui justifie notre assertion ci-dessus.

D'autre part, on peut montrer que l'ensemble <g (a) de points P de
Ei9 tels que ƒ (P) = a, a étant une constante donnée, est de classe A.
Car s'il était de classe B, l'ensemble <g (a) contiendrait un point g,
d'espèce B relativement à Q (a) (61, XV). Mais alors dans la sphère
5 (g) il y aurait un ensemble de classe B de points P, tels que ƒ (g) — ƒ (P),
ce qui est exclu par définition de 5 (g).

On peut montrer que l'ensemble Ex c'est la somme d'une infinité
dénombrable d'ensembles & (à), qui sont de classe A, ce qui achève la
démonstration.

Choisissons, en effet, dans chaque <g (a), qui n'est pas nul, un
point g et considérons l'ensemble D ainsi obtenu. De quelque manière
que ce choix ait été fait, l'ensemble obtenu D est dénombrable. En effet
pour deux quelconques g' et g" de ses points, on a toujours par con-
struction ƒ (g') ^ ƒ (g"). Or on a vu ci-dessus, que cela suffit pour que
Tune au moins des inégalités

A (g7, g") ^ 5 (g') ou A (g7, g") ^ S (g")
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ait lieu. Dès lors, il est visible que l'ensemble Dn des points g, tels que
S (g) = sn, est isolé, puisque pour deux quelconques g' et g" de ses
points la distance A (g', g") ^ en, où sn est une constante positive donnée.
L'ensemble D est dénombrable ou fini comme somme d'une infinité dé-
nombrable d'ensembles Dn isolés. Il en résulte que & (a) n'est pas nul
pour un nombre fini ou dénombrable de valeurs a différentes.

68. En revenant à l'ordre d'idées exposé au Chapitre III, on peut
poser la définition suivante :

Une fonction uniforme de n variables réelles ƒ (g) présente au
point g an maximum atteint, lorsqu'on néglige tes ensembles de classe A,
si l'on a

pour tout point P du voisinage A de g, sauf pour un ensemble de classe
A de points P.

Une fonction uniforme de n variables réelles ƒ (P) présente au
point g un maximum non atteint, lorsqu'on néglige les ensembles de classe
A, si l'on a

pour tout point P du voisinage A de g, sauf pour un ensemble de classe
A de points P et qu'en plus

ƒ (g) < MA (g).

Si l'on garde dans la première définition seulement le signe d'iné-
galité et si l'on remplace dans la seconde définition la condition
MA (g )^ / (g) , par celle plus précise

on aura, dans les deux cas, des maximums stricts.
C'est-ce qui permet d'énoncer le résultat précédent (67, XIX) sous

la forme suivante :

XX. Une fonction ƒ (P) de n variables réelles présente un ensemble
de classe A de maximums stricts (atteints ou non), lorsqu'on néglige les
ensembles de classe A.

69. Revenons enfin, en manière de digression, sur une question ren-
contrée incidemment plus haut (62), afin d'appuyer sur l'intérêt qu'il y
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aurait à approfondir la nature des ensembles sur lesquels une valeur
limite X (§) de la fonction uniforme ou multiforme ƒ (§) est atteinte.

Supposons la valeur X (§) atteinte sur un ensemble E, c'est-à-dire

X(g)=/ /m/ 0 (P) (sur E).

Convenons de dire que l'ensemble support E c'est un ensemble re-
latif à la valeur limite X (g). On désignera aussi E par E [P, X (g)].

Il y a en général une infinité d'ensembles E [P, X (g)J, relatifs à
la même valeur X (g), dans tout voisinage du point g. Si parmi ces
ensembles E, il existe un ensemble & [P, X (g)J, tel que tout E\P, X (g)J
en soit un sous-ensemble au voisinage de S, on appellera <g ensemble
maximum relatif à la valeur limite X (g)

Un cas où <g existe c'est, pour tout point limite vertical, celui de
la fonction tp (x) de Dirichlet, nulle partout, sauf aux points à coordon-
née rationnelle, où elle égale L Un cas où <g n'existe pas pour x = o, en
aucun point limite vertical, c'est celui de la fonction ç (x), égale à

s//2 - , comme on le vérifie facilement.
x

On a la proposition :

XXI. Une fonction uniforme ou multiforme f (P), dont toute valeur
limite est atteinte sur un ensemble maximum ne peut présenter en chaque
point g qu'un ensemble vertical fini de valeurs limites.

Cela résulte de ce que, d'une part l'ensemble vertical des points
limites de ƒ (P) en S est fermé (4) et d'autre part on va voir que cet
ensemble ne possède aucun point limite à distance finie ou non.

Supposons en effet que X (S) soit un point limite vertical des va-
leurs limites X„ (g) de ƒ (P) au point g. On va voir l'absurdité de cette
hypothèse.

Chaque valeur limite X„ ($) est visiblement atteinte sur un ensemble
En [P, Xn (§)] de points support, dont on se donne une suite Sn indéfinie

P 1 P
tu

choisie de manière qu'elle ne présente que le seul point limite g.
On peut montrer que pour toute valeur de n > N, suffisamment

grand, une infinité de points de Sn doit figurer en g \P, X (g)] ce qui
prouve que Xn (S) serait aussi une valeur limite de f0 (P)j)our une suite
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de poînts extraite de & et tendant vers g. Or cela est contraire à la défi-
nition de Q, comme ensemble relatif à la valeur limite X (g).

En effet on aurait, en cas contraire, une infinité d'indices inférieurs
d'exception

tels que qu soit le premier indice supérieur q, pour lequel le point

P jjj ne se présente pas en <g. Si cet indice qu dépasse na on le garde,

sinon on donne à qu la valeur de ce nombre nu même et alors

le point P ^ ne se présente pas en <g.

Considérons alors la suite indéfinie de points support

p p p
r/V rn2 » ' nn >

Il est visible que pour cette suite les valeurs respectives de ƒ (P),

c'est-à-dire les f0 (P J ) tendent vers X (§).
En effet, pour n ^ N et N assez grand, il y a pour tout e donné

tandis que pour q ^ Q et Q assez grand, il y a, pour tout e donné

] MS) -ƒ„ ( /

et donc pour n ^ N et q ^ Q, il y a

Or dès que u^U, suffisamment grand, cette inégalité est satisfaite.

11 en résulterait que la suite de points P ^ forme un ensemble
E[P, X (§)] qui n'a aucun point commun avec S [P, X (§)] dans un voisi-
nage convenable A de $, ce qui est contraire à la définition de Q, qui est
un ensemble maximum, relatif à la valeur limite X (g).

On a raisonné, comme si la valeur rencontrée de X (g) était finie.
Si le contraire arrivait, il n'y aurait qu'à opérer une inversion de l'en-
semble cote, par rapport à un point cote à distance finie et constater
que les propriétés se maintiennent (2).
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L'ensemble vertical linéaire des valeurs limites ne possédant pas
de point limite à distance finie ou infinie, c'est un ensemble fini.

On a démontré en fait la propriété

XXII. Toute valeur limite d'une fonction uniforme ou multiforme
ƒ (P), en un point §, qui est atteinte sur un ensemble maximum est un
point isolé de l'ensemble des valeurs limites de ƒ (P) au même point g.

70. Il faut observer que les propriétés, présentées plus haut (Cha-
pitre IV), se maintiennent aussi lorsque les fonctions uniformes ou multi-
formes ƒ (P) sont définies sur un ensemble parfait.

Il faudra seulement introduire les notions correspondantes pour les
ensembles parfaits, ce qui n'implique aucune difficulté spéciale.

Il suffit de considérer comme voisinage d'un point, sur l'ensemble
parfait donné, l'ensemble des points P de l'ensemble parfait contenu
dans le voisinage A de g. l)

CHAPITRE V.

PROPRIÉTÉS DE VOISTNAGE.

71. Nous allons dégager maintenant, du point de vue abstrait, les
caractères communs aux résultats de ce travail. 2)

Appelons propriété ponctuelle ou locale (£) une propriété, qu'une
fonction ƒ (P) de point peut posséder ou non en un point quelconque g.
La propriété ponctuelle ou locale contraire sera désignée par (non £).
Un point support où la propriété (£) est satisfaite ce sera un point (£).

Appelons propriété de voisinage (V) toute propriété ponctuelle
pouvant appartenir à une fonction multiforme ƒ (P) et possédant le
caractère abstrait suivant :

La propriété ( V) est définie en un point limite g de l'ensemble
support E des valeurs d'une fonction multiforme 3) ƒ (P), dès que l'on

1) Pour les extensions possibles, des notions présentées au cours de ce Cha-
pitre, aux ensembles parfaits cf. Baire op. cit. p. 83 et suiv.

2) 11 est inévitable d'introduire à cet effet une terminologie nouvelle.
3) La fonction ƒ (P) est quelconque ou appartient à une classe r, préalable-

ment définie, comme ce seraient la classe des fonctions uniformes, continues, etc.
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connaît ƒ (P) dans un voisinage quelconque du point $ et seulement
en ce cas.

Comme exemple de propriété ( V) on peut indiquer la propriété,
qui consiste à satisfaire l'inégalité ƒ (S) > ƒ (P) dans tout voisinage
A de g, lorsque ƒ (P) est uniforme.

On peut restreindre encore plus cette définition, en la précisant.
Appelons fonctionnelle de voisinage de ƒ (P) la fonction de point

qui s'obtient de ƒ (P) comme fonctionnelle ayant pour argument la
fonction ƒ (P) au voisinage du point g. l)

On a rencontré plus haut plusieurs fonctions de ce genre comme
M (P), MA (P), lim sup ƒ (P), X (P). D'autres fonctions classiques, parmi
lesquelles la dérivée d'une fonction continue d'une variable ou ses nom-
bres dérivés appartiennent au même genre.

Une propriété de voisinage ( V) peut s'exprimer souvent à l'aide
d'égalités et d'inégalités, où figurent exclusivement des valeurs de
certaines fonctionnelles de voisinage de la fonction ƒ (P).

C'est le cas par exemple pour la propriété ( V), exprimée par l'iné-
galité f {$) ^ M (g), à satisfaire par toute valeur f0 ($) de la fonction
multiforme ƒ (P) en § et qui exige la connaissance de ƒ (P) dans un
voisinage quelconque de §, connaissance nécessaire et suffisante à la
définition de (V).

Une propriété strictement ponctuelle de ƒ (P), c'est une propriété,
dont la définition n'implique que la connaissance de la fonction ƒ (P) en
un point g. C'est donc parmi les propriétés ponctuelles le contraire
d'une propriété de voisinage.

Appelons caractère de distribution (D) d'une propriété ponctuelle
(J?) un caractère commun à tout ensemble E9 support de la propriété (J?)
pour les fonctions ƒ (P). Selon que ƒ (P) peut être quelconque ou doit
appartenir, par hypothèse, à une classe particulière M de fonctions, le
caractère (D) sera, par définition, un caractère absolu ou respective-
ment un caractère relatif à la classe M.

*) Les deux manières différentes de noter: F(§) et F(ft §) correspondent
effectivement au deux sens distincts de la fonction F, qui peut être regardée simple-
ment comme fonction de point ou comme fonctionnelle ayant pour argument les va-
leurs de ƒ (P) au voisinage du point $. Ces deux notations se retrouvent constam-
ment au cours de ce travail, pour toutes les fonctions présentant ce caractère.
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C'est la recherche des caractères absolus de distribution de certaines
propriétés de voisinage ( V) qui a fait l'objet principal de ce travail.

72. La recherche des caractères de distribution des propriétés de
voisinage s'est rencontrée fréquemment dans l'étude des fonctions de
variables réelles. Mais il s'agissait le plus souvent de caractères relatifs
à une classe particulière de fonctions.

L'existence des caractères absolus de distribution montre que
l'assertion, suivant laquelle une fonction arbitrairement donnée serait
susceptible de contredire toute propriété ponctuelle donnée à l'avance,
est inexacte.

Cette assertion est valable tant qu'il s'agit d'une propriété stric-
tement ponctuelle. Elle peut cesser d'être vraie si la propriété ponctuelle
est en même temps une propriété de voisinage.

Nous allons examiner de près comment cela se produit. Les déve-
loppements antérieurs de ce travail*) ont déjà montré, en certains cas
particuliers, comment ces caractères absolus de distribution prennent
naissance. Il s'agit d'en présenter en premier lieu un schéma abstrait,
avant d'énoncer de nouveaux résultats.

73. On a d'abord le caractère absolu de distribution suivant, va-
lable pour toute propriété de voisinage :

I. U ensemble support E d'une propriété de voisinage 2) donnée peut
contenir un ensemble & isolé} donné arbitrairement, si la fonction f (P)
est convenable.

En effet, par définition, il existe pour tout point §n un voisinage
An et une fonction fn (P), tels que ( V) soit satisfaite au point §n pour
fn (P). D'autre part, soit <g l'ensemble isolé donné. On peut enfermer
chaque point §n de <g dans un voisinage convenable A'n , contenu en
àn, qui renferme le seul point §n de <g. On pose en A'„

!) Voir en spécial les explications données comme introduction au Chap. IV
(46).

2) II est sous-entendu qu'il s'agit d'une propriété de voisinage, définie pour
une fonction./ (P) quelconque, de manière qu'elle ne soit ni toujours satisfaite, ni
impossible.

KdODA 7
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On donne à ƒ (P) des valeurs arbitraires aux points qui n'appar-
tiennent pas aux intervalles A n. La fonction ƒ (P) possède alors évi-
demment la propriété ( V) aux points de <g, au moins.

74. On ne peut aller plus loin, en gardant à la propriété ( V) toute
sa généralité.

En effet, si l'ensemble donné <g contient un point limite g, le voi-
sinage de ce point contient un infinité de voisinages des points P, qui
tendent vers g et Ton ne pourra plus trouver une fonction ƒ (P) pos-
sédant la propriété ( V) aux points de <S, que si la propriété (V) peut se
présenter en un point limite § de points P, où (V) est satisfaite.

Or, cela n'arrive pas toujours, comme le montrent des exemples an-
térieurs (9).

Dès lors, deux cas intéressants sont à distinguer : Ou bien tout
point limite de points (V) est un point (V) et l'on dira que la propriété
de voisinage (V) a le caractère (ƒ), ou bien tout point limite de points ( V)
est un (non-V) et Ton dira que (V) & le caractère (/), II en résulte direc-
tement les caractères de distribution suivants :

IL L'ensemble support E (Tune propriété de voisinage ( V) est fermé
ou isolé, selon que (V)a le caractère (ƒ) ou (/).

Si ( V) n'a pas le caractère (ƒ) et ni le caractère (/) Ton ne peut rien
affirmer, pour l'instant.

Evidemment, même ce résultat restreint n'a qu'une valeur purement
formelle. La difficulté réside justement, en chaque cas particulier, à prouver
que ( V) a le caractère (ƒ) ou le caractère (i). Cette observation s'applique
d'ailleurs également aux résultats qui suivent et que nous allons exa-
miner du même point de vue.

75. Il est possible de présenter un schéma abstrait des caractères
de distribution des propriétés de voisinage ( l/), en rattachant une défi-
nition concernant ( V) à chaque propriété correspondante des ensembles
de points.

Par exemple, si ( V) se présente uniquement en des points limites de
points ( V) on dira qu'elle a le caractère (/) et si elle se présente toujours
en un point intérieur d'un intervalle de points ( V) on dira qu'elle a le
caractère (o). Il s'ensuit évidemment que

III. L'ensemble support E d'une propriété de voisinage ( V) est dense
en lui-même ou ouvert, selon que {V)a le caractère (/) ou le caractère {p).
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11 y a aussi des propriétés (V), qui se présentent toujours en au
moins un point de tout intervalle et pour toute fonction ƒ (P), sans de-
voir pourtant se présenter partout. Cela est remarquable, mais résulte
déjà du fait qu'il y a effectivement des caractères absolus de distribution,
tels que(Vr) se présente sur des ensembles isolés (74, II). Car alors (non- V)
qui est non dénombrable se présente, au moins en un point de tout in-
tervalle et pour toute fonction ƒ (P). On dira en ce cas que la propriété
de voisinage a le caractère (d) et si au contraire ( V) ne peut se présenter
partout, elle possède le caractère (n). Il y a, simplement

IV. L'ensemble support E d'une propriété de voisinage est dense en
tout intervalle, si (V) a le caractère (d) et non dense si (V) a les carac-
tères (n) et (ƒ).

Enfin, si Ton convient de dire qu'une propriété ( V) est une sous-
propriété de ( V), si ( V) est toujours satisfaite en même temps que ( V)
et qu'une propriété (V) est la somme d'une infinité dénombrable de ses
sous-propriétés (Vn), lorsque Tune au moins d'elles est satisfaite, en
même temps que ( 1/), il y a

V. L'ensemble support E d'une propriété de voisinage ( V), somme
des (Vn) est dénombrable ou de première catégorie, selon que les pro-
priétés (Vn) ont toutes le caractère (i) ou les caractères (f) et (n) en même
temps.

De cette manière on attache à chaque propriété de voisinage ( V),
dès qu'on connaît un caractère particulier de ( V) ou de (non- V), puisque
cette dernière se présente toujours sur l'ensemble complémentaire, un
caractère de distribution. Mais il y aura des cas où la définition de ( V)
n'entraînera aucun caractère de distribution.

Du point de vue abstrait, il y a encore une manière d'envisager
les caractères de distribution. Nous allons la présenter dans ce qui suit.

76. Soit c/b la classe des ensembles E, support de la propriété de
voisinage ( V) donnée.

Si Ton savait définir encore d'une manière la classe CAD !) corres-

0 Si l'on savait, par exemple, qu'elle contient certains ensembles dénom-
brables.



— 100 —

/pondant à la propriété de voisinage (V), il est clair que le caractère de
distribution (D) de (V) ce serait la condition même pour l'ensemble
support E de ( V) d'appartenir à CAD. Mais il suffit aussi de savoir que la
classe CAD appartient à une classe déterminée A d'ensembles pour avoir
un caractère de distribution de (V).

Or, il existe deux caractères abstraits, qui appartiennent à toute
classe c/fc>.

Premier caractère de la classe <A> : Tout sous-ensemble E. A d'un
ensemble E de cA>, déterminé en £ p a r un intervalle â à / î dimensions est
un ensemble de cAo.

En effet, soit F (P) la fonction dont E est le support de ( V) en A.
Le sous-ensemble E. A de E est le support de (V) pour une fonction
ƒ (P) définie en A x) comme identique à F (P).

Il est donc lui-même un ensemble de <Ao pour ƒ (P).
Second caractère de la classe <A$ : La somme S E n. A'R d'un nombre

fini ou d'une infinité dénombrable d'ensembles E nde <Jh, contenus res-
pectivement en des intervalles A n> sans points communs deux-à-deux,
c'est elle-même un sous-ensemble d'un ensemble de CAD.

En effet, soit fn (P) la fonction dont E n est le support de ( V) en
A n *)• La fonction ƒ (P), identique à fn (P) en chaque A « et arbitraire
ailleurs, a un ensemble E pour support de (V) et cet ensemble a pour
sous-ensemble la somme S (£* „. A n)>

Ces caractères de la classe t/b, indiquent une définition convenable
d'une classe A d'ensembles, contenant <AD et devant servir à caracté-
riser la distribution de (V). Ce sera, en appelant »un A* tout ensemble
de classe A :

1°. Tout sous-ensemble d'un A est un A,
2°. Toute somme d'un nombre fini ou d'une infinité dénombrable

des A est un A.
C'est visiblement une extension2) des conditions nécessaires de

CAD. Or il peut arriver que la classe A ainsi définie, en appliquant les
opérations ci-dessus 1° et 2° à tout ensemble de la classe CAD et à
ceux qu'on en obtient, comprenne un intervalle à n dimensions et à
cause de la condition 1°, il n'y aurait plus rien à chercher dans cette
direction, puisque ( V) pourrait se présenter sur n'importe quel ensemble.

*) 11 est inutile de préciser ce que devient la définition aux points frontières
de A ou de A ?i, dont certains pourraient être exclus, au besoin.

2) Cette extension peut être utile, mais il y a des cas ou elle masquerait les
caractères de distribution, comme par exemple lorsque (V) a le caractère (f).
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Supposons donc cette possibilité exclue, ce qui est naturel si la
propriété (V) possède le caractère (n)y c'est-à-dire ne peut se présenter
partout et ajoutons la condition :

3°. Tout intervalle à n dimensions n'est pas un A
On définit de cette manière, en partant de cA>, une classe A d'ensem-

bles enfermant tout ensemble E, support de la propriété de voisinage
( V) de caractère (n).

Il est intéressant de constater qu'on* retombe ainsi sur la classifi-
cation des ensembles, présentée antérieurement (51 et 60).

77. Soient données maintenant, d'une part une propriété de voisi-
nage ( V) de caractère (n) et de l'autre une classification des ensembles en
deux classes A et B, satisfaisant aux trois conditions 1°, 2° et 3° (76) et
telles que tout ensemble qui n'est pas un A soit un B.

Il peut arriver que la classe c/b, définie comme ci-dessus (77) et cor-
respondant à cette propriété ( V) soit comprise dans une classe A, donnée
à priori. Cela n'est nullement nécessaire. Mais lorsque ce sera le cas,
voici comment on pourra le reconnaître.

Puisque <AÔ appartient à A, tout ensemble support Ede la propriété
de voisinage (V) est un A et tous ses points sont d'espèce A} relative-
ment à E. Réciproquement, si tous les points d'un ensemble E sont d'es-
pèce A, l'ensemble est un A (61, XV).

Convenons de dire que la propriété ( V) a le caractère (A) si tout
point g qui est un point (V) est contenu dans un intervalle où l'en-
semble de points (V) est de classe A. On a alors immédiatement le
caractère de distribution suivant :

VI. L'ensemble support E de (V) appartient à la classe A, si la pro-
priété (V) a le caractère (A).

C'est là un résultat purement formel, parce que la difficulté réside
en chaque cas à prouver que la propriété a le caractère (A).

D'autre part, étant donnée à priori une classification déterminée
des ensembles en deux classes A et B, il n'en résulte nullement que la
propriété ( V) ou son contraire (non-V) doivent présenter un caractère
de distribution, selon cette classification.

78. Considérons, pour fixer les idées, les définitions spéciales sui-
vantes des deux classes :

a) Ensembles dénombrables (4) ou non-dénombrables (B)}
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b) Ensembles de première catégorie (4) ou de seconde cate-
gorie (S),

c) Ensembles de mesure extérieure nulle (A) ou non nulle (B).
La dernière classification se distingue des deux autres en ce qu'elle

comporte un certain arbitraire. On serait tenté de considérer aussi, en
effet, les classifications suivantes, X étant un nombre positif :

d) Ensembles dont la mesure extérieure est inférieure à X ou supé-
rieure à X.

Pourtant dans tous les exemples connus, les caractères de distri-
bution ne font intervenir, que la distinction entre la mesure nulle et les
autres ou bien entre la mesure complémentaire d'une mesure nulle et les
autres, ce qui revient au même si Ton considère la propriété {non- V).
Jamais la mesure extérieure X n'intervient en ces occasions d'une autre
manière.

Cela fait supposer qu'il doit y avoir là quelque propriété abstraite
intrinsèque, que nous chercherons à dégager.

79. Distinguons d'abord pour simplifier les propriétés de voi-
sinage ( V) de caractère mesurable (m), c'est-à-dire telles que tout ensemble
support de ( V) soit mesurable.

On voit simplement qu'une propriété (V) de caractère (m) ne
saurait-être obligée de se présenter sur un ensemble support E, de
mesure donnée [x, si jx est un nombre positif. En effet, cela contredirait
le second caractère abstrait de la classe tAs>, mentionné ci-dessus (76),
puisque la mesure de l'ensemble E, support de ( V), contenant la somme
des ensembles Eny supports de (V) en des intervalles A„ sans points
communs deux-à-deux, ne resterait pas égale à |x.

Pourtant, il n'est pas nécessaire que l'ensemble support de ( V) soit
de mesure nulle, pour qu'il existe un caractère de distribution. Par
exemple, si ( V) se présente sur un ensemble de mesure nulle, {non- V) se
présente sur l'ensemble complémentaire, dont la mesure égale celle de
l'intervalle *). C'est-ce qui montre qu'en général le caractère de dis-
stribution de ( V) pourrait exprimer une relation nécessaire entre la me-
sure de l'ensemble support de (V") et la mesure de l'intervalle.

Introduisons, ce qui paraît le plus simple, le rapport de ces deux
quantités. On retombe sur la notion de densité moyenne de M. Lebesgue

*) La propriété se présente presque partout, selon M. Lebesgue ou sur une
épaisseur pleine, selon M. Denjoy.



- 103 -

ou épaisseur moyenne de M. Denjoy, que nous allons compléter, du point
de vue particulier qui nous occupe.

Convenons de considérer l'intervalle à n dimensions, de plus petite
mesure, contenant E. Nous l'appellerons l'intervalle Ao, qui enserre
l'ensemble E {).

Le rapport
, _ x m E

*(E'à) = "STA-'
entre la mesure de E et celle de l'intervalle qui le contient, s'appelle la
densité ou épaisseur moyenne de E en A.2).

Le rapport
/ E , . m E

entre la mesure de E et celle de intervalle qui l'enserre, s'appellera la
densité ou épaisseur moyenne absolue de E.

Faisons remarquer que la densité moyenne d'un ensemble de me-
sure nulle est nulle et réciproquement. La densité moyenne d'un ensemble,
dont la mesure est égale à celle d'un intervalle qui le contient, est ƒ et
réciproquement. Cela est d'autant plus vrai pour la densité moyenne
absolue.

Soit E un ensemble mesurable donné et g un point quelconque.
Considérons un voisinage A de g. Si la densité moyenne [x (E. A, A)
de E. A en A, tend vers une limite unique \x (E, g), lorsque A tend d'une
manière quelconque vers g, cette limite s'appelle la densité de l'en-
semble E en g. Il résulte de cette définition le théorème connu de
M. Lebesgue, qui nous sera utile :

La densité d'un ensemble mesurable E est égale à 1 aux points g
de E, sauf en un ensemble de points g de mesure nulle et elle est égale à
zéro aux points g' du complémentaire cE, sauf en un ensemble de points
g' de mesure nulle 3).

*) L'existence de l'intervalle Ao qui enserre E résulte de ce que sur chaque
axe la projection de Ao enserre la projection de E et que pour les ensembles linéaires
l'existence d'un intervalle, qui les enserre, est immédiate. Evidemment, il peut arriver
que l'intervalle Ao soit infini C'est un cas que nous excluerons à priori des considé-
rations suivantes, ce qui revient à étudier la distribution de la propriété (V) dans les
intervalles finis.

2) cf. ƒƒ. Lebesgue, op. cit. p. 195.
3) cf. H Lebesgue, op. cit. p. 196.
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80. On a la proposition :

VII. La densité moyenne absolue de chacun des ensembles support
d'une propriété de voisinage (V), de caractère mesurable, a pour borne in-
férieure zéro et pour borne supérieure Vunité.

Il n'y a pas d'autre cas possible.
Considérons en effet un nombre X, tel que

o < X < L

On peut montrer que X n'est pas la borne supérieure, ni la borne
inférieure de p (£", Ao), pour les différents ensembles de e/fo, contenus en
des intervalles finis.

Supposons en effet que X en soit la borne supérieure. Alors il exis-
terait un ensemble E, support de ( V) pour une fonction F (P) et un in-
tervalle fini Ao enserrant E, tels que pour un s positif donné il y ait

X — e ^ \x (E, Ao) ^ X.

Si l'on choisit s < X, il y a donc

m (E, Ao) ^ (X — 0 m Ao,

ce qui prouve que E a une mesure non nulle. Or. en vertu dn théorème
cité, il y a alors sûrement un point § de E, où l'ensemble £ a la densité
i, c'est-à-dire

tjt (£ , S) = 7.

En se rapportant à la définition, on a pour A = o

Hm [x (E. A, A) = /

et donc il existe un intervalle A (e) convenable, tel que pour tout inter-
valle A intérieur à A (s), l'on ait

/ - e ^ [x (E A, A) ^ /

et l'on peut choisir

e < ƒ—X

pour avoir, pour tout A intérieur à A (s),

[x (E. A, A) > X.
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Soit A; un de ces intervalles A. Si A'o est l'intervalle qui enserre
E. A; et par suite E. A'o aussi, on a

[x(E. A'ö, A'ö) > X

et une fonction ƒ (P) définie sur A'ö , comme identique à F (P) présente
en à'o la propriété ( V) en un ensemble de points £. A'Ö , dont la densité
moyenne absolue est plus grande que X, contrairement à l'hypothèse.

Supposons de même que X soit la borne inférieure des nombres
\x (Ey Aö ) pour les différents ensembles bornés de CAD. Il existerait alors
un ensemble E support de ( V) pour une fonction F (P) et un intervalle
fini ào enserrant E, tels que pour un s positif donné il y ait

Si Ton choisit e < ƒ—X, il y a donc

m (E, ko ) - (X + 3). m A#,

ce qui prouve que E est de mesure plus petite que celle de l'intervalle
A<>. Or, en vertu du théorème cité il y a alors sûrement un point g du
complémentaire cE de E, qui est de mesure non nulle, tel que

En se rapportant à la définition, on a pour A=o

lira \x (E. A, A)=o

et donc il existe un intervalle A (e) convenable, tel que pour tout inter-
valle A intérieur à A (s), Ton ait

0 ^ [x (£. A, A) ^ s

et Ton peut choisir

s < X

ce qui donne, pour tout A intérieur à A (s)

\x (E. à, A) < X.
Soit A; un de ces intervalles A. Si A'o est l'intervalle qui enserre

E. A; et par suite E. A'o aussi, on a

[x (E. A'o, A'o ) < X

et une fonction ƒ (P), définie sur A7
0 comme identique à F (P), présente

en A'o la propriété ( V) en un ensemble de points E, dont la densité ab-
solue moyenne est plus petite que X, contrairement à l'hypothèse.
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Donc du point de vue de la mesure, c'est-à-dire tant que Ton ne
distingue les ensembles mesurables que selon leur mesure ou selon leur
densité moyenne absolue

Une propriété de voisinage V, de caractère mesurable, ne peut
posséder que l'un des caractères de distribution suivants ou aucun :

a) La propriété (V) se présente sur un ensemble de mesure nulle,
b) La propriété (V) se présente sur un ensemble de mesure égale à

celle de Vintervalle.

81. On peut compléter aisément ce résultat en remplaçant la notion
de mesure par celles de mesure extérieure et intérieure et considérer le
cas général d'une propriété de voisinage (V) quelconque.

Considérons un ensemble E} mesurable ou non. L'on introduit les
notions de densité ou épaisseur extérieure (intérieure) moyenne de E en
A, si E est contenu dans l'intervalle A, en posant pour la densité exté-
rieure \ie (E, A) et intérieure ^ (E, A)

/ r " A \ rne E / E 7 \ \ mi E

où m A est la mesure de l'intervalle, me E la mesure extérieure de E et
mi E la mesure intérieure de E.

De même s'il existe une limite unique \Ke (E, g) de jxc (E. A, A),
lorsque le voisinage A de S tend vers zéro, d'une manière quelconque
on l'appelle densité extérieure de E en g et l'on écrit

[AC (E, §) = lim [ie (E. A, A) = lim —-—jr—> pour A = o.

On définit de même ^ (E, $) la densité intérieure de E en § et
Ton écrit, en supposant l'existence de la limite unique

V-i (E, g) = lim JJL,- (E. A, A) = lim ——'-—> pour A — o.
m A

Le théorème de M, Lebesgue s'étend directement et devient :
La densité extérieure de l'ensemble E est égale à 1 aux points S

de E sauf en un ensemble de points g de mesure nulle et ta densité inté-
rieure de E est égale à zéro aux points du complémentaire cE de E, sauf
en un ensemble de points g' de mesure nulle.

En effet, soit Ei un ensemble mesurable contenant E et de mesure
égale à me E. Il existe toujours un tel ensemble et

m (Eit A, A) = me (E. A, A)
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en tout intervalle A. En appliquant le théorème de M. Lebesgue, il y a
en tout point g de Eu sauf en un ensemble de mesure nulle de points g
de Ex et donc sauf au plus en un ensemble de mesure nulle de points g
de E, l'on a en tout point g de E

c'est-à-dire, pour A — o

ME, S) = l i m ' ^ = Hm'^ = ^Ei, $)= 1.

D'autre part soit E2 un ensemble mesurable contenu en E et de
mesure égale à mt E. Il existe toujours un tel ensemble et

m (E2. A) = mt (E. A, A).

On montre comme plus haut que l'ensemble de points d'exception g'
de cE2, à l'égalité

est de mesure nulle et il en est d'autant plus de même de l'ensemble de
ces points, qui appartiennent à cE. Il y a en g'

„ (E, S) = lim ̂ ^ = lim ̂  * = , (E2, §') = 1.

En considérant l'intervalle Ao qui enserre E, Ton définit maintenant,
de même que plus haut (79), la densité ou épaisseur moyenne absolue
extérieure \xe (E, à0) ou intérieure & (E, A0>) par les rapports respectifs

Remarquons que si la densité moyenne extérieure d'un ensemble
est égale à zéro, l'ensemble est de mesure nulle et réciproquement. Si la
densité moyenne intérieure est égale à ƒ, l'ensemble a une mesure égale
à celle de l'intervalle et réciproquement. Si la densité moyenne intérieure
d'un ensemble est égale à zéro, sa mesure intérieure est nulle et récipro-
quement. Si la densité moyenne extérieure d'un ensemble est égale à 7,
sa mesure extérieure est égale à celle de l'intervalle et réciproquement.

82 II n'y a qu'à reprendre le raisonnement donné plus haut (80,
VII) et l'on a la proposition analogue

VIII. La densité moyenne absolue extérieure de chacun des ensembles
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support d'une propriété de voisinage ( V) a pour borne supérieure l'unité
et la densité moyenne absolue intérieure en a pour borne inférieure zéro.

Donc, du point de vue de la mesure, c'est-à-dire tant que Ton ne
distingue les ensembles, que selon leur mesure extérieure ou intérieure
ou selon leur densité moyenne absolue extérieure ou intérieure, il y a

Une propriété de voisinage V ne peut posséder que l'un des carac-
tères de distribution suivants ou aucun :

a) La propriété V se présente sur un ensemble de mesure nulle,
b) La propriété ( V) se présente sur un ensemble de mesure égale à

celle de l'intervalle,
c) La propriété (V) se présente sur un ensemble dont la mesure inté-

rieure est nulle et la mesure extérieure est égale à celle de l'intervalle ]).

83. Il y a un caractère des propriétés de voisinage ( V) considérées
au cours de ce travail, qu'on peut exprimer comme il suit :

Si Ton fait subir à l'ensemble cote des valeurs d'une fonction ƒ (P)
une transformation biunivoque et bicontinue, qui conserve Tordre des
points, on obtient une fonction F (P). Si ƒ (P) et F (P) jouissent en
même temps au point § de la propriété de voisinage ( V% quelle que
soit la transformation indiquée, on dira que (V) a le caractère 6.

Nous avons considéré exclusivement de telles propriétés.
Un exemple d'une transformation biunivoque, bicontinue et con-

servant Tordre c'est la transformation T9 présentée antérieurement (47).
Elle consiste à poser, pour o ^ ƒ ^ + 0 0

1+f
et pour — oo ^ ƒ ^ o

F= f .

Cette transformation offre un moyen canonique de ramener toute
proposition antérieure de ce travail, concernant des caractères de dis-
tribution d'une propriété de voisinage ( V), supposé démontrée pour la
classe des fonctions F (P) bornées à ( — /, + î) à la proposition iden-
tique, concernant la classe des fonctions ƒ (P), finies ou non.

!) On ne peut présenter aucun exemple effectif de ce cas, parce qu'on n'a pas
réussi à donner, jusqu'à présent, un exemple d'ensemble non mesurable, selon la
définition de M, Lebesgue, sans utiliser l'axiome du choix de M. Zermeto, dont
l'emploi est parfois illégitime.
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Le sens général des définitions sera celui qui résulte des conven-
tions posées au début de ce travail (2).

84. Mais il y a parfois plus.
Considérons en effet la propriété de voisinage (V), rencontrée

ci-dessus (42) et définie pour une fonction uniforme ƒ (P) par l'inégalité

f($)>f{P),
lorsque le point P appartient à un voisinage A de g.

La propriété ( 10 apparaît sur un ensemble fini ou dénombrable.
Or ce caractère de distribution subsiste, même si Ton considère

une propriété de voisinage ( V^, qu'on obtient en attribuant au symbole
d'inégalité > un sens plus large, convenable.

Ordonnons l'ensemble cote fermé des valeurs réelles (— oo, -|- oo)
d'une manière déterminée. On obtient un ensemble ordonné !) il. Cela
permet d'écrire, pour deux valeurs différentes Û' et a",

a' > a",

si a1 vient après a" en il. Avec cette convention sur le symbole >, la
propriété (Vx) présente le même caractère de distribution que (V),
comme il résulte de la démonstration (34). C'est parce que le signe d'iné-
galité n'intervient que par sa propriété d'exprimer une relation transitive
et irréversible.

On peut présenter cette observation sous une forme plus précise,
particulière.

Convenons d'appeler R ou

une relation déterminée entre les valeurs ƒ (Pj) et ƒ (P2) d'une fonction
uniforme ƒ (P), en deux points quelconques distincts Pi et P2 de son
domaine de définition. On suppose que la relation R jouit des deux
propriétés suivantes:

a) Elle est transitive, c'est-à-dire des relations

R [ƒ (P,), ƒ (P2)J et Rlf (P2), ƒ P3)l

il s'ensuit toujours

1) cf. R, Baire, op. cit., p. 27.



b) Elle est irréversible, c'est-à-dire les relations

R \f (Pj), f (P2)\ et R [f (P2), ƒ (P{)\

ne sont jamais satisfaites ensemble.
Evidemment, cela ne suffit pas à la définition de /?, qui sera

donnée en chaque cas particulier.
Soit définie maintenant une propriété de voisinage ( Vr) par la

condition que la relation R \f (g), ƒ (P)] soit satisfaite en tout point P
d'un voisinage convenable non nul A de g. On en conclut

IX. La propriété de voisinage ( Vr) se présente sur un ensemble fini
ou dénombrable.

La démonstration de ce caractère de distribution est identique à
celle qu'on a donné dans le cas particulier, où la relation R est celle
qui définit un maximum strict, atteint en § (42)

Le résultat précédent est d'une grande généralité.

85. Conclusions. On n'a rencontré, au cours de ce travail, que des
propriétés descriptives de voisinage. Pourtant il y a aussi des proprié-
tés métriques de voisinage, comme celles qui font intervenir les notions
de nombres dérivés pour les fonctions continues et qui possèdent des
caractères de distribution intéressants1). Mais on ne connaît, jusqu'à
présent à ce qu'il semble, aucune propriété de voisinage de caractère
métrique, possédant un caractère absolu de distribution, c'est-à-dire
concernant une fonction multiforme ou uniforme quelconque. Cela exi-
gerait donc de nouvelles recherches 2).

*) Tel est le théorème remarquable de M. A. Denjoy sur les nombres déri-
vés des fonctions continues (cf. ƒƒ. lebesgae, op. cit., p. 246). Voir aussi les mémoires
originaux de M A. Denjoy : „Sur tes nombres dérivés des fonctions continues". (Bull,
de la soc. math, de France, tome 43, 1915) et » Sur la totalisation des nombres dé-
rivés non sommables" (Ann. se. de FEe Norm. Sup., tome 33, 1916 et tome 34, 1917).

2) Après la rédaction de ce travail, on m'a fait prendre connaissance d'un
article de M. Henry Blumberg: „Properties of unrestricied real functions" (Bulletin
of the American Math. Journal, 1926, p 132—149), qui signale aussi certaines pro-
priétés appartenant à toutes les fonctions. Malgré les hypothèses, pareilles à celles
du chap IV de ce travail, les résultats de l'auteur sont moins précis que les nôtres.
On n'y envisage d'ailleurs, selon notre terminologie abstraite du chap. V ci-dessus,
que des propriétés de voisinage de caractère descriptif. La classification de l'auteur
pourrait faire croire le contraire.
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D'autre part, l'étude abstraite, que nous avons esquissée, des pro-
priétés de voisinage (V), du point de vue de leurs caractères de distri-
bution, pourrait-être reprise et approfondie, en cherchant à dégager aussi
les méthodes employées dans les démonstrations. Ce point de vue abstrait
a déjà reçu quelques ébauches importantes. M. Lebesgue a exposé, par
exemple, d'une manière systématique, l'emploi des chaînes transfinies
d'intervalles linéaires, qui ressort des travaux de MM, Baire et
Denjoy l). Le lemme de M. Borel et ses généralisations représentent des
essais dans la même direction.

Il s'agirait de compléter ce qui a été fait jusqu'à présent en ce
sens.
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