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INTRODUCTION

Un progrés essentiel de la séismologie théorique a consisté en interprétation des
ondes longues & l'aide des résultats obtenus par Lord Rayleigh dans un Mémoire
célébre de 1885("). Pour étudier la propagation des ondes élastiques & la surface du
solide terrestre, Rayleigh assimile cette surface a un plan, I'espace situé dun des
cOtés (« au-dessous ») du plan étant rempli de matiére homogéne et isotrope. Il
étudie alors les vibrations propres superficielles de ce corps. L'hypothése de Ray-
leigh, (ue nous ferons & notre tour, est la plus simple et la seule approfondie jus-
qu’'ici (si I'on excepte I'’hypothése de la couche mince superficielle, dont Love(*)
a montré 'intérét). Les fréquences propres dépendent en ce cas dune équation du
troisiéme degré donl une seule racine parut utilisable & Rayleigh.

Les résultats de Rayleigh attendirent assez longlemps avant d’étre appréciés
a leur valeur, plus encore avant d’étre complélés. Jusqu'a une époque récente, les
travaux sur cette question étaient fort peu nombreux. Citons d’abord un Mémoire
de T. J. " A. Bromwich(®), qui étudie surtout I'influcnce de la gravité, négligée par

Rayleigh. Cette influence est faible, et la plupart des auteurs depuis Bromwich l'ont

délibérément négligée. On trouve aussi dans ce Mémoire les formules relatives aux

ondes de Rayleigh sphériques. Mais I'avantage obtenu en passant du plan & la sphére

est assez illusoire et ne justifie guére 'accroissement de complexité des formules.
Par contre, le Mémoire de H. Lamb(*), paru en 1go4 seulement, est fondamental.

11 traite de la génération des ondes de Rayleigh par une percussion extéricure, et

donne des indicalions sur quelques problémes analogues. Malgré quelques obscurités

() Proc. Lond. Malh. Soc., vol. 17, p. 4, 1885 ou Se. Papers, vol. 2, p. 441.

(®) Some problems of Geodynamics (Camb., 1gr1), chap. xi

(*) Proc. Lond. Math. Soc., vol. 30, p. 98 (1898) : « On the Propagalion of Tremors over
the Surface of an Elastic Solid ».

(*) Phil. Trans. Roy. Soc. Lond. A, vol. 203, p. 1 (1904).
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et un léger manque de rigueur donl nous parlerons(‘), ce Mémoire représente un
énorme progrés; il a servi de modéle & un grand nombre de Lravaux.

Enfin, en trois noles parues en 1917 el 1918(*), Somigliana a cherché & inter-
préter les racines non utilisées de I'équation aux fréquences propres, ce qui ne va
pas sans difficultés. Un poinl intéressant est qu'il évile le passage habituel par les
vibrations harmoniques.

Depuis 1928 ont paru au Japon un grand nombre de travaux sar la question. Les
principaux résultals sont I'étude des ondes de Rayleigh dépendant de I'azimul(’) et
de leur généralion par un mulliplel quelconque(*). Les méthodes suivies sont celles
de Lamb.

En somme, le probléme type esl celui de la percussion extéricure de Lamb. Ainsi
que le signale celui-ci(®), ce probléme est une généralisation du probléme célébre de
Boussinesq : détermination des déformations statiques par pression en un point
d’une surface plane limitant un solide. La solution de ce dernier probléme fait inler-
venir le potentiel d’'une densilté uniforme de masses répartie sur la normale exté-
rieure au point d’application de la force (ligne de sources). Or la solution de Lamb
parait n’avoir avec la précédenle aucun rapport. M. Marcel Brillouin me signala
Tintérét qu’il y aurail & introduire la solution des équations dynamiques, analogue

a celle de Boussines(. les « sources » répaities sur la ligne engendrant, non plus le

—thi

. I . . ST . .
potentiel —, mais un potentiel généralisé de la forme classique .
r "

Je montre dans la suite comment on peul ratlacher & celle idée les ondes de
Somigliana, el les ondes analogues dépendant de 'azimut. Les fonctions transcen-
dantes de deux variables que l'on est conduit & introduire généralisent les fonctions
de Bessel d’ordre zéro. On oblient assez facilement des fonctions analogues généra-
lisant les fonctions de Bessel d’ordre quelconque. Ces fonctions jouissent de pro-
priétés intéressantes, les rapprochant des transcendantes du lype sinus et cosinus
intégral. Elles fournissent des exemples de fonctions hémicylindriques, et de fonc-
tions satisfaisant aux équations de récurrence de Nielsen. Les fonctions d’ordre demi-
impair ont d’ailleurs ¢1é étudiées par Binet. Quant aux fonctions d’ordre entier, elles
permettent d’obtenir des développements en série intéressanls pour le potentiel géné-
ralisé d’un segment avec répartition arbilraire des densités.

Qu’il me soit permis de remercier ici M. Marcel Brillouin et M. Ilenri Villat pour
les encouragements et les conseils si précienx qu’ils ont bien voulu me prodiguer
au cours de ce travail.

(*) Voir plus loin : Remarque sur le Mémoire de Lamb.

(®) Rendiconti Lincei, XXVI (1917), p. 369 et 472; ibid., XXVII, p. 13.

(*) Citons K. Sezawa. Proc. Imp. Ac., IV, 6, p. 267, et surtout H. Nakano : Geophysical
Magazine, 1, 6, p. 255.

(*) Citons K. Sezawa. Bull. of the Earthquake Research Inst., vol. VI, mars 1939. —
K. Sezawa et G. Nisammura. Ibid., vol. VII, Part. I, juin 19ag, p. 41.

(") Loc. cit., p. 33. Note.



PREMIERE PARTIE

Le probléme élastique.

4] Pour l'étnde des vibrations pessédant une symétrie axiale, nous prendrons
I'axe, supposé normal au sol et dirigé vers I'intérieur, pour axe des z, I'origine étant
au sol. Nous appellerons ¢ le rayon cylindiique, D la densité du sol. Les autres
notations sont celles du Mémoire cité de Lamb. Les équations du mouvement sont
alors du type :

o/

u

b ot

. 2A ,
=G+ p) 3z +teVu,

), u étant les constantes de Lamé, u, v, w le vecteur déplacement, A sa divergence,
V* Yopérateur Laplacien.
Ces équations admettent la solution harmonique :

0= —D(D + Dz/ :Ietpl,

| dx oz
[— 2

([) v — 2P + D_/ Pt ,
[y dydz

_-D(b D’A 2 Lpl
w=| e Tk /-]e ’

pourvu que les potentiels @, ,, satisfassent aux équations :

(V*+ h)Dd =o,

(2) .
(V2+/€)/=0,
en posant :
h.z_pl)__, = PD
A+ 2p - o

Dauns le cas de la symétrie axiale, nous aurons, en appelant ¢ le déplacement
radial et en omettant partout le facteur &% :

__D‘IJ 3"y
1= Jdo _'-bpbz’
6) ,
)P 'y .

2z dz*
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avec :
o1k TP g —o,
e’ o dp dz

@ 3y 1 9y

i o g

+y/+lf‘ =0
e TR =0

Nous ajouterons ici les formules donnant les pressions, soit :

D Al
1 oq W
""p‘a: 3 + 3 ’
1 [\r4 s

w
—‘-pz, =@ =P +2.
v Az

2] Une solution fondamentale des équations (4) est :

—1hy e——‘bk"
b= — /= y

r

avec
r=Va+( +2r

® et , sont alors les potentiels généralisés d’une « source », que nous supposons
placée sur la partie négative de I'axe des z, sa cote étant — ,. Par analogie avec la
solution de Boussinesq(*) pour le probléme statique correspondant, nous combine-
rons ces sources par intégration en [, formant ains1 des « lignes de sources ».

Autrement dit, nous chercherons a satisfaire aux conditions aux limites au moyen
de solutions de la forme .

iy :fwM(Z‘)u)dZ‘, /:/‘w”\@")(ﬁdcl

en posant pour abréger :

~—1h?

o(r) = . B(r)y=

r

~—1kr

e

On peut encore écrire, en posant : ( +z =1,

tI)—::/ M —2)wdl, ‘,(:wa('g—»z)CSdC;

et 'on a simplement :

(*) Applications des Potentiels. .
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3] La plus simple de ces lignes de sources est celle dont la distribution est uni-

forme. Nous poserons :
7 oo
u!,(hp,hz):f odf.

Cette fonction jouera dans la suite le role principal.
Remarquons de suile que :

"'f(h\c’ O) - - Do(hp);

en vertu de la formule connue :

oo
Do——-—~f eTtkehu dy
R o

D, étant la fonction de Bessel de troisi¢éme espéce dans la notation de Rayleigh(*).
On a plus généralement :

®) Y(ho, hz) + Y(he, —hz) = — 2D, (h¢) .

Ainsi la fonction Y constitue une généralisation de la fonction D,. Nous ver-
rons qu'on peut obtenir des fonctions analogues généralisant les fonctions D,
d’ordre quelconque.

4] Drautres lignes de sources s'introduiront par la suite. Ce sont celles & distri-
bution sinusoidale, conduisant aux intégrales :

S o me— 214z,

sin

dans lesquelles on suppose m réel, posilif, et inférieur & h. Ces intégrales se ramé-
nent & la précédente. En effet, considérons d’abord :

o0 sin Ar
I= / cos m¢ d¢,
z r

et posons :

z = pShy, C=rpshu.

) -l-; Hf:) (2) dans la notation courante (Nielsen, Watson). Lamb emploie % D,(2) pour

représenter la méme fonction.
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11 vient :

1= foocos (meshu) sin (hochu) du

/°° { sin [o(hehu + mshu)] + sin |o(hchu — mshu)] | du.

’

N o

Puisque on suppose m < h, on peut poser :

m = %sho, h==%ch8, avec §:+\/h’——m’._

11 vient alors :

Izlfwsin[ipch(0+u)]d“+§f sin [Spch(0 —u)| du
2./, ’
zlfwsin[ipchv] do+~ [ sinlZochv]do.
2/ 2/ ,—
Orona('):

Jvll«(h;,hgshU))z—fwsin [hochv]d.
Donc :
I= —20[5, 5sh(s + 0] — 7 F4[Ee. Sosh(r —0)),
ou, en posant (%) :
R=c¢chv= \/:oT_-J,-_z—’,
Iz—éJv',[g;,hz + mR] —igq,[gp,hz—mn].

. . cos hr
On obtiendrait de méme une formule analogue en .
"

En combinant les résultats, il vient alors :

f mcosmﬁd'g::éq;[ip,hz-{—m?\] +é~l,«[§lo,hz-—mR].
2z

cos hr-

Pour m=o, on retrouve la définition de . Pour m =nh, Pintégrale en

ne converge plus (*), lautre s’exprimerait au moyen du sinus-intégral.

(*) R, J, représentcront la partie réelle et le cocfficient de i dans I'expression qui

les suit.

(*) Cette notation sera conservée pour le rayon polaire.
2 h7

() L’élément d’intégrale équivaut alors a pour ¢ grand.
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La méme méthode conduit, pour 'intégrale en sinmz, avec toujours m<_h, &
Iexpression :

fmsinmCdC=£'p[§p,hz +mR]—§q,[’::p, hz —mR].
z

Le potentiel de la distribution en cosm{, par exemple s’exprimera donc, au
moyen de la fonction }, sous la forme :

/m wcos[m(—2)]d{ = § ¢ Y[Z0, hz + mR] + é ¢ 4 [%0, hz — mR].
z

Ce qui nous sera surtoul utile, ce sera I'effet produit dans le plan z = o par les
diverses lignes de sources. La formule que nous venons d’établir donne :

6) foomcosmigd'g:*—Do(EP):
(o]

el 'on doit, dans ce cas, supposer ¢ == o(').

5] Reprenons les équations du mouvemenl. Choisissons pour @ et y des poten-
tiels de lignes de sources, soient :

@:/me(:—z)dZ_, L:fwﬁN(';-—z)d:.

On peut alors mettre les pressions et les déplacements & la surface (z = o) sous
la forme :

= (=1 f—P ST oM@ ai—aM@©) o)
+ % ST BNG + N @1 dE + N @ TG,
(P, = T wl@h — k)M + M Q)] + M (0) 0(6)
J /o‘w RN () + N"(0)] d% — 2[N"(0) + £*N(0)] B (p) — 2N (o) %@—)
qu=§;fo°°<»M<c>dz
—%[mON'(C)rZC—N(o)CS'(p),

wi)

Il

A G TOME

+ [T BN + N1+ N @ T).

(") La formule obtenue en égalanl les parties réelles est un cas trés parliculier d’une

formule de Sonine (Cf. : Watson, Theory of Bessel Funclions, Camb. 1922, p. 415, § 13-47,
Formule I).
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En annulant les pressions, on aurait des équations intégro-différentielles don -
nant les vibrations propres de la forme précédente. Nous allons, bien entendu,
nous borner & chercher des solutions particulieres, en prenant pour M (%) et N(%)
des sinus ou cosinus. Mais seules les intégrales en co-sinus, qui sont de forme
simple comme nous venons de le voir, devront rester dans les formules finales, et
cela va nous obliger & prendre deux sortes de lignes de sources.

6] Prenons d’abord :
M({) = A cos «(,
N (%) =B sin 8¢,

« et 8 étant deux nombres réels et positifs tels que :

h&_a‘.’:k.l__;eﬁ.

Soit &* la valeur commune de ces expressions, £ étant réel, positif, et inférieur
A h, ou imaginaire a coefficient de 1 négatif. Les expressions précédentes et la for-
mule (6) nous donnent (*):

q9, = [éA - lg.@B] Da(EF),

(7 )
m (P = — [(35° — k") A — 2182°B] D, (%) .

Les valeurs correspondantes de w, et (pz), renfermeraient explicitement la fonc-
tion Y. Nous ne les utiliserons pas.
Prenons maintenant :

M(2) = i\ sin o,

® N(¢) = B cos BC.

Nous obtenons :
w, = — [—1aA + 5*B) D, (35),

(9) :
;(pzo). = &[— 202\ + (2 — k") B] D, (%p).

Admettons pour un instant que les formules (7) et (9) réunies constituent une
solution du probléme A ceci prés que « est remplacé par ta, 8 par 8, et les fonc-

(') D, = — D', est la fonction de Bessel de troisitme cspéce et d’ordre 1 de Rayleigh.
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tions de Bessel de premiére espéce J,,J par D,, D,, ce qui n’est qu'une exlension
formelle, nous obtenons les expressions des déplacements ct tensions fournies &
Lamb par ses solutions fondamenltales(*). Ainsi, en cherchant & élendre la méthode
de Boussinesq pour le probléme slatique, on obtient de fagon imprévue le point de
départ de Lamb, qui en paraissait fort éloigné. La solution élémentaire de Lamb est
obtenue, non pas au moyen d’une distribution linéaire de sources, mais de deux
distributions fournissant, l'une ¢ et p,, l'autre w et p.,.

La substitution de « a ix, 8 & I8, ne constitue d’ailleurs pas un simple change-
ment de notation. Dans nos formules, « el 8 doivent élre supposés réels, ce qui res-

oo
treint la généralité. Si o devenail imaginaire pur, lintégrale / w cos afd{ ne
o

convergerait plus. On pourrait prendre un chemin d’intégration complexe, mais cet
artifice ferait perdre & la notion de lignes de sources tout son sens physique.

7] 11 reste & justifier la combinaison faite des deux systémes de solutions. Soient,
de fagon générale,

I

)l 1 L 1 13 1 11 4 11 1 11 11
P, g, w, pos Py el tl),/',q,w,pu,pq,

deux systémes de solutions des équations du mouvement.
Cherchons une solution &, y, g, w, pzz, pz, telle que I'on ait :

11

9=4q,, (.= (Do) w,=w,, (Pz), = (P2),-

g 2 oq g
Puis — —,onaura | — | = ;
aisque — pz, Sz + T T (b > ),
g w P PRI
et, comme : — — — — — k*—~, on aura =% = —~%;
’ 2 2 d’ do 20

ou enfin, en intégrant :

11

Lo = Yo -

(La constante d’intégration doit étre nulle si on veut que ;, tende vers zéro pour o
infini, ;0 étant supposé tendre lui-méme vers zéro).
On a de méme
>y hRIY 1 0A
Yoz TN, T TR

(*) H. Lawms, loc. cit., formules (120) et (121), p. 3o.



18 J. COULOMB.

or :
N

do
s

0 +ap)8=p.+

on a dong :

SN /‘"/,‘>
dpdz /, kbcbz o
2/, N\ /,

Si nous supposous les données holomorphes au voisinage de z =0, y, qui est
une intégrale de (V* + k*) ;, = o, sera déterminé, également au voisinage de z=o,

et en intégrant :

~/
~

l

(
\

(4

N
par les valeurs précédentes de ,, et de <—;—;—> .
¢ °

On démontrerait de méme les formules :
2P Q"
‘I)o = (I); et < ‘ > N
e e 3z /, 3z /,

et on déduirait la fonction ® au voisinage de z = 0. Réciproquement on verrait
que les fonctions ®, , ainsi trouvées remplissent les conditions superficielles exigées.

Dans les problémes de recherche d’ondes superficielles, la détermination effec-
tive des founctions ®, ,, par intégration, ne sera pas indispensable. Il suffira de

montrer, par exemple au moyen de majorantes, que ces fonctions satisferaient aux
autres conditions du probléme (Ici : étre holomorphes pour z>>o0 et ¢ 3= 0, s’annuler
A linfini). Il semble donc que la méthode précédente, pour étrange qu’elle puisse
paraitre, pourra rendre des services.

Dans le cas qui nous occupe, I'intégration est immédiate. On obtient en effet :

N . -

/o= —BD,(%). (\é) = iBBD, (),

d’ou :
/= —Be D (%);
et de méme :
. 0P .

&, = —AD,(&), (TZ—> = iaAD,(%),

d’ou :

b= — Ac™™D,(%).
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C’esl la solution de Lamb. Cependant, comme nous lavons déja signalé, nous
avons inlroduit D, au lieu de J,. Nous avons ainsi une singularité le long de oz,
avec des ondes divergentes. Ce genre de singularités a parfois été considéré comme
une représentation d'un foyer sismique. Le Mémoire trés détaillé de H. Nakano. que
nous avons cité, repose sur cette hypothése. Mais il esl entendu que les véritables
vibrations propres s’obtiendraient en revenant a J, .

8] Cherchons donc les vibrations propres. Nous devons satisfaire aux équations
4 la surface :

(P)y = (Pzg)y =0
ou :
g (22— k) A —2i85*'B =o,
Z —alzA + (25— k"B =o.

3.

Le déterminant : F(%) = (25 — I*)® 4+ 4378 ne peut s’annuler pour Z réel, et
8 positifs. C’est ce que constate Lamb. Ce déterminant n’a pas non plus de racine
imaginaire pure. Posons en effet :

SE) = (T = I — 4248,
et formons I’équation de Rayleigh :

F(3)f(5) = (22 — k') — 1654 (h* — &) (k* — &)
—16(k* — h*) 2 4 (24k* — 161%) 15t — 8K°Z" + k° = o.

Cette équation du 3° degré en 5* a toujours une racine plus grande que ¥*, la
seule qui soit ordinairement utilisée. Les autres racines ne sont réelles, et alors

comprises entre o et h*, que si le coefficient de Poisson ¢ = est inférieur

2(h+w)
& 6,==0,2637... (*). On sait que ce coefficient peut varier théoriquement entre — r
et + —; mais les valeurs négatives ne se rencontrent jamais dans les matériaux
2
superficiels de 'écorce terrestre. La valeur universellemenl utilisée par les séismo-
. I - .
logistes est + Z;’ moyenne des valeurs positives. Dans ce cas, les racines sont :

L L3 \3) ke I 3) et
B=lk, 4(3 V3) ke, h(3+\/3)k.

(*) La discussion est aisée. Voir si 'on veul Somigliana, loc. cit. (note IIT).
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Certains auteurs ont considéré les cas ¢ = — (Incompressibililé) ot les deux
2

. . I3 I 7 -
racines envisagées sont complexes, et ¢ = -3 (Moyenne des valeurs théoriquement

possibles) ou elles sont encore réelles.
On voit qu'en aucun cas I'équation de Rayleigh n’admet de racine négative.

-

Nous n’aurons donc pas plus de vibration propre correspondant & % imaginaire,

-

qu’a £ réel. Si I'on songe a la forme de loscillalion, le contraire eiil d’ailleurs été
surprenant. '
Ayant donc choisi nos lignes de sources de fagon a oblenir la solution de Lamb,

nous n’obtenons aucune vibration propre, & cause des limitations imposées & « et B.

9] Prenons maintenant, pour la seconde ligne de sources :

M) = —iA sin af,
© 3 (©) = — iA vin &

N (¥) = B cos 8¢,
au lieu des expressions (8) du § 6. Nous obtiendrons :

w, = — [ixA 4+ E.QB] D,(32),
r
(99 RL(pZ?)n = Z[2ixA + (22— I*) B] D, (%).

{J.

Le déterminant des équations correspondantes est maintenant f(%). Lorsque
I’équation de Rayleigh admel Ltrois racines réelles en 2%, el dans ce cas seulement,
f(&) admet deux racines en £ réelles et inférieures & £, qui\prO\iennent des deux
plus petites racines de I'équation de Rayleigh. En effet, celles-ci ne peuvent fournir
de racines de F(£), nous l'avons vu. Quant a la racine supérieure a £°, elle con-
duit & des valeurs imaginaires de « et 8, que notre méthode ne nous permet pas

d’utiliser.

40] Ainsi nous n’obtenons pas les ondes de Rayleigh, qui correspondent & la
plus grande racine de I'équation, mais nous obtenons deux séries d’ondes corres-
pondant aux plus petites. La possibilité de telles solutions n’a pas échappé & Lord
Rayleigh, mais il les a rejetées. Par contre Lam) et ses successeurs les évitenl sans
paraitre le vouloir (*). [Is partent en effet des potentiels :

P=e"J(%),
X. - ——[M‘]a(ip) >

(*) Exceplons H. Nanano, qui dit (loc. cit.) : « This equation may. of course, have roots
other than this. For the present, 1 confine my discussion to the case corresponding to
the Rayleigh wave. »
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ot « et B « sont les quantités positives réelles, ou positives imaginaires définies par

P=5 — R, BP=5— [* ». Si a el B sont réels, ils doivent évidemment avoir le
méme signe, qui est 4, sans quoi le déplacement deviendrait infini & Uinfini. Mais
rien d’analogue n’a lieu a priori pour « et § imaginaires, el la convenlion est plus
restrictive qu’il ne semble.

Somigliana, dés sa premiére note. atlire I'atlention sur ces racines. 11 reprend le
probléme original de Rayleigh, & deux dimensions, et montre qu’on peut en oblenir
une solution en superposant deux ondes planes, I'une de dilatation, Faulre de dis-
torsion, convenablement choisies (possédant nolammenl une méme vilesse super-
ficielle). Dans le cas qui nous occupe, ces ondes sonl réelles. Dans le cas envisagé
par Lord Rayleigh, elles sonl imaginaires.

Bien enlendu, pour passer des ondes ds Somigliana aux expressions que nous
avons Lrouvées, il faut supposer les vibrations harmoniques (*), puis superposer de
tels couples d’ondes planes répartis uniformément en azimul (%).

—ihr

Inversement nous pourrions généraliser nos formules en substituant a une

Tw —uki -
fonction de la forme —;—f r— \/ -I;)zpv l>, A 8,. la fonction ~;‘—f e \/%t i

447 Ces ondes sont loin d’avoir I'importance de celles de Rayleigh. Dans ces
derniéres, grice au facteur exponentiel réel, la perturbation est limitée & une couche
superficielle. Elles divergent dans deux dimensions seulement, selon I'expression de
Lord Rayleigh. Elles finissent donc par prédominer 4 une distance suffisante du foyer
séismique. Il n’en est pas de méme des ondes de Somigliana.

Il semble qu il y ait plus grave : la solution, telle (qu’elle esl trouvée, ne s’annule
pas avec la profondeur. Comme les angles d'¢mergence des ondes planes de Somi-
gliana sont connus dés que le corps est donné¢, il est impossible de superposer une
infinité de Lels systtmes de fagon a assurer celle annulalion avec la profondeur et &
figurer par exemple les ondes issues d'un foyer séismique ponctuel(’). En fait, ces
ondes exigent une hypothése du genre de celle de H. Nakano, qui considére les séis-

(*) Exactement faire U ({) = e%¢ dans les équations (24) de Somigliana (rectifiées dans
sa dernieére note).

(*) Signalons unc inexactitude dans la premiére nole de Somigliana, non reclifiée aux
suivanles : 1l admet que les angles d’émergence 04, 0p de ses ondes planes sont donnés par
ses équations (20) : tg? 0u = ..., 1g*0p = ..., ct par conséquent sont connus au signe
preés. En réalité I'équation (15) montre que 1g0q tg 0p a le signe de 1 — tg* 0p qui cst bien
défini. On ne peut remplacer arbitrairement une onde par onde réfléchie, mais seulement
le systtme des deux ondes par le systéme réfiéehi.

(*) Dans le calcul effectif, on serait arrété par la limitation de £, qui rend impossible
T'utilisation de I'intégrale de Fourier ou d'un procédé¢ analogue.
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mes comme issus d’un foyer linéaire, le long de la normale inlérieure & la surface.
Dans ce cas plus rien n’impose 'annulation du mouvement avec la profondeur.

Peut-étre cette idée est-elle applicable aux distances épicentrales assez faibles,
sans aller cependant jusqu’au point oti les accidents du sol el du sous-sol rendraient
illusoire toule application de la théorie élastique. C’est dans ce sens que pourraient
étre utilisés les divers essais de comparaison a 'expérience, qu'on trouvera dans les.
notes Il et 11T de Somigliana.

412] Les résultats obtenus s’étendent aux ondes dépourvues de symétrie axiale.
Au lieu de considérer d’emblée ces derniéres comme des combinaisons linéaires
d’ondes périodiques en azimul. ce (ui serait conforme a la pratique courante, il sera:
plus commode de chercher ce que I'on obtient en prenant pour source élémentaire
de dilatation (') :

\Nl n
O . [4 w
b ‘)xl)l ) C:l I
et pour source de distorsion :
\ﬂl +n _(:i
(&
II = m n °
R

Nous reviendrons aux formules (1) du § 1 pour les déplacements, indépendantes
de I'hypothése de symétrie. Nous y porterons les expressions :

b = / M(Z) Qd,, ,_:/O‘”N@,)ndc,.

On obtient ainsi, pour les déplacements dans le plan z = o, et les pressions sur
ce plan(®) :

w, 2" o A . e
v, - :—m- o 3[ M( ) bcu dc_/ Al (t) \uu {l \(0)‘ \Zn > %’
¢

, Ll(‘) L\ILO)
w= )~ f WO \Mo»(b—:”-\

4o

n 1

+f [N (D) + N(0)] 22 5 Y9 g —‘I(O)<‘w?> +N'(°>((\T"<:g>0§'

(*) Pour avoir la source de dilatation appelée parfois multiplet d’ordre n, il faudrait
. \ n
prendre Q = (cos ab% + sin a—\‘z—) w, I'angle a définissant la position dans le plan xoz
<

de Yaxe du multiplet; ceci reviendrait évidemment a une combinaison linéaire de nos
sources.

(*) Nous condensons les formules en u et v, en p. et p, , de facon évidente.
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1 Q V" / D"(u
—_ = M"——d’——gMok
p.<”, > - \xﬁ © Ol
o

”Cs "IIQ b"CS
B ARG dC-ﬂN(O)(—,—M—[) +aNE) () |-
a6 0
I B, ) (\n ® . A L\’H_‘ Cf
b= | [ L —RIME) + 2] T — M o) (T ) — M) ().
\nrgcj \n+5r
~—2./ N + N & ¥ © a +w<o)< \> ——ﬂ(o)(—rm—’) }

Pour z = o, les dérivées impaires de » et © sont nulles. On aura donc deux
cas & counsidérer suivant la parité de n. Le cas de n pair ressemble au cas de la

symétrie. Traitons le cas de n impair.
Nous prendrons, comme premiére solution devant nous donner u,, v, (p.,),

gM(:) = A, sin of,
N () = iB, cos 8,

a et B ayant la méme signification que précédemment.
Nous aurons donc & calculer des intégrales(') de la forme :

© My, I PR w0 )"y v d
Sin a‘( p— SN g — ———— COS !
./0 \ i \ cn-—a ] o A () :n—x ® C

La partie toute intégrée est nulle. Reprenons l'intégration par parties :

0 \n—a ‘\n—g o) \ll—{
. 12
f \ Noen—1 Cos 0(». d‘ - I: ',n—x + a/ \ Son—r1 sin O‘Cdb .
(]

La partie toute intégrée est encore nulle, cette fois parce que la dérivée impaire

(" w
= est nulle pour { = o.
[
On obtient ainsi en poursuivant :
n41 nt-1
© Mo N n v
[ S sin gt = (=)’ f wcos aldl = (—1) * oD, (Z).

Nous pouvons alors écrire notre solution partielle :
n4-1
—— m

2 n TRt ? N %
:(—]) (d A4-lﬁ Bq)\‘meo(‘:P)’

' l
Y
n+4-x
—_ m

1 2 e 8\ N Saltine N 4
Z (P = (=1 7 [T —K)a"A, —i§""EB] £ D,Ge).

(*) Evidemment convergentes.
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De méme, en prenant :

M({) = — iA cos «{,
N (¢) = B sin 8¢,
nous aurons :
:li: m
w,=(—1)  w""A + T BJ‘D‘FDO(;F),
n+1
I _2— "1 \ :? /.3 plIB D Dn' D ;
-:':;(pzlw):(—-l) [QLU.. [1—{_‘(2‘.—-t>iJ JTW o(‘mo)'
\ v/ d v

On voit que les dérivations par rapportd z nejouent aucun role. 11 suffit de poser :

/ n4-1
\A =(—1) " o"A,,

4

n+1

B=(—1)" B§"B,

pour voir disparaitre n. Ce résultat peut poraitre évident. En réalité il n’est vrai
que pour les valeurs super ficielles.

On démontre comme précédemment qu’il existe une solution des équations du
mouvement correspondant a I'ensemble des valeurs superficielles trouvées. Elle cor-

respond aux potentiels :

m
(%

D= — Ao,
™
L= Be S Do(ap)

L’équation de Rayleigh est la méme que dans le cas symétrique. Tout ce que
nous avons dit des ondes propres s’étend sans difficultés.

43| Si I'on veut avoir, au lieu des ondes que nous venons d’obtenir, des ondes
périodiques en azimut, il suffit de se rendre compte que S, =D, (%) SOS po, 0 étant

d

Yazimut, est une fonction linéaire des solutions de la forme : D,(5¢), avec

amﬂl
m & p. Le fait est presque évident, mais on peul obtenir I'expression explicite de
cette fonction linéaire :

AQ

s 0 . . I3
Si on cherche d’abord bacp’ on obtient aisément :

28
2 -8, pour p==o

Z & L
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et :

Ces relations expriment que S, est une fonction hémicylindrique (‘) de Zx. Cette
simple remarque permet d’écrire :
Pour n pair,
2 n!(ng — 22) bh

n . .
Sn = Do(EP) + Y Sw_’D"(;P) + ~—2;1_-¢\?DU(;P) + ...

Pour n impair,

La remarque précédente est susceptible d’autres applications. Par exemple, la
formule d’addition des fonclions hémicylindriques donnerait immédiatement la
formule de Graf (*) (généralisalion du théoréme (’addition de Neumann). Cette for-
mule est ainsi rattachée & une théorie générale.

Remarque sur le Mémoire de Lamb.

Nous avons montré que les ondes correspondant aux racines de I’équation des
fréquences propres autres que celle de Rayleigh ne pouvaient intervenir dans la
solulion des problémes & foyer sismique ponctuel. La traduction mathématique de
ce fait passe inapercue dans le Mémoire de Lamb (el dans le Mémoire correspon-
dant de K. Sezawa et G. Nishimura). L'anteur emploie, pour transformer l'expres-
sion des déplacements, des intégrales telles que :

, (a8 — k) —aHK
o v k! ”
/(I)(S)d‘. - (2Cz__/{z)2__ [IHKCQ er ag,

avec (Y HP = * — &f, K> = (* — k.
Le dénominateur est alors, pour { =% réel, F(%) ou f(%) suivant les cas. Lamb

ne prend le résidu de Uintégrale que pour la racine de Rayleigh.

(*) SoniNe, Math. Ann., XVI, 1880, ou Watsox, loc. cit., § 10-8, p. 353.
(*) Gf. Wa1son, loc. cil , § 11.3, p. 35g.
(*) Laws (66), s 7, p. 13. La notation H, K est employée par Lamb dans un autre sens,

mais la confusion est impossible. Nous évitons la notation «, 3 réservée a { réel.
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Il est assez facile de rendre son raisonnement rigoureux, et de montrer, dans le
cas des figures (1) et (2) de Lamb, que c’est bien le seul pole & considérer, dans le
cas de la figure (3), qu’il peut s’introduire un terme accessoire, mais que celui-ci
peut &tre négligé parce qu'on ne cherche qu'une expression asymptotique.

Nous traiterons le cas de la figure (1), pour exemple. Il faut d’abord préciser les
déterminations de H et K dans ®({). Posons :

H=m+im, K=n+in', C=E+ir.
On a, pour H par exemple :

m—m*=2—q'—~h,
mm' = .

Si v, ne s’annule pas, m' ne peut s’annuler. Car on aurait E=o puis m*=—n'—n~",
ce qui est absurde. Or, si on suppose les racines autres que celles de Rayleigh ima-
ginaires, on peut supposer le contour entier tel que v soit positif (*). Le signe de
m' permettra alors de séparer nettement les deux déterminations de H; et de méme
pour K le signe de n'. Le cas contraire, ol I'équation de Rayleigh a trois racines
réelles, se traiterait directement sans difficuliés.

Dans le cas de la figure (1), on devra prendre dans @ les déterminations de H

et K correspondant & m' > o, n'>> o, puisque pour v, tendant vers zéro et 5 vers
%

& . .
4+ o0, m= n% doit rester positif (*).

Il nous faut maintenant distinguer entre les racines de (20* — k%)* — 4HK® et
celles de (28" — k°)* + 4HK(, les premiéres convenant seules. On peut le faire en
remarquant que la partie imaginaire de HK, soit :

3
m' n'
ma' - min = (4 )

a le signe de 5. Une racine { =&+ iy conviendra si la partie imaginaire de
(ar — k)
4z
\:2

Posons : B=P + ig. Cette partie imaginaire est :

= HK a le signe de &.

h(p'+qH)—1

—— . Admet-
A(p*+q°) 1

tons un instant Vinégalité :

AP+ )<<t

() Tel qu'il est tracé par Lamb, ona 1> 0. Mais on peut évidemment rester infiniment
peu au-dessus de l'axc réel.
(*) Cf. note *, p. 14, du Mémoire de Lamb.
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Alors ¢ =%§Tn a le signe de %, la partie imaginaire cherchée a le signe de

— &, et les racines ne conviennent pas.

Pour montrer que I'on a bien : 4(p® + ¢°) <C 1 pour une racine imaginaire de
: 2]
k,ﬁ
la racine réelle. Les relations entre coefficients et racines permettent d’obtenir I’ex-
pression :

I’équation de Rayleigh | considérée toujours comme équation en = , appelons 9
q yleig \] PP

00 —1)
2 2 __
P Y=g 8o +1°
Ceci est inférieur a 060 — 1) L a Sortiori & ©. Le raisonnement est ainsi
jeur & ———= =, "tiori & -. e
86(6—1) 8 4

complet.




DEUXNIEME PARTIE

La fonction }.

1] Nous allons éludier mainlenant la fonclion 3 que nous avons introduite dans
la premiére partie, en donner de nouvelles expressions. Nous généraliserons ensuite
cette fonction, et nous donnerons quelques applications des fonctions ainsi généra-
lisées.

Dans toute la suite, nous nous bornerons au domaine réel, cest-a-direc & z réel
et o>>o0. L’extension aux variables complexes nécessiterait d’asses grandes précau-
tions, et n’est pas essentielle pour les applications.

2] Nous rattacherons d’abord } aux solutions élémentaires de Lamb, savoir
e J (Ep), ol «* = 2°— A". Il semblerait qu’il suffise pour cela d’intégrer par rap-
port & « la formule fondamentale(') de Lamb :

e—R © eI (%) , .
R - .[ o gdﬁ’

mais il serait difficile de rendre cette méthode parfaitement rigoureuse. Nous opére-
rons directement.

Rappelons qu’une intégrale de I'équation (V* 4+ h*) @ = o, 1égulitre pour z>o,
et possédant la symétrie axiale, est déterminée(*) par ses valeurs sur un segment
quelconque de oz (situé dans la région positive). Il suffit alors d’obtenir la valeur
de (o, hz) sous forme d'intégrale portant sur e™*.

Or, si 'on suppose z>>o0, ona:

oo p—the w0 p—s
1) yoh) = f 3

Posons o = i{. Il vient :
01l e—mz
Y= f do.
hu o

(*) Formule (18), p. 5. Cette formule joue un grand réle dans beaucoup de questions de
Physique Mathématique.

(%) Pour le cas des fonctions harmoniques, cf. Thomson et Tait, Natural Philosophy, § 498.
L’extension naturelle au cas de h quelconque est donnée par Lamb, § 2, P. 4.
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Intégrons alors le long du contour indiqué ci-dessous (fig. 1) du plan «.

R
\
b 4
1t
I
€ ” R

Fie. 1.

(R i R
f = f + / + f + f )
th th ¢ . r

v et I" étant des quarts de cercle de centre origine, de rayons ¢ et R. Si R aug-
mente indéfiniment, l'intégiale le long de I' tend vers zéro(*) Si ¢ tend vers zéro,

—%Z

11 vient :

i
V'intégrale le long du quart de cercle v tend vers — —21, étant équivalent & —.

o
On peut enfin écrire :

g% o g%
Li / — / T _eac,
cLI?; n a S Ay Sl

le signe & représentant la paitie principale de l'intégrale au sens de Cauchy, et &
étant défini par & = o’ + h*,>avec les conventions de Lamb pour le signe
On a donc :

© g% in
! — — _EgE—_ T,
'1/(0, hZ) ‘O’BA/O‘ &g_hz $d~ 2

et par conséquent :

@ wihe my =2 f 7 a0 zas - ahe).

3] La transformation (1) supposant essentiellement z>>o, la formule reste 4
démontrer pour z = o, qui constitue d’ailleurs le cas le plus important. La conver-
gence n’étant pas uniforme, nous 'étudierons directement(*).

(*) En vertu du « lemme de Jordan » appliqué au quart de cercle.
(*) Lamb n’examine jamais ce point essentiel.
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Nous avons vu que :
Y(hp,0) = —Dy(hg) = — = Y,(he) — — (k).

I1 faut donc démontrer que :

K J(‘ ) z/]%
_;Yo(h?) / d :

1™ (e
Calculons l'intégrale / —:—-(—5—}:‘2 §d%, priselelong du contour ci-dessous ( fig. 2

du plan &, comprenant un quart de cercle I' de rayon R, et des arcs de cercle vy,

de rayons ¢, ¢, destinés & éviter les points singuliers o et k. Nous faisons tendre R
vers oo, ¢ et ¢ vers zéro.

p

——\—/—_—_, I'intégrale le long de I' tendra vers zéro.
anz

) : .
Comme H}"(z) est asymptotiquement équivalent

s

Sur I'axe imaginaire, on peut utiliser la notation de Basset :

K,(z) = ’7“ H9(iz).
I1 vient ainsi :
”Ww>» in 2i o K, (q9)
A e AR

La partie réelle de cette formule fournit la relation cherchée. La partie imagi-
naire nous donne accessoirement :

Q/inZ di= 2+ [ aR(ep)

.-i-h2
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4] A Yexpression de ¥ au moyen d'une inlégrale, que nous venons d’oblenir,
nous ajoute rons quelques développements en sétie L’idée la plus naturelle consiste
4 rechercher un développement en fonctions de Bessel de la variable ¢, développe-
ment que nous obtiendrons. On peut chercher aussi un développement analogue
en R, mais le résultat n’est simple que pour la partie imaginaire de ¢ (la plus
importante, par suile de la conlinuité a l'origine), et nous nous y restreindrons.
Nous chercherons enfin systématiquement les développements en série de Maclaurin
par rapport a o, z, R.

5] Pour obtenir des développements en fonctions de Bessel, nous partirons des
séries connues(*) :

sin hr - 1 ! +4 (hz,) J +3 (hz,)
— -\ 'y mr3 mra D .
3) = Z <m + 2> = =P, (cos 9),

g o Ve, Ve,

cos hr = I J _ 1 (hZ‘) Jm—}—‘ (hzg>
4) — = Z (=" {m+ ;> 2 ——P, (cos o),

! - Ve Lo Ve

avec

r=\2 4 2"—2z2,c08 9.

Si on suppose z, >0, z,>>0, et ¢ réel, le premier développement est toujours
valable, le second exige qu'on ait z, <l z,.

Nous prendrons d’abord cos ¢ = o, et par conséquent :

1.3.5...(2p—1)

— S o) — (—_ 1\?
Poprs (005 ¢) = o, Py (08 ¢) = (— 1)’ — ===

Dans le premier développement nous prendrons z, = ¢, z, = {. Dans le second
nous prendrons z, ==, z, ={ pour o< {<p; 2,==1, 2, =¢ pour {>>o. Nous
intégrerons alors en {, entre les limites o et z si z<T¢, z et oo si p<Tz. Nous
obtiendrons dans le premier cas, non pas la fonction ¢ elle-méme, mais la fonc-

tion(*) :
_ 2 ol
Fihe,he)=
o

qui s’y raméne aisément.

(*) Waison, loc. cit , § 11.4 et 11.41, p. 362.
(*) Nous retrouverons la notation J.
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Tout ceci suppose z>>o0, mais la relation :
Y(ho, hz) + Y(hg, —hz) = — 2D, (hp)

ramene au précédent le cas de z<To.

Les coefficients, si on exprime au moyen de ’exponentielle les fonctions de Bessel
en ¢, se raménent & des fonctions bien connues, qui généralisent 'exponentielle-
iutégrale. Nous poserons, avec Nielsen ('), pour R(v)>o:

z (=]
b= [ eeta Q= [T,
° a

en sorte que : P(x,v),+ Qx,v) =T'(v).

Pour R(v)<Zo, Q(x,v) a évidemment seul un sens. Nous retrouverons ces fonc-
tions & plusieurs reprises.

Ecrivons donc le développement obtenu, en supposant pour fixer les idées p<Z z.
Clest :

s J (ho)
- 135(2m—-l) l> 2m+% v
\P(hr,hZ)———WE 2!16(2771) <2m+; —; m(hz)
m—o ¥
en posant :
= [ dz
—_(— ™ hf [ —i] h fuadl)
Fulhe) = (Vi f T =i o) | v
ou encore :

— (2m + p)! ;
=\ /2 ng,(m itz —p).

Cette fonction peul aussi s’exprimer au moyen des seules transcendantes expo- -
nentielle et logarithme-intégral.
Si I'on pose :
2m
1IN\? (2m + p)!
n= S (2 s
2/ (p!) (2m —p)!
pP=s
on parvient a I'écrire :

am ey
\/ m(hz) =A l[(e_”‘“ _ e—L’l: >1 A\‘L.(S__l)._'

T (hzy

(*) Niels Nicesex. Theorie der Integrallogarithmus und verwandter Transzendenten,
Teubner, Leipzig, 1906. Nous y 1envoyons pour le sens & donner a ces expressions quand &
est complexe.
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L’intégration terme & terme des séries (3) el (4), avec une limite infinie, demande
a vrai dire une justification. Nous en exposerons la méthode au paragraphe suivant,
& propos du développement en R de la paitie imaginaire de }.

6] Dans la série (3) nous supposerons maintenant que @ représente la colatitude
du point ¢, z; on a donc o< ,<=. Nous prendions ensuite z, =R et 2, ={, et
nous intégrerons de zéro & + oo On peul écrire en effet :

© =i \/R”—aR, os ot
Y= dg,.
o VR*—aR( coso +

Justifions ceci. La série (3) converge uniformément dans toul domaine boiné du
plan de-la variable z,(*). Nous pouvons donc intégrer de 0o & M quelconque. Je dis
qu'on peut faire augmenter M indéfiniment Le terme général de la série intégrée
est en effet :

. (RR) vy (kY
(m-i—%)%:—ﬁ———g i —-fn—-E/iE-———dZ P, (cos 9).

1> Jm+%(hR)
VR

La série <m + 5 converge; on sail aussi que [P, (cos ¢)|<1.

11 suffit donc pour assurer 'uniformité de convergence de borner I'intégrale par un
nombre indépendant de m et M.
Partons pour cela de la formule (*) :

1

I @=0" (ﬁ) [ + ¢*P (tdl.

11 vient :

RN 9
m+-1- h M +1
L A= (—)"\/— d P (8 di
. \/C 27 [ —1

tMht

:(_l)m\/_z";[j'pm(z)dt[“e""'dg:(“)m\/g./:ﬂp’"(t)ge—t_"l'gdt'

(*) Warson, loc cit. Pour z fixe et v trés grand, rappelons que I,(2) est équivalent

I
D)
“Tey+1°
(*) Wartson, loc. cu. (2), § 3.32, p. bo.
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Celte transformation peul paraitre artificielle. Mais elle peut étre rattachée & des
formules trés générales (*). La limilation cherchée en résulte aisément :
Si m est pair, on a :

B RO

or dans ces conditions (%)

P, ()] <1, et |f’—s—‘1?ﬂdtl<w.

Si m est impair, on a :
I/ Pm(t) dt‘ =S l/ P (l) COs Mht I
sin® ——Mh . sin — Mht

= |2 Pm(l)——————-dt <2 Pm(l)-————dt )

—1 —1 t

t'Vlhl

Y — f p (nSin MAL sin Mhl df — 3p¢,»(to)f sin Mht sin Mat

avec o<l,<r1;

lM ht

et on est ainsi ramené au cas précédent.
C’est 14 Ia seule difficulté. On connait la formule (°) :

Lg© ()
2 dC —

o \/Z \/;F<17n+1> .

Elle conduit immédiatement au résultat cherché :
?

B °°<m+-;->f‘<mjl>J :
—M*ﬂm%o VZP(-’Z—+I> VR

G

(cos ©).

La méthode exposée pour la limitation de Uintégrale, appliquée séparément aux

parties réelle et imaginaire de I'intégrale correspondante du paiagraphe précédent,
apporte la justification qui manquait.

(*) Voir a ce sujet : « Expression des fonctions de Lommel au moyen des fonctions de
Legendre », note & paraitre en décembre 1930 au Bull. des Sc. math.

(®) Ce sont des propriétés connues des polynémes de Legendre et du sinus-intégral.
Pour la seconde, cf. LoMMEL, Math. Ann., XVI (1880), p. 207.

(®) Wartson, loc. cit., § 13.24, p. 3g1.
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7] Passons aux développements de Maclaurin de la fonction Y. Exprimons
d’abord celle-ci en fonction de R et ¢, soitl :

) e—thr dl'
Yo ) = [

Y=r)

On voit aisément que ¢ est une fonction analytique de o pourvu que p<ZR, ce
qui est vérifié partout sauf pour 'axe des ¢, qui esl une ligne singuliére (*). On
peut alors obtenir les coefficients de la série de Maclaurin en dérivant sous le

signe f, ou, ce qui revient au méme, a I'aide du développement du binéme :

- oce_lhl‘ p!\_z ) ooe—LhJ c: 1 < l> . ( . plp
LP_‘»/R‘ r (l——F/ d]_./p.. r ZF'— T <“;“‘>“' -;—P+l>r7,dr
p=o0

. - p1.3.5‘..(2p——-1) w /oo )
—2( v 2.4.6...(2p) o X R rwﬂdr’
p=o
ou :
_ o _(p)! o
v =X S (o) QUAR, —ap).
p=o0

Comme précédemment, la fonction Q employée pourrait étre exprimée au
moyen du seul logarithme-intégral.

8) Revenons aux variables ¢ et z. Nous supposons z >o.
Cherchons alors le développement en z de 4. On a:

QY e—thR
2 R’
et cette fonction est développable en z pour |z[|<Tp.
e‘"‘ Vot
Cherchons ce développement. I1 faut obtenir les dérivées paires de v = ———v,
) PQ ‘*‘Zﬁ
prises pour z=o.
d [
Au lieu de répéter I'opération \(—z" répétons d’abord l'opération < \iz Ona(®:
[4 C

K

(i a>x s a>x — ke e—th32(~1)”_“(K+p)!
z 0z w_<—R—b—FT o= R p'(K — p)!l (2kR)” *

=0

(*) Pour ces coordonnées.
(* Voir si I'on veut : Watson, loc. cit., § 3.4, p. 54.
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I1 faut passer de la a U'expression des dérivées. On a

dw | I}
=l —— 1w
dz z /)’

et de facon générale (*) :

¥ w TN /T O\t oo™
—=a o+ .+t —— o+ . +z"< > w.
z )z z dz z X2

dz

Il n’est pas in lispensable de calculer tous les coefficients, puisque, pour z=o,

DELYD) f 1 9\
— ==
dz2E z 2z

1.

Pour avoir af, substituons 4 o la fonction e . On a pour z=o0¢«

il reste seulement :

et le développement de Maclaurin fournit les dérivées

a" e%z’; — (QK)!
dz3K Z=0 QK.K! :

On en déduit :

K)'
ag = 22‘12' =1.3.5:..(aK—1).

Finalement, comme R se réduit a p pour z==0, nous obtenons pour les coeffi-

cients du développement de ~"

I:\?Km] (—I)‘(QK)' he et / 1
Jz3Kk DL Kl px P \hP>

Cx(u) étant un polyndome en u de degré k, soit :

o (— )" (K + p)!
Ci(u) = E ple_p)’p) (—';—)p.
p=o

(*) La formule se vérifie aisément en derivant deux fois.



SUR LES ONDES DE RAYLEIGH. 37

Pour avoii le développement de 4, rappelons-nous que

Y(he, 0) = — D, (hp),

et intégrons le développement déja obtenu. 1l vient -

(=]

(___‘ I)‘ hxz2k+1 e——ihp I
l"f(hp’hz):‘—D“(h'O)—E (2K + 1) 2*K! p* o C‘<_~ ’

k=0

9] Donnons enfin le développement de J en série de puissances de ¢, qui sera

naturellement conveigent pour |z|=S¢

On a(*)
3 R d e /wla A
"5;:—[ E(G)ue=e [T pae(5) 2

D’otl, en inlégrant par parties sous la derniére forme :

D 1 e—lhR oo -1l d
e dp z R z r ¢

La formule générale coriespondante, soit :

X N\ 21t Y \F—p— e""" f w ¢ df
(93: 2 ipv'! <P bo +(2K—‘l) r 'i;:’
p=0

s’obtient par récurrence & I'aide de la relation :

I a o0 e—mr dC I e__,hR +/°° e——mr
p o, ro-r R

”(—Q—l :

L’intégrale qui figure au second membre de la formule générale se réduit,
pour p = o, & (— 1)xhxQ(thz, —2K).
Nous avons obtenu au paragtaphe précédent l'expression :

1) \xe ™ hx e—hR 1
(35) 5 =T olm):

(*) r = V/¢* + 2z* comme précédemment.



38 J. COULOMB.

, . I D K . d 2K .
Enfin nous avons vu qu’on passait de <—;To- a <TP_> , pris pour ; =o, en
multipliant par (CR) |
P par —3

Tout ceci nous permet d’écrire le développement cherché, qui est évidemment
pair, sous la forme :

Y(ho, hz) = Eﬁ“—;)-l((h‘—”- (2K — 1) Q(thz, — 2K)

K=0

N it e-—Lhz
— M (=1 ap— ')(Tz)—;_;::

p=o0

Nous bornerons 14 les développements de . Tous ceux que nous avons donnés
ne renferment que des fonctions aisément calculables. Il serait facile d’en donner
d’autres, mais en nous affranchissant de cette condition Nous passons alors aux
généralisations annoncées.




TROISIEME PARTIE

Les fonctions ¢

Tn®

4] Le probléme qui consiste & trouver, par analogie avec la propriété fonda-
menltale de la fonction ¥, une inlégrale de I'équation : (V* 4+ h*)® =o0 de la
forme {,(he, hz)e™, n étant réel on complexe quelconque, 0 étant I'azimut, et
telle que I'on ait :

Yu(he, 0) = —D,(ke),

est évidemmenl indéterminé; mais il existe une généralisation naturelle de la fonc-
tion ¢. Elle apparaitra plus naturelle encore si nous passons en coordonnées para-
boliques.
Posons (*) :
u=R+z,

v=R—z.

Les coordonnées paraboliques ainsi introduites sont les carrés de celles qui
résultent d’une représentation conforme. Nous supposons loujours ¢>>o0 et z_>o.
[L’extension & z <C o, qui achévera de définir notre fonction ¢, dans l'espace réel,

se fera & I'aide de la formule :

() Yulhe, —h2) + 4, (ko , hz2) = — 2D, (hp)] .

Tn

Dans ces conditions, nous aurons u > v > o. Remarquons enfin la relation
uy = ¢
Le changement de variable { =r — { dans l'expression de définition de ¢, soit :

!lr:/‘oo e dg,
11 - r ¢

v th / uv
v=f oo =51+ F) |

(*) Il ne peut y avoir de confusion avec la notation employée pour les déplacements
dans la premiére partie.

nous donne :
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. uv
(en adoptant la notation commode e' = exp ), ou encore, en changeant ¢ en ik

o o Lh <t uv di.
=P >\ T

Remarquons en passant la formule importante (*) :

© ih ¢
—Do(hp)zéf exp(—‘?<z+‘7>]aa,

qu'on oblient pour z =0, u=0v=7o.
Posons maintenant: t=1Agsi. On déduit des expressions précédentes la formule:

ooexp——-—-l
ho 1 dx
ek =, / _/ (-]
oexp——-l

Le cas particulier u = v donne une formule connue (*), qui s’étend aux fonc-

s o . dX
tions de Bessel d’ordre n quelconque en remplacant I'élément différentiel —

I

par )\(,f) (*), el en modifiant le chemin d’intégration de fagon & conserver la con-

vergence.
Nous ferons de méme ici, en posant :

wo iy =11 f o+ [ e[ (1) |5

le chemin A partant de 'origine, tangentiellement & la partie positive de 1'axe réel,

. : . : . - Ju
pour aboutir au point — 1t \/;; le chemin B partant du point — i \/— pour
v

s’éloigner & I'infini asymptotiquement a la partic négative de Paxe réel (*) (fig. 3).

(*) Soning, Math. Ann.,hXVI, p 12, Formule (43).
(2) Wartson, loc. cif., § 6 21, Formule 7, p 179. Celte formule 7 est encorc valable pour

w = — - dans le cas particulier envisagé (v = o, z > o).
2

(*) Ici, et dans lout ce qui suit, nous adoptons la conventlion ordinaire : 2", ou n est
complexe, signifie exp (n log z), en donnant a log z sa valeur principale, qui correspond
A —rm<largz < w.

(%) 1 cst facile de généraliser : Cf. WarsoN, § 6.21, p. 179.
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La condition +,(hg, 0) = — D, (h¢) el ainsi remplie, ainsi que la condition

-

o
' »
&\/

]

-
-
L35 3

Fic. 3.

Si Uon suppose que les chemins A et B se déduisenl U'un de l'autre par l'inver-

sion suivie de symétrie A, = -, et qu’on fasse celle transfor mation dans l'intégrale,

I
A
on voit d’abord que :

"P—n(h«c’ hZ) - e_"m IJn(h?’ hi').,

ce qui généralise la relation connue pour D, On peut ensuite exprimer J, par une
intégrale unique, le long du chemin A par exemple, ce qui donne :

| _ ! f I + e——lll'()n_] ex h\O () f > dh
=S N P S T o

, . \ v cos 1
En ptenant pour A le segment d’axe réel de o a \/-—, suivi d’un quart de
u

cercle de cenlre origine, on obtienl une expression explicite relalivement simple de

| oir ¢
Y, savoir :

v
I T . ho / 1 di
\'J”: —/ ‘ - + e exp N )i —'—;—> -
2/, PA _ 2\ A Py

nt -
2

te 2 _ th , .
. _ f [unezm, + U”e m\vJ exp l:_ “2—(”3 19 + vel.,) dq’-
]

290
ly

L’expression de D, qui s’en déduil en faisant u = v =1¢ est naturellement
équivalente & la généralisation obtenue par Schlafli pour I'intégrale de Bessel.

5
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2] Revenons au chemin d’inlégration qui nous a servi & définir J,. On peut le

compléter par le segmenl — i \/—l% — \/j'u_:’ de facon a oblenir — D,(hp).

Dans I'intégrale prise sur le segment, on peul revenir & I'axe réel; on obtient ainsi,

en coordounées paraboliques :

n
— 7 u 13 dt
4, (hu, hv) == — D,L(h \/Lw) —-é(—uv) / exp [— ig—(t + l—?i>i| Yok

108

Celte expression va nous permetire de montrer que & =, e satisfail bien &

I'équation :

(2) (V* +A)d =o.

Cette équation devient, avec les coordonnées choisies :

a2, D24 ) Y u-+v nt
¢ TN ¢ n ¢ {71 < n 2
u + v + + + h* — — =o0.
o’ n? u hY 4 uv #

Dn(h \/:z;) y satisfait évidemment. Le second terme de I'expression de ¢, y

satisfera si la fonction :

u ih u dt
v= fCew "5(“”7)]‘@

satisfait & 'équation transformée en ( — uv) Y,, qui est:

CRE]

>, e R
w? n®

2o
n +

P —o.
du ) P, °

u

dd, u-+v
)+

L +(Il+l)<

Cette derniére vérification est aisée, si I'on se sert des relations de récurrence :

th
Yo, 1 —Erw g
W IRk
th

2P, I )
) - i e ———qu)n“,

h lh( +v)

i I 1 —SoaTre
n(bn - 7 [‘bn—l —uv 'I)n+|] - <TI,T _F> e .

La derniére de ces relations s’obtient par une intégration par parties, qui est valable
seulement pour n == o. Mais, pour n = o, la relation se réduita : ®_, = uv®,, et
sous cette forme sa démonstration est immeédiate.
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Ainsi nous avons bien en 4, une intégrale de I'équalion (2). Nous obtenons du

n

méme coup les relations de récurrence entre les fonctions 4,. Ce sonl :

T ih
ni= n N — —(u
23%_'10( gy et
du - QP Tn—1 Y- 2u9n e ’
ih
\';/ hu = u" + T — = (u+v)
2 CYa —(,1 —\I} )+ 2 T . 2
Dv 29 =i n+s 20 i’)n ’
h niﬂ " n ih(u+ )
n - ; ' —v ‘—: v
—_ —_ _ +d )—e —_— e
0 n 9 (‘Pn 1 ‘!‘n l) QPM—H

3] Revenons maintenant aux coordonnées cylindriques. La fonction ®, prendra
I'une des formes :

B +z + z g—thr dt
(I) = —_—— —_— = — ———
n R . exp [ >—:| l" iy z r (]" _ C)n

gz p—ihr

I +2 e—mr O L - - n N n
=% [ Grervdi=g [+ 0 o0

P

Quant & J,, on pourra l’écrire :

(3) b (hp, hz) = — 4, (ho, hz) — D, (hs),

en posant :

D A a2

r ao"

Ce n’est que pour — 1 < R(n) <<+ 1 qu’on pourrait exprimer ¢, par la méme
intégrale, prise entre les limites z et <o, comme dans la définition de ¢, . Dans ce
cas seulement , tend vers zéro lorsque z augmente indéfiniment.

Posons : z = gshu. On peut écrire :

—_ ni—
) Yolhe, hoshp) = 2,/‘” e~ MM chnydy;
o}

et on reconnait la généralisation d’une des représentations de D,(hp). Pour
— 1< R(n) <1, cette représentation s’obtient simplement en faisant augmenter

w indéfiniment (*).

(*) Watson, loc. cit., § 6.21. Formule 11, p. 180.
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En coordonnées cylindriques, les telalions de récurience deviennent :

D!J” _ ——‘em;— (R + Z)” + (R . Z)" e_lhR
dz 2R " ’
nL: n n o,
) L—_—ﬁ. — R +R—2) 2z
‘\P 9 (lfn—q AIILi) +€ 2‘,:IIH R € ’
n h ms R+2)"—R—=2)" _ o
l\ Fq/u_';(!u—i_*_#n—ki)—e 2f;nrl e,

Pour z = o0, on retrouye naturellement les relations de récurrence des fonctions
de Bessel.

Dans les formules (3) et (5), si nous faisons mainlenanl z < o, il esl clair que
nous salisfaisons a la condition (1). El la restriclion z 2> o peut ainsi étre levée.

Pout la comparaison enlte cette généralisation des fonctions de Bessel, et celle
fournie par les fonclions de Bessel de deux variables étudiées par Weierstrass,
Appell, Pérés, etc., rappelons que ces dernitres admellenl comme relations de

récurrence :
dJ I
—L=_1J J
bll 9 [ n—1 7'*“{]’
dJ i
o (] J ,
')v 2 1: n— n- 2]
nd,=lul, . + 3, )+ w0, +,.]

4] Revenons a la définition de J,. On peul écrire :

1 ho 1\7] di
A = —D, (he)— - ity PR N P
‘Pn n( x> 2 exp[ 9 < *,\>_I ‘,\71-%—1

u o s s . .
Supposons — constant, c’est-d-dire déplagons-nous sur une droite passant par
v

Uorigine. Je dis que V, est alors une fonction hémicylindrique de ho. Elle satisfait
’
tout d’abord a la condition :

2
J — —_ —
Tn—1 Yu-ia h .
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On peat montrer en eflel (') qu’il en est ainsi de loule expression de la forme :

b " he
f expL—hD-‘v <A—::—>]f(>)d7\.

I1 est ensuile facile de vérifier sur U'expression (4) de ¢, la seconde condilion :

1Y, .
W=

sd

Cette remarque permettrait d'exprimer ¢, au moyen de J, et de ses dérivées
partielles, par rapporl & ¢, la colatitude étanl conslante. Elle permettrait encore
d’appliquer & 4, le théoréme d’addition des fonctions hémicylindriques.

Ces fonctions 4, prises sur une droile passanl par I'origine se renconlrenl dans

certaines intégrales introduites par des lignes de sources.

5] Les équations de récurrence auxquelles satisfonl les fonctions L, (hs, hz) sont,
par rapport & ¢, du type de Nielsen (*).

La méthode de Watson (’) pour trouver les solutions des équations fonction-
nelles de Nielsen va nous permeltre d’obtenir une expression nouvelle de ,. C’est
méme 13, croyons-nous, sa premiére application.

Supposons, pour simplifier, n entier. L’'équalion fondamenlale (2), a laquelle
satisfait ¢, , s’écril en coordonnées cylindriques :

n

-?;(b‘zn +L'—Dﬁ + (h’__i:> 'anz - D,"P’ﬂ .
dp o 2p ¢ oz
Posons :
*y X[ (R+2)"+ (R—2)" e R
Q,(p,2) = — = — —
w (62 2) P55 = 3z " R

Intégrons alors I'équation précédente, par la méthode de variation des constan-
tes, en considérant z comme un paramétre. Si nous tenons compte de la relation :

(l\n(hp) Y (b )dJn(h 2

k TEP

Ju(he) ——=

(*) SoniNe, Math. Ann., XVI (1880).
(*) NieLsen, Ann. di Mat. (3), VI (1go1), p. 51 & 59 ou Warsox, loc. cil.. y 10.82, p. 335.
(*) Warson, Messenger, XLVHI (1919), p. 49 & 53.
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et de ce que, pour ; infiniment grand, le lerme principal dans ©, se comporte
—lp

comme , nous oblenons :

bt ) = 3,009 5+ 2 f 7V, 0he) 6,660 2) s, |

#Y,00] 5@ =3 71,000,694 |-

Watson a montré que =,(z), =,(2) doivent élre pris indépendants de n si l'on
veut que ¥, satisfasse aux équations de récurrence de Nielsen. Pour délerminer w,
et «,, faisons donc n = o; on a d’abord

d _1),\/ 2422
155
Nl

Voyons ce qui se passe lorsque, z restant fixe posilif, ; anugmente indéfiniment.

Oo(?a’ Z) ==

11 est presque évidenl alors que ), estéquivalentd — D (hg). Pour s’en convaincre,
le plus simple est de suivre la méthode employée par Lord Rayleigh (*) pour obtenir

I'expression asymptotique de D (k). Ecrivons :

0 —h1 _m; ——m
b, = f ¢ d{= f dr = e"””f "dy
: Vr—g e \yVas +y

—hy

Pans la derniére intégrale, & cause des oscillalions de e , ce sont les petites

valeurs de y qui comptent. On peut négliger ces valeurs devant 29, et écrire :

-—th /oo e —thy dy

Si ¢ augmente indéfiniment, R — o tend vers 7éro. Comme :

on oblient Pexpression asymptotique :

T —-lh;—l%
v — e 4.
o 2hs

C’est aussi 'expression asymptotique de — D (h3).

-

(*) Phil. Mag., XLIIT (18¢97), p- 259, ou Sc. Pap., 1V (1904), p. 290.
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D’autre part, notre nouvelle expression de '}, nous montre que :

Yo w7, (2) J,(he) + =,(2) Y, (he).
w» \/:—Z—; |:7'C1COS <hp — Z> + =, sin <hg —E)],

. . T
ce qui exige que =,()=—1-, =w,(2)=—
2

v A

On a donc enfin (*) :

';‘n(hp ’ hZ) = Du(h‘o) + ;—Tf ” [Jn(h P) Yn(h \04) - Yn<hxo) Jn(h‘ Aol)] Cjn(lo;’ Z) d?; *

On trouve dans le Miémoite de Nielsen certaines propriétés des fonctions satis-
faisant aux relations de récutience qu’il envisage. On peul par exemple écrire la
formule de récurrence trés générale :

‘P'+n(h.°’ hZ) - R"’ l"(X> "I"(h.o ’ hZ) - Rn—a(x) IYJ"“(hP ’ hZ)
n—i1
2
— Y 2 g +s Bn—s—x, ud-s4-1 (X)
s=o0

n—i1

$ + s
+ 2 2 <v +s F‘X > Ro—s—1, ptst+1 (X) Yos (ho, h2).

[

$=0

Dans cette formule, n est entier, v complexe quelconque, Rp,,(X) est le poly-

-néme de Lommel (*) de degré n en )—I(; enfin on a posé :

E"l; (B + Z)P»_ (R___Z)P' -]i e‘lhR
ap* ¢ R °

v

g.=e

En particulier, pour w=v, X=¢, on obtient {,4» en fonction de ¢, et ¢,—,.
Pour X infini, on obtient ¥,4+n en fonction linéaire de ¢,—:, %u, ..., Y,pn—, sans
intervention des fonctions g,.

(*) Pour vérifier sur celle expression que ¢,(hp, 0) = — D, (hp), il suffit de remarquer
que @, esl une fonction impaire de z.

(*) Dans la notalion actuclle (Warson, loc. cit, § 9 6, p. 294), légérement différente de
celle de Nielsen.
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6] 11 se trouve que le cas des fonctions 4, d’ordre demi-impair a été été étudié

dés 1841 par Binet (*). Dans une note (qui parait d’ailleurs n’avoir pas eu de suite),
y -

il étudie I'intégrale () / y*" exp L— yﬁ — qy":l dy, m étant entier, et particu-

lieremient le cas m = o.

v p—gp, e=y—f, u=yel,

< !‘b

Binet obtient la relation :

o

. y+= ~y— =
y 2 y ] ) s
2 f exp [— q (y“ + ‘og >:| dy = e*'“’/ e du + e‘”’"/ e dx.
@ y ° o
I

@ — —

73

La formule ainsi écrite n’est d’ailleurs pas toujours exacle. Elle suppose « et y
choisis dans I'intervalle ot la fonction x(y) est croissanle (*). Mais le 1ésultat essen-

tiel est que I'tntégrale s’exprime an moyen de la transcendante de Gauss (*) / e dx.

Binet indique encote qu'on obliendrail Tintégrale d’ordre n par différentiation
en pou ¢, mais qu’ « il existe des procédés plus simples ». Il applique enfin son
résultal au calcul de I'intégrale :

"+°° 2 2
/ R(z)e™ * cos 2rzdz,

R(z) étant une fraction rationnelle en z sans poéle réel.
11 est facile d’établir le lien entre ces intégrales el les fonclions 4,, ou mieux
encore ®,. Nous avons en effet(’) :

u ih AN de Voo = s N\ do
— o O —_ ) —— (2 4 —_—
t= [ o] -5+ 5) | Q/V- e (04 5) |

. th I .
On voit qu’il suffirait de poser ¢ = - m=— </z + —\) pour obtenir la forme
2/

de Binet Traitons directement notie intégrale. 11 suffit d’effectuer la transformation :

Ozé(m + \/w2 + Ag),

(") Biver, Comptes Rendus, \IL (1841), p 958

(?) Nous conservons les notations mémes de Binet.

() Nous supposons toujours ¢ > o.

(*) Ou encore de kramp.

() Voir plus haut, Tioisicme Paitic, y 2 Nous reprenons ici nos propres notations.
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qui donne :
.2
w = _—%, et 02+%2~:(.)’+29.
On obtient d’abord, pour n = -—é :
+(Va— +(Vu—Vb)
¢ = GXP l:——-(w + 22 )‘] do + / exp [—— — (m + 2V)—J wdo
i —(\/; \/v) (\/ \/(o + l)o

La seconde intégrale est nulle par raison de symétrie.
11 reste donc la formule (*) :

\/l—l—\/'} th
| L :26““"'/ exp [————m” do,
—1 A 2

qui raméne le calcul de ® , & celui des intégrales de Fresnel.

- A 14 14 l
Etudions de méme le cas général n = — <m + —) :
2
+(Vu—vh)
ww—;

e (m + \/uf + l|
d_ (m+3) = e \/L.)i Y [—— — —]dw

Supposons m entier positif. On peut développer le bindme en termes finis. Les
intégrales correspondant aux puissances impaires de » seront nulles par raison de
symétrie. Dans les autres, y/o® + 4o entrera, aprés division, A une puissance paire.

Finalement on aura !b_(m +2) sous forme d'une somme d’intégrales telles que :
2

S ol ) ol (s ],

ott K est un entier positif ou nul.
Nous sommes ainsi ramenés i des transcendantes connues. Les coefficients seraient

faciles & obtenir explicitement, mais ne présentent pas un caractére de simplicité
suffisant.

La méme conclusion vaut pour m entier négatif, comme on le voit en rempla-

cant -t par — -—( \/u) + 4o ), ou mieux en utilisant la formule :
w4+ Vo 4+ ho b

. m
(b—n - ;5 (bn N

(*) Si I'on veut revenir aux coordonnées cylindiiques, on remarquera que :

\/L_l—\/;:\/u—f—vwz\::\/z(ﬁ-—p).
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|

. . . 1
Signalons en particulier le cas n = -, ou:
2

e~—-LIIp \/;__ \/; — ih
b, =2 f exp| — — w*] do.
2 ¢ o 2

7] Les méthodes employées dans la Premiére Parlie (§ 4), sont susceptibles de
généralisations pour un ordre n quelconque. Nous allons donner deux exemples des
résultats que I'on peut ainsi oblenir.

Supposons, pour avoir un chemin d’intégration réel, —1 <<R(n)<1.

On arrive alors, pour o<’m<Zh, i la formule :

~ 0 —th1 N :n Ny — h m)” h— n
S Teosmi AR e kY TS 0 . s Gl O TS
o ®

]

en posant comme précédemment 2 = \/h*— m*.
Une intégration par parlies nous donne la relation élégante :

) h n n
mf Csinm g, e, = | CEERER b 2 b, (he)

23 :

On aurait pour o< h<Zm des formules analogues, mais ol la partie imaginaire
introduirait les fonctions d’Anger et Weber.

Le second exemple nous sera fourni par le cas limite m = h, en supposant cette
fois les limites variables, ce qui n’oblige pas & introduire de transcendante nouvelle.
On obtient en effet :

z —hr hv wn " n —%
—[—f cos hg [r+C)"+(r—‘<)"]dc:1/ [“—+i-°—:| L az.
4 o r 2V hu h ° - G

Introduisons la transcendante Q de Nielsen et intégrons par parties. il vient :

wh [ sinht.y,(he, kD dE = — booshz . 4, (hs, h2)
+ (hp)™" [Q(thv, n) — Q(thu, n)] 4+ (— he)" [Q(ikv, — n) — Q(ihu, —n)].

8] Appliquons maintenant les fonctions ¥,, ou plutdt les fonctions ¢,, & la
représentation de lignes de sources de densité variable f({,), — ¢, étant toujours
la cote de la source. Nous supposons ici qu’il s’agit d’'un segment fini. On peut
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admettre pour commencer (*) que la foncltion f({— z) est développable en série
entiére en z sur toul le segment. Le potentiel généralisé s’exprime alors par une

—hr
série d’intégrales de la forme /C" — d{. On peul évidemment supposer que

les limites sonl o et z. Ce sont ces inlégrales que nous allons d’abord évaluer.
Supposons n pair : n = 2k. Un calcul algébrique élémentaire permet d’écrire :

(K N (e DT (=
92K+1 O L (K—-(])'(K +q)! o:»q ’

v
=0

6 o= (—ap

ou ¢, représente le coefficient de Neumann, soit : 2si g==0, 1si g=o0. Onen
déduit immédiatement :

5 ¢ —u
CR . 2l (— l)‘(QK)! 5 —
.[ ;’z“‘ r d L 2)!\(}\ q)! (K + (1)' ‘qul(hlo) hz)-

q=

Remarquons qu’une intégration par parlies nous permeltrait d’évaluer l'inté-

z
grale f ¢V, (he, RY)AE.
o
11 est d’ailleurs facile de donner des formules plus générales, en partant de
I'identité (6) et de la remarque évidente :
[P+ =0T+ + =0 T= [+ 0"+ —0""]
+ ?aa [(I' + :)bAll + (',__ :)b—a] .
On obtient ainsi, en étendant la somme de — k & 4k, si l'on veut éviter

I'emploi du coefficient de Neumann :
+&

(K -
2 R g (R g7 teen e )

=
&’ e (PO - (r =" ™ ‘ —
= ./ of o= _( > P

Supposons maintenant n impair : n = 2K + 1. On a immédiatement :

—1h7
f czk-l-l du — / (’ e )K vzhrd’

— V (" ')K“‘qK 2(“_'1)f re —h dr
~ g (K—=q)!" o
q=o0

=y (hs, hQ)dE.

. ~ (__ l)k+l 1K ! Pz(lr-q)
TR g

q=o0

[PhR, 2¢ + 1) — P(iho, 2g + 1)].

(*) On envisagera au paragraphe suivant une hypotheése moins restrictive.
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Les fonctions P qui interviennent ici se réduisent aux Lranscendantes élémen-
taires. En vertu d’une formule due & Bessel, on peul enfin écrire :

-y o
/Z C2K+1 e v >’\ (— ])" (K! 02\“—‘1) [qu - d 1 e——lhR —1
Jo r
q—O

K—g' A% dR" R

2q whp
a2 de™ e — 1
v dgq o _

9] Appliquons les résultats précédents & la détermination des polentiels généra-
lisés des lignes de sources en cos m¢ et sin m¢, déja souvent considérés, mais sans
nous restreindre dorénavant & o<<m<h.

On a, formellement .

—l,,ll (_ 1 ) e-m;
cos m” dl = Z m“‘g“ df
o r (2K)' r
o K=O

K

O (o e N N ¢obeq
> 2GRy o e dc_>< S \oax—q)q'(mq)'

K=0 q==
mo
—2* ”“ZMK—q)'(uq)'("“)
g=o K=q
S s ()
= € D S GRS ;
ST A pT(p g \
q=o p=0

ov enfin :

z —hr —
/ cos m¢ ¢ dl = \ g, by, L lmo),
o

q=o0

I,(2) étant la fonction de Bessel d’argument imaginaire, dans sa notation habituelle.

Le résultat est trés simple, mais il reste a justifier le calcul. L’échange des signes
o]

z
f et E n’entraine pas de difficultés. Montrons qu’on avait également le droit
o
K==0

de réarranger la série double, qui est absolument convergente.
Ona:

I +z e—'Lh,l

|4’qq - o2

]
ly

(r + 0 dt
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i ! : (" + ;)zq 4
l'lfqu< zpeq [ r d‘-"

z

Cette derniére intégrale se calcule aisément. C’est en effet :

Z z .
Fogshs argsh— si g=o,
! e du = !
2 z
s sh= — si o.
% ~arach° Z 2go q:‘:

On peut donc prendre, par exemple, pour borner ,]4_[] :

1w

z

Wl <g

Une somme partielle quelconque de la série des modules est inférieure & .

E Eq ‘El “!q(m F)[ *

=0

En vertu de I'inégalité connue(*),

1|z |” z|*
I @) L —|—| exp|—|,
, L )I X n!la P 2
Vexpression précédente est inférieure & :
2 & 12¢ 2
2 oxp [T L | 2 oy dmel
¢ 2 d q’ 2 4 ’
g=o

ce qui démontre I'absolue convergence de la série double.

Si nous supposons o <Cm <_k, le résultat que nous venons d’obtenir, joint & ceux
de la Premiére Partie, nous donne l'identité :

_ _ -
Tolze. hot mB) 4+ 3|5, he—mR] = 2 ¥ ¢ 3, (he, h2) 1, (mg).

g=o

(*) Watson, loc. cil , § 2.11, p 16, Formule 4.
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Considérons maintenant la ligne de sources en sin m¢. 1l vient, en posant pouyr
abréger (')

Poyir = PR, 2g +1) — P(ihg, 2g + 1),

z e~1h;
/ sin m¢ -
o r

o0
d° — E (_, ')K n2E+s fz ;“‘+Le—zhr 2
2T K+ !
k=0

P
o0

— i'n \! K! m ) > ! P)qul

T T LK o T L TR =g T

h=0 q=0

=2y L P, LN k! (mg)

h_.tq’ (he)? & 2K+ D)!I(K—g)!t V7
1=o n=q

ST PV
- i q! < 3+ Z (2p + 29 4+ ( A
q==0 p=0

On a d’ailleurs, en vertu de la formule de multiplication de la fonction I'

2P 2L
IM2p 4+ 2¢ +2) =

T

—D(p+qg+ 0T
%

< 3
p+q+;>.

D’ott il résulte que

(=]

O (p+9!

(Gme)”
-meq
SRR )
(2p+29+1)!p! () ’“‘ >
p=o

) (+l -,
I‘<p+(/+ > !

et par conséquent :

o . .
: e_"“ 1 m\* " Iq +'~(m 2
f sinmz da.————l\/"r \1 ( > 2
[s]

h

1
g=o 1’ 2!

,1_1,._'_ 2q41 "
(mz)

C’est encore la fonclion de Bessel d’argument imaginaire qui intervient ici. It

resterait d’ailleurs & montrer I'absolue convergence de la série double, ce qui se fait

(") L’astérisque permet d’éviter la confusion avec les fonctions de Legendre
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exactement comme dans le cas précédent, en s’appuyant sur les inégalités :

a+3
exp [J(2)],

1 Zz
SR PEEE
l’1+§ l [,<’l+§> 2
R 1_puq 1

“)fq-iﬂ' <m 2q 1

dont 'une est connue('), el dont autre s’établit immédiatement.

Les formules ainsi obtenues pour les lignes de sources en cos m{ eten sin m{
pourront étre appliquées au calcul du potentiel généralisé d’un segment, la distri-
bution des densités étant supposée seulement développable en série de Fourier, ce
qui est toujours le cas dans la pralique. On obliendra, sous restriction de conver-
gence absolue pout les nouvelles séries doubles, des séries en p_” ou en Ptq+1, dont
les coefficients s’exprimeront sous forme de séries tits analogues & celles de Schls-
milch.

(*) Warson, loc. cit., § 3.31, p. 4g.




