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PREMIERE THESE

SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS D'UNE
OU DE DEUX VARIABLES REELLES.

Introduction.

Daps la thégrie des fonctions on cherche & approfondir I'étude
des fonctions trés générales qui se rapprochent, d’'une certaine manjére,
de fonctions connues. Les fonctions les plus simples sont les polynomes,
il est donc tout naturel d’étudier les fonctions auxquelles certaines
propriétés des polynomes s’appliquent. C’est d’'un tel probléme que
nous nous occupons dans la premiére partie de ce travail.

Pour étudier la fonction nous considérons ses différences divisées
de divers ordres. La nmeme différence divisée de f(2) pour les pgints
Xy, Zz,..., Tnt1 €St égale au quotient
. _ U, 2pyens Zuvas f)

[x1, ®2,00 05 Tnis f]—"mh x5, ., xn_H)*'
ot U(ry, a2,..., Laty; [) est le déterminant d’ordre » + 1 dont la
ligne générale est 1 wy 7. ... . o f(r) et V(ey, @3, 0.0, Tagy) ==
=0V, ®2, .+ +) Tot1; 2").

La ném¢ différence divisée d’un polynome de degié » est cons=-
tamment égale 4 un méme nombre; ce nombre est nul si le polyngme
est de degré n—1. Nous examinons les fonctions dont la néme différence
divisée est bornée. Nous considérons également la méme variation totale
(ou la variation totale d’ordre n) d'une fonction, qui est par définition
égale a la limite supérieure de la somme

moa-t
> 180 =3
1=={
i .
Ap =[x, Zi4yq, .- :1'i-rn;f]’ i=12..,m—n

Xy Xy < 20 < X
lorsqu’on fait varier les points x;, *2,..., Tm et leur nombre gde -
q P ’ &

Mathemtica VI -1



2 T. POPOVICIU

tes les maniéres possibles sur ’ensemble de définition Je la fonction.
Nous dirons que la fonction est a méme variation bornée si sa variation
totale d’ordre n est finie. Nous étudions apres les fonctions dont la
(n+1)éme différence divisée ne change pas de signe. Nous dirons qu'une
telle fonction est d'ordre n. Pour n=0 nous avons les fonctions mono-
tones et pour n=1 les fonctions convexes (ou concaves) ordinaires.
Nous signalons les principales propriétés de ces fonctions et nous mon-
trons leur rapport avec les fonctions a4 mfme difiérence divisée bornée
et les fonctions a mrme variation bornée.

Si la fonction f(+) est a (n4 1)éme différence divisée bornée on
peut évidemment déterminer A tel que la fonction f(x)+Xznt! soit
d’ordre n. Nous montrons aussi qu’une foncticn a n'me variation bornée
est la différence de deu.: fonctions d'ordre n.

Nous étudions aussi la dérivation des fonctions précédemment
définies, aprés avoir complete certaines recherches de SmiELTJES sur la
néme dérivée d'unc fonction. Nous examinons la limitation de la dérivée
d’une fonction d'ordre n définie dans un intervalle. On trouve ainsi que
les fonctions d’ordre m se comportent it pew prés comme les polynomes de
degré m, tout au moins dans un intervalle intérieur convenablement choisi

Dans la seconde partie nous essayons d’étendre pour les fonctions’
de deux variables les résultats obtenus pour les fonctions d’une seule
variable.

La différence divisée d'ordre (m, n) de f(x, y) pour les k =
= (m+1) (n+1) points M, (s, y), i=1,2,..., Lk est égale au quotient

. _Um_n(Ml,I\‘lz,...,Mk;f)
Moy Mz, oooa Mis flmn = =G "M, Mo, oo, M)

ou Um,n(M;, Ma,...,Ms;f) est le déterminant dont la ligne générale
est 12 ale . ™ Yy &iYivuo . TP Yioo L Y Ry L. a~lyl f(x., ¥)
et Vimn(M,, Ma,...,Ms) = Unu(M;, Mz,...,Ms; 2™ yp"). Nous sup-
posons, bien entendu que les points M; soient tels que le déterminant
"m.»a soit différent de zéro.

Nous étudions ces différences divisées et nous montrons qu'on peut
établir une analogie compléite entre le cas d’une et le cas de dew.: variables.

Dans le dernier Chapitre nous donnons une généralisation des
fonctions convexes et des fonctions doublement conve.res (Voir . MoNTEL,
Journal de Math, Yeme série, t. 7 (1928), p. 29—60) de deux variables.

Nous sommes heureux de pouvoir exprimer ici I'hommage de
notre profcnde reconnaissance a M. P. MonTEL qui nous a beaucoup

encouragé et dont les conseils précieux nous ont été trées utiles pour
la rédaction de ce travail.




IPROPR. DES FONCT. D'UNE OU DE DEUX VAR. REELLES. 3

PREMIERE PARTIE.

‘SUR QUELQUES PROPRIETES DES FONCTIONS D'UNE
“VARIABLE REELLE CONVEXES D'ORDRE SUPERIEUR

CHAPITRE 1,
‘SUR LES DIFFERENCES DIVISLES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE.

§ 1. — Fonctions a différence divisée bornée et fonctions
a variation bornée.

1. Nous considérons des fonctions f(c) définies, uniformes et
abelles de la variable réelle 2 sur un ensemble linéaire et borné E.
A tout point de E correspond une valeur finie et bien déterminée pour
f(z). Nous désignons par a Uextrémité gauche et par b lextrémité
droite de l'ensemble E. Les points ¢ et b sont déterminés quel que
-soit E. Nous désignons par E’, E”,..., les ensembles dérivés successifs
de K. Nous disons qu'un ensemble E, est complétement intérieur a E
si tous ses points appartiennent a E et si ses extrémités a;, by sont
intérieurs a Uintervalle (a, 6), (@ <a; == b; <b).

Nous disons gu’une suite de points de l'axe de la variable z est
ordonnée ou bien que ces points sont ordonnés si leurs abscisses rap-
portées 4 une origine fixe sont rangées par ordre de non décroissance.
Nous supposons d’ailleurs, saufavis contraire, que tous les points d’une
telle suite sont distincts.

Nous appelons polynome L (polynome de Lacrance-HermiTe) le
;polynome de plus petit degré

P(@)=P(ay, ®2,... ax; f|x)

wérifiant les conditions(?): (les accents désignent des dérivations)

(*) HerMiTE a généralis¢ les polynomes de Lacrange dans son mémoire
xBur la formule d’interpolation de LAGRANGE®. Journal fur die Reine und
Angew. Math t. 84 (1878) p. 70.
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P () =f(¢1) P(“p+l)=f(°‘p+l) ?(“p+q+1)=f(°‘p+q+n)\- .-
P’ (a2)=f"(a2) P/ (2p12) =f" (2p+2) P! (2ptq2)=F' (@p4q42) - - =

P D(z,) = [0 D(ap) POty q) = FI i) PO Darptr) = 1@t
Q=== =:0p, Opf|=Opip===0ptg, OGpiqi1=0%ptqi2= "=®gtptry..«
praotr+ - =k-

On sait que ce polynome est unigue.
Enfin nous appelons avec M. NorLunp (2) différence divisée d'erdre

k de la fo.nct,ion f(x) pour les points distinets @, &z,... %41 1'éxpres—
sion définie par la relation de reecurrence

o, @z, g fl=[o, @2, ... au; f]
fl= T
k41 ay
la; fl=f(=).
La quantité (1) est symétrique par rapport aux points a, et peukt
se mettre sous la forme d'un quotient

Q) [, 22,000,004

Ulay @, ..o, 0uqq 3 )
V(“iy“?w*-a““**l)‘

lay,az,..., anpys fl=

ol
1 o o ..., k=t f(a) |
1 o ...l ah~t f(xg) |,
U(u,,uz,...,uy,+,;f);= P R :
1w gy, g flent)

et

V(“Ir aZ)"'ywk-H): U’(al y & ,...,&7‘.*_‘;37”)1
est le déterminant de Van per MonDE des quantités «;.

De la formule (1) on peut en déduire d’autres que Lous signale-
rons & mesure de leur emploi. Remarquons ici que

2 fag) — Pl , 00,0, 0u; flawgg) =
_U@, e, e f) V(i @, e X
Vi, o, .., o) Vi ,op,...,00) R FRRRINC SRS i I

Il en résulte que si [a;,22,.. , 2%y f]=0, f(x) prend surE les:
mémes valeurs gu'un polynome. Nous disons alors- que f(x) est une-
fonction polymomiale.

2. Considérons les différences- divisées-

[55’1»,-’82,----,3’»4-1;f]=

(3 N. E. NoaLunp ,Lecons sur les, séries d’interpolation® p. 2
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sur tous les groupes de n+4-1 points distincts de E. Si E contient

moins de n41 points on peut indifféremment supposer que la méwme

différence divisée n’existe pas ou bien qu’elle soit identiquement nulle.
Posons

m-'[ﬂihxz,--u,xnﬁ;f” = Adlf; E].
(sur E)

Ce nombre sera appelé la néme borne de f(z) sur E A,[f; E] peut
@tre désigné aussi par A,[f] ou méme A, quand il n’y a pas d’ambiguité
b
et par A,|f] quand il s’agit d’un intervalle (a,b).

Nous disons que la fonction est a méme différence divisée bornée
sur E si A, est fini.

Le cas n=0 est celui des fonctions bornées; n-=1 celui des fon-
etions vérifiant une condition de LipscHiTz ordinaire.

3. Considéroms m points ordonnés

(3) Ly yX240.00yTm
®t soient
) Ae=T%, Zigry e oo Xegae 3 fl QA'=1(x))

i=1,2,...,m-k k=0,1,2,...,m-1

des différences divisées d’une fonction défimie en ces points.
{.a somme

m-n-1
©) b= > | A — AL

1=1

est la néme variation de f(x) sur les points (8).
Soit f(z) définie sur un ensemble E. Les variations v, sur toutes
les suites ordonnées de E ont une limite supérieure V,[f;E]. Nous
b

désignons ce nombre par V,[f], V. ou Va [f] et nous l'appelons la
a

ndme variation totale de f(x) sur E.

Nous dirons que la fonction est a mime variation bornée sur E s}
¥Yn est fini.

Le cas n=0 est celui des fonctions a variation bornée ordinaire
-de JorpaN(3); n=1 a éi¢ implicitement considéré déja par M. DE 1a

(3) Pour l'etude de ces fonctions voir H. LeBESGUE ,Lecons sur l'in-
Aégration .. . etc.* 2%me ed. (1928) p. 96 ; ou encore L. ToNeLLI , Fondamenti
di Calcolo della variazioni“ t. I, p. 40.
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VaLrte Poussin(4) et étudié d'ume mamiére générale par M. A. WinTem-
nitz (5).

§ 2. — Propriétés des fonctions dont In néme différence divisée
est bormée.

4. Soient @y, a@z,...,%; Bi,B2,--es B @r1=Bit1,242=PFia2,0000
a,=Bk, k +7 points distincts (1 < j < k). Nous avons-d’aprés la forrmule (1)
(@i— B a1, ®2yeney @i Biy Bitas o s 1=

=[“l)¢2!"'7““§i+11""ﬁk;f]_[a11“2)"'9ai"’176”"‘7ﬁk;fl"

Faisant i=1, 2,...,k, ajoutant membre & membre et supprimant
les termes identiquement nuls nous en déduisons la formule suivante:.

(6) [“l,a29°--:ak;f]_[ﬁl’;pZa”-er;f1=
=2(a'—‘ﬁl)[al~¢2:---r“i';plsp'f-Hr'”apk;ﬂ'

=1
(pour j=1 nous avons la formule (1) elle méme).
Cette formule permet d’écrire

n

) Hxl-xz,---,xn;ﬂlél[Z"u-’”'z»-»-.x'n;fﬁl+(2xa-x'il){-ﬂn[ﬂl

<}[x’l ,x'Z"~'9x'n;f] i+n(b'a)ﬁ- An[f]

done toute fonction & néme différence divisée bornée est aussi & (n-1)éme
différence divisée bornée.

En particulier toute fonction a néme différence divisée bornée est
bornée.

On voit encore que la fonction est & nombre dérivés bornés s&
n> 1; elle est donc aussi continue dans ee cas.

La continuité résulte également de la formule suivante:
(8) i[xlaxﬁr'--)xn-l-l;ﬂ"_‘[x,lyx'29-'~sx,n+l;f]l<2”An-8

M <1
4

8, = max. 1

(4) CH. pE LA VaLLEE Poussin ,Note sur I'approximatien par un polynome-
d'une fonction dont la dérivée cst a variation bornée“ Bull. Acad. Belgique
1908 p. 403. .

(3) A. WinterniTz , Uber eine Klasse von linearen Funktional Un-
gleichungen und tiber konvexe Funktionale“. Berichte kon. sichsischen Gesellsch.
der Wissensch. zu Leipzig t. 69 (1917) p. 349.

(6) Par la notation max(a;,ap,....) ou max (a;) nous désignons le-
i=1,2,..

(ou les) plus grand des nombres a;,az,...Notation analogue pour le plus
petit de ces nombres.
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= longueur du plus petit intervalle contenant
les points X19X25000,X ’x’iax'H'l .

1=1,2,...,n+1.

Soit x’ un point de E’ n’appartenant pas 4 E. Si, quelle que soit
la maniére dont le point x de E tend vers x’, f(x) tend vers une
méme limite finie et bien déterminée, nous pouvons encore dire que
la fonction est continue au point x’ en prenant f(x) égal & cette limite,

Il existe toujours un sous-enseinble dénombrable E* de E tel que
E-E* appartienne a E* et que la fonection continue f(x) soit compléte-
ment déterminée par ses valeurs sur E*,

La formule (1) permet encore d’établir la suivante:

R x’n+l

) (ppi-a) (@, ., @imy @iy, ey Gag s ] =
= (t-a)[a;, @2 .o,k []+ (@htr =) @2, X350 0y @k s Fle

Si la suite «;,®3,..., @kt est ordonnée on voit que la d fférence
divisée [@;,@3,...,%—1,%+41,.-0,%+1;f] est comprise entre. les
différences divisées [oy , a2, ... ,ax; f1, [@2, @300, @hpr; fl -

Soit @'y ,a’y,...,a'xyy une suite partielle extraite de la suite
ordonnée «;, &z,...,am et telle que a'i=a;, &' sy =0m.

Par application répétée de la formule (9) nous obtenons

m—~k

(10) ey, @5, .. ,G'k+1;f]=2A:[¢i,“x+x yeos ot f10)

1=1
ou les A; sont positifs, indépendants de la fonection f(x), et ont une
somme égale a 1.
Il en résulte que

min. ([, @1,k F])<Z[21. a2, .0, @y 1<

=1, 2,..., M-k
< max. ([eis @itryones @itns 1)
t=1, 2,...,, m-k

() On peut remarquer d’une maniére générale que si la somme
m—k
2 Ailai, @ppseoey @igrs [ (A; indépendants de f(x))
i=1
ne dépend explicitement que de f(a’y),, f(a'2),...,f(@'p) ;&' ,a2,..., a"’
étant une suite partiellede &) , @y ,...,2m, elle est nécessairement de la form®

2 Ale' o 410 oo, @ik £ (A’; indépendants de f(x)).
1=1
Un cas particulier de la formule (10) a été employé par M. A. MARCHAUD

dans sa Thése _Sur les dérivées et les différences des fonctions de variables
réelles® (Paris 1927) p. 32.






