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PREMIÈRE THÈSE

SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS D'UNE
OU DE DEUX VARIABLES RÉELLES.

Introduction.

Daps I3, ikéqria des fonctions on cherche à apprpfQncJir l'étude
des fonctions très générales qui se rapprochent, d'une certaine maQ|èr,e,
de fonctions connues. Les fonctions les plus simples sont les polynômes,
il est donc tout naturel d'étudier les fonctions auxquelles certaines
propriétés des polynômes s'appliquent. C'est d'un tel problème que
nous nous occupons dans la première partie de ce travail.

Pour étudier la fonction nous considérons ses différences divisées
de divers ordres. La neme différence divisée de f(r) pour les
x\ 1 %2 1 • • • f Zn+\ est égale au quotient

r ^ /1 IK^i , x2i . . . , *n til f)
[xi, oc2,..., xn+\ ; f] = — . 7 7 - — ~ ~ÏTT\~~~

où U(ii, j'2 y • • • » ^Vi+i ; f) est le déterminant d'ordre n + X dont la
ligne générale est 1 Xi jc'f i\n~l f(*'i) et V(,/*i, x2 , . . . , a?n+1) =
== U(xi , oc2 , . . . , xn+x ; x").

La nème différence divisée d'un polynôme de degré n est cons-
tamment égale à un même nombre; ce nombre est nul si le polyaçm^
est de degré n—1. Nous examinons les fonctions dorxt la n ^ différence
divisée est bornée. Nous considérons également la n^« variation totale
(ou la variation totale d'ordre n) d'une fonction, qui est par définition
égale à la limite supérieure de la somme

y I an — J 9 - i

an ** [*f, Xi+i » . • » a-f-rn l f], i * 1, fi, • . . , «t-f t

lorsqu'on fait varier les points xt, ar2^«- > ̂ m ©t leur nombre $$

Matb«mUc« Vlll t



2 r.

tes les manières possibles sur l'ensemble de définition de la fonction.
Nous dirons que la fonction est à nème variation bornée si sa variation
totale d'ordre n est finie. Nous étudions après les fonctions dont la
(n+l)ème différence divisée ne change pas de signe. «Sous dirons qu'une
telle fonction est d'ordre n. Pour n = 0 nous avons les fonctions mono-
tones et pour n = l les fonctions convexes (ou concaves) ordinaires.
Nous signalons les principales propriétés de ces fonctions et nous mon-
trons leur rapport avec les fonctions à n<™« difïérence divisée bornée
et les fonctions à n<me variation bornée.

Si la fonction ƒ(.*') est à (n-\-V/mc différence divisée bornée on
peut évidemment déterminer X tel que la fonction f(x) + XxnJrl soit
d'ordre n. Nous montrons aussi qu'une fonction à n*'me variation bornée
est la différence de deux fonctions d'ordre n.

Nous étudions aussi la dérivation des fonctions précédemment
définies, après avoir complete certaines recherches de STIELTJES sur la
nème dérivée d'une fonction. Nous examinons la limitation de la dérivée
d'une fonction d'ordre n définie dans un intervalle. On trouve ainsi que
les fonctions d'ordre n se comportent à peu près comme les polynômes de
degré n, tout au moins dins un intervalle intérieur convenablement choisi

Dans la seconde partie nous essayons d'étendre pour les fonctions
de deux variables les résultats obtenus pour les fonctions d'une seule
variable.

La différence divisée d'ordre (m, n) de f(oc, y) pour les k =
(n+1) points M^rt, yt), z = l, 2 , . . . , k est égale au quotient

t , M2 , . . . , MA , t\m,n — —^ 7^ T
/77,/1 \m\ , M2 , . . . , mu)

où hm,n(^h y M 2 , . . . , M A ; / ) est le déterminant dont la ligne générale
est 1 xx xf xf yt xtyi xf yt yf xiy1}. xfl y] f{x>, y1)
et Vm,„(Mi , M2 , . . . , MA) = Um,„{Mi , M2 , . . . , MA ; xm yn). Nous sup-
posons, bien entendu que les points M/ soient tels que le déterminant
Vm>n soit différent de zéro.

Nous étudions ces différences divisées et nous montrons qu'on peut
établir une analogie complète entre le cas d'une et le cas de deux variables.

Dans le dernier Chapitre nous donnons une généralisation des
fonctions convexes et des fonctions doublement convexes (Voir P. MONTEL»

Journal de Math. 9<*me série, t. 7 (1928), p. 29—60) de deux variables.
Nous sommes heureux de pouvoir exprimer ici l'hommage de

notre profende reconnaissance à M. P. MONTEL qui nous a beaucoup
encouragé et dont les conseils précieux nous ont été très utiles pour
la rédaction de ce travail.



IPRQPH DES FÜXCT. D.T7TCE DU DE DJEUX VAR. RÉELLES.

PREMIERE PARTIE.

tSUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS D'UNE
"VARIABLE RÉELLE CONVEXES D'ORDRE SUPÉRIEUR

CHAPITRE L

SUR LES DIFFÉRENCES DIVISEES DES FONCTIONS D*UNE VARIABLE RÉELLE.

§ L — Fonctions à différence divisée bornée et fonctions
à variation bornée.

1. Nous considérons des fonctions f(x) définies, uniformes et
«radies de la variable réelle x sur un ensemble linéaire et borné E.
A tout point de E correspond une valeur finie et bien déterminée pour
f(x). Nous désignons par a l'extrémité gauche et par b l'extrémité
droite de l'ensemble E. Les points a et b sont déterminés quel que
-soit E. Nous désignons par E', E" , . . . , les ensembles dérivés successifs
de E. Nous disons qu'un ensemble E{ est complètement intérieur à E
-si tous ses points appartiennent à E et si ses extrémités ai, &i sont
intérieurs a l'intervalle (a, 6), (a < ax < bv < b).

Nous disons qu'une suite de points de l'axe de la variable x est
ordonnée ou bien que ces points sont ordonnés si leurs abscisses rap-
portées à une origine fixe sont rangées par ordre de non décroissance.
Nous supposons d'ailleurs, sauf avis contraire, que tous les points d'une
telle suite sont distincts.

Nous appelons polynôme L (polynôme de LAGRANGE-HERMITE) le
ipoiynome de plus petit degré

^ 2 , . . . ak; f\x)

^vérifiant les conditions (*): (les accents désignent des dérivations)

(*) H ERMITE a généralisé les polynômes de LAGRANGE dans son mémoire
^Sur la formule d'interpolation de LAGRANGE8. Journal fur die Reine und
Angew. Math t. E4 (1878) p. 70.
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P' («2) = f = f - f («P+*+2>

On sait que ce polynôme est unique.
Enfin nous appelons arec M, NÖRLÜND(2) différence divisée à%

h de la fonction ƒ (a:) pour les points distincts ai, O2,. . .«/H~I l'expres
sion définie par la relation de récurrence

«3>[«1,«a, . . . ,«*+,ƒ]«

La quantité (L) est symétrique par rapport aux points a* et peult
se mettre sons la forme d'un quotient

r
[a,, a2 , . . . ,

où

/(«o

et
V(a,,

€St le déterminant 4e VAW DER MONDE des quantités «|.
De la formule (1) on peut en déduire d'autres que LOUS signale-

rons à mesure de leur emploi. Remarquons ici qu&

(2) f (jZjf^i) P (û&i , 0&2 , . . . , OLk»\ f\ &k-\+l) ==st

V i a i , « 2 i • • • t <**) v vo-i , O2 , . . . , a«p)

II en résulte que si [ a l f a 2 , . . , otk^{ ; / " J^O, /(x) prend sur 1
mêmes valeurs qu'un polynôme. Nous disons alors- que ƒ(#) est
fonction pohjnomicâe.

2. Considérons les difïéraneos- divisées-

(2) N. £, NöiiLüNO ^Leçons sur les, séries d'interpolation* g# 2i



1)E< FüyCT DU XE Ol DE DELX VAR. RÉELLES. 5

sur to»s les groupes de n-f-1 points distincts de E. Si E contient
ciioins de ra + 1 points on peut indifféremment supposer que I4 nme
différence divisée n'existe pas ou bien qu'elle soit identiquement nulle.

Posons

lim. \[xirxt, ,xn + J ; /J | = A*[/;EJ.
(sur E)

Ce nombre sera appelé la n^^ borne de f(x) sur E A,,f/ ; E] peut
désigné aussi par àn[t] ou même An quand il n'y a pas d'ambiguïté

«t par &n[f\ quand il s'8git d'un intervalle (a , b).
a

Nous disons que la fonction est à nè™e différence divisée bornée
«ur E si A„ est fini.

Le cas n = 0 est celui des fonctions bornées; n = l celui des fon-
idions vérifiant une condition de LIPSCHITZ ordinaire.

3. Considéreras m points ordonnés

( 3 ) ^ 1 , ^ 2 , ,#*»

#t soient

(4) AÎ^x , , xl+t,.. . .,x /+* ; f\ (^=J(xd)
c = l , 2, ...,m-/c, ^ = 0, 1̂  2, . . . , m-1

des différences divisées d^uoe fonction définie en ces points,
da somme

est la n«»»c variation de fix) sur les points (8).
Soit f(x) définie sur un ensemble E. Les v-ariations vn sur toutes

les suites ordonnées de E ont une limite supérieure V„[f;E]. Nous
b

désignons ce nombre par Vn [f], Vn ou Vn If] et nous l'appelons la
a

variation totale de f{x) sur E.
Nous dirons que la fonction est à nèw« variation bornée sur E sf$

est fini.
Le cas n » 0 est celui des fonctions à variation bornée OEdinnire

JORDAN (3) ; ne==l a été implicitem€nt considéré déjà par M. DE UL
(3) Pour Tetude de ces fonctions voir H. LEBESGUE „Leçons sur Tin-

g n . . . etc.* 2ème éd. (1928) p. 96; ou encore L. TONELLI „
«di Calcolo délia variazioni* t. I, p. 40.
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VALLÉE POUSSIN (4) et étudié d'uae manière générale par M. A.
HÎTZ

§ 2. — Propriétés des fonctions dont ht n^e différence dirisée
est bormée.

4, Soient a t , <x2,..., a/; p i , p2 »••••> P/
a/f ^ j ^ , Je -f-ƒ points distincts 01 <j < A:). Nous avon^d'après la formule (1>

(a* — Pi) f a j , a2 , . . . , a/-. Pi, Pï+i * • • • » ft î A1 Œ

= [ a , , a 2 , . . . , « / , p / + i , . . . , ?*; ƒ] — I«i , « 2 , . . . . « / - i , P > f »P*;/11-

Faisant i==l, 2 , . . . , k, ajoutant membre à membre et supprimant
les termes identiquement nuls nous en déduisons la formule suivante :

(6) [ « i , « 2 , . . . , « * ; f ] - - i P * , P 2 , . . . > P * ; / ] =
/

= ^ (oc, - p,) [at , a2 , . . . , «Î , P /, P/-H r . . • , P* ; f\

(pour ?*s=l nous avons la formule (1) elle même)»
Cette formule permet d'écrire

(7) | [ * , , * 2 , . . . , * » ; ƒ ] ! < t _

< 1(*',, * ' 2 , . . . , *'„ ; f] | + n\b~ay. An [/)

donc toute fonction à nème différence divisée bornée est aussi à («-]
différence divisée bornée.

En particulier toute fonction à n^me différente divisée bornée est
bornée.

On voit encore que la fonction est à nombre dérivés bornés si
n > 1; elle est donc aussi continue dans ee cas.

La continuité résulte également de la formule suivante:

(8)
Xi - X'i

i = max.

(4) CH. DE LA VALLÉE POUSSIN „Note sur l'approximation par un polynôme*
4Tune fonction dont la dérivée est à variation bornée* Bull. Acad. Belgique
1908 p. 403.

(5) À. WINTERNITZ „Über eine Klasse von linearen Funktional Un—
gleiehungen und fiber konvexe Funktionale". Berichte kön. sâchsischen Geselîsch.
der Wissensch. zu Leipzig t. 69 (1917) p. 349.

(6) Par la notation max («i , «2 , . . . . ) ou max (a/) nous désignons fe-

(ou les) plus grand des nombres av, &% f ... Notation analogue pour le
petit de ces nombres.



PROPR DE* FONCT. D'UNE OU DE DEUX VAll. RÉELLES.

S = longueur du plus petit intervalle contenant
les points Xi, x 2 , . . . , x , x'/, x'#+i , . . . f x Vu

Soit x1 un point de E' n'appartenant pas à E. Si, quellç que soit
la manière dont le point x de E tend vers x', f{x) tend vers une
même limite finie et bien déterminée, nous pouvons encore dire que
la fonction est continue au point x' en prenant f(x) égal à cette limite.

Il existe toujours un sous-ensemble dénombrable E* de E tel que
E-E* appartienne à E*' et que la fonction continue /(x) soit complète-
ment déterminée par ses valeurs sur E*.

La formule (1) permet encore d'établir la suivante:

(9) (a*+t - aj) [a, , a2 , . . . , a/., , a/+, , . . . , aA+1 ; f) =
= (a, - aO [«! , a2 »«*;ƒ] + (a*+i - «0 Ia2 » «3 , • • • » «*+i î f) •

Si la suite ccj , a2 , . . . , a*-fi est ordonnée on voit que la d iYérence
divisée [ai , a2 , . . . , a/-i , (Xi+\ > • • •, «*+i ; / ] est comprise entre, les
diiîérences divisées [ai , a2 , . . . , a* ; f], [a2 , a3 , . . . , aA+l ; / ] .

Soit a'i , a'2 , . . . , a'/t+i une suite partielle extraite de la suite
ordonnée « i , a 2 , . . . , a m et telle que a'i = a i , a'A-fi = a*,.

Par application répétée de la formule (9) nous obtenons
Z77—k

(10) (a',, a'2 , . . . , «'*+,;ƒ]== ^ A, [a,, al+, , . . . , a1+fc ; /] (')

où les A/ sont positifs, indépendants de la fonction ƒ(*), et ont une
somme égale à 1.

Il en résulte que

min. ( [aÉ, a/+1 , . . . , aM * ; f] ) < [a', , a'2 , . . . , a'*+i ; ƒ] <
1 = 1 , 2,..., m-&

< max. ( [on, a l + 1 , . . . , ai+k ; f] )
t = l , 2,...,m-k

(7) Oa peut remarquer d'une manière générale que si la somme
m—Ar

A; [at, a,+i, . . . , a/+fc ; f] (A/ indépendants de f(x))

ne dépend explicitement que de /"(a^) , , f(a'2) , . . . , / (a'p) ; a ' i , a '2 , • • . , a##

étant une suite partielle de at , a2 , . . . , %m , elle est nécessairement de la forme

A', [af,, a '+i , . . . , a'i+k ; /*] (A'; indépendants de f{x)).
i == i

Un cas particulier de la formule (10) a été employé par M. A. MÀRCHÀUD
dans sa Thèse „Sur les déri?ées et les différences des fonetkms de variables
réelles» (Paris 1927) p. 32.
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| ( a ' , , a ' 2 ; . . . , a ' * - H ; ƒ ] | < m a x . ( ! [ « / , «1+1 • • • • * a < + * ; / ) ! ) •
t=l,2,...,m-fc

Supposons que E soit un intervalle et soient xt , *2 , . . • * *n+
Ji'l , * f 2 , . . . » x'it-n , 2 n + 2 points de cet intervalle.

Supposons que n > 0 et écrivons

Ç t l 2 n + !

La formule (8) montre que |Ç, , Ç2 , . . - » Ç*+i ; f I est Une fonfctîeit
continue de X pour X > 0 , égale pour X = 0 à [x\ , *2 » • • • > x«+t ; f] st
pour X= +00 à [x'i , x'2 , . . . , x'n+\ ; / ] .

On en déduit donc la propriété suivante :
Si E est un intervalle et si [x\ , X2 , . . . , xn+-\ \ f] — A,

l^'i iX'i t. • • t x'n+\ ; /*1 = B, il existe dans tout intervalle contenant tous
lès points xt, x'i une différence divisée prenant une valeur quelconque
comprise entre A el B.

La propriété n'est pas vraie pour n = 0 puisque dans cô cas on
A toujours ô — 1 dans la formule (8).

En particulier si la n^m^ différence divisée reste en module plus
grande qu'un nombre positif, elle garde un signe constant.

S?it x*i, JC*2 , • . . , x*m une suite ordonée telle que xx , x2 , . . , , *n+t
en soit une suite partielle (xi — x*!, Jt^i — x*m) et telle que

max.
t = l , 2,. ., tn-l

e étant un nombre positif.
Considérons les différences divisées

(11) A =[«*/, *%• + ! , . . . , x # i+ n ; /] i - 1 , 2 , . . . , m-n .

Supposons maintenant que ta , Jt2 , . . . , rw + 1 ;/J = 0 et appliquons
la formule (10). On voit alors qu'il doit exister au moins un indice i
pour lequel dtd{^ml < 0 . De cette inégalité et de la propriété précé-
demment démontrée on déduit que

Si ta , x2 , . . . , xn + j ; f] = 0 il e ciste% dans le plus petit intervalle
contenant les points xx, un intervalle de longueur aussi petite qu'on
veut où il y a a>t moins une différence divisée nulle.

En appliquant la propriété à Ja fonction f — Axn et en regardant
plus attentivement la démonstration, on voit que si [xx, x2 ,.., xn x; ƒ*] = A,
il existe un point x dans le plus petit intervalle contenant les points
Xt tel que daas tout intervalle l(x;iq) de milieu x et de longueur iq il
existe au moins une différence divisée prenant la valeur A.


