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P R E M I È R E T H È S E
-e©

SUR

LA SOMMATION DES
SÉRIES DIVERGENTES.

Le problème fondamental de la théorie de sommation des
séries divergentes est le suivant: faire correspondre à chaque
série d'une classe aussi large que possible un nombre appelé
somme de la série jouant le même rôle dans les calculs que la
somme d'une série convergente. On a deux méthodes générales
pour la sommation de la série

n=0

La première transforme à l'aide d'une matrice A = (anm), n,m=^
0, 1, 2 , . . . la suite

sn=a0 + a1 ~\ -f an%

en une autre suite convergente

La seconde méthode se sert d'une suite de fonctions <pn(x) dé-
finies pour x^>a: si la série

2
/z=0

est convergence pour chaque x^>x0 et tend vers une limite s
quand x—• co, la série ^an est sommable par cette méthode.
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Pour avoir une application plus étendue, chaque procédé de
sommation doit satisfaire à la condition de permanence, c'est à dire
que chaque série convergente doit être sommable avec la même
somme. 11 est évident que les sommations ci dessus satisfont a
la condition de distiibutivité qui consiste en ceci: si les séries

an et V | bn sont sommables avec les sommes A et B, la se
w=0 n=O

oo

rie "V (oLCLn + $bn) sera aussi sommable avec la somme <xA+$B.

Un procédé de sommation est plus utile dans les calculs
et a une application plus étendue s'il possède les propriétés
qu'ont les series convergentes. Ces propriétés bien mises en lu-
mière par M. Emile Boiel,1) qui est le fondateur de la théorie des
séries divergentes, sont les suivantes:

I. Si la s é r i e
<2) a0 + ax + a2 H

e s t s o m m a b l e a v e c la s o m m e s, l a s é r i e

(3) O + flfo + fli-f <i2 + . . .

e s t a u s s i s o m m a b l e a v e c l a s o m m e s.

II. S i l a s é r i e (3) e s t s o m m a b l e a v e c l a s o m m e
s, la s é r i e (2) e s t a u s s i s o m m a b l e a v e c la s. o m m e 5.

Lorsque les conditions I et II sont remplies on peut sup-
primer ou ajouter dea termes nouveaux dans une série sans inter-
rompre la sommabilité.

La valeur pratique d'un procède de sommation dépend en-
core de la possibilité de sommation de la série produit de Cauchy
des deux séries données, qui sont sommablca par ce procédé;
elle est plus grande s'il satisfait a la condition suivante qui en
général n'appartient pas aux séries convergentes.

oo

III. S i l a s é r i e V f l w e s t b o m m a b l e p a r u n p r o -

c é d é a v e c u n e s o m m e 5 e t l a s é r i e 2 * " e s t s o m "
m a b l e p a r l e m ê m e p r o c é d é a v e c l a s o m m e t, l a s é -
r i e p r o d u i t d e C a u c h y

l) Emile Borel — Leçons sur les séries divergentes, Paris, I édit
901, II éd. 1928.
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/z=0

•sera s o m m a b l e a v e c la s o m m e st.

Un procéji de sommation qui satisfait aux conditions I, II,
III est celui par le* moyenne* de Cesàro. La série (2) QA som-
mable par les moyennes d'ordre k, £ > — 1, ou sommable (C, A),
si l'expiession

m

,tend vers une limite quand //—» x>. Malgré l'impoitance de ce
procédé de som nation h classe des séries sommables (C) est
.tr£*-> bornée, et la série do Taylor d'une fonction analytique ne
(peut être prolongée au delà de son cercle de convergence.

Une mithode phs puissante c*t celle de M Do. cl qui est
la base de loue* les méthode^ moderne-» pour le prolongement
analytique pjr des séries divergentes. Elle consiste LU ceci:

Soit O(A) la fonction

r.—0

'que nous supposons entière. La série (1) est sommable par la
méthode exponentielle de M. Borel, ou sommable (B) avec la
somme 5, si <&{x) tend vers la limite 5 lorsque A—• co. Comme
Ta montré M. Hardy, ce procédé de sommation ne satisfait pas
à la condition II et naturellement à la condition III. M Borel,
comme on sait, a donné une autre méthode de sommation plus
restrictive - la sommation absolue — qui satisfait à toutes les
conditions I, II, III, mais une série convergente pourrait ne pas
être absolument sommable.

En combinant la sommation de M. Borel avec la somma-
lion de Cesaro, M. Doetsch1) a obtenu une sommation qui satis-
fait à toutes les conditions I, II, 111.

M. Riesz2) a créé une méthode nouvelle, analogue à celle
*de Cesàro pour la sommation des séries de Dirichlet

1) G- DoctbCÎi — Ubcr die CcsàrobChe Summabihtat bei Rcthcn und
eine Erweitcrung des Greuzvvertbegriffs Kei integrnblen Funktionen, Mathe-
matische Zeitschrift, 11 (1921), p. 161 —179 Dissertation inaugurale de 1920.

2) G. H. Hardy and M. Riesz. — The gênerai Theory of Dirichlet's
series, Cambridge Tracts, 1915.
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Selon M. Riesz la série (4) est sommable par les moyennes ty-
piques de la première espèce d'ordre k, &>0 , ou sommable
(/?, X, k) avec la somme s, si l'expression

2
Xn<x

tend vers la limite 5 lorsque x—• oo. La série (4) est sommable-
par les moyennes typiques de la deuxième espèce d'ordre k ovt
sommable (/?, /, k), si l'expression

tend vers une limite lorsque x—• 20. On a beaucoup développé
la théorie de cette méthode de sommation, vu son importance
dans la théorie des série de Dirichlet et de la théorie analyti-
que des nombres.

Nous donnons un nouveau procédé de sommation pour les
séries de Dirichlet jouissant de toutes les propriétés que possède
la sommation de M. Riesz qui e t̂ un cas particulier de
la nôtre.

Comme les méthodes de démonstration de MM. Riesz et
Hardy ne s'appliquent plus, nous avons employé une méthode
nouvelle en nous basant sur la transformation de Laplace. Le
procédé que nous proposons est le suivant:

Soit cp(x) une fonction continue; cp(O) = O, non décroissante
pour x^>0 et telle que si cp(x)—• 00 pour x—• oo, on ait

(5) lim
cp(-r)

quel que soit le nombre fini 0. Nous disons que la série (4) est
sommable (?, X) avec la somme 5, si l'expression

tend vers la limite s lorsque x—»-oo. La condition (5) assure-
que chaque série convergente est aussi sommable avec la même
somme. Nous démontrons pour la série (4) qu'il existe une abs-
cisse a9 de sommabihté (?, )) et des théorèmes qui générali-
sent les résultats de MM. Riesz et Hardy.
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Ensuite nous donnons un procédé de sommation des séries
divergentes aussi général que possible et qui satisfait aux con-
ditions I, II, III. Soient <?o(-*0> Kx) des fonctions intégrables pour
A;*>0 et telles que

I cpo(A:)dx = 1, I h(x)dx=l, y^x)>0,
0 0

l'intégrale
n~h{x)\dxtf

>étant convergente. Soit y(x) une fonction positive, non décrois-
sante pour x>0 et telle que si y(x)—KX> lorsque x—*- so',on ait

pour chaque nombre fini o. Nous disons que la série

ifi) a0 -f- al + &2 H~ * • '

*est sommable (^0, A, cp) avec la somme s, si l'expression

- L § y{x-t)ti(t)dt, ti(x) = S?an+1yn(x),
^ } 0 n=0

c*
:tend vers la limite s — aQ lorsque x—^co.

Comme application on obtient une généralisation delason>
mation de Mittag-Leffler, sommation qui est plutôt une méthode
'de prolongement analytique qu'une méthode de sommation des
séries divergentes et ne possède pas les propriétés qu'ont les sé-
.ries convergentes. Ainsi nous donnons une extension de cette
sommation qui a toutes les propriétés dont jouissent les sé-
ries convergentes et permet de sommer la série produit de Cau-
chy des deux séries sommables.

Nous disons que la série (6) est sommable (£V, 9), si
.Pexpression

a > 0 '

tend vers une limite lorsque x—• 00. Nous déterminons aussi la
région exacte de la sommation (£"</, cp) de la série de Taylor
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d'une fonction analytique; nous donnons aussi la sommation sur
le contour de cette région dans des cas assez généraux. Si Ton
pose a = l, p = 0, on obtient une généralisation de la somma-
tion de M. Bore! qui contient comme cas particulier la méthode
de sommation de M. Doetsch.

Enfin nous obtenons une méthode de sommation des sé-
ries de Dirichlet analogue à la méthode (£y , ?).

Nous avons donne1) un résumé de ce travail dans quel-
ques Notes publiées dans les Comptes Rendus des Séances de
l'Académie des Sciences de Pans.

En terminant cette introduction je tiens à exprimer ma pro-
fonde reconnaissance à M. Emile Borel pour le bienveillant ac-
cueil qu'il a accordé à mes travaux en les présentant à l'Aca-
démie des Sciences, à M. P. Montel pour l'intérêt avec lequel il
a suivi mes recherches et à M. G. Valiron pour les importantes
remarques qu'il a bien voulu me faire.

Chapitre I.
Une méthode nouvelle pour la sommation des séries de Dirichlet

1. Avant d'exposer la méthode nous ferons quelques re-
marques. Nous dirons que la fonction positive cp(A), non décrois-
sante, satisfait à la condition .4) M l'on a lim '* . x = 1 quel)
que soit le nombre fini 5.

Si y(x)—• 2o lorsque x—»co,on peut facilement démontrer
que la croissance de la fonction y(x) est plus faible que la crois-
sance de la fonction etx où 5 > 0 est fini et arbitraire. En effet,,
soit g>0 un nombre plus petit que S. Soit xx un nombre choi-
si de façon que pour x^>xx on ait constamment

Des inégalités

* ' '

x) N. Obrechkoff — Sur la sommation 'exponentielle de M. Borel,,
t. 191 (1930), p. 825; — Sur la sommation des séries de Dirichlet, t. 192
(1931), p. 1936; — Sur une généralisation de la sommation de Mittag-
Leffler, t. 194 (1932), p. 353; — Sur une méthode générale de sommation
des séries divergentes, t. 195 (1932), p. 572.
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où nb = x — xx, on obtient par multiplication

(1) /V

Le nombre ô peut être choisi assez près de l'unité pour

que ~ soit inférieur à 8. Alors on prend x0 tel que le second

membre de l'inégalité (1) soit plus petit que e*x. Grâce à cette
proposition la croissance de la fonction y(x) est assez bien ca-
ractérisée. Prenons par exemple y(x) = extaW où u(x) tend d'une
manière monotone vers zéro quand x—• oo. Nous avons

log ^ — (x+a) (à(x-i-a) — xià(x) <^ ato(x),

quantité qui tend vers zéro.

Nous démontrons le théorème suivant:

1 S o i e n t cp(^) e t ty(x) d e u x f o n c t i o n s p o s i t i v e s
p o u r x^>0 q u i s a t i s f o n t à la c o n d i t i o n A). A l o r s s i
o n a p o u r d e u x f o n c t i o n s <x(x) e t $(x)

*f(*)> PO*)*
o n a u r a

a(t)$(x — t) dt C\D stz{x), T(A:)= I y{f)ty{x — t)dt.

o o

Nous démontrons d'abord que

(2) lim ^0- =00 .

En effet, soit a choisi de façon que

où P est un nombre arbitrairement grand. Nous avons

d'où Ton déduit, en tenant compte de lim = 1,
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=

c'est-à-dire (2).

D'après les conditions du théorème on a

cc(x) = s rp(x) + £ v(x), P(AT) = t ty(x)

où s—>-0, T]—•() lorsque x—•co. Nous avons

(x)+t J £-̂ (tt)']>(A:— u)du-\-s \ r\ y(x — u) ty(u) du

4- J £>??(•* — «) ̂ (^) ̂ « = 5^T(A;) + //j + si2 + i3.
o

Nous démontrerons que

(3) / 1 = 0

Soit a choisi de façon que pour x>a on ait |e|
s0 est un nombre arbitrairement petit. Nous avons pour

Comme

tend vers zéro lorsque x—*oo, on aura

t:'est-à dire lim—~ = 0, ce qu'il fallait démontrer. On démontre

d'une manière analogue les autres relations (3).

2. Soit

n=l

une série de Dirichlet. Nous donnons une méthode générale pour
la sommation de cette série qui contient comme cas particulier
la méthode de M. Riesz. —-
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Soit y(x) une fonction continue pour x>0, ^(0) = 0, non
décroissante et telle que, si y{x)—* co lorsque x —-*co, on ait

quel (que soit le nombre fini a.
Nous disons que la série

<4) %cn, cn = ane~xns

est sommable (y, X) avec la somme 5, si l'expression

tend vers 5 lorsque x—•oo.
Si la série (4) est convergente, elle est aussi sommable

(-?, X) avec la même somme.
Si l'on pose y(x) = x\ & > 0 , on a la sommation (R,l,k)

de M. Riesz de la première espèce avec les moyennes typiques

X~K

A„<X

D'après M. Riesz la série (4) est sommable avec les moy-
ennes typiques du seconde espèce ou sommable (/?, /, n) avec la
somme p, si l'expression

tend vers la limite 5 lorsque x—• x>. Posons ey = x\ on peut
alors donner à l'expression ci dessus la forme suivante :

x) = * -* 'V cn(ey— exn)*=V ^(l —

On voit donc que la sommation (/?, /, k) est une sommation
{?> ? ) où

Les théorèmes que nous démontrerons s'appliquent donc
tout de suite à la sommation de M. Riesz.

Nous donnerons d'abord quelques propositions qui sont des
conséquences presque immédiates de la définition.
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a) Si la série *S]an est sommable (?, X) avec la somme sr

î

la série ^T bn sommable (<p, X) avec la somme t, alors la série

/̂i) e s t également sommable (y, X) avec la somme

as -f §t.

p) Si la séne'y1 ane^xns est sommable (ç, *) avec la som-
i

me f(s), la série

est sommable (y, y.) oîi ^ = XOT+« avec la somme

f (s) — a ^ - V — # 2 e - V —. amt-x

y) Si la série ^ ane-xns est sommable (<p, X) avec la som-
i

me f (s), la série

î

est sommable (?, p.) avec la somme e*isf(s) où ^/ï = )/z — Xj.
En effet, on a

et cette expression tend vers la limite e^sf(s\ puisque
( X ) , ,

»̂1 lorsque w-—> oo.

Considérons les séries ^ an et V 1 ^ et la série produit
i "T

de Dinchlet V|c„ où cn= S^ Ö ^ ^ , V« étant les nombres
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-f v>q ordonnés par ordre da grandeurs croissantes et

Nous avons le^ théorèmes suivants:
oo

II. S i 1 a s é r 1 e V | an e s t s o m m a b 1 e (cp, X) a v e c là:

s o m m e 5, l a s é r i e ' V bn s o m m a b 1 e (^, ji) a v e c l a
i

oo

s o m m e l , l a s é r i e p r o d u i t d e D i r i c h l e t ^ ^ e s t
î

s o m m a b l e (T, v) a v e c la s o m m e st, où

Nous donnerons d'abord une autre forme de la fonction?
Ay(x). Posons

Xn<x

alors on a

= 2 a" ̂ X ~ Xn)=-f\A{t) dy(x — t) =f
Ktl<x 0

l'intégrale étant prise au sens de Stieltjes.
Désignons alors par A^{x)t B^{x), Cz(x) les fonctions cor-

respondantes à ces trois séries, c'est-à dire

[ln<X

II est facile d'obtenir la formule

Cz(x) = ƒ A9{t) B^{x — t) dt.
0

Considérons en effet le terme ambn dans les deux membres
de celte formule.
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Le coefficient de am bn dans Cx(x) est égal à

Le coefficient de an dans ^(Y) est égal à y{t — \m\ lm<it9
le coefficient de bn dans B^(x — t) est égal à à(x— t — [*„),
V-n<ix — t. Par conséquent le coefficient de ambn dans le second
membre est égal à

J
et la formule est démontrée.

Pour obtenir le théorème énoncé, on applique le théorème
I à Cz{x).

oo

III. S i l a s é r i e *S]alt e s t a b s o l u m e n t c o n v e r -
î

oo

g e n t e e t a l a s o m m e s , s i l a s é r i e S \ b n e s t s o r a m a -

b l e ( ' ] ; , \i) a v e c l a s o m m e t, a l o r s l a s é r i e p r o d u i t d e
oo

D i r i c h l e t *S\cn e s t s o m m a b 1 e (']>, v) a v e c la s o m m e st.
i

Nous avons la relation

= 2 ^ bn ̂ x ~lm~ P«) =£am B^{x — Xm).

Soit e > 0 u n nombre arbitraire et soit p un nombre choisi
•de manière que l'on ait

Comme - ^ —+t> I ^ + W l < 1*'K )̂» on aura>

_ ;
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Par conséquent

hm

et le théorème est démontré.
Si Ton pose y(x) = xk,on obtient comme cas particulier urr

théorème de Hardy pour la sommation (/?, X, k).
3. Nous démontrerons maintenant qu'il existe pour chaque

série de Dinchlet (4) un nombre v^ qui peut être égal à ± oo
tel que la série (4)

f{s) = yane-^t s = ü + u,

est sommable (ç, X) pour chaque s, R(S) = G > a9 et n'est pas
sommable (^, À) pour R( s )<a 9 . Ici a9 est l'abscisse de somma-
bilité (-f, X). Nous faisons quelques hypothèses sur la fonction
cp(jc). Dans les démonstrations des théorèmes qui suivront nous
emploierons la transformation de Laplace

On voit facilement, en vertu de \y(x)\ < e 8 \ que la fonc-
tion O(£) existe et est régulière pour chaque z, R(£)>0. Nous
faisons sur la fonction O(z) les hypothèses suivantes qui sont
toujours satisfaites pour les fonctions qu'on rencontre le plus
souvent. Il existe un contour L défini de la manière suivante:
/, = /.!-!- L2 4- L3: si z = ? + it on a pour Lx\ cr = — a, 0 < a ,

0; I 3 : a = —a, P ^ ^ < ^ c o ; L2: z = pelV,

< < , a=—

r^rsin»^, tel que la fonction O(z) est:
1) holomorphe à droite de Z. et n'a sur L que le point

= 0 comme point singulier;

2) 0>(z) = A_j_ ^ , & > l , n(z) étant bornée à droite de

L pour \z\ —• oo et A étant une constante;

3) <ï>(2)=}=0 dans la même région.
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4) Si ĴL(T) désigne le maximum de |O(z)| pour | £ | = T , on
pour x—* oo

)==O(* *(*))•

Nous supposons encore que, si 5 est un nombre arbitraire,
R(s)>0, la fonction

<£(2 + s) — Q(g)

*(* H- *)
.satisfait aussi aux conditions 1), 2).

Nous démontrons le lemme suivant:
a) Si la fonction Q>(z) satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4),

5) il existe une fonction d>(*-) telle que

<P(s -|- u)

pour x—• 20 on a

— = ƒ E-"11* * W dx = Z.OJ;)

L'existence de la fonction ri(jc) résulte d'un théoième de
MM. Norlund1) er Pincherle.2) Pour trouver une formule asymp-
totique de la fonction <\>(x) pour x—»-oo, nous considérons la
fonction

F(n\ = °W
O(s f u) O)(Ç)

La fonction /\«)est représentée comme intégrale de Laplace

Nous démontrons la formule

g{x) =
Nous avons

') N. E. Norlund - Leçons sur les séries d'interpolation, Paris, 1926,
p. 184—187.

2) S. Pincherle — Sur les fonctions déterminantes, Annales scienti
fiques de l'école noimale supérieure, t. 2>, 1905, p. 9—68.
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Soit L un contour dans Ie plan de Ia variable u défini
de la manière suivante : L = LX -!- Z.9 -4- L3 -f- LA -i- Z,5;
pour Z,! on a tf = a -4- it, a = — a, 0 < a, — "o <^ £ <C |?, 0 <; g;

„ Z.2 „ „ « = pg'<P> ^ - < p < r f

rf cos ü = — a, rf sin Ü = p;

p

Les nombres finis a} [3 sont choisis de façon que lescondi-
1ions 1), 2), 3) soient satisfaites pour les> fonctions <P(u) et F(ii).
Alors comme F(u)—^0 lorsque \a\—>- x?, on peut remplacer dans
la formule (5), d'après le théorème de Cauchy, le contour d'inté-
gration c —100 • • • c + i^D par L\ on aura donc

Soit £ > 0 un nombre arbitrairement petit et soit
choisi de façon que, si u est un point arbitraire de Z2» ^3* 4̂*
on ait

1 1 1
(s { u) <PKu) O(

Ceci est toujours possible, parce que cette fonction tend
vers zéro lorsque \u\—»-0. Alor^ nous avons

-1/ e*a F(u) du

? = ji(x), k>0.

«Comme
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on a
P'(u\— A

De la formule de Cauchy

étendue sur une circonférence C avec un rayon fini convena-
blement choisi, on déduit que \\^(vL)\<^My M étant fini et con-

M
stant. Par conséquent sur Lx et L5 on aura \Ff(u)\<Cj-r^»

Nous aurons alors

i ƒ exaFia)du =\jFi^-a+ifi^-a+/?)_)_ 1 ƒ &xp^du

^,—O

On a des résultats analogues pour les intégrales sur les
contours Lx et L4. Il s'ensuit

pour chaque nombre £ i > 0 c'est à-dire lim^7~ = 0 ce qu'il

fallait démontrer.
Nou** avons besoin encore du lemme suivant:
j3) Si la fonction <&(s)h(s) satisfait aux conditions 1), 2), 4)

et si la fonction k(s) est holomorphe dans chaque domaine fini
dans le demi plan R(^)> — S, S > 0 , alors pour la fonction x[x),
L{x) = <î>(s) h(s) nous avons

pour x—»- oo.
La démonstration est semblable à celle du lemme a).
4. Nous démontrons maintenant pour les sénés de Dirich-

let le théorème fondamental suivant:,

IV. Si la s é r i e

(6) f(s)
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e s t s o m m a b l e ( ? , X) p o u r s = = 0 e l l e e s t a u s s i s 0 m -
m a b 1 e (<p, X) p o u r c h a q u e sy R ( s ) > 0 a v e c l a s o m m e

Soit R(s)>0 et posons

alors si l'on pose

on a

(7) C,(JC) = - ÇA(Z) d[er» <({x -1)].
ô

Entre cette équation et l'équation

(8) A^x) = - f*A{z) dtfx - T)

nous éliminons la fonction A(x) en nous servant de la transfor-
mation de Laplace. En effectuant la transformation de Laplace
des deux membres de (7) et (8) et, en utilisant la relation

L

on obtient

L{esx Cy{x)) = zL{A) L(es*y (x))9

Mais nous avons

L(esx
 Ç(JC)) = ƒ e-zxesxy{x)dx = ®(z — s), R(z

0

par conséquent, si nous éliminons L(A), nous aurons
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(9)

cJ>C^ s\ <$>(z)
Comme la fonction --—-=—-—— satisfait à la condition

(2), on peut d'après un théorème de M.M. Norlund etPincherle re-
présenter cette fonction au moyen de l'intégrale deLaplace

o

Mais, comme réciproquement, si l'on a

y(x), ty(x), x(x) étant trois fonctions continues, il s'ensuit que

Ü

de l'équation (9) nous tirons la formule

(11) Cy(x) = er*xAJx) + e~sx ƒ

C'est une formule fondamentale pour nos recherches. Cette rela-
tion a été obtenue en supposant l'existence de la transformation
de Laplace pour la fonction A(x), Mais (11) est ure identité en-
tre les nombres alt a2,..., am n étant fini et \n

nous pouvons choisir an+v an+2t... de façon que la série *S^an

1

soit convergente (par exemple an+1 = an+2=- • - = 0).
Posons z = s + u, on aura

dx

où

D'après le lemme a) nous avons la formule

h(x) = es* ̂  + <**g(x)9 g(x) =
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et en portant dans (11) nous avons

^ + ̂  ƒ*

L'intégrale j ^—^^( ) dx est absolument convergente pour

chaque nombre s, R(^ )>0 puisque \A^(z)\<CMy(xXMe*\ 5
étant arbitraire. Soit e>0 un nombre arbitrairement petit et
-a un nombre tel que

= R(5).

On a pour x > a

CoTime O ^ T ^ Û ' , à cause de la condition a) on a

lim ix = j e-szAy{i) di.

D'autre part-

«donc

•c'est-à-dire

lim

lim / =

y4 (x)

Comme lim -y- r existe, le premier membre de la formule

<(12) tend vers zéro. Comme plus haut on démontre facilement
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que y tend aussi vers zéro lorsque x—• co et le théorème
est démontré.

5. Nous ferons des applications à la théorie de la sommatiorii
de M. Riesz. Posons v(x) = xk, £ > 0 , on a

sas. ƒ
La fonction 0(5), comme on le voit immédiatement, satis-

fait à toutes les conditions susmentionnées. On obtient le théo-

rème de M. Riesz: si la série V*ane-xns est sommable (/?,X,£)*
1

pour 5 = 0, elle est aussi sommable (/?, X, k) pour chaque s,
R(s) >> 0, avec la somme

J e-s

0

Posons cp(jc) = (l —g-*)*, £ > 0 on a

La fonction <I>(5) satisfait à toutes les conditions 1), 2), 3),.

4); nous avons donc le théorème: si la serie V a ^ V est
i

sommable (/?, /, k) pour s = 0 elle est aussi sommable (/?, /, k}
pour 5, R ( s ) > 0 avec la somme

ys)J
e ^

En posant ez = u, Aik(x) =*S^an(x—/,,)*,'on voit facilement

que cette intégrale est égale à

ce qui est le second théorème de M. Riesz. Les démonstrations
d'e MM. Riesz et Hardy de ces théorèmes sont assez longues.
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Nous donnerons un autre exemple de sommation (cp, X) qui
plus puissant que la sommation de M. Riesz. Considérons

la fonction

= éT T, * > 0, cp(O) = 0.

Nous démontrerons que la fonction de Laplace

o

satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4), 5) du lemme a).
y

En faisant le changement de variable x = -=> s'^>0, o
obtient

<et en posant y-\— = u, nous avons

V 2 V
Si nous posons « = 2+2x, nous aurons

où Ton a posé

Tintegrale étant convergente pour chaque z avec R(z)>0. Donc
ia fonction (14) représente le prolongement analytique dans
l a r g s | < 8 f pour chaque 6 < T : , de la fonction (13). Ici par >/T
on comprend la branche de la fonction qui prend des valeurs
positits pour 5 > 0 . D'après cela il est évident que la condition
1) est satisfaite.
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Nous avons

= f
SJ2X+Ï*

dx •Ma)-
donc

i^l—-j» A;—>oo, | a rg5 |<0 ,

et la condition 4) est satisfaite.
Or M. Pólya1) a démontré le théorème suivant: si f(x) est

une fonction positive, non décroissante, 0<<A;<C1 , la fonefion*
entière

ƒ•ƒ (A:) ezx dx

a seulement des zéros dans le demi-plan R(£)<0. En changeant
x par 1—t on voit que î <?(JC) est une fonction positive, noa
croissante, la fonction

a seulement des zéros dans le demi-plan R(z )<0 . La fonction!

est décroissante pour x > 0 , donc la fonction

n'a pas des zéros dans R(^)>0. Comme les fonctions tyn(z) teir-
dent uniformément vers la fonction à(z) lorsque n—• oo, dans

x) G. Pólya - - Uber die Nullstellen gewisser ganzer Funktionen».
Mathematische Zeitschrift, t. 2, 1918, p. 352-383.
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chaque domaine fini à droite de Taxe imaginaire, il s'ensuit,
d'après un théorème connu de Hurwitz, que la fonction limite
à(z) n'a pas des zéros dans le demi-plan R(2)>>0. La fonction
ô>(s) sera 4=0 dans |args |<9, Ü<^it. Donc la condition 3) est
satisfaite.

Comme <&(s) croit moins vite que e~-*vs, X > 0 , on voit
immédiatement que les conditions 2) et 5) sont aussi satisfai-
tes. Alors si pour la série

on pose

on obtient une sommation plus puissante que la sommation de
Riesz, puisque pour la fonction f(s) on a

ƒ(<?) = o(e*W\), X > 2 , |5|->oo.

En appliquant la même méthode pour la fonction

, cp(O) = O,

on obtient la sommation

et pour la fonction f (s) on a

oo.

On peut prendre p assez grand pour que exiMp+1 soit aussi
près de la fonction ex^ que l'on veut.

Une sommation de la forme (<pf X) avec une fonction spé-
ciale y(x) qui est différente des nôtres, a été considérée par
M. G. Valiron.1)

l) G, Valiron — Sur les solutions d'une équation différentielle fon-
ctionnelle, Bulletin de la Société mathématique de France, t. 54 (1926),
p. 53-68.
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6. Du théorème il s'ensuit qu'il existe un nombre a^ tel
que la série (6) est sommable(:p, X)pour chaque 5 dont R(s) > a^
et ne l'est pas pour R(s) < aç. Le nombre a9 s'appelle l'abscisse
•de sommabilité (9, X). Nous en donnons une expression explicite.

V. Si *9 2> 0 n o u s a v o n s

Soit d'abord

(15) a = iÏÏT

jet posons s = a + 2s, s > 0 et arbitraire

On déduit de (15) qu'il existe un nombre x0 = xo(z) tel que
pour x>x0 on ait

Pour C9(x) nous avons obtenu la formule

£2^) = e-sx dspOO + 1 fe-s^^(T) T(* - T) dx
Ç(JC) Cp(AT) *(«)?(*) J * W T V

Comme

l'intégrale

est absolument convergente et on conclut comme plus haut que
C (x)

la limite du SLJ existe pour ^ - ^ x et est égale à

— j e-stAy{t)dt.
o
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Par conséquent la série (6) est sommable (9, X) pour chaque 5
avec R(s)>a.

Réciproquement soit donnée la série (6), sommable (y, X) pour
s = a > 0 . Si l'on pose s = a + s, s > 0 et arbitraire,

on déduit de la formule (9),

Nous avons donc

( 16) .49(A:) = esxCy(x) + I ^

où

3——— = L(Y]).

Si l'on fait l'hypothèse que 0(5)4=0 pour s < 0 , on obtient
en appliquant le lemme a)

Comme \Cy{x)\<Ny(x), on déduit de (16)

(x) 4- Af

< 4.

pour > {)

7. VI. S u p p o s o n s la s é r i e (6) s o m m a b l e ^
p o u r 5 = 0. P o u r R(s)2>s^>0 on a u n i f o r m é m e n t

•on
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Posons s = G-\-it et considérons û'abord le cas
M étant un nombre fini. De la formule

on obtient

l ^ j ^ | Çr°'\A9

où l'intégrale est convergente pour chaque a > 0 et tend vers
zéro lorsque a—•oo. Par conséquent la formule (17) est démon-
trée dans le cas \t\<^M<3. Soit \t\^>Mo. Posons

on a

As) = A + - L ƒ r-M^) dz = A + j .
^ o

Soit £^>0 un nombre arbitraire et a un nombre choisi de
façon que pour x^>a on ait

N*)|<etf.K).
Nous avons

0 a

où

Par conséquent

hm
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quel que soit le nombre s > 0 c'est-à-dire \\mj<t>(s) = 0. Comme

A = o(-r-r—f) le théorème est démontré.

8. VII. S u p p o s o n s la s é r i e (6) s o m m a b l e (ç, Xy
pour s=±=$ et s o i t c un n o m b r e c > 0 , c ;> (3. On a

2 *«?(*->•»)=âb ƒ ^ks) AS) ds.

Démontrons d'abord la formule

(18) Çexs®(s)ds = 09 x<:0.
C—loo

La fonction <î>(s) a la forme

On peut facilement montrer que 4̂ = 0. En effet, soit s un
nombre réel et s">0 un nombre arbitrairement petit. Soit 8 > O
un nombre choisi de façon qu'on ait

Nous avons

O S

o o

s e~~sz+Qz dz = e—s(5-?) —• O, O < ^ < S.

Par conséquent 5*(^)—•() lorsque 5—•<», il s'ensuit quei4 = 0.
Soit alors C le demi-cercle |s — c\=R, on a d'après le

théorème de Cauchy

j ex

c-iR

On a donc

2nM
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quantité qui tend vers zéro lorsque R—• >o, ce qui démontre
la formule (18).

Soit X O T < A : < A W + 1 et considérons la fonction

g(s) == exs{ f (s) — ̂ ane-xns) = &*- Wi>5 h{s).

A la fonction h(s) correspond la série de Dirichlet

h(s) = am+l -

Si nous posons pn = \n+fn — \m+l cette série, en vertu de la
proporsition 3), est sommable (ç, ji) pour s = $. Alors pour
R ( ) ^ p + s >> p nous avons

Nous avons alors

^ ƒ ^/(5) 0(5) ̂ = 2 «» ? :•« - -̂) + ̂ Î ƒ
C—loo *n<X C—Zoo

II faut démontrer que

JC-f-/oo

g(s) 4>(5) d5 = 0.
C—Joo

Soit d > c un nombre arbitraire e tw>0. Nous avons

g(s)<ï>(s)ds=Jg(s)<î>ls)ds
C—HÛ C—l(O

^(5) <D(S) rf5 + J ^(5) <D(5) dS .

Comme

on a pour

Par conséquent, si dans (19) on fait croître d indéfiniment,
on obtient
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g(s)4>(s)ds = J g(s) <î>(s)ds = J g(s)<î>(s)ds.

En désignant par m le maximum de \h(s)<î>(s)\ pour
c<. R(5)< oo, on a

J £<S) Cj>(5) rf5 ̂  J

et en supposant w—• oo, on a

J o— fût)

D'un manière analogue on a

lim
00+/Ü)

et le théorème est démontré.
Si l 'on p r e n d y(x) = xk, y(x) = (l— e-x)k, k^>0y on o b t i e n t

comme cas particuliers les théorèmes suivants de M. Riesz:
y) Si la série (6) est sommable (jR,l,k) pour s = $ et si

3, on a

k„<x

Le théorème de MM. Hadamard et Perron est un cas par-
ticulier de ce théorème pour k = 0.

S) Si la serie (6) est sommable (/?, /, k) pour 5 = j3, en aura

2 ^ 2 5 J ^ r ^ W ) ' c>0'
ln<X

En suivant la même marche de démonstration que pour le
théorème VII, on démontre un théorème plus général :

VIII. S u p p o s o n s la s é r i e (6) s o m m a b l e (cp, X) p o u r
s = p. Si so = ao + ito, C > G 0 , £> |3 , on a

2 ani
ln<*
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9. Nous démontrerons encore un théorème sur la somma-
tion (f, X). Soit la série

(20) Cl+c2 + c3 + ...

sommable (9, X), où la fonction <?(.*;), admet une dérivée y'
telle que 1$ fonction

soit holomorphe pour /?(s)i> — a, a > 0 et cp(x)—>. 1 pour
x—• co. Soit i (x) une autre fonction positive, ^(0) = 0, non dé-
croissante pour x^>0 qui tend vers l'infini, mais de manière que

lim , / = 1 pour chaque ncmbre fini a.

Suposons que ty(x) satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4) du
§ 3 et admet une dérivée.Nous avons le théorème suivant:

IX. La ^ é r 1 0 (20) é t a n t 5 0 m m a b 1 e (f, X) s u p p o s o n s

•que lim -A-~ = k e x i s t e l o r s q u e 5—* <x> o u

S u p p o s o n s e n c o r e q u e l a f o n c t i o n g(s) = —jj- — k

s a t i s f a i t a u x c o n d i t i o n s P , 2), 4), d u § 3. A l o r s l a
- s é r i e (20) s e r a s o m m a b l e {-b, X) a v e c l a m ê m e s o m m e .

En effet, posons

, 'S"1/7 VJT * ï— I A(x A-V/7W/ A(x\ —
"kn<x O

-on obtient

d'où
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ce qui nous montre que

{21)

où

En écrivant la fonction g(s) sous la forme

g(s) = ( ^ L j - l) ^ ( 5 ) - k + W^S)

on obtient facilement, en remarquant que * / 0 ) = 1 et ap-
pliquant le lemme p), § 3,

{22) h(x) = y(x)

D'après les conditions du théoième, on a

{23) ] i m ^ = s.

De (21), (22) et (23) on déduit facilement

et le théorème est démontre.
Pour la sommation (/?, /, p) de M. Riesz on a

et pour la sommation (/?,),/;) on a

La fonction 4>i(5) est holomcrplie pour R(5 )>—1 et la
fonction

satisfait aux conditions d'inversion. En effet, pour 151—• DO on a
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Le théorème IX contient donc le théorème de MM. Riesz
et Hardy:

Si une série est sommable (/?,/,/,), / ? > 0 , elle est aussi
sommable (/?, A, p) avec la même somme. Mais la démonstration
de MM. Riesz et Hardy n'est pas applicable dans le cas géné-
ral que nous avons considéré.

Chapitre H.

Une méthode générale pour la sommation des séries diveigentes.

1. Nous nous proposons de donner un procédé aussi général
que possible de sommation des séries divergentes qui satisfasse aux
conditions I, II, III, c'est à dire qui permette de supprimer ou
ajouter des termes nouvaux dans une série sommable sans al-
térer la sommabihté et de multiplier les séries divergentes
sommabîes.

Soient cpo(x), h(x) des fonctions définies pour x^>0, inté-
grables et telles que

J cp0U) dx = 1, J h{x) dx= 1,
u 0

l'intégrale

ƒ \h{x)\dx
o

étant convergente. Posons pour n j> 1

Soit y(x) une fonction positive, non décroissante, s'annulant
pour x = 0 et telle que, si y(x) tend vers l'infini lorsque A:—•oo,
on ait

a) h

quel que soit le nombre fini a.
Nous disons que la série

(1) ao + al + a2-\

est ,soramable (cp0, h, cp) avec la somme 5 si la série

2
n=Q
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est normalement convergente dans chaque intervalle fini (0, X)
et l'expression

tend vers la limite 5 — a0 lorsque x—• oo.
Comme on sait, une série

ao{x) -f ux{x) + u2{x) H

est dite normalement convergente dans (a, b) si l'on a dans (a, b)

et la série
<*o 4- <x.x + a2 -\

est convtrgente.
On peut facilement démontrer que

J yn(x)dx=l, n=l,29 3,..

Alors on a

Nous établirons cette égalité par induction, en supposant
qu'elle est vraie pour ©„^(.x), c'est à dire que

j ^ X X -

/

x /\t nx nx

dt I A(x) 'on-xit — t) dx = I h(z)dz I yn—\(t -•- x) rff
o -; v» J

- f/
o o

où l'on a posé

g(x)= \yn-i{t)dt, g(x)-+\ pour A:—+X>.
b

Soit £ > 0 un nombre arbitrairement petit et x0 tel que-
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Alors pour x^>x0 nous avons

qn(t)dt= I h{z)g(x — z)dx

%)
0 0

Si Ton laisse x0 fixe, on a

o

-jh(z)g(x-z)dz

(%xo

zi \g(x)\<k
xo

pour chaque e. Donc

lim

c'est-à-dire

— 1

J 9w(A:)rfA;

ce qu'il fallait démontrer.

2. Nous allons montrer que notre procédé de sommation
satisfait aux condition I, II.

X. S i l a s é r i e (1) e s t s o m m a b l e (<p0, A, 9), la s é r i e

(2) 0 + a0 f at + a2 + - - -

sera auss i sommable (^0, A, 9) avec la même somme
Posons

2
n=0

/%X= J tt(*~
0

2
«=o

/%X

0

Pour la simplification de la démonstration supposons que
ao=O, ce qui ne diminue pas la généralité. D'après les condi-
tions du théorème on a
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formule
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s M
lim^>-^ = s. On obtient facilement la

En effet le second membre de cette formule est égal à

ƒ \{x — t)dt Ju{t-x) <?(T) dz = ƒ y(x) dx ƒ h(x- t) u(t — x)dt
O 0 0 T

r%x six—ï

= J <p(x)dT J a(C)A(-r—T —QrfÇ.
0 0

Mais

) = JT aw ƒ 9«-i (0 A(x — t)dt = ju(t) h{x — t)dt;
1 0 0

donc

- t)g(t)dt== ƒ
0

- T) rfT =

la formule (3) est démontrée.
Soit e > 0 un nombre arbitrairement petit et tel que

xo

D'après (3) on a pour x^>x0

Puisque 7"^ —h 1 P o u r chaque nombre fini 8, on a

(*xo

lim / = s I fi(i) d-z.

Pour y on obtient
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e t le t h é o r è m e é n o n c é su i t i m m é d i a t e m e n t d e s i n é g a l i t é s
o b t e n u e s .

XI. S u p p o s o n s q u e l a s é r i e (1) e s t s o m m a b l e
(<r>o> *> ? ) e t q u ' i 1 e x i s t e u n e f o n c t i o n TJ(X) t e l l e q u e

ƒ h(x — t)
' 0 0 0

l ' i n t é g r a l e I \ri(x)\dx é t a n t c o n v e r g e n t e . A l o r s l a
o

s é r i e (2) s e r a s o m m a b l e (^0 , h , y) a v e c l a m ê m e
s o m m e .

S u p p o s o n s e n c o r e flo = O. P o s o n s

g(x) = ƒ ? ( 0 u(x- 0 ^ , ^iW = ƒ?(*) ^(JC - Q d*,
0 U

2
«=0

Nous démontrerons facilement la relation

(4) , g1(x)=fri{t)g(x-t)dt.
o

D'abord on voit que

(5) ùn+1(x) = ƒ ?n(t) yi(x — t)dt.
o

Cela est évident pour n = 0 puisque

+i(*) = ƒ i ( 0 /*(•«- 0 d/ - ƒ roï') n>' - 0 dt.

Supposons que (5) est vrai pour àn(x)9 c'est-à-dire
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Alors on a

h(x — t)dt

o o

J
x çx

J

0 T

J x r*x-z px

«y «y

0 0 0
De (5) il s'ensuit

o

Donc nous avons

gl{x) = fax— t) ux(t) dt = fax — t) dt ju(t — T) YÎ(T) dz
O O u

- T) ç(* - 1 ) dt == ƒ ^(X)^(A: - x) rfr
o x

<et la formule (4) est démontrée.

En suivant une méthode déjà employée par nous, (chapitre
J, § 3), on conclut facilement en vertu de la relation (4) que de

découle

et le théorème est démontré.

XII. Si la s é r i e (2) e s t s o m m a b l e (<p0, h, y), 1 a s é r i e
«(1) e s t s o m m a b l e (^oi^>r^) a v e c la m ê m e s o m m e s i
Ton p o s e

J ' J
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Supposons encore que ao = O et posons

gl(x) = ƒ,(*) a ^ - 0 <tf, «(*) =ƒ*( ' ) «(* - 0 dt
o o

oo oo

0 1

Comme <l>0(*) = Ti(*)> o n a +«W = cP/2+iW> d o n c

( 7 ) tt(AT) = tt1(A:).

Alors nous avons

— T) tt(AT - t) dt

= ƒ dx J 9(Ç) tt(x- x - 0 rfÇ = J^!(A:-T)rfx= ƒ J
0 0 0 0
ƒ J J
0 0 0

Puisque ^ — s, on a ft(*) = sy(x) + s(x), ^ — 0,

fHsè)
0

et comme ^(^) = ? ( 4 on obtient facilement

limy = 0.

XIII. S u p p o s o n s la s é r i e (2) s o m m a b l e (90, A, 9).
e t p o s o n s

= ƒ 9(-v - 0 ij(0 dt, <fo(x)= ƒ 90(Q h(x-t)dt = Vl(x),
0 0

7l(x) é t a n t u n e f o n c t i o n t e l l e q u e 7 1 —^ 1 p o u r

c h a q u e n o m b r e f i n i 8 . A l o r s l a s é r i e ( 1 ) s e r a s o m -
m a b l e ( ^ 0 , A, 41) a v e c l a m ê m e s o m m e .
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Posons

rx rx

g(x)= I ^(X)T](A: — z)dx9 gx(x)= I cp(x) ux(x — x) dx,
V V
oo oo

n=Q

Comme ^0 = qpp on a pour chaque zz, ^ = cpw+1, donc
u(x) = u1(x). Alors nous avons

g{x) = ƒ ^(jf - 0 rf* ƒ I,(T) cp(̂  - T) dz
0 0

= J i)C0 rf

= J TJ(T) rfx J ux{x — x — v) y(v) dv = J

D'après les conditions du théorème on a

En se basant sur le théorème I, on conclut que

et le théorème est démontré.
3. Avant de démontrer le théorème sur la multiplication

des séries sommables, nous donnerons quelques théorèmes pré-
liminaires :

a) Supposons que y(x), <\>(x) sont des fonctions positives,
non décroissantes, définies pour x^>0 et telles que

pour chaque nombre fini o. Alcis si Ton pos

0
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on a

1) lim , = 1 pour chaque nombre fini 8;

En effet, soit P>0 un nombre arbitrairement grand et
soit a choisi de telle façon que

jl(x)dx>P.
0

Alors pour x^>a nous avons

TV 0

c'est-à-dire

lim -^-y = oo.

Nous avons pour chaque nombre § > 0

S — O — i
0

ƒ
X

(JC -4-8 — t) dt 4- Ç
0 5

9(0 ty(x ~F 8 — t)dt 4- I 9(̂ ~|- 5) '̂ (A: — t) dt =-
0 c/

Puisque^ —•!, on obtient, d'après le théorème I,

Si nous posons y1(x)= j y{t)dt, nous aurons



- 41 -

et la proposition est démontrée.
[3) Si la série (1) est sommable (?0, A, cp), elle sera aussi

sommable (T0, h, cp) avec la même somme si l'on pose

^oO^)= I 9o(O ̂ oC*̂  — t) dt, 1 ^o(-̂ ) dx =-1.
U 0

En effet, posons

Cx

g{x)= ll(t)y(x—t)dt, gx{.

On obtient facilement

(8) üx{x) = f l{x-1) Ut) dt, gl(x) = fg(x-
b o

D'après les conditions du théorème on a

De la formule (8) on déduit facilement

ce qu'il fallait démontrer.
y) Soit la série (1) sommable (cp0, h, ?) avec la somme 5.

Alors si tyo{x), <b(x) sont des fonctions positives telles que

pour chaque nombre fini ^ et à(x) étant non décroissante, la
série (1) sera sommable (:Ot A, x) avec la somme 5 si l'on pose

zo(x) = fut) U* -t)dt, z(x) = ƒ ç(0 à{x -1) dt.
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Posons, en effet,

g(x) = Çu{t)y{x-t)dt,

ut(t) z(x— t)dt, u^x) = 2 an+l zn(x).
0 0

D'après la définition on a

Si nous posons

(9) v(x) = §
0

nous aurons la formule

(10) gl(x) = ƒ l(t) <bo(x-1) dt.
o

En effet, nous avons

v(x) = J<\)(x — t)dt Çu(h)y(t — h)dh
o

•%x

= ƒ u(fï) dh Jty(x — f) y(t — h) dt
0 h

\x — h, — L,)d* =
o ö ö

Si Ton désigne par/ le second membre de (10), on a

i = Ç z{h) dh f ào(x — t) u{t — h) dt
0 h.

0

et la formule (10) est démontrée.
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D'après les conditions du théorème on a

Donc, d'après le théorème I on a

et de la relation (10) on conclut que

ce qu'il fallait démontrer.

h) Si une série est sommable (cp0, A, 9) avec la somme s, et
sommable (d>0 &, ̂ ) avec la somme t, on aura s = t.

Le théorème est une conséquence immédiate de la propo-
sition y) en prenant

*<£*) = r<Po(O *o(-« -t)dt, T{X) = ƒ ç(0 ^(x — *) d*.
0 0

s) Soient fi(x), f2(x), TiW> T2W quatre fonctions intégra-
bles pour x>0 et posons

0

/0(A:) = Çht)f2(x-1) dU 9oW = ƒ
0 0

ao(A:) = J ƒo(O cpo(-̂  — t)dt,
0

alors on a

(11) <JO(*) = ƒ I1(t)o2(x-t)dt.

J
0
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Nous avons

- «) d*Çft((a

(» - P)/2(P) ïo(* - O rf* * >

l'intégrale étant étendue au triangle A; (0, 0), (x, 0), (x, JC).
Désignons par D(x) le second membre de (11). Nous avons

= j dyj MiQtpily — uiduJ f2{v)y2{x-y-v)dv
0 0

(a) Ti(y — a) /2(^) 92(^ —y — v)dydudv,

l'intégrale étant étendue à la région

0<.v<.x— y, 0<.u<:y9 0<.y<:x.

Intégrons d'abord par rapport à y, en laissant u et v fixes,
c'est à-dire dans l'intervalle a^y^x — v; on a

D(x) = fffi(u)f2(v) du dvj Tl(y — a) T2(A: —y — v)dy.

En faisant le changement de variable y = u + 1 , on obtient
/%X—V

r%x—v—u

= I ¥i{t)<p2(
x — v — u — t)dt = tpo(x — v — u).

Si Ton fait alors la transformation

•on déduit de (12) que D{x) = GO(X), ce qu'il fallait démontrer.

4. XIV. S o i t la s é r i e

•(13) " 0 + tfi + tf2-f:--

s o m m a b 1 e (^0, h, 9) a v e c l a s o m m e 5, e t l a s é r i e
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s o m m a b l e (4 0 > h, 6) a v e c l a s o m m e t. A l o r s l a s é r i e
p r o d u i t d e C a u c h y

(15) Wo \-Wl+W2-\ , Wn = UO
V1 + VLxVn-x + \-UnV0 ,

e s t s o m m a b l e (~0,h, x) a v e c la s o m m e st, s i

= ƒ cpo(O <|,0(* - t ) d t , z(x) = Çl(t) <K* - t ) d t .
0 0

Nous démontrerons le théorème dans le cas uo = vo = Of^
Posons

=2»^i(x), w(x) =
0 0

(16) OT(JC)

alors on a

(17) w(x) = jm(z)h(x — z)dx.

En effet, nous avons

(19) m(x) = 2 jr«„+1z>w+1 ƒ T«
0 0 0

2 j
Mais on voit facilement que pour chaque n et m on a

(19) Tn+m(x)= ƒ ln
0

Cette relation est vraie pour n = m = 0i d'après les condi
tions du théorème. Pour n + mâ-\r 1 on aura

zn+m+1( x) = fzn+m{t) k(x - t) dt

= fax - t) dû ƒ 7„(x) *w(f - T) dz
0 U

= ƒ V(x) dt ^ f A(*-0 4,^ - x) dt
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= I y£z)dx j k(v)tym(x— -e — v)dv

i i
= I 9«(T) tym+i(x — T) dx =3=̂  I ç«-f i(t) tym(x — t) rft j

donc elle est vraie pour chaque m, n.
Alors d'après (18) on a

oo oo oo X

( \ Np
n=0 m=0

A=0

d'où il suit

X=0 0

et la formule (17) est démontrée.
Posons

x) = J rn{z)h(x-x)dx,

ft W = ƒ Ut) Vi* -t)dt, g2(x) = ƒ v{f) ty(x — t)dt,
0 0

go(x) = JXm(t) x{x — t)dt, G(x) = ƒ i/(0 T(A: -^ Q ^ ,
0 00 0

alors d'après la proposition e) nous avons

0

Puisque d'après les conditions du théorème on a

obtient, en vertu de théorème I,
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On peut facilement démontrer la formule

{20) G(x) = jgo(t) k(x -t)dt.

o

En effet, le second membre de cette formule est égal à

ƒ h{x — t)dtj z(u) m(t — u)du= f x(a) dufh(x-t) m(t — u) dt
0 0 0 «

J
x r%x—u ,%x

x(tf) du I m{v) h(x — u — v)dv= I z{a) w(x — u) du.
o o o

Alors de lim ^ ^ = st il suit que

lim-i-r ÇXg0{x--t)h{t)dt = \\m^\ = st fh(x)dx = st,
0 0

et le théorème est démontré dans le cas fzo = z/o = O.
Le cas général s'obtient facilement. La série

(21) 0 + a1 + tf2+---
est sommable (<p0, A, 9) avec la somme s — u0. La série

(22) 0 + vx + v2 + • • •

est sommable (^0, h, ty) avec la somme t —1/ 0 . La série produit de
Cauchy des séries (21) et (22)

(23) WQ' + WI> + W2>+...

est sommable (x0, A, x) avec la somme

La série (15) s'obtient à partir de la série (23) en ajoutant
aux termes de celle-ci les termes des séries

(24) uovo + uov1 H h uovn H >

(25)

D'après la proposition y) les séries (24) et (25) sont som-
mables (T0, h, T) avec les sommes uot et v(s — u0). Par consé-
quent la série (15) sera sommable (TO>A, T) avec la somme
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(s — u0) (t — v0) + uot + vo(s — u0) = st,

ce qu ' i l fallait d é m o n t r e r .

O n a le t h é o r è m e s u i v a n t p lu s g é n é r a l :

5. XV. S u p p o s o n s l a s é r i e (13) s o m m a b l e ( ? 0 , A, ? )
a v e c l a s o m m e s, e t l a s é r i e (14) s o m m a b l e (4 0 , k, >\>)
a v e c l a s o m m e / . S u p p o s o n s q u ' i l e x i s t e u n e f o n -
c t i o n zo(x) d é f i n i e p o u r x>0, p o s i t i v e , i n t é g r a b l e
e t t e l l e q u e

ƒ lo(t) h(x -1) dt=jlo(t) M* -1) dt, ƒ TO(A0 dx=l,
0 0 0

A l o r s l a s é r i e ( 1 5 ) s e r a s o m m a b l e a u m o i n s p a r u n e
d e s m é t h o d e s

a v e c la s o m m e st> où

T ( A T ) =

o

Considérons d'abord le cas uo = vo = O. Posons

u(x — t)y(t)dt, ii(x) = ^U
0 0

&(•*) - Çk* ~ t) W) dt, v(x) =
o

f%X

^(X) = J W{X — t) Z(t) dt, W{X) = 2

Nous avons la relation

(26) zKx)= Çu{t)v(x —
o

En effet, d'après las conditions du théorème on obtient

-zn+m+:(x) = J yn(t) >bm{x — t)dt,
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donc
\X oo oo

ƒ u{t) v[x-t) dt=2 2 ««+Ï^+I ƒ T«(0 irJLx - 0 dt
n=O m=O

oo oo

=22 U n + i
0 Q

22
n=0 m=Q

2J

D'après la proposition y) nous avons

(27) g(x)= fg1{t)g2(x-t)dt.

Parce que

on aura, d'après le théorème I,

g(x)costz(x),

ce qui démontre le théorème énoncé Le cas général se traite
comme précédemment.

Nous avons la généralisation suivante du théorème clas-
sique de Mertens:

6. XVI. S u p p o s o n s la s é r i e (13) s o m m a b 1 e(?0 , A, ç )
a v e c la s o m m e s, la f o n c t i o n h(x) é t a n t n o n n é g a -
t i v e p o u r x^>0. S u p p o s o n s la s é r î e (14) a b s o l u m e n t
c o n v e r g e n t e e t s o i t ^ s a s o m m e . A l o r s la s é r i e (15)
s e r a s o m m a b l e ( ? 0 , V f ) a v e c l a s o m m e 5 t

Posons

u(x — t) ?(/) dt, u(x) =

et supposons d'abord que uo = wo = O. Nous avons
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oo n

2 2
Mais on démontre facilement que

o

où Ton pose pour X = 0, Ax(-*0 = A(AT) et pour X > 0,

)= mÇhx-i(t)h(x-t)dt.

Donc nous avons

oo oo

w{x) = 2 ^ 2 Um+1 J ^x~~ Q hx-M dt

2
X=i o

Par conséquent nous obtenons pour

=ƒ "

= ƒ «(Je - 1 ) dz

~ T) dt

= fax -
où l'on pose
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Comme auparavant on voit facilement que

I h\(x)dx= 1.
o

Nous démontrerons que

j ri(x)dx = t.
o

En effet, soit £*>0 un nombre arbitrairement petit et soit m
•ainsi choisi que

Alors on a

= l u 1 w+l

Si l'on fait tendre x vers l'infini, on obtient limi=

vet puisque

iïl s'ensuit

iîîn

Mais d'après les conditions du théorème on a

En suivant une méthode déjà employée par nous (chapitre I,
§ 3), on déduit alors de la formule obtenue ci-dessus
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que =^-{ —• st, et le théorème est démontré dans le cas uo = vo = 0.

Comme dans la démonstration du théorème XIV le cas général
se ramène au cas particulier uo = vo = O que nous avons consi-
déré, en remarquant que chaqune série absolument convergente
est sommable (cp0, A, q>), ce qui se vérifie facilement.

Chapitre III.

Applications à quelques généralisations des sommations de M. Borel
et Mittag Leîfler.

1. Nous allons considérer ici quelques cas particuliers de la
sommation (cp0, h, cp). Supposons que

<po(*) = e-x, h{x) = e-x ;

on obtient facilement
' * ' , N e-xxn

La série
(1) a0 + «!-f a2 H

est sommable {e~x, e-x, y(x)) avec la somme s, si la fonction:

est entière et l'expression

ltend vers la limite 5 — u0 lorsque x—• oo. Si nous intégrons
par partie et posons

l'expression y se transforme en
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où l'intégrale est prise au sens de Stieltjes. Nous désignerons
la sommation {erx, e-x, cp) ainsi obtenue par la notation plus
brève (B, cp). C'est une généralisation de la sommation de M. BQ-
rel. Donc la série (1) est dite sommable ,(5, cp) avec la somme
s, si l'expression

1

tend vers la limite s lorsque x—• oo. En appliquant les théo-
rèmes I, XII, XIV, XVI à cette sommation, nous obtenons immé-
diatement les propositions suivantes :

a. Si la série

(2) y'~ u0 + ux + u2 H

êst sommable (5, cp) avec la somme 5, la série

(3) ^ *o + » o + ö i + «2 + " - .

sera sommable (B, cp) avec la somme s.
b. Si la série (3) est sommable (5, cp), la série (2) , sera

sommable (B, yx) avec la même somme en prenant v

0

c. Supposons la série

<4) tz0 + a ! + u2 H

sommable (B, cp) avec la somme s, et la série

sommable (B, <J>) avec la somme t. Alors la série produit dt
Cauchy

*est sommable (B, x) avec la somme st en prenant
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d. Supposons la série (4) sommable (5,.9) avec la somme
5 et la série (5) absolument convergente avec la somme L
Alors la série (6) sera sommable (S, cp) avec la somme st.

Dans le cas particulier ^ ( ^ ) ? = A ^ , é^>Qnous obtenons tous
les résultats de M. Doetsch, qui furent le point de départ de
nos recherches.

Comme autre application nous considérerons une générali-
sation de la sommation de Mittag-Leffler, qui possède toutes les
propriétés I, II, III.

Supposons que

^ *{*)J a > 0 ' p = °'
alors nous avons

xa.n-\-p

Nous désignerons la sommation le-*' > e'~xvF~\9 ^

plus brièvement par le symbole (£V, 9).
Donc la série

(7) uo + a1 + u1 + - •

sera dite sommable (£V, 9) avec la somme s> si l'expression

converge pour chaque A : > 0 et tend vers une limite 5—uùt
lorsque x—• 00 .

Le théorème X nous donne alors cette proposition:
e. Si la série

(8)

s
c

Appliquons le théorème XI. Soient alors

est sommable (£y , cp), alors la série (3) est sommable (£V, <?)*
avec la même somme.

T 0 6 " " " 1

r Xi

) = er*
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Si nous prenons

où 8 = a | q—/7>0, on voit facilement que les conditions du
théorème XI sont satisfaites car on a la relation

Par conséquent nous avons la proposition suivante:
f. Si la séiie(2)estsommable (E^P, <p), la série (3) sera som-

mable (£"«?, cp) avec la même somme pour' chaque q ">/? — a.
Comme conséquence de la proposition y) nous obtenons le

résultat :
g. Si une série est sommable (E^P, cp), elle sera aussi som-

mable (Z?a
Pl> ?) a v e c la même somme pour chaque px~>p.

Le théorème XII nous donne :
h. Si la série (3) est sommable (E^P, cp), la série (2) sera

sommable (E^+P, cpj) avec la même somme en prenant

Nous avons les théorèmes suivants pour la multiplic^tUrçî
des séries:

i. Supposons la série

(9) «o + «i + «2H
sommable (£"a^ 9) avec la somme s, et la série
(10) VQ + V I + V 2 + . . .

sommable (£V\ <b) avec la somme t. Alors la série produit (!ç
Cauchy

(11) wo+w1+w2-l 1 > wn = tiovn+ulvn-1+ \-unv0,

est sommable (£'a^+^i+1, x) avec la somme st en prenant

Le théorème énoncé s'obtient en appliquant le théorème XIV.
Dans ce cas particulier on a

N x
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j . Supposons la série (9) sommable (EaP, cp) avec la somme
s, la série (10) sommable (Z;a?, ty) avec la somme t. Alors la sé-
rie (11) sera sommable (E^, x) avec la somme st, si

= J0 x — t)dt, g = max(/7, q,p+q — *+1).

La proposition s;obtient en appliquant le théorème XV.
Nous démontrerons maintenant un théorème relatif à la

comparaison de deux procédés (Ea
p, y) et (£"«*, <\>).

Soit cp(x) une fonction positive, non décroissante pour
A ; > 0 , limcp(Ar)=l et admettant une dérivée telle que la fon

ction analytique

^soit holomorphe pour R(s)~> — a, a j>0 dans chaque domaine
fini. Soit encore ty(x) une fonction dénvablernon décroissante,
telle que 'b(x)—• ro si x—• c^,

pour chaque nombre fini 3, et posons

o

k. Supposons que la série (1) soit sommablë (£ aVf) avec

la somme s, que lim = X existe et que la fonction

W (s)
0^7-4 — X satisfasse aux conditions d'inversion, données dans la
partie I, § 3. Alors la série (1) sera sommable (£</, ^) avec la
même somme.

Posons

_ Ç* _ Çx (
•J •/
0 0

d'où

g1(x)= I v{x —
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où v'(x) = u(x). En appliquant la transformation de Laplace,
nous avons

D'après les conditions du théorème il existe une fonction
définie pour x^>0 et telle que

Alors de la relation (12) nous avons

• (13) gi{x) = lg(x) + j
0

Comme la fonction O^s) est holomorphe pour 5 = 0 et u!

en appliquant le lemme p), § 3 (chapitre I), nous obtenons

Alors, puisque lim -^- = s, de (13) on déduit facilement J

et le théorème est démontré.
Nous donnerons une application de ce théorème à la com-

paraison des méthodes de sommation de MM. Doetsch et Knopp.
D'après M. Doetsch la série

«o + a i -̂  tt2 H

est sommable (B, k) si la fonction

• est entière et l'expression
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kxrk

tend vers une limite lorsque x—• oo. D'après M. Knopp la série

un est sommable Bk si la sçrie

converge pour chaque x et fk(x) tend vers une limite s lorsque
a—»-oo. Pour k^>0 nous avons

Donc la sommation Bk est une sommation (B, 9) avec

et la sommation (5, k) est la sommation {B9ty) avec
Comme

la fonction ^y\ — T(k+ 1) satisfait aux conditions d'inversion.

Nous avons, comme application, le théorème suivant:1)

/ Si la série /tun est sommable Bk, /e*>0, elle est aussi
o

sommable (B, k) avec la même somme.
Ncus avons encore le théorème :

J) Voir N. Obrechkoff — Journal fur d c reine und angew. Mathe-
matik, t. 166 (1932), p. 208-219.
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m. Supposons la série V a n sommafale (Ea.p,y) et soit
cr
oo

Pi<.P> $ = p — Pi. La série ^]un sera sommable (Ea
Pi, <Pi) avéCr

la même somme, si l'on pose

En effet, posons

g(X) =(u(x—
o

x) = ƒ Kj(jf —

(.4) i teW
La fonction

satisfait aux conditions d'inversion du chapitre I (§ 3); donc ill
existe une fonction ipè) définie pour x^>0 et telle que

D'après la formule (14) on obtient alors la relation

(15) gi(x)=g(x) + jg(t) n(x -t)dt.
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En appliquant le lemme j3), § 3 (chapitre I), on obtient fa-
cilement

xz-i
Puisque *!(«) ̂  r 7 ^ ' g(x) ?osy{x), on aura d'après le théorème I

Çh) r\{x-t) dtco J - ƒ ,(*) (* - Qô-i dt = sfl(x).
0 -0

JVlais il est facile de démontrer que

En effet, soit a un nombre fixe. Nous avons

i çx
 5-1 i rx

Si Pon prend a assez grand, le second membre de la formule
«(16) peut devenir aussi grand que l'on veut, c'est à-dire

Divisons alors les deux membres de la formule (15) par
et faisons tendre x vers l'infini. On obtient

-tet le théorème est démontré.

3. Nous déterminerons maintenant la région exacte de la
sommabihté de la série de Taylor d'une fonction analytique.

Soit f(z) une fonction analytique, holomorphe pour z = 0
1et donnée par sa série de Taylor

Dans la méthode de Mittag Leffler, ou Ton considère la
onction entière
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a > 0 '

on sait que la série (17) est sommable dans une région
ainsi définie:

Soit Ga la région 2 =

0<a<2

2.

Alors Afa est la région commune de toutes les régions ÇGa,
où Z parcourt les affixes de tous les points singuliers
de la fonction ƒ(z). La série (17) n'est pas sommable par cette
méthode en dehors du domaine /Wa.

Nous étudierons la sommabilité (E%P,y) de la série (17) en
déterminant la région exacte de sommabilité. Nous avons le
théorème suivant:

XVIII. S u p p o s o n s q u e la f o n c t i o n y(x) s a t i s f a i t
a u x c o n d i t i o n s d ' i n v e r s i o n , d o n n é e s ' d a n s le Cha-
p i t r e I. A l o r s le d o m a i n e de s o m m a b i l i t é e s t la
r é g i o n Àiy de M i t t a g L e f f l e r .

La démonstration du théorème est basée sur deux pro-
positions :

a. Désignons par F a la courbe t = peiv, p = (cos —) >
\ a /

! ? !< ;*— > 0 < a < 2 > et 0 < ? < 2 - pour a > 2 . Soit z mv

point arbitraire mais tel que sur la courbe zY^ et à l'intérieur
de cette courbe la fonction f(z) soit holomorphe. Alors la série
(17) est sommable (E%P, cp) pour z avec la somme f(z).

On peut supposer que 2 = 1 . Définissons g(x) par

En appliquant la transformation de Laplace, nous avons



- 62 —

D'après le théorème de Cauchy nous avons

Donc on â

l a série
oo

V-

-est absolument convergente pour |Ç(s-J- l ) a | > < / > 1, ce qui
est satisfait pour | s | assez grand. Nous avons alors

_ f
21c/(s + iy J ? ,

Supposons que le contour simple C comprend dans son intérieur
Ja courbe Fa, et soit C choisi de manière que sur Cet dans C la
fonction/(z) soit holomorphe, ce qui est toujours possible d'après
les 'conditions du théorème. Il est facile de voir que sur C on a

où 8*>0 est un nombre fixe. Donc pour R(s);> — 5 la fonc-
tion W(s) est holomorphe dans chaque domaine fini et la fonc-
tion O(s)W(s) satisfait aux conditions d'inversion. En applicant
le lemme (3), § 3, chapitre I, on obtient

JVlais

= ƒ ( ! ) - f l o - '

Donc d'après (18) la série (17) est sommable (Eaf, cp) pour a :=
-avec la somme ƒ(!)
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p. Supposons que la série (17) est sommable (£"</, cp) pour
une valeur z0 de z. Alors la série (17) sera sommable(£V,q>)sur
le segment OM si Ton désigne par O le point z = 0 et par Al
le point z = z0. De plus la somme de cette série sur OM est
une fonction analytique qui n'a pas de points singuliers dans la
courbe zTa.

On peut naturellement supposer que z=\. Posons alors

gi(x) = ƒ \{x-1) up(t) dt, uAx)=

En appliquant la transformation de Laplace, on obtient

<19) G(s) = <î>(s)U(s), 01(5) = 4>

où Ton pose

Puisque

u9(x) = ?
on aura

Ut(s) = Çe-sx up(x)dx= pi-rf rr-^+(P3

ô o

Si Ton fait le changement de variable $x = t, on obtient

{20)

Des relations (19), (20) nous déduisons

0(5)=*(5) u(s), G/5) = CD;5)pï-r-i u ( 7

*et, en écrivant
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nous obtenons

Posons 1 — pP == 8,

c'est-à-dire

s I g
En posant ^ = z, on obtient

1 — Ô

0

d'où il suit par, la transformation çPx=y9

- 5 / l - S

Cette relation nous montre que

c'est-à-dire

(22) V if{x) = ^er-

De la formule (21) on déduit

(23) g}(x) = p* <J.(x) + p̂  ƒ A ( x - 0 4.(0 rf^

? ƒ 1(X _ )̂ g-
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Puisque p < l , 8 > 0 , g(x) = 0(?(*)), l'intégrale

est absolument convergente. En appliquant le lemme a), § 3, cha-
pitre I, on obtient la formule asymptotique

(24) h{x)==^L

g(x)
D'après les conditions du théorème l'expession 7̂— tend vers

la limite 5 lorsque x—• oo. Donc l'expression

tend vers zéro lorsque x—•^o. Alors en se basant sur la for-
mule (24), on déduit facilement de la relation (23)

^

Donc la série (17) est sommable (£"a^, rp) pour z = p avec la-
somme /(p).

Si Pon pose dans /(p), p^ = x, on obtient

*(-—s

Si ,2: est un point arbitraire à l'intérieur de Ta, on a R(r-P — 1)>O,
l'intégrale

est donc absolument convergente et représente une fonction holo-
morphe dans Ta. Cette fonction est le prolongement analytique de
la fonction /(p) définie pour 0 < p < ; l .

Alors en suivant une marche connue, on déduit facilement
les propositions a) et p) du théorème énoncé.



- 66 -

4. Nous démontrerons ici que dans des cas assez géné-
raux la sommation (Ea^, <p) permet de sommer la série de Taylor
(17) sur le contour du domaine de sommabihté. Comme exemple
simple nous considérons la sommabihté (E^, xk) que nous dé-
signerons ainsi E<ukp Nous dirons qu'un point singulier a = reiv
de la fonction ƒ(z) satisfait à la condition Ck, k>0, si autour de
a, dans un espace angulaire

la fonctionƒ(£) est holomorphe à l'exception de a et si l'expression
(z— a)k + 1f(z) tend uniformément vers zéro lorsque z—*a. Nous
démontrons le théorème suivant:

XIX. S o i t Z un p o i n t r é g u l i e r de la f o n c t i o n
f(z) qui se t r o u v e s u r le c o n t o u r du d o m a i n e Ma, te 1
que la c o u r b e zY^ p a s s e s e u l e m e n t pa r un p o i n t
s i n g u l i e r a = re'V s a t i s f a i s a n t à la c o n d i t i o n Ck.
A l o r s la s é r i e (17) s e r a s o m m a b l e E^kP p o u r z avec
la s o m m e f(z).

Par une transformation linéaire on peut supposer que z=l.
On sait alors que sur la courbe F a il n'y a pas d'autres points
singuliers que le point a. Soit F une courbe fermée, simple, qui
contient la courbe F a . Soit encore E un contour simple et fermé,
qui contient les points z = 0 et z= 1 et dans lequel et sur le-
quel la fonction f(z) est holomorphe. E se compose des segments
E1} E2, E3 autour de a et de D, définis ainsi:

Et est donné par z — a = pel^t <jj = cp + 8, 0 < ;y <C p < d
a + del&+*>> étant un point de Y;

E2 — par p =y, 5 5S ty — ? < 2TC — 8^
£ s — paryfCp^û?!, 4» = <p —«!, a+de'^*» étant un point de

T. La partie D est un arc de F tel que y + B<ty<i-2n + 9—81.
Soit £/ un autre contour, défini ainsi:

z = ç>e1*, pour — ( l + e ) y < T ^ ( 1 + e) y » p = r = const;

pour 9 = — ( 1 + £ ) Y » OU 9 = ( 1 + 0 - | - > on a 0 < p < r , e > 0

étant un nombre arbitrairement petit. D'après la formule classique
de Hankel on a

<25>
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Soit - v > 0 et r ainsi choisi que r-x7- soit plus petit que
le rayon de convergence de la série (17) Alors, en appliquant
la formule (25) à la fonction

on obtient

u
où Ton a posé

e—x n i . % dv
= —. j evF(x*v*) —

2m J v ' v

Pour simplifier la démonstration on peut supposer que #0 = 0.
En faisant le changement de variable xQLvCL = z nous avons

où Ua désigne le contour d'intégration transformé. Nous choisi-
ssons le contour E de telle façon que les segments de U%
autour de z = 0 appartiennent à E. Alors d'après le théorème
de Cauchy on a

2mz J v J
 T

Si nous désignons par g{x) l'expression

nous aurons

En changeant Tordre d'intégration, on obtient

ƒ•
= A J (x—t)k-*etXdt,
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puisque le résidu de la fonction \ = z~$ — 1 pour z=\ est
égal à — a.

Nous allons démontrer que lim x~ki = 0.

On peut facilement démontrer les inégalités suivantes:
Si z est sur E2, il existe une constante finie K telle que

(28) R(z-?

Si z est sur Z?3 ou sur Z?3, il existe une constante 5 > 0 telle que

(29) R^S-ix-^p.

Soient alors ï, i" les intégrales de la fonction -^y k{x) suivant

les contours E' = E1
J
rE2+E3 et D.

En appliquant la transformation de Laplace à la fonction
h{x) on a

d'où il suit

h(x) = — I exs

En appliquant le lemme jï), § 3 (chapitre I) et le théorème de Cau-
chy, on obtient la formule asymptotique

Donc nous aurons

1
Soit m le maximum de pour Elt i= 1, 2, 3 et M(p) le ma-

ximum de la fonction \F(z)\, \z — a\ = p sur E2. Prenons pour

E2, p J> - , nous aurons
x

(30) a"* <^ 27U/W AT-*T(k) ek p Af(p)

0, /72a =



— 69 -

lorsque X—>-0. Pour Ex soit d choisi de façon que

où s > 0 est un nombre donné arbitrairement petit. Alors nous
avons

(31) xrk -V i* dz <mi^x"k

On a un résultat analogue pour l'intégrale étendue sur E3. On

conclut des formules (30), (31) que lim T = 0. Mais, en fi-
X-+-OO X

xant d et d^ on a l'inégalité \eXx\<Ce~\xx, [JL>0, | ^ | > 8 > 0 p o u r
D, d'où il s'ensuit que l'intégrale prise suivant D tend vers zéro
lorsque x—*oo.

Si l'on prend y = l,on retombe en particulier sur les résul-
tats de M. Doetsch1) relatif au cas, où le point singulier a est
un pôle.

5. La sommation (fV7, 6), p>0 peut être étendue au cas
p< ;0 . La définition se modifie de la manière suivante:

Soit m assez grand tel que <xm +-p~>0. Alors nous disons
que la série

(32) u0 + ux + u2 + - • •

est sommable (£V\ cp), /? ~ 0 si la série

= «- V ^

converge pour chaque A; et l'expression

J) G Doetsch — Uber die Sumrnabilitat der Potenzreihen auf dem
Rande des Borelschen Summabihtatspolygons, Mathematische Annalen,
t. 84 (1921), p. 245-251.
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tend vers une limite 5 lorsque x—*co. Le nombre

5 + UQ H f- ttw_! + Um

est la somme de la série (32). On voit facilement que la som-
mation ainsi définie ne dépend pas de m. Nous allons démont-
rer que les séries convergentes sont sommables par cette méthode.

XX. S u p p o s o n s q u e la f o n c t i o n cp(jc) s a t i s f a s s e
a u x c o n d i t i o n s d ' i n v e r s i o n du c h a p i t r e I, § 3 . A l o r s
c h a q u e s é r i e c o n v e r g e n t e e s t a u s s i s o m m a b l e
a v e c la m ê m e s o m m e .

En effet, posons

« K * - t) un) at, u{X)=e~ 2 r(;
+;+/,+1)-

0 n=.m

En prenant la transformée de Laplace, on obtient

Pour |s|—»-oo la fonctionL(g)a la forme -^q^-, k^>0; donc on a

ds, c>0.

Puisque H(0) = ^ un+1 = 5 — u0 um, en appliquant le
m

lemme p), on obtient la formule

g{x) = ?{x) (s — ud um) + o(s(x)),

c'est à dire la série (32) est sommable (£"a
p, z) avec la somme 5.

On peut facilement voir que les théorèmes que nous avons dés
montrés pour l;i sommation (E^, 9), /?^>0, sont aussi valable-

pour la sommation (£y> 9) dans le cas p^O. Par exemple nous
avons le théorème:

XXI. S u p p o s o n s la s é r i e ,
wo + «1 -+- lh f * ' *

s o m m a b l e (£"</, 9) a v e c la s o m m e 5, la s é r i e
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s o m m a b 1 e (E^i, 9) a v e c l a s o m m e .̂ A l o r s la s é r i e
p r o d u i t de C a u c h y

+ UiVn-i ~\ h UnV0,

sera sommable (E^*, T) avec

<x) = ƒ *(0 *(* ~t)dt, p2=P+Pi±l>
0

En effet, soit m choisi de manière que

a / /z+ /?>0 , a//*-!- Pi>0, ccm -f /72 > 0.

Alors, si nous posons

0

-on démontre facilement la formule

&(*)= ƒ gi(t)gJix-t)dt9
0

<l'où découle que

lim g-j£ = st,

et le théorème est démontré dans le cas uo = u1=' •• = um —
O

Le cas général s'obtient par la marche déjà employée au
•chapitre II, § 4.

Je dois faire la remarque que M. Doetsch1) a pour la
première fois employé la transformation de Laplace dans des
questions de sommaoilité de* séries divergentes.

*) G. Doetsch, Mathematische Annalen, t. 104 (1931), p. 403—414.
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6. On peut facilement généraliser le procédé (cpOl h, <p)
pour la sommation des séries de Dirichlet. Soit h(x) une fon-
ction définie pour x^O telle que

S h(x)dx=1,

l'intégrale étant absolument convergente. Supposons que la fonc-
tion transformée de Laplace H(s) = L(k) satisfait aux conditions
suivantes :

1) H(s)*0, R ( s )>0 .

2) H(s) = - y -f ^p> 0«<S, k^>\ pour les grandes valeurs
de | s | .

Soit encore yo(x) une autre fonction définie pour x>0 et
telle que

J<Po(x)dx=l9

Z,(cp0) ayant la forme 2). D'après le théorème de MM. Pincherle et
Nörlund il existe pour chaque k>0 une fonction yi&x), définie
pour x>0, telle que

Elle est donnée par la formule

L(y0)ds, c>0.

Si Ton pose H\s) = L(hk)> la fonction cp̂ (x) est donnée par

C—loo

Soit y{x) une fonction positive pour A : > 0 , non décroissante
et telle que

pour chaque nombre fini a. Alors nous disons que la série de
Dirichlet
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(33) aner
n=\

'-2'
est sommable (cp0, h, <p, X) avec la somme s, si la série

est normalement convergente dans chaque intervalle (0, A) et:
l'expression

tend vers la limite s lorsque x—• 00 .
On peut facilement généraliser les théorèmes que nous-

avons démontrés pour la sommation (cp0, h, 9). Par exemple nous
démontrerons le théorème relatif à la sommation (^Q, Â, cp, X) de
la série produit de Dirichlet de deux séries.

XXII. S o i t la s é r i e
(34) al + a2 + a s + .--
s o m m a b l e Op0i^><P>^) a v e c l a s o m m e s , l a s é r i e
( 3 5 ) t,1 + b2 + b3 + ...

s o m m a b l e ( ^ 0 , A , d > , J J L ) a v e c l a s o m m e /. A l o r s l a s é r i e
p r o d u i t d e D i r e c h l e t

Ci-T- c2 4- c3-\ y çn=2^ gobq,

l n é t a n t l e s n o m b r e s l p + ^ o r d o n n é s p a r d e s v a -
s e u r s c r o i s s a n t e s , s e r a s o m m a b l e ( T 0 , A , x , v ) a v e c l a
v 0 m m e s t s i P o n p r e n d

To(x)=J <po(t)Mx-t)dt, T(*) = J
0 0

En effet, posons

(36)

f x Hx

ys{x — t) u(t)dt, g2(x) = j ty(x _
0 » 0

«W-JV-
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*On démontre facilement que

,(37) w(x) — J u(t) v(x — t) dt.
o

Des relations (36), (37) il s'ensuit, d'après la proposition e), § 3,
chap. II, que

o

Mais d'après les conditions du théorème on a

-donc, en se basant sur le théorème I, on obtient

g(x) cv> st z{x)

v£t le théorème est démontré.


