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PREMIERE THESE

SUR

LA SOMMATION DES
SERIES DIVERGENTES.

Le probléme fondamental de la théorie de sommaticn des.
séries divergentes est le suivant: faire correspondre a chaque
série d’'une classe aussi large que possible un nombre appelé
somme de la série jouant le méme role dans les calculs que la
somme d’une série convergente. On a deux méthodes générales
pour la sommation de la série

) > an.

La premitre transforme a laide d’'une matrice A=(aum), n,m=
0, 1, 2,... la suite

Sn=a0+a1 +-oetQn,

en une autre suite convergente

8

Cn= 9 AnpS,.
p

&

La seconde méthode se sert d'une suite de fonctions ¢,(x) dé-
finies pour x>a: si la série

est convergente pour chaque x>>.x, et tend vers une limite s
quand x— co, la série D) a, est sommable par cette méthode.



N, B

Pour avoir une application plus étendue, chaque procédé de
sommation doit satistaire ala condition de permanence, c’est a dire
que chaque série convergente doit etre sommable avec la méme
somme. 1l est évident que les sommations ci dessus satisfont a
la condition de distitbutivité qui consiste en ceci: si les séries

o °°'1 I3
2 a, et Z b, sont sommables avec les sommes A et B, la sé

n=0 n=v

rie z(aa,, + Bb,) sera aussi sommable avec la somme xA+3B.

n=0

Un procédé de sommation est plus utile dans les calculs
et a une application plus étendue s1l possede les propriétés
qu'ont les series convergentes. Ces propriétés bien mises en lu-
muiére par M, Emile Botel,!) qui est le fondateur de la théorie des
séries divergentes, sont les suivantes:

. S1lasérie

2) @+ ay+a,+---
est sommable avec la somme s, 1a série
6) 0+ ay+a+ a+--

est aussi sommable avec la somme s.

IL. S1lasérie (3) est sommable avec la somme
s, la série (2) est aussi1 sommable avec la somme s.

Lorsque les conditions I ct Il sont remplies on peut sup-
primer ou ajouter des termes nouveaux dans une série sans inter-
rompre la sommabilit3,

La valeur pratique d’'un procéde de sommation dépend en-
core de la possibilité de sommation de la série produit de Cauchy
des deux séries données, qui sont sommables par ce procédé;
elle est plus grande sl satisfait a la condition suivante qui en
général n'appartient pas aux séries convergentes.

IlI, S1 la série Za,, est sommable par un pro-
n=0 .

cédé avec une somme s et la série Zb,, est som-
1 =u

mable par le méme procédé avec la somme ¢ la sé-
rie produit de Cauchy

!) Emile Borel — Lecons sur les séries divergentes, Paris, 1 édit
901, 1T éd. 1928. ‘
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o
ZCn, Cn=aobn -+ albn—l +oee 4 anbo:

n=0Q
sera sommable avec la somme s¢.

Un procéii de sommation qu satisfait aux concitions I, Il,
Il est celut par les moyennes de Cesaro. La sirie (2) est som-
mable par les moyennes d’ordrc &, £>-—1, ou sommable (C, &),
s1 I'expiession

S O g m+k
Ank’ Silt = ZIA"I.—u"w An' < m )'
n

p=0

tend vers une limite quand 7 — ~. Malgré l'impoitance de ce
procédé de som nation 11 classe des séries sommables (C) est
tri> bornée, et la ~érie d> Taylor d'une fonction analytique ne
peut étre prolongéc au dela de scn cercle de couvergence.

Une m:thode plis puissante ost celle de M Du.el qui est
la base de to1te, les méthodes modernes pour le prolongement
analytique paer des séries divergentes, Elle consiste ci cect:

Soit @(a) la fonction

> n
O(x) = e—‘Z i

nl
n=g0

.que nous supposons entiere. La série (1) est sommable par la
méthode exponentielle de M. Borel, ou somnable () avec la
somme s, s1 ®(x) tend vers la limite s lorsque & — . Comme
I'a mcn'ré M. Hardy, ce procédé de sommation ne satisfait pas
a la condition II et naturellement a la condition III. M Borel,
comme on satt, a donné une autre méthode de sommation plus
restrictive - la sommation absolue — qui satisfait a toutes les
conditions I, 1, I, mats une série convergente pourrait ne pas
€tre absolument sommable.

En combinant la sommation de M. Borel avec la somma-
tion de Cesaro, M. Doetsch!) a obtenu une sommation qut satis-
fait a toutes les conditions I, II, 1L

M. Riesz?) a créé une mithode nouvelle, analogue a celle
«de Cesaro pour la sommation des séries de Dirichlet

) G. Doctsci — Uber dic Cesarosche Summabilitat bei Rethen und
cine Er.welterung des Grenzwertbegriffs Lei integrablen Funktionen, Mathe-
matische Zeitschrift, 11 (1921), p. 161—179 Dissertation naugurale de 1920.

’) G. H. Hardy and M. Riesz. — The general Theory of Dirichlet’s
scries, Cambridge Tracts, 1915.
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0) fi =" ame s, 02 <lplever Ag—s oo,
n=1

Selon M. Riesz la série (4) est sommable par les moyennes ty-
piques de la premiere espéce d’ordre £, £>>0, ou sommable:
(R, A, k) avec la somme s, s1 'expression

Cyk(x
t_;g )’ Clk(x) ZZ L',,(JC - Xn)k, Chn=— ane—l”s,

Ap<x

tend vers la limite s lorsque x-— co. La série (4) est sommable-
par les moyennes typiques de la deuxiéme espece d'ordre £ ow
sommable (R, [, k), si 'expression

Cif(x)

w0 CEo=Dlelx— L) la=e,

l,<x

n

tend vers une limite lorsque x— . On a beaucoup développé
la théorie de cette méthode de sommation, vu son importance
dans la théorie des série de Dirichlet et de la théorie analyti-
que des nombres,

Nous donnons un nouveau procédé de sommation pour les
séries de Dirichlet jouissant de toutes les propriétés que posséde
la sommation de M. Riesz qui est un cas particulier de
la nétre.

Comme les méthodes de démonstration de MM. Riesz et
Hardy ne s’appliquent plus, nous avons employé une méthode
nouvelle en nous basant sur la transformation de Laplace. Le
procédé que nous proposons est le suivant:

Soit ¢(x) une fonction continue; ¢(0)=0, non décroissante
pour x>0 et telle que st p(x)— co pour x— o0, On ait

- P 3)

5 lim g+ _ 1

© xaoo G(X)

quel que soit le nombre fini 3. Nous disons que la série (4) est
sommable (p, X) avec la somme s, st I'expression

Ag(x)
2L, Ap(x) =" crp(x—2
2{-‘«(/\7) CP( ) A; H‘P( n)

tend vers la limite s lorsque x— co. La condition (5) 2&ssure
que chaque série convergente est aussi sommable avec la méme
somme, Nous démontrons pour la série (4) qu’il existe une abs-
cisse  a, de sommabilité (p,7) et des théorémes qui générali-
sent les résultats de MM. Riesz et Hardy.
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Ensuite nous donnons un procédé de sommation des séries
divergentes ausst général que possible et qui satisfait aux con-

ditions I, II, IIl. Sotent ¢y(x), A(x) des fonctions intégrables pour
x >0 et telles que

fcpo(x) dx=1, flz(x) dx=1, ¢/(x)>0,
0 0

[ noax,

£tant convergente, Soit ¢(x) une fonction positive, non décrois-
sante pour x>0 et telle que si ¢(x)— oo lorsque x-— >o*,0n ait

l'intégrale

. )
lim Px =

awes ()
pour chaque nombre fini 8. Nous disons que la série
(6) a+a +ay+---

«est sommable (g, %, ¢) avec la somme s, si 'expression

cp—(l;) f olx — O u()dt, u(x)= i Gy 9n(%)

n=0

2= [ ous( Hx—)dx,

0
‘tend vers la limite s —a, lorsque x— co.

Comme application on obtient une généralisation de la som~
mation de Mittag-Leffler, sommation qui est plutét une méthode
de prolongement analytique qu'une méthode de sommation des
séries divergentes et ne posséde pas les propriétés quont les sé-
ries convergentes. Ainsi nous donnons une extension de cette
sommation qui a toutes les propriétés dont jouissent les sé-
ries convergentes et permet de sommer la série produit de Cau-
-chy des deux séries sommables.

Nous disons que la série (6) est sommable (£.7, ¢), si
L’expression

s [ete—nuavar,
0

can+p

—— p—X S __a"+1___,
Ua(X)=e" ”ZO Tonipin ' %0 P>0

tend vers une limite lorsque x— co. Nous déterminons aussi la
région exacte de la sommation (£,”, y) de la série de Taylor
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d’'une fouction analytique; nous donnons aussi la sommation sur
le contour de cette région dans des cas assez généraux. Si1 'on
pose a =1, p=0, on obtient une généralisation de la somma-
tion de M. Borel qui contient comme cas particulier la méthede
de sommation de M. Doetsch.

Enfin nous obtenons une méthode de sommation des sé-
ries de Dirichlet analogue a la méthode (£,7, ).

Nous avons donne!) un résumé de ce travail dans quel-
ques Notes publiées dans les Comptes Rendus des Séances de
I’Académie des Sciences de Paris.

En terminant cette introduction je tiens a exprimer ma pro-
fonde reconnaissance a M. Emile Borel pour le bienveillant ac-
cuerl qu'il a accordé a mes travaux en les présentant & 1’Aca-
démie des Sciences, a M. P. Montel pour Pintérét avec lequel il
a suivi mes recherches et 8 M. G. Valiron pour les importantes
remarques qu’il a bien voulu me faire,

Chapitre L

Une méthode nouvelle pour la symmation des séries de Dirichlet.

1. Avant d’exposer la méthode nous ferons quelques re-
marques. Nous disons que la fonction positive ¢(a), non décrois-

, $(x-+3
sante, satisfait a la condition A) s1 'on a hm 16 )=1 quel;

¢(x)

que soit le nombre fini 2,

Si p(x)— > lorsque x— oo, on peut facilement démontrer
que la croissance de la fonction ¢(x)est plus faible que la crois-
sance de la fonction e oni 52>0 est fim et arbitraire. En effet,.
soit £ >0 un nombre plus petit que 3. Soit x; un nombre choi-
si de fagon que pour x = x; on ait constamment

g(x+a)
¢(1)

Des 1négalités

$(x, 4 0)

2(xy) <

wnt ) -

e, O<a<l.

f(xl+_’l_li) <7 ee,
@(xy-+ n—1b)
!) N. Obrechkoff — Sur la sommation 'exponentielle de M. Borel,
t. 191 (1930), p. 825; — Sur la sommation des séries de Dirichlet, t. 192
(1931), p. 1936; — Sur une généralisation de la sommation de Mittag-
Leffler, t. 194 (1932), p. 353; — Sur une méthode générale de sommatiom
des séries divergentes, t. 195 (1932), p. 572.
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olt nb=x — x,, on obtient par multiplication

glx—20)

¢)) o(x) < 3(x;) e =7p(x)e o

Le nombre & peut €tre choisi assez prés de lunité pour
que % soit inférieur a 8. Alors on prend x, tel que le second

membre de I'inégalité (1) soit plus petit que e®*. Grace a cette
proposition la croissatce de la fonction «¢(x)est assez bien ca-
ractérisée. Prenons par exemple p(x)=e**® oil w(x) tend d’une
maniére monotone vers zéro quand x— co. Nous avons

log g(x+-a)
¢(x)
quantité qui tend vers zéro.
Nous dimontrons le théoréme suivant:

1 Soient ¢(x) et $(x) deux fonctions positives
pour x>0 quisatisfont a la condition A). Alors si
on apour deux fonctions a(x) et f(x)

= (x+a) w(x +a) — x(x) < av(x),

a(x)oosp(x), Blx) o th(x),
onaura

w(X) = f;(t) Blx —)dt o str(x), (x)= f;(t) d(x—¢t)dt.

Nous démontrons d’abord que

. t(x) .
@ anl ¢(x) =

En effet, soit a choisi de fagon que
[uxyax>p,
0

olt P est un nombre arbitrairement grand. Nous avons

T(x) ¥ (‘P(x - t) dt
7 = af e %

. . . 9x—19)
d'oit on déduit, en tenant compte de lim ————
X0 CP(X)

=1, 0Zi<a
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t( ) 1

C’est-a-dire (2).
D’aprés les conditions du théoréme on a
a(x)=s59(x) + e (%), Bx)=1£(x)+ 7 d(x),

olt e —0, n—0 lorsque x— co. Nous avons

w(x) == st t(x)+¢£ f: s(B)yY(x—u)du-ts f:; p(x — u)d(n)du
0 0

+ fan;o(x — u) Y(u) du = st(x) + ti; + si, + is.
0

Nous démontrerons que
3) iy =0(t(x)), I=0(t(x)), i3=o0((x)).

Soit a choisi de fagon que pour x=a on ait |e|< e, Ol
gy est un nombre arbitrairement petit. Nous avons pour x>a

|i!l <fl~| d’(”)cF(x u) du-+ e f (?(u)’l)(x u) du_c+d

() =4 ©(x) ©(%)
Comme
pr—n) _glr—u) o)
= Sugka

(%) x)  wx) T =T=

tend vers zéro lorsque x— oo, On aura
l‘-ﬂ r( )<E°

c'est-a dire lim —(—)—-0 ce quil fallait démontrer. On démontre
d’'une maniére analogue les autres relations (3).

2. Soit

f(S)=Zane—RHS. 0< ) <CXhp<Creey Ip—r
n=1 »
une série de Dirichlet. Nous donnons une méthode générale pour

la sommation de cette série qui contient comme cas particulier
la méthode de M. Riesz. —
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Soit ¢(x) une fonction continue pour x =0, ¢(0)=0, non
décroissante et telle que, si ¢(x)— co lorsque x— oo, on ait
lim 2D g
@ )
quel yue soit le nombre fini a.
Nous disons que la série

(4) ch Py c” = a” e_ln"

est sommable (, %) avec la somme s, si I'expression

2, Ay = calx — )

“o(x) A~

tend vers s lorsque x— oo.

Si la série (4) est convergente, elle est aussi sommable
¢p, ) avec la méme somtre.

Si Ton pose ¢(x)=x* £>>0, on a la sommation (R, 2, k)
de M. Riesz de la premiére espéce avec les moyennes typiques

x—kz Ca(x — Xp)%

A”<x

D’aprés M, Riesz la série (4) est sommable avec les moy-
ennes typiques du seconde espéce ou sommable (R, ., n) avec la
somme p, st l'expression

C(x)
o Chx) =Z‘ Cl X — L)ty l,=2é*n,

l,<x
tend vers la lunite s lorsque x— ~. Posons e¢’=x; on peut
alors donner a I'expression ci dessus la forme suivante :

x—ECHKx) = e—kyz co(er— ern "=2 co(1 — e U=,
Ap<y A<y

On voit donc que la sommation (R,/,k) est une sommation
{p,?) o

g =(1—e*y.

Les théorémes que nous démontrerons s'appliquent donc
tout de suite 4 la scmmation de M. Riesz.

Nous donnerons d’abord quelques propositions qui sontdes
«conséquences presque immédiates de la définition.
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«) Si la série Za,, est sommable (p, %) avec la somme s,
1
la série Zb,, sommable (g, X) avec la somme f, alors la série
1

Z(aaﬁ Bb,) est également sommable (y,X) avec la somme
1
as + Bt.
B) Si la sérieZa,,e—ln‘ est sommable (p,7) avec la som-
1

me f(s), la série
A€ mbss 4 Qg rmias 4o
est sommable (p, p) Olt p,=2>Xmt, avec la somme

f(8) —aje=™ — aye—2" —- - . — @pe—rme,

v) Si la série Zane—ln‘ est sommable (p, 1) avec la som-
1

me f(s), la série

oo

Z a ne—()\n—ll)-‘

1
est sommable (p, p) avec la somme €*sf(s) Oil ==}, — A
En effet, on a
1

5 D an e gl — o)
<P(x)p;,
ot —=4-24) 1
=e p(;(u))l EICEDH) Z ape=*n'g(w—+A;— Ar)

Ap<w4Ay

et cette expression tend vers la limite €% f(s), puisque
(0 +2y)

Considércns les séries a, et b, et la série produit
RE>

—1 lorsque w— o,

de Dirichlet Zc,, oll ¢, = Z a,b,, v, étant les nombres
1 Aptig=v,
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A, +p, ordonnés par ordre de grandeurs croissantes et
00 <ycere; 0 <gess 9 2yp—> 00, py—> 00,

Nous avons les théorémes suivants:

II. Si la sérleZa,, est sommable (p,2) avec la
1
somme s, la sérieZb,, sommable ($,p) avec la
1

somme ¢ la série produit de Dirichleth,, est
1

sommable (r,v) avec la somme s, oil
X
o) = [ 9l yx— ).
0

Nous donnerons d’aberd une autre forme de la fonction
Ay(x). Posons

A(-x) = a, ) ln < X é lIl‘!'l;
alors on a
Ag) =" nglx — M)=— f Aty dp(x — t) = f Alx— t) dy(t),
Ap<x 0 0

Pintégrale étant prise au sens de Stieltjes.

Désignons alors par Ay(x), By(x), C(x) les fonctions cor-
respondantes a ces trois séries, c'est-a dire

A ) = lawp(x— 2y By(x) = buh(x — pua),
Ap<x

Bp<x

C(x) :Zc,,t(x — V).

V,<x

H est facile d’obtenir la formule
Ci(x) = fA¢(t) By(x—t)dt.
0

Considérons en effet l= terme a,, b, dans les deux membres
de cette formule.
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Le coefficient de a,, b, dans C.(x) est égal a
T(x_)‘m — P-n): Xm ftn < X.

Le coefficient de a, dans A,(¢) est égal a ¢(f —m), Am<l§,
le coefficient de b, dans B (x—t) est égal a d(x—f—p,),

< x—t. Par consequent le coefficient de anb, dans le second
membre est égal a

f&tp"_ M) Y — ¢ — ) dt =1(X — dpp—1in)
Am

et la formule est démontrée,

Pour obtenir le théoréme énoncé, on applique le théoréme
I a Cix).

oo

I Si la série Za,, est absolument conver-
1

gente et alasommes, silasérie Zb,, est somma-
ble (),p) avec la somme ¢ alors la série produit de
Dirichlet Zc,, est sommable(d,v)avec la somme st.

Nous avons la relation

Cy(x) —Zam By O — Dy — ) Zam By(x — ).

At <x Am<x

Soit e >>0 un nombre arbitraire et soit p un nombre choisi
.de maniére que l'on a1t

ilan|<s.

n=p-+1
Comme %}q’(—(g — 1, |By(x)|<<p¥(x), on aura, x >3,
Cy(x) _ Bxr—Im) | "i" Byr—tm) _ .
) Z TN T e

. . “ . B(x—“m) q’(r—“)\m)___ S
}_‘,T,l_';a'"hm Y ey S e —tlzdm
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g I !B(t_‘ m)| (=)

|]|<Z i 30 <p.Zlam|<p.e.

m=p+1 m=p-+1

Par conséquent

Cy(x)

~— — st

b(x)

et le théoréme est démontré.

fim

R 2]

ZLe(|s|+ ), lim-==st,

Si I'on pose p(x)=x* on obtient comme cas particulier umr
théoréme de Hardy pour la sommation (R, X, k).

3. Nous démontrerons maintenant qu’il existe pour chaque

série de Dirichlet (4) un nombre o, qui peut étre égal a =+ oo
tel que la série (4)

f(s)zz Ape—nS, s=g +if,
1

est sommable (y,X) pour chaque s, R(s)=0¢ >a, et n'est pas
sommable (y, 3) pour R(s) < ay. Ici a est 1absc1sse de somma-
bilité (v, A). Nous faisons quelques hypothéses sur la fonction
¢(x). Dans les démonstrations des théorémes qui suivront nous
emploierons la transformation de Laplace

O(2)=L(g)= f o=t 4(t) dt.

0

On voit facilement, en vertu de |p(x)| < e®%, que la fonc-
tion ®(2) existe et est réguliére pour chaque 2z, R(2)>0. Nous
faisons sur la fonction ®(2z) les hypothéses swivantes qui sont
toujours satisfaites pour les fonctions qu'on rencontre le plus
souvent. 1l existe un contour L défint de la mameére suivante:
L=L,+L,+Ly: st z=s5+it onapour Li:o=—a 0«
— oo <t<B, p>0; Ly o=—ua, B t< oo Ly: z2=pe'®,

e=—9 0o, =% 0Zp< T, %<9‘<1‘t, a=—1COs ¥,
B=-<xsm, tel que la fonction ®(2) est:

1) holomorphe a droite de L et m'a sur L que le point
z2=0 comme pomt singulier;

2) ()= ”(z), k>-1, p(z) étant bornée a droite de
L pour |z| — et A étant une constante;
3) ®(2)=*=0 dans la méme région.
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4) Si p(r) désigne le maximum de |®(2)| pour |2| =+, on
a pour x—»

1
(1) =0t o).
Nous supposons encore que, si s est un nombre arbitraire,
R(s)>>0, la fonction
T(z + s) — D(2)
®(z4-9)
satisfait aussi aux conditions 1), 2).

Nous démontrons le lemme suivant:

a) St la fonction ®(z) satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4),
5) 1l existe une fonction &(x) telle que

O(u) — D(s + =
(uzp(s _{_(Z) u) __ ft,—ux O(%) dx = L(d)

0

‘et pour x— > on a ]
¢ (x) |
Q(s)

L'existence de la fonction %(x) résulte d'un thécieme de
MM. Norlund?) er Pincherle.?) Pour trouver une forrule asymp-
totique de la fonction ¢(x) pour A — oo, nous considérons la
fonction

b(x) = c(#(x))-

D) — D{s 4 u) . (I)(u).
O(s | u) d(s)

La fonction Fu)est représentée comme 1ntégrale de Laplace

Fu)=

A= fe=g@an gn=1a—55-

Nous démontrons la formule
gx)=0(3(x)), x— .
Nous avons

c+io0
—_ _L_ ux
45) glx)= i e* Flu)du, ¢>0,

C—l00

'} N. E. Norlund - Legons sur les siries d'interpolation, Paris, 1926,
p. 184—187.

%) S. Pincherle -— Sur les fonctions déterminantes, Annales scienti
fiques de I'Fcole nmoimale supéricure, t. 27, 1905, p. 9—68.
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Soit L un contour dans le plan de la variable u défini
de la maniére suivante: L=1L, -~ L9 + L+ L+ L

pour L, on a u—c-{—iz‘ s=—a, 0<aq, _"3<t<t~, 03
» Ly 5, u=pe?, —<9<d ¢=—U, —<b<r,
dcosl)-—x,dsm()_‘,,

» Ly 5 P=’1_’—0_S.'.5§8;

X
o Ly, Sp<d =0
» Ly 5, 0=—0a 8t co.

Les nombres finis «, 3 sont choisis de fagon que les condi-
tions 1), 2), 3) soient satisfaites pour les fonctions d(u) et F(u).
Alors comme F(u)— 0 lorsque |u'—s ~, on peut remplacer dans
la formule (5), d’aprés le théoréme de Cauchy, le contour d'inté-
gration ¢—toco ---¢ 4 i~ par L; on aura donc

J— 1_ e K
g(x)_zm fe Fu)du.
L

Soit ¢ >0 un nombre arbitrairement petit et scit d>>0

choisi de fagon que, s1 u est un point arbitraire de L,, Ls, L,
on ait

R ! R 1 P
O(stu) Du)y D(s)| T

Ceci est toujours possible, parce que cette fonction tend
vers zéro lorsque |u!— 0. Alors nous avons

fe‘“F(u) du |<-—M( ! \- <2r ez (x),

LS
4 1\dp
f ex F(u) du‘<s f e+ :g(—)——
~ 1} . vl e
£} —_
<cxypx) fe—‘k9d9=%;(x), k>0
1
«Comme

Flu)= -2 + 9,



— 16 —

on a

Fly=— A 4 KO k)

uk+1

De la formule de Cauchy

oy — L (1)
p'(u)— QTCi (;__u)g’
(&

étendue sur une circonférence C avec un rayon fini convena-

blement choisi, on déduit que |p'(z)|]<<M, M étant fini et con-
M

stant, Par conséquent sur L, et Ls on aura |F'(z){<< <Tulf’ k>1

Nous aurons alors

fexu Fu)du ‘ — ‘I%F(/—“‘l“ixs) ex—atii) | le e F'(u) du

Ls

%X e-—ax

A+

< M, Bf 4 o(1) = o).

On a des résultats analogues pour les intégrales sur les
contours L, et L, Il s'ensuit

]1 (—gal

a0 §(X)

pour chaque nombre g, >0 c'est a-dire lim gE ;__0 ce quif
x->°°
fallait démontrer.
Nous avons besoin enccre du lemme suivant:

B) Si la fonction ®(s)Z%(s) satisfait aux conditions 1), 2), 4)
et si la fonction A(s) est holnmorphe dans chaque domaine fim
dans le dem: plan R(2)> — 5, 5>>0, alors pour la fonction t(x),
L(t) = D(s) A(s) nous avons

©(x) = ¢(x) £(0) + o(¥(x)),
pour x— co.
La démonstraticn est semblable a celle du lemme ).

4. Nous démontrons maintenant pour les séres de Dirich-
let le théoréme fondamental suivant:

IV. Si la série
(6) fis)=>] ayen
1
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est sommable (p,A) pour s=0 elle est aussi som-
mable (p,).) pour chaque s, R(s)>0avec la somme

Bes) (s):, A(t)e—"dr,
Soit R(s)>>0 et posons

Co(%) =Za,, e p(x—7,)

Ap<x
alors si I'on pose
Alx)=>> a,
on a
(8 Co(x)=— . [ A(r)d[e—" p(x — 1))
0

Entre cette équation et I’équation
X
® A= [ A dgtx—-)
0

nous éliminons la fonction A(tr) en nous servant de la transfor-
mation de Laplace. En effectuant la transformation de Laplace
des deux membres de (7) et (8) et, en utilisant la relation

t(f d9(0) ov— 1) =2L(e) L),
0

-
-

on obtient
L(es* Cy(x)) = 2L(A) L(e**p (%)),
L{A(x)) = zL(A) L($(x)).
Mais nous avons
Lew gt = [ ererelx)dx=dz—s), R()>R(sk
0

par conséquent, si nous éliminons L(A), nous auroms
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L(es*C (x)——”L(A )

)
= L)+ 20 P ).

. O(z—s5) —D(2)
Comme la fonction - 3G)

(2),on peut d’aprées un théoréme de M.M. Norlund et Pincherle re-
présenter cette fonction au moyen de l'intégrale deLaplace

satisfait a la condition

O(z— (D(z) I (N

0

(10)

Mais, comme réciproquement, si l'on a
L(v)=L(9) L(}),
o(x), d(x), t(x) étant trois fonctions continues, il s’ensuit que
X
)= [ olt) se—)at;
0

de I'équation (9) nous tirons la formule
X
(11) Co(X) =552, (x) 4 e+ f/z(t) A,(x—t)dt.
v

C’est une formule fondamentale pour nos recherches. Cette rela-
tion a été obtenue en supposant I'existence de la transformation
de Laplace pour la fonction A(z). Mais (11) est urc identité en-
tre les nombres ay, ay..., a, n étant fmi et X, -Zx<Apyy, et

nous pouvons choisir @,yy, @utq, ... de fagon que la série Z’a,,

soit convergente (par exemple @pyq = a4y ="-+-=0).
Posons z=1s + u, on aura

P(u) — P(s + u) et = .

oil
d(x) =e—*h(x).

D’aprés le lemme «) nous avons ld formule

M= e 53+ egle), gx)= oot
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et en portant dans (11) nous avons

e—Sx (x) 1 x—s x—t).,
R cp(s)c;(x)of T Al —Dat
Agn) | i

—s(x—-t) _ — p—SX
e g(t) Ay(x —t)dt =e (r) o)

(x) HJ.

oo

L’intégrale f e—*Ay(t)dv est absolument convergente pour
0

chaque nombre s, R(s)>>0 puisque |Ag(t)|<< Mp(r) < Me®~, 3
étant arbitraire. Soit ¢ >0 un nombre arbitrairement petit et
-a un nombre tel que

f:—‘“] Ay(t)| dt<e, o=R(s).

0

On a rour x>>a

—S cl’( ' x_s :F(x—r) H ;7
i= fe TAp(t) === G ) | ;fe TAe(T) ) dv=i,+i,
Comme 0 t< a,a cause de la condition «) on a
lim i; = | e~"Ay(z)dx.

0

D’autre part-
liy] << fe—""[Aq,(r)] dt<:,
«donc

lim |i— f e—"Ag (1) dt | < 2e,

X=oo 5

«’est-a-dire

limi= | e~TAy(r) dx.

x>0
, 0

Comme lim ﬂ“z—%—)
{12) tend vers zéro. Comme plus haut on démontre facilement

existe, le premier membre de la formule
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que j tend aussi vers zéro lorsque x— oo et le théoréme
est démontré,

5. Nous ferons des applications a la théorie de la sommation
de M. Riesz. Posons ¢(x)=x*, £>>0,0n a

Te+1)

B(s) =..f e~ thdt =—7;

0

La fonction ®(s), comme on le voit immédiatement, satis-
fait 4 toutes les conditions susmentionnées. On obtient le théo-

reme de M. Riesz: si la série Zane—lns est sommable (R, 2, k)
1

pour s =0, elle est aussi sommable (R,, &) pour chaque s,
R(s)>0, avec la somme

L f:‘“A Kr)dz
T(e+1) 4 S

Posons ¢(x) =(1 —e—*)*, k>0 on a

- e T¢
O()= [e(1— e dt = ——_Iﬂf::i +‘:)).
0

La fonction &®(s) satisfait a toutes les conditions 1), 2), 3),

4); nous avons donc le théoréme: si la serie Za,,elns est
1

sommable (R, !/, k) pour s=0 elle est aussi sommable (R,/, k)
pour s, R(s)>>0 avec la somme

Let14s) (7
P(k—i—l)P\S)O e~ TAy(t)dr.

En posant e*=u, A*(x) =Za,,(x—l,,)k,‘on voit facilement
l,l<x

que cette intégrale est égale a

Tet1+s) f“k k1
T+ )T s Ay u="du,

ce qui est le second théoréme de M. Riesz. Les démonstrations
de MM, Riesz et Hardy de ces théorémes sont assez longues.
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Nous donnerons un autre exemple de sommation (¢, A) qui

-est plus puissant que la sommation de M. Riesz. Considérons
la fonction

s(x)=e 7 x>0, 90)=0.

Nous démontrerons que la fonction de Laplace

(13) D(s) = f —= g

0
satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4), 5) du lemme «).

En faisant le changement de variable x=-2, s>0, o

Vs

obtient

(D(s)—-\/—_ f V) ay,

€t en posant y—l—%:u, nous avons

=7 f —uV‘( \/u’u_ 4) du
=e—4Y5 du

1 =e—uys u N\ _ 1 _
+\/_?-«2f 2 (1+\/tt’—4)du—\/—s_ \/u -—4

Si nous posons #=2-+21t, nous aurons

14) B(s) = 2e\/—;\(—s—f —:/tf:jl)d _22—-24)(z),

ol 'on a posé

93 = — e__zf(l"'_l)
Vs=z, (@) ) re

Tintegrale étant convergente pour chaque z avec R(2)>0. Donc
da fonction (14) représente le prolongement analytique dans
|arg s|<< 6, pour chaque 6 <=, de la fonction (13). Ici par Vs
on comprend la branche de la fonction qui prend des valeurs

positits pour s >0. D'aprés cela il est évident que la condition
1) est satisfaite.
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Nous avons

- + —2T "_21
q)(z)=0j (—T——-L———l)e dt+6f€ dv

\/2t—f—'|:2

=_l—+ ;,IWQt-l-r’—l-(—l—: :;\/ﬂ—{f
=o(i)+ o f a¥r)= o)

o(s) = O(ﬁ = 0(x) = O(x 9(9),

donc

, 1
is| m=—y X — 0o, |arg s|<®,

et la condition 4) est satisfaite.

Or M. Polyal) a démontré le théoréme suivant: si f(x) est
une fonction positive, non décroissante, 0<Zx< 1, la fonefiom
entiére

bff(x) e*dx

a seulement des zéros dans le demi-plan R(2) < 0. En changeant

x par 1—¢ on voit que si ¢(x) est une fonction positive, non
croissante, la fonction

f olt) et dt

0

a seulement des zéros dans le demi-plan R(2)< 0. La fonction

e N est décroissante pour t >0, donc la fonction
\/ w2427

. e—z"(t-i—])
bl2) = f Sy

n’a pas des zéros dans R(z)>0. Comme les fonctions §,(2) tem-
dent uniformément vers la fonction ¢(2) lorsque #— oo, dans.

!) G. Pélya — Uber die Nullstellen gewisser ganzer Funktionen,
Mathematische Zeitschrift, t. 2, 1918, p. 352—383.
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chaque domaine fini & droite de I’axe imaginaire, il s’ensuit,
d’aprés un théoréme connu de Hurwitz, que la fonction limite
d(2) n'a pas des zérus dans le demi-plan R(2)>>0. La fonction
d(s) sera §=0 dans |args|<(6, < =, Donc la condition 3) est
satisfaite.

Comme &(s) croit moins vite que e—*Vs, A>>0, on voit
immédiatement que les conditions 2) et 5) sont aussi satisfai-
tes. Alors si pour la série

f(s)= Z A e=rnS,  Cp==a,e—*n,

n=1
on pose
1
A:p(x) = Z Cn€ x—An,
Ap<x

on obtient une sommation plus puissante que la sommation de
Riesz, puisque pour la fonction f(s) on a

f&)=o0(eE), 1>2, |s]|— co.

En appliquant la méme méthode pour la fonction

1
p(x)=e *, p>0, 0)=0,
on obtient la sommation

R
A()=Sc, e AP

n<x

et pour la fonction f(s) on a
_P_
fs)=o(eM”1),  |s|]—> oo.

_P_
On peut prendre p assez grand pour que erMlsP+! soit aussi
prés de la fonction e*1ll que l'on veut.
Une sommation de la forme (p, A) avec une fonction spé-

ciale ¢(x) qui est différente des notres, a été considérée par
M. G. Valiron.t)

1) G, Valiron — Sur les solutions d’une équation différentielle fon-
ctionnelle, Bulletin de la Société mathématique de France, t. 54 (1926),
p. 53—68.
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6. Du théoréme il s’ensuit quil existe un nombre a,, tel
que la série (6) est sommable (3, 2) pour chaque s dont R(s)>> aq
et ne I'est pas pour R(s)<a,. Le nombre «, s'appelle l'abscisse
de sommabilité (¢, 2). Nous en donnons une expression explicite.

V.Si v,=0nous avons

o — i 2149
X=>oo X
Soit d’abord
— A
(15) o= fim ‘ij(")', Ag(x) =D ang(x—2),
X=poo ln<x

et posons s=a + 2¢, e >0 et arbitraire

Co(%) =Za,, en® (X — ).
A, <x

On déduit de (15) quil existe un nombre x,= x,(¢) tel qlie
pour x=>x, on ait
| Ag(x)| < exe+e),
Pour Cy(x) nous avons obtenu la formule

qu(x)__ ;sx ﬁcp(_"’) 1 V_ST B
oD e <1>(s)¢(x);,f e Ay (D) glx — ) d

L x—ﬂ — — pg—5x f‘.‘f’(i) L i
+ cp(x)afe Ay(t)g(x—T)dr=¢ ) + 0) + /.

Comme
€% Ay (x) = O(e—(@+28)p(2+8)%) == O(e—%*) = 0o(1),

Tintégrale

f e=TA(x) dx

0

est absolument convergente et on conclut comme plus haut que
u Co(®)

la limite d
a limite <)

existe pour x — o et est égale a

1

("os
b J € ADdt.
0
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Par conséquent la série (6) est sommable (9, ) pour chaque s
avec R(s) >a.

Réciproquement soit donnée la série (6), sommable (3, 1) pour
s=a =0, Si l'on pose s=ua« 4 ¢, ¢ >0 et arbitraire,

Coln) =, e nglx — 1)

Ap<a
on déduit de la formule (9),
D(2)

L(Ay(x)) = De—s) L(es* Cy(x))
D) — CD(Z 5% SX
_TL( Cy) + L(e**Cy).
Nous avons donc
(16) Ag(X) = e5Cyfx) + f pR Colx —t)n(t) dt,
0

ol

D(2) —P(z—s)

(D(Z—S) - L("l)'

Si I'on fait I'hypothese que ®(s)=3=0 pour s<0, on obtient
en appliquant le lemme o)

r(x)= q)( )

+&(x), 8(x)=o0(3(x))
ln(x)1 < Mp(%).
Comme |C,(x)| << N3(x), on déduit de (16)
| Ag()| < Nty ) &+ M [ et Ng(e) px — by dt
< Nev(x+28) MNxeo( 2+38)x - eglatde)
pour x > x,==X(¢).

7. VI. Supposons la série (6) sommable
pour s=0. Pour R(s)=s>>0on auniformémedt
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Posons s=g¢ L it et considérons <’abord le cas |¢| < Mo,
M étant un nombre fini. De la formule

f(s)=qu(;) af 51 A,(¢) dt

on obtient
1 w_c,
VOIS fogy | 1401t

ol lintégrale est convergente pour chaque ¢ >0 et tend vers
zéro lorsque ¢ —» co, Par conséquent la formule (17) est démon-
trée dans le cas |t| << Ms. Soit |£| > Mas. Posons

Ap(x) = Ap(x) + (), o(x)=o0(2(x));
on a

fs)=A+ %s) f e—To(t)dt = A + J.
0

Soit ¢ >0 un nombre arbitraire et @& un nombre choisi de
fagon que pour x =a on ait

|o(x)| <eglx).
Nous avons

1 ¢ 1 = .
o of o) di + gt f et dr =1y + i,

b=t bf ez de, oit eu(x)=4(),

0

. 1 ot 2. E(D(a)
|12|§.m f €% w(t)| dv <tz |¢( 5 fe p(v) dr <7grsi [B(s)| "

Par conséquent
lﬂr?x |D(s)j| < e D(3)
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quel que soit le nombre ¢ >0 c’est-a-dire lim j®(s)=0. Comme
1 . . .
A=o ———) le théoréme est démontré,
(lfb(s)l

8. VIL. Supposons la série (6) sommable (g, A)
pour s==08 et soit ¢ un nombre ¢>0,c>3. On a

S anste =g [0 f)ds.

An<x

C—loco

Démontrons d’abord la formule

Ccti00
(18) fe“ P(s)ds =0, x<0.

C—loo

La fonction &(s) a la forme

o)=2 +50, 1>1, |uel<m,

On peut facilement montrer que A=0. En effet, soit s un

nombre réel et e=>0 un nombre arbitrairement petit. Soit 5> 0
un nombre choisi de fagon qu'on ait

l¢(x)|<<e, 0K x<B.
Nous avons

] o
sP(s)= f se—STop(t)dt + fs e—Tp(t)dr=u-+v,
3

0

a - -]
u<e J‘s e—%r < ¢ fs e—%dr=¢,

0 0

v<Z Mfse—“‘+ﬂdt = pp— e—C—0 0, 0<<g<8.
Par conséquent s®(s)— 0 lorsque s— oo, il s’ensuit que A=0,

Soit alors C le demi-cercle ]s—c)_R, on a daprés le
théoréme de Cauchy

c+iR
f e P(s)ds = fe“ P(s)ds.

c—IR C
On a donc

21:M 2-\:M
fe"scb(s)dsl < = RS —— =1’
C



— 98 —

quantité qui tend vers zéro lorsque R— ~, ce qui démontre
la formule (18).

Soit )m << X< Amyq et considérons la fonction

8(s)=e=(f(s) — D ayernt) = e~ Ami2 (s).

Ap<x
A la fonction A(s) correspond la série de Dirichlet
h(S) == @ty + Apepp €~ Pmt2=2mi 05 . ..
St nous posons L, =A,4+m — Amyq Cette série, en vertu dela

proporsition 3), est sommable (p,p) pour s=p3. Alors pour
R(s) =B 4 ¢ >>p nous avons

h(s)—o(lcbl(s)])

Nous avons alors

1 cioo c4-100
5o ) eSS P(s)ds = Z @n ' X — Ay) + &(s) d(s)ds.
c—1oo Ap<x Cc—ico

Il faut démontrer que

c+io0
&(85) P(s)ds =0.

C—loo

Soit d >c¢ un nombre arbitraire et w >0, Nous avons

(19) ﬁz?icb(s) ds= Z’_(s) d(s)ds
d+10 41
+ ) &(s) P(s)ds+ | &(s) P(s)ds.

Comme

Bs)=eh(s), p=Anp—x>0,
-on a pour

R(s)=d, g(s)—-—o( B6 )I)e—l‘d=o(l).

Par conséquent, si dans (19) on fait croitre d indéfiniment,
on obtient
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c+iw co—1 () c+w
&) D(s)ds = | g(s) P(s)ds = | g(s)P(s)ds.
c—i0) c—iw oo 1)

En désignant par m le maximum de |h(s)d(s)] pour
c < R(s)< oo, On &

[e@oas

C—10)

< e'—PTm dt,

et en supposant w— oo, On a

00— ()
lim | g(s) d(s)ds =0.
W=»0
C—i

D’un maniere analogue on a

41
lim | g(s)P(s)ds =0
o1
et le théoréme est démontré,
Si Ton prend ¢(x)=x*, p(x) =(1 — e—*)%, k& =0, on obtient
comme cas particuliers les théorémes suivants de M. Riesz:

y) Si la série (6) est sommable (R, 2, k) pour s=§ et si
¢>0,c>3,0na

1 . “H=1(s)
F——( PEN I)A;( an(x n) Q_Ttl f € sk ds.

C—l 00

Le théoréme de MM. Hadamard et Perron est un cas par-
ticulier de ce théoréme pour £=0,

3) S1 la serie (6) est sommable (R, [, k) pour s=_3,cn aura

c+too
S — L = J 1 1;,‘(’;+ ll)i(s)) xds, ¢>0, ¢>B.
ln<x

En suivant la méme marche de démonstration que pour le
théoréme VII, on démontre un théoréme plus général:

VIII. Supposons la série (6) sommable(p,A)pour
S=—"ﬁ. Si SO=GO+itO' c\,>Go, C>‘3, on a

c+ioo
Slanetrtog(x—Aa) = — | f(s) Dls — ) eXe—dds.

Ap<x L‘—loe
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9. Nous démontrerons encore un théoréme sur la somma-
tion (¢, ). Soit la série

(20) Cl+62+€3+---

sommable (g, 1), olt la fonction ¢(x), admet une dcérivée ¢'(x)
telle que la fonction

oo

O()=Le) = [ g(orat,

0

soit holomorphe pour R(s)=—a, 2>0 et o(x)—1 pour
X— . Soit ¢(x) une autre fonction positive, $(0)==0, non dé-
croissante pour x>0 qui tend vers I'nfini,mais de maniére que
lim ¥4
awm (x)

Suposons que ¢(x) satisfait aux conditions 1), 2), 3), 4) du
§ 3 et admet une dérivée, Nous avons le théoréme suivant:

=1 pour chaque ncmktre fini a.

IX. La séric(20)étant sommable (p,2)supposons
Wi(s)

ue him ——=+%k exi1ste lorsque s— o ol
4 &) q

(s)= f et () dt.
0
Wy(s)
—k
D,(s)
satisfait aux conditions 1Y, 2),4), du § 3. Alors la
série (20) sera sommable (J,2) avec la méme somme.

Supposons encore que la fonction g(s)=

En effet, posons

A= aylx—2n) = f Alx— b)) dt

A <x

A= ayx— )= [Ax—0¥0d AD=3 a,
Ap<x 0

Ap<x

-on obtient
L(Ag) = L(A) By(s),
L(Ag) = L(A) &(s),
d’oil
v,
L(Ay) = kL(A,) - [?6% _ k] L(4y),
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ce qui nous montre que

{21) Ay(x) =FkA,(x) + qu,(x—t) h(t)dt,
0
ol1
&(s)=L(A).
En écrivant la fonction g(s) sous la forme

6= (51 ¥ils) =k + W09

on obtient facilement, en remarquant que &,/0)=1 et ap-
pliquant le lemme B), § 3,

(22) A(x) = §'(x) 4 o(H'()).
Draprés les condiiions du théoréme, on a
. Ag(x)
23 lim £ _ =g
) ame P(X)
De (21), (22) et (23) on déduit facilement
. Ay(x)
AP
M =

et le théoréme est démontre.
Pour la sommation (R, !, p) de M. Riesz on a

— (1 — ¢—X\0 N _w
H)=(1—e™), Uy)=04ls) = Lo+1+s)
et pour la sommation (R,?,p) on a
, . T(p4-1
U(x) = x, L("’))=]L1(8)=_(psp—'

La fonction ®,;(s) est holomecrphe pour R(s)>-—1 et la
fonction

W) | _Te+1+s)
?,(5) [(s+1)57

satisfait aux conditions d’inversion. En effet, pour-|s| — > on a

T(p+1+s) 4 0 g, 1)
L(s+1)s? _1'—’; E ?‘*‘"'“-L"'—?‘*‘ 2 [(s) | <M.
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Le théoréme IX contient donc le théoréme de MM, Riesz
et Hardy:

St une série est sommable (R,[,1), p=>0, elle est aussi
sommable (R, 4, p) avec la méme somme. Mais la démonstration
de MM. Riesz et Hardy n’est pas applicable dans le cas géné-
ral que nous avons considéré.

Chapitre 1II.
Une méthode générale pour la sommation des séries diveigentes.

1. Nous nous proposons de donner un procédé aussi général
que possible de sommation des séries divergentes qui satisfasse aux
conditions 1, 11, IIl, c’est a dire qui permette de supprimer ou
ajouter des termes nouvaux dans une série sommable sans al-
térer la sommabilité et de multiplier les séries divergentes
sommables,

Soient gy(x), 4(x) des fonctions définies pour x =0, inté-
grables et telles que

:f:poo(x) dx=1, aj‘;(x) dx=1,

f Th(x) | dx
0

étant convergente. Posons pour n >1

_Tintégrale

on(X) = f:o,._l(t) h(x —t)dt.

0

Soit ¢(x) une fonction positive, non décroissante, s’annulant
pour x=0 et telle que, st p(x)tend vers linfint lorsque x— o,
on ait

(L)
o Iim = =1
) A=b30 Cp(x)

quel que soit le nombre fi1 a.

Nous disons que la série
1) ap+a+a+---
est sommable (p, %, ) avec la somme s si la série

w) =S tuss2i9)

n=0




est normalement convergente dans chaque intérvalle fini (0, X)
et I'expression

1
P(x)

e =—1 [ex—nutyar
0

tend vers la limite s —a, lorsque x— co.
Comme on sait, une série

no(X) + uy(X) + uy(X) + - - -
est dite normalement convergente dans (a, ) si I'on a dans (e, b)

[Un(x)] << 2a
et la série

a0+a1+a2+---
est convergente.

On peut facilement démontrer que

fcp,,(x)dx:l, n=1,2,3,...

0

Nous établirons cette égalité par induction, en supposant
quelle est vraie pour o,4(x), Cest a dire que

[ dz=1.

0
Alors on a

f onlt)dt = f fztf th(t) Dna(t — 1) dr = f h(2)dz f x:p,,_l(t—-—'t) dt
0 0 0 0 T

= [0 gtz —ryas,
0
olt 'on a posé
gx)= ’{‘cp,,_l(t)dt, g&(x)—1 pour x— o,

0

Soit ¢ >>0 un nombre arbitrairement petit et x, tel que-

f|h(1:)| dt<le.
*o
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Alors pour x> x, nous avons

f o) dt = f ;:(1:) glx—r)dt + f A=) g(x — ) dt.
0 0 X0

Si I'on laisse x, fixe, on a

lim i = lim f A(x) g(x— ©)dt = f h(z) dx,
0 0

X=poco

f h(z) g(x— ) d«.-!<\ ke, lalx)) <k

pour chaque e. Donc

lim ffp,.(t)dt—1|<e+ks,
0

X=»o0

c’est-a-dire
fcp,,(x) dx=1,
0

ce qu’il fallait démontrer.

2. Nous allons montrer que notre procédé de sommation
satisfait aux condition I, II

X. Silasérie (1) est sommable (pg 4 ¢), la série
2 O+ay tay+ay+---

sera aussi sommable (py, % ¢) avec la méme somme
Posons

)= tupon, = [ u(x— DHeO)at,

n=0 0

(=3 s 9= n0id, HW= [ uix—par.
n=0 0

n=0
Pour la simplification de la démonstration supposons que
2,=0, ce qui ne diminue pas la généralité. D’aprés les condi-
tions du théoréme on a
lim ‘—g(—x)= H
o0 P(X)
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il faut démontrer que lim g;((;)) =s. On obtient facilement la
formule
® g = [ —neear.

0

En effet le second membre de cette formule est égal 2

h(x— )t ;(t—) @ de= (em)dr (hx— &t —z)dt
Bf f,f ) ¢(t)dz chpt t! T

—_ f :p(‘c)d‘t f ng)h(x—r —8)ag.

0
Mais

X

u(x)= i ay fcp,,_l(t) h(x —t)dt = f:z(t) h(x—1t)dt;

0
donc

[hx—ngdt= [ oe) mtx — v dr =219,

et la formule (3) est démontrée.
Soit e >0 un nombre arbitrairement petit et tel que

fT/z('r)idt <e.

Draprés (3) on a pour x>>x,

&0 _ 1 (Vpo_ 1 (he— di—iti
cp(x)—cp(x)afh(x t)g(t)dt—l—cp(x);!lz(x Het)dt=i+ j.

P(x+-3)

— 1 pour chaque nombre fini &, on a
@(*) P d

Puisque
*o
1imi=sfh(t)d1:.
X—>co )
Pour j on obtient

i<t [ o)

g(x—n1)
@(*)

dt <ke,
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et le théoreme énoncé swit immédiatement des inégalités
obtenues.

XI. Supposons que la série (1) est sommable
(90 B, 9) et qu'il existe une fonction 7n(x) telle que

fx/z(x — ) holt) dt = f:)(t) polx—08)dt, f:(x) dx=1,
Y0 ' 0 0

Pintégrale f|n(x){dx étant convergente. Alors la
. .

série (2) sera sommable (g% ) avec la méme
somme.

Supposons encore a,=0. Posons

e = [wue—ndt, &)= [wOui—nat,

u(x) = Zanﬂ:?n(x) , uy(x)= Z Apt1 Dnti(X) -
V] n=0

Nous démontrerons facilement la relation

) &= [unec—nar.

0

Drabord on voit que
©) b= [ 2ult) n(x — .
0

Cela est évident pour n =0 puisque

wo) = [ by ae—nde= [ zynz—oae.

v

Supposons cue (5) est vrar pour d,(x), c’2st-a-dire

"Ph(x) = f;rz~1(x— t) ﬂ(t) dt.
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Alors on a

Y (%) = fZ(x —t)dt .J‘:Pll—l(t — ) n(t)d =
= f:z(f)drf;n_l(t — ) h(x—1)dt

= J:z(r)draf;:l(u) hx—rt—u)du= af ;(r)-p,,(x— v)dr.
De (5) il s'ensuit
) y(x) = f 20 ¢x— Byt
Donc nous avons

' X x ¢
g = [ee—nm@ar= (occ—nat [ut—mndr
0 ] v

= fn(t)dtfu(t —t)elx —t)dt = f-q('c) &x—r1)de
0 T 0
et la formule (4) est démontrée,

En suivant une méthode déja employée par nous, (chapitre
I, § 3), on conclut facilement en vertu de la relation(4) que de

découle

et le théoréeme est dimontré,
XIl. Si la série (2) est sommable (pq 2 o), 1a série

(1) est sommable (dg#h 1Y) avecla méme somme si
I'on pose

soy= (et —t)dt =), 40 = [ale)at.
0 0
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Supposons encore que a,=0 et posons

&i(x)= f:p(t) u(x—2t)dt, g(x) =f:p(t) u(x—t)dt
(1] 0

w0 = b0, w0 =S ar0i0).

1
Comme §o(x) =7py(x), 0n a bn(x) = pny4(x), donc

) u(x) =u,(x).

Alors nous avons

gﬂ—fﬁfW—ﬂMmJMt

= fdtf:ng) u(x—t—0g)dg —ﬁl(x-—r)dt -—fg(t) dt.

Puisque 5 .5, on a gy(x) =s9(9) + (), d—0,

@(*) F(x
8(x) =sP(x) + f:(t) dt,
0

B 1 (odies
np(x)—”q»(x)ofe(t)dt s+/;

et comme ¢'(x)=¢(x), on obtient facilement

lim j=0.

X=»o00

XIL Supposons la série (2) sommable (py %, @)
et posons

0

W= [etx—n0dt, b= [ h0r—tydt =),
0

7n(x) étant une fonction telle queﬁ)%_)i) 1 pour

chaque nombre fini 8, Alors la série (1) sera som-
mable (o, % 9) avec la méme somme.
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Posons
e = (W nx—vdr, a@= [o@utx—as,
0 0

oo

)= ta a0, )= a0,

n=0 n=0

Comme ¢,==¢;, on a pour chaque 7, $,=p,+;, donc
u(x)==u,(x). Alors nous avons ‘

)= [(m(e—tydt [ 90— as
0 0
= f:;(':) dz f’l‘ll(x — D o(f—T)dt

= f:;(-c) dz f’;z—:(sx —1t—9)9(v)dv =fi:)(1:) &i(x—r)dr.
0 0

0

D’aprés les conditions du théoréme on a

. &(x)
lim =—~<=s,
X=poo ?(x)
En se basant sur le théoréme I, on conclut que
8(x) j‘ *
Im —==3s, Y(xX)= T) p(x —1)dt
hm 55 $(x) . 1(z) ¢(x — )
et le théoréme est démontré,

3. Avant de démontrer le théoréme sur la multiplication
des séries sommables, nous donnerons quelques théorémes pré-
liminaires :

a) Supposons que ¢(x), J(x) sont des fonctions positives,
non décroissantes, définies pour x>0 et telles que

g(x43) P(x+3)
dm =y =1 hm =y =1

our chaque nombre fini ©. Alcis st I'on pos2
p p

o) = o0y px—tyat,

0
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on a
1) lim t(x(-")a)_l pour chaque nombre fini 3;
) __ T(x) __
D= Mm=

En effet, soit >0 un nombre arbitrairement grand et
soit a choisi de telle facon que

fcap(x) dx > P,

Alors pour x>>a nous avons

L") bl f) r( o) -

c’est-a-dire
lim T(x)

oo P(6)

Nous avons pour chaque nombre &>0
w(x48)— 2()= [ ¢ (e + 5 — 1) — w(0)] at
0

x4+
+ } o(O)d(x +3—12)dt >0,

X

x+3

[}
T(x+5)= f P(£) Y(x + 8 —t)dt + f w(£) U(x + 5 —t) d¢
1] ) 4

’ 3 x
=fcp(t)¢(x—|-5—t)dt—|—fcp(t+5)4)(x—t)dt=a+[3.

3 \
Puisque CP(;:(:; )-—-> 1, on obtient, d’aprés le théoréme I,
lim _[3_ = 1
(%)

Si nous posons ¢,(x)= f »(¢)dt, nous aurons
0
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@ < 91(3) b(x + &) = o(x(x)),
et la proposition est démontrée.

B) St la série (1) est sommable (pq, %, ¢), elle sera aussi
sommable (z,, 4, p) avec la méme somme si l'on pose

To(X) = fcpo(t) Po(x — £) dt, f;o(x) dx=1.
0 0

En effet, posons

e=[uhsx—ta,  a@= [mbu=—nat,

0 0
u(x) = Z Qnty Pr(X) 5 uy(x) = Z Qniy Ta(X) .
n=0 n=0

On obtient facilement
® wW=[ur—on0d, &= [ec—nuar.
0 0
Draprés les conditions du théoréme on a

g(x)
hm e =

De la formule (8) on déduit facilement

lim gD
X~>00 CP(x)

)

ce qu’il fallait démontrer,

v) Soit la série (1) sommable (py, 2, ») avec la somme s.
Alors si $y(x), b(x) sont des foncticns positives telles que

o . Mx43)
fq;,,(x)a‘x-_l, lim 3 =1,

)=
0

pour chaque nombre fin1 3 et &(x) étant non décroissante, la
série (1) sera sommable (<, 4, T) avec la somme s si1 l'on pose

w= [aOue—nat, 0= [cOux—na
0

0
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Posons, en effet,

e = (utyotx—dt, 2= tuss0u),
¥

0

&(x)= le(t) wx—12)dt, wu(x)= i Aty Tu(X)
0

0

Draprés la définition on a

u,(x)= f&)o(x—t) u(t)dt.
o
Si nous posons
© o= et ue—nat,
v
nous aurons la formule

(10) a@= o) vo(x—td.

0

En effet, nous avons

V(%) = f l(x—t)dtf ;(h)cp(t——lz)dh
0 0
=f:z(lz)dhfx¢(x—t)cp(t—h)dt

X x—h x
= f u(h) dhfug(t;) Yx —h—3)d3 =f u(h) ©(x — h)dh.
0 0 0
Si l'on désigne pari le second membre de (10),0n a

= f (k) dh f)il_)o(x — ) u(t — h)dt
0 h

= f () uy(x— k) dh = g(x)
0

et la formule (10) est démontrée.
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D’aprés les conditions du thé€oréme on a

. &%)
1 =Ss.
xl»ni cp(x ) §

Donc, d’aprés le théoréme I on a

o)
}L’E T(x) =5

et de la relation (10) on conclut que

lim &5 — sy dt=s,
Juodi=s

X=»00 T(-xr)
ce qu'il fallait démontrer,

8) S1 une série est sommable (g, %, ¢) avec la somme s, et
sommable (¢, #,}) avec la somme £, on aura s==1¢.

Le théoréme est une conséquence immédiate de la propo-
sition y) en prenant

= [wObic—0dt, 9= [eOsx—tat.
0 0

) Soient fy(x), fa(x), ¢1(x%), po(x) quatre fonctions intégra-
bles pour x =0 et posons

w9 = [FOu—ndt, o= [T ntx—nat,
0 0

= [FOfe—ndt. s= [a®etc—0at.
0 0

o) = [ Ful®)psix—tyt,
0

alors on a

(11) go(X) = f o1(8) oo x— £) it

0
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Nous avons

(2 o) = [ ex—arda [ Fita — B1f,®) 3
0 0

= [[a =010 sox — ) dzas,

Pintégrale étant étendue au triangle A; (0, 0), (x, 0), (x, x).
Désignons par D(x) le second membre de (11). Nous avons

xXx—=y

(5 (7
D= { ay [ fwety—wdu [ F,©) eae—y—v)dv
0 0 0

= [[Jr@ev— 0 £@ estx—y—o)ayaua,
I'intégrale étant étendue a la région
0svsx—y, Osugy, 0y«

Intégrons d’abord par rapport a y, en laissant u et v fixes,
c’est a-dire dans l'intervalle u<y< x—v; on a

X—v

D(x)= ff Fi@) fo(@)dudo | o)y — 1) gox —y — D) dy.

En faisant le changement de variable y=u 4 ¢, on obtient
XV

e1(y — ) pa(x —y — v)dy

= chl(f) Py(X — v —u—t)dt =go(x —v — u).
0

Si Pon fait alors la transformation
v=a—f, v=248,

-on déduit de (12) que L(x)=ocy(x), ce quil fallait démontrer.
4. XIV. Soit la série

-(13) g+ uy+uy -
sommable (py, 4 p) avec la somme s, et la série

«(14) U+ U+ vy
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sommable (by, 4 d) avecla somme £ Alors la série
produit de Cauchy

(19) wy +w,+w, 4+ W,=ugv, + 4,9,y + - -+ +u,7,,
est sommable (75,4, 1) avec la somme sf, si

)= [w®te—0dt, 9= [eOux—1tat.

0

Nous démontrerons le théoreme dans le cas wuy,=v,=0.
Posons

W)= 194), ) =D gDy 0 =S Wpralx)
[i] 0 0

(16) m(x) = ffz(t) vix—1dt,

alors on a

(17) w(x) = ;z( Yh(x —T)dT.
Of :

En effet, nous avons

co oo

(9 M= S S [ 7al0) bulox — )it

n=0 m=0

Mais on voit facilement que pour chaqu2 2z et m on a
(19) tuin) = [ onlt) bue— 1) dt.
0

Cette rélation est vraie pour n=m =0, d’apreés les condi
tions du théoréme. Pour n +~m + 1 on aura

a9 = [ Trt) 5 — 1)

0

= f};z(x —t)dt ff;:,,(‘t) bt — ) dz

— f u(t) d f h(x—t) ot — 5) dt
¥ 3
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= f o) dr [ B@) bn(x— 1 — ) do
0 (1]

= [ o) st — e = [ uia®) bz — 1),
0 0

donc elle est vraie pour chaque m, n.
Alors d’aprés (18) on a

co oo oo

A
m(x)= Z Z U1V mt1 St m(X) = Z (%) Z Un1Un1—n

n=0 m=0 A=0 n=0
= Z Wit2 TA(X)
A=0
d'oir il suit
w(x)= Zwl_,_z Tat1(X) = fm(r) h(x—z)dt,
=0
et la formule (17)est démontrée.
Posons

a= [unee—tdt, &= fuOpx—nat,

0 0
&o(X)= f m(t) t(x — ) dt, G(x)= fw(t) wW(x—t)dt,
0 0
alors d’aprés la proposition &) nous avons

2= [ &t)gs—yat.
0

Puisque d’apreés les conditions du théoréme on a

&%) L &)
gmw S Im e =1t

-on obtient, en vertu de théoréme I,

lim =22 &) _

xeroo T(X) =st.



On peut facilement démontrer la formule

X
(20) G(x) = f 2olt) Hx — £y dt .
0
En effet, le second membre de cette formule est égal &

x/z(x—t)dt t-c(u)m(t~—u)du= ::(u)du J;z(x—t)'m(t—u)dt
Jremoe] Jrow]

= f () du ﬁ;&) Wx— 1 —v)do = ff:(u) w(x—u)du.
0 0 0

Alors de lim g"—(x—)=st il suit que
X=roo T(x)

X=pc0

S U A e 9 —
tim L :’f gl — () dt = lim 75 = st Bf h(x)dx = st,

et le théoréme est démontré dans le cas #,=v,=0.
Le cas général s’obtient facilement. La série

(21) O+u +uy+---
est sommable (¢q, &, ) avec la somme s — u; La série
(22) O+'01+'02+---

est sommable (o, %, ¢) avec la somme £ — v, La série produit de
Cauchy des séries (21) et (22)

(23) Wy + ' +wy -
est sommable (1, 2, T) avec la somme
(s — o) (t — vp).

La série (15) s'obtient a partir de la série (23) en ajoutant
aux termes de celle-ci les termes des séries

(24) u0’00+u0'vl+"'+u0'an+"'r
(25) 0+ vouy +-- - +vglty +---
D'aprés la proposition v) les séries (24) et (25) sont som-

mables (<o, %, t) avec les sommes u t et v(s—u,). Par consé-
quent la série (15) sera sommable (x,, 4, T) avec la somme



(s — up) (t — vg) + gt + vo(s — uy) = st,

ce qu'il fallait démontrer.
On a le théoréme suvant plus général:

5. XV. Supposons la série (13) sommable (pg & p)
avec la somme s, et la série (14) sommable (% D)
avec la somme f. Supposons quil existe une fon-
ction tyo(x) definie pour x>0, positive, 1ntégrable
et telle que

f wolt) Hx — £) dt = f wo®) bo(x — £ dt, f o) dx =1,
0 0

0

Alors la série(ld)sera sommable au moins par une
des méthodes

(:‘FO' k. “?) ’ ("I)O? h, 'l.)) ) (To. h, 'E)

avec la somme st ol
()= [ 9Oy sx—pat.
o .
Considérons d’abord le cas uy=v,=0. Posons

a9= (=090, 1= turseal),
: 0

0

e = [vix—u0dt, )= v,

0
g(x)= fw(x —)(t)dt, wix)= Z Wn1Ta(X)
0 0
Nous avons la relation
(26) 2(x) = ’ { :L(t) v(x —t)dt.

0

En effet, d’aprés l2s conditions du théoréme on obtient

() = J 2nlt) bnlx — 1) dt,
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donc
Juttyote—t)dt =3 Sty s [ 0ult) ke — byt
0 n=0 m=0 0
= Z Z Unt1 Umty Tntmpa(X)
n=0 m=0

= i Wi TA(X) = W(X) .

A=0

D’aprés la proposition y) nous avons

@) e= (@t ef=—nat.

Parce que
&i(x)oosp(x),  &(x)coth(x),
on aura, d’aprés le théoréme I,
glx)co st (%),

ce qui démontre le théoréme énoncé Le cas général se traite
comme précédemment.

Nous avons la généralisation suivante du théoréeme clas-
sique de Mertens:

6. XVL. Supposons la série (13) sommable(pgy & @)
avec lasomme s, la fonction #(x) étant non néga-
tive pour x =0. Supnosons la série (14)absolument
convergente et soitf sa somme. Alors la série (15)
sera sommable (pg %, 9) avec la somme st

Posons

glx) = ﬁz(x —B(O)dt, ulx)= i .
0

0= [wlz—030dt, @)= wrielr),

et supposons d’abord que u#,=w,=0. Nous avons
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w(x) = Z Wnt1Pn(X) —'Z Pa(X) Z U Bnt1—2

A=1
=D 0D a1 oal®) = D] 0 D hipapmia(X).
A=1 n=A\ A=1 m=0

Mais on démontre facilement que

emia() = [ snlx — OOt

0

olt I'on pose pour A=0, &(x)=4A(x) et pour A >0,
h(x)= .rhl—l(t) h(x—t)dt.
[ ]

Donc nous avons

oo

wn=3 0 2 S i f om(t—£) I (f) i
=1 m=0

= Z N f w(x — t) hy_y(t) dt.

A=1

Par conséquent nous obtenons pour g;(x)

&)= [wOex—1at
0

- f xg o I y(7) d f (e — £) u(t — 7) dit
0 A=l T

= f o(x — 1) dr Z Oahiry (%) = f o(x— 1) n(t) dr,
0 =1 0
oit I'on pose

()= g 02 has ().
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«Comme auparavant om voit facilement que
f/z;\(x) dx=1.
0
Nous démontrerons que

bfn(x) dx=1.

En effet, soit ¢ >0 un nombre arbitrairement petit et soit m
.ainsi choisi que

21’011<8-
A=m-+1
Alors on a

f;(t) dt= i 2\ f;z;._l(r) dx =i + i =it
0 A=1

v 1 m+1

m
Si l'on fait tendre x vers linfini, on obtient limi=Z'0;L,'
1

f;;__l(‘:) dt
0

et puisque

<3S lol

m+-1

<&,
iil s’ensuit
lim l f‘r)(‘c) dt —t i << 2e,
X=poo Y
«’est-a-dire
f’q(‘l) dt =t.
0

Mais d’aprés les conditions du théoréme on a

lim 2 _

=S,
X=»c0 CP(x)

En suivant une méthode déja employée par mnous (chapitre I,
§ 3), on déduit alors de la formule obtenue ci-dessus
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@)= [ ate— (o) at

&(x)
P(x)
Comme dans la démonstration du théoréme XIV le cas général
se raméne au cas particulier #y=v,=0 que nous avons consi-
déré, en remarquant que chaqune série absolument convergente
est sommable (g, &, 9), ce qui se vérifie facilement.

que — st, et le théoréme est démontré dans le cas #y=v,=0.

Chapitre III.

Applications & quelques généralisations des sommations de M. Borel
et Mittag Leffler,

1. Nous allons considérer ic1 quelques cas particuliers de la
sommation (g, %, ¢). Supposons que

po(X)=¢e"*, h(x)=e*;

"
on 6bfient facilement .
o e—X xnt

Pn(X) = l
La série

1) uo-!;ﬂ1+u2+"'
est sommable (e~*, e~*, ¢(x)) avec la somme s, si la fonction
e O By "
p—— X
ux)y=e Z l .

est entiere et I'expression
1 j"‘
=—— | u(x—1t)p(t)dt
V=25 . (x—1) ()

Itend vers la limite s—u, lorsque x— . Si nous intégrons.
par partie et posons .

oo

Sy X"
CD(x):e_xZ ) Sn=uo‘+u1+"'+uns

nl
0

Iexpression y se transforme en
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y=to+ i o — a1,

.olt I'intégrale est prise au sens de Stieltjes. Nous désignerons
la sommation (e—*, e—*, ¢) ains1 obtenue par la notation plus
bréve (B, ¢). C’est une généralisation de la sommation de M. Ba-
rel. Donc la série (1) est dite sommable (B,¢) avec la somme
S, st I'expression

1 x )
o) Bf@(x — ) de(t) =

tend vers la limite s lorsque x— oo. En appliquant les théo-
rémes I, XII, XIV, XVI & cette sommation, nous obtenons 1mme-
dlatement les propositions suivantes:

a. Si la série

2) L o+ g +uy+4---
est sommable (B, ) avec la somme s, la série
(3) t 0+ ug+ uy +u, +

sera sommable (B, ¢) avec la somme s.

b. Si la série (3) est sommable (B, ¢), la série (2) . sera
sommable (B, ¢,) avec la méme somme en prenant

P(¥)= fcr)(t) dat.
0

c. Supposons la série

{4 o+ Uy +uy+- -
sommable (B, ¢) avec la somme s, et la série
{5) Yo+ U1+ U+

sommable (B, ¢) avec la somme £ Alors la série produit de
‘Cauchy

{6) Wo+W,+Wy+- -y Wy =8y +UUpy+ - - 1,0,

est sommable (B, t) avec la somme s¢ en prenant

)= (o) 40—ty
0



— 54 —

d. Supposons la série (4) sommable (B,.¢) avec la somme
s et la série (5) absolument convergente avec la somme £,
Alors la série (6) sera sommable (B, ¢) avec la somme s,

Dans le cas particulier ¢(x) = x*, £ =0 nous obtenons tous
les résultats de M. Doetsch, qu furent le point de départ de
nos recherches.

Comme autre application nous considérerons une générali-
sation de la sommation de Mittag-Leffler, qui posséde toutes les
propriétés I, II, IIL

Supposons que

xo—1

xP x
cpo(x)==e— m—_*_—l)r h(x)-—e I‘(a)’ a>0, p;O,

alors nous avons

xon+p

an(x)= e P—(an Trt 1),

Hpy X4

MR =€ D TantrFD)

Nous désignerons la sommation (e—* =" _, xt )\
: ( Tty ¢ Ty’ ?
plus briévement par le symbole (E.7, ¢).

Donc la série
(7) o+ uy +us+- -

sera dite sommable (E.?, ¢) avec la somme s, si 'expression
1 f‘
—— | u(x—0)pt)dt
7 Hx— 090

converge pour chaque x>0 et tend vers une limite s— i,
lorsque x—s oo .

Le théoréme X nous donne alors cette proposition:
e. Si la série

(8) Wo+uy+uy~+---

est sommable (E,?, ¢), alors la série (3) est sommable (E.?, ¢}
aveC la méme somme.

Appliquons le théoréme XI. Soient alors

—X ———-xp y —e* * 2»
Cpo(x) =e 1‘([7 + 1) h(x) e 1‘(“)

W)= g HD=10).
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Si nous prenons
x8-1
ﬂ(X) =e i‘—(gj ’

oit 3=a { g—p>0, on voit facilement que les conditions du
théoréme Xl sont satisfaites car on a la relation

X 4q » (x-——t)“"l =) . X g—t $3—1 (x———t)P o—e—1)
(.f Ta+D° T ¢ U= of ORI T M

Par conséquent nous avons la proposition suivante:

f. Si la séiie(2)est sommable (£.?, v), la série(3)sera som-
mable (£.9,9) avec la méme somme pour chaque ¢ >p — a.

Comme consequence de la proposition y) nous obtenons le
résultat :

g. Si une série est sommable (E,?, ¢), elle sera aussi som-
mable (£,”, 9) avec la méme somme pour chaque p, > p.

Le théoreme XII nous donne:

h. Si la série (3) est sommable (£,7, ), la série (2) sera
sommable (E,*t?,¢,) avec la méme somme en prenant

w= [t

Nous avons les théorémes suivants pour la multiplicatiop
des séries:

i. Supposons la série

)] Uy~ uy~+ uy+---
sommable (E.?, ) avec la somme s, et la série
(10) Yo+ 0147 +

sommable (Ey”, ) avec la somme £ Alors la série produit Qe
Cauchy

(11) wotw+wy+ -+ Wy=UUpT 8 Vpey+ - * - + UV,
est sommable (E,?+,itl, 1) avec la somme s¢ en prenant

= [ et se—pnat.

0
Le théoréme énoncé s’obtient en appliquant le théoréme XIV.
Dans ce cas pamcuher on a
xP+piH1

xP1
Po(x) =e 1‘ (p » dolx)= F(Pn T’ To(x)=e T'(p+p, +2).
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j. Supposons la série (9) sommable (E.?, ¢) avec la somme
s, la série (10) sommable (£,9, $) avec la somme £ Alors la sé-
rie (11) sera sommable (E‘ t) avec la somme st, s1

o(x) = fco(t) b(x—1) dt &=max(p,q, p+-q —a+1).

0

N

La proposition siobtient en appliquant le théoréme XV.

Nous démontrerons maintenant un théoréme relatif a la
comparaison de deux procédés (E.7, ¢) et (Eq?, ).

Soit ¢(x) une fonction positive, non décroissante pour
x>0, im ¢(x)=1 et admettant une dérivée telle que la fon
X=»00

.ction analytique

L) =y(5)= [ e (o)t
0

soit holomorphe pour R(s)™>>—«, « >0 dans chaque domaine

fini. Soit encore ¢(x) une fonction derxvab]e, non décroissante,
telle que d(x)— 20 si x— v,

A(x +5)
1
T

pour chaque nombre fini 3, et posons

=1

= ey
= 0
k. Supposons que la série (1) soit sommableé (E.?, p) avec

la somme s, que lim wl(s):l existe et que la fonction
sro0 Dy(5)
W,(s)

q—)z—)—l satisfasse aux conditions d’inversion, données dans la
1

partie I, § 3. Alors la série (1) sera sommable (En?, §) avec la
méme somme,

Posons

e = [ux—te0dt, eln= [ux—nuoat,
0 0

d’ott

g9= [wr—ns0dt, aw=[vx—ny@at,
0

0
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oit ¥'(x)=u(x). En appliquant la transformation de Laplace,
nous avons

L(g) = L(v) Dy(s), 1)= 115)»
(19) &) =L@)Ps), L&) =L)¥ (s?

— Dy(s)
Uey=L1e) g3 2| +1L6e).
Draprés les conditions du théoréme il existe une fonction n(x)
défimie pour x>0 et telle que

Wy(s)
D, (s)

Alors de la relation (12) nous avons

— 2 =L(n(x)).

13) @) =809+ [ate—nn(eya.
0
Comme la fonction ®,(s) est holomorphe pour s=0 et !

D,(0) = f o(¥)dx=1,

0
en appliquant le lemme f), § 3 (chapitre I), nous obtenons

7(x) = ¢'(x) + o(Y'(x)).

&(x)
o (x)

Alors, pulsque 11m =s, de (13) on déduit facilement, ‘

&(x) f
lim 2= — x—)n()dt=s,
X=»oo 'J)(x) X=»pco q)(x) g( )1]( )
et le théoréme est démontré.

Nous donnerons une application de ce théoréme 2 la com-
paraison des méthodes de sommation de MM. Doetsch et Knopp.
Draprés M. Doetsch la série

uO+u1‘;"‘Ilz+"’

est sommable (B, &) si la fonction

oo

(I’(X) —e— Z Sp X"

nl
0

-est entiére et I'expression
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kx* f(b(x— t) -1 dt
0
tend vers une limite lorsque x— oco. D’aprés M. Knopp la série

Zu,, est sommable B, si la série
0

Sn xn+k

)= 2 Tara s

0

converge pour chaque x et fu(x) tend vers une limite s lorsque
a—» oo, Pour £>0 nous avons

f,{x):ﬁ ‘of O(x— t)e—t t—1df .

Donc la sommation B, est une sommation (B, p) avec

1 X
p(x) = T J‘e—’ t—1dt,

et la sommation (B, k) est la sommation (B, ) avec §(x)=x*

Comme
. 1 - 1

= N = = (s+1)x 4 k—1 —_——

lm g9 =1, L) =0:0) =g [ e HIratdr =
1) =+ f erprrar =T — — vy,
0

. D,(s) , e . " .

la fonction w—(S)—I‘\k -+ 1) satisfait aux conditions d’'inversion,
1

Nous avons, comme application, le théoréme suivant:?)

L Si la série Zu, est sommable B,, £ >0, elle est aussi
0

sommable (B, k) avec la méme somme.
Ncus avons encore le théoréme:

1) Voir N. Obrechkoff — Journal fur c e reinc und angcw. Mathe-
matik, t. 166 (1932), p. 208—219.
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m. Supposons la série Zu,, sommable (E.”, ¢) et soit
-

Pr<p, 8=p—p, La série Z i, sera sommable (.71, ¢,) avét
0

la méme somme, si I'on pose
1 X
#i0) = s | 9t0) (—91as
0
En effet, posons

&)= f 2or— He(t)dt, &%) -—-ﬁf:zl(x—l)%(t) at,

0

o un+1x“"+ﬂ _ . un+1 xan+tp .
ux)=e Z T(an4-p+ 1) ) m(x)=e" Z P(un—f—pl 1’

N Uy — N Uppy
Uy=2 gy M= i

L(uy) ),
L(u)

Le=Lu)L(y),  L'&)=L(u;)L(py),

=(s-F1)?, L) ==3 *’

(149) Le)=1e); 8- =1 ) =tte)+ L] KL 1]

L) L)
(£

La fonction
satisfait aux conditions d’inversion du chapitre I (§ 3); done¢ il:
existe une fonction 7(x) définie pour x>0 et telle que

(s?)a*- 1=L(y).

Draprés la formule (14) on obtient alors la relation

(5) a0 =800+ [eOnx—rar.
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En appliquant le lemme 3), § 3 (chapitre I), on obtient fa-
-Cilement

n(x) = I‘ ( 5 + o(x%1), x— oco.
Puisque -q(oc)NT G ), g(x) o sp(x), on aura d’ aprés le théoréme I

fatynz—nares s (40 (x—tp-tat=sp(x).
0 0
Mais il est facile de démontrer que

G N
cp(x)

En effet, soit @ un nombre fixe. Nous avons

0i0) = pas; [ w0 —optat> s [ o0 (n— et
0 x—a

(16) > f (o — 11 gp = PE=D gp i B 2

TEH1) "’ = o®) —I‘(s+1)

Si P'on prend a assez grand, le second membre de la formule
416) peut devenir aussi grand que l'on veut, c’est a-dire

INE))

o (x)
11-2 o(x)

Divisons alors les deux membres de la formule (15) par ¢ (%)
et faisons tendre x vers I'infini. On obtient

&(x)
Itm
x>0 @y(¥)

=S.

«et le théoréme est démontré,

3. Nous déterminerons maintenant la région exacte de la
sommabilité de la série de Taylor d’une fonction analytique.

Soit f(2) une fonction analytique, holomorphe pour z2=0
fet donnée par sa série de Taylor

(17) fR)=ay+az + a2® +- -

Dans la méthode de Mittag Leffler, ou l'on considére la
onction entiére



— 61 -

Ea(x)=z m’ a>>0,

on sait que la série (17) est sommable dans une région Mo,
ainsi définie:

Soit G, la région z=re?,

T <o ™ )
2a§p§21, r§<c05a>

02

-‘g—ac<cp<21t——%a, r<co

—0
0= p < 2m, ré(cos%) a=2.
Alors M, est la région commune de toutes les régions {G,,
ot { parcourt les affixes de tous les points singuliers
de la fonction f(2). La série (17) n’est pas sommable par cette
méthode en dehors du domaine M,.
Nous étudierons la sommabilité (E.7, ) de la série (17) en

déterminant la région exacte de sommabilité. Nous avons le
théoréme suivant:

XVIIL. Supposons que la fonction o(x) satisfait
aux conditions dinversion, données dans le Cha-
pitre I Alors le domaine de sommabilité est la
région M, dc Mittag Leffler.

La démonstration du théoréme est basée sur deux pro-
positions :

o \&
a. Désignons par I', la courbe ¢=pe'?, p::(cosi) ’
f o

mgo%, 0<<a<2 et 0<p< 2= pour «>-2. Soit z um:

point arbitraire mais tel que sur la courbe 2T, et & lintérieur
de cette courbe la fonction f(z) soit holomorphe. Alors la séries
(17) est sommable (E.”, p) pour z avec la somme f(2).

On peut supposer que 2= 1. Défimissons g(x) par

1 n+
g0 = f s = Du)t, u(x)=e™">) e

En appliquant la transformation de Laplace, nous avons

L(g)—<I>(s;Z G +';;Z,L,,+, D(s) = L(p).
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Draprés le théoréme de Cauchy nous avons

1 Q)

"= —

i §n+l

ag.

Donc on 2

O P CORNID S < S
Lo =% gr < (s+1)ﬂ+‘Z geroT &

La série
Z 1
0 [Q(S 1) ]n

-est absplument convergente pour |[S(s-+ 1)*|>¢>1, ce qui
est satisfait pour |s| assez grand. Nous avons alors

D(s) f©) aq
MO=germr,) © 1 o0

s+

Supposons que le contour simple C comprend dans son intérieur
la courbe Ty, et soit C choisi de maniére que sur Cet dans Cla
fonction f(2) soit holomorphe, ce qui est toujours possible d'aprés
les ‘conditions du théoréme. Il est facile de voir que sur C ona

1 1
Reg<1—3 p=—>

oit 50 est un nombre fixe. Donc pour R(s)>> —3 la fonc-
tion ¥ (s) est holomorphe dans chaque domaine fini et la fonc-
tion P(s)W(s) satisfait aux conditions d’inversion. En applicant
le lemme B), § 3, chapitre I, on obtient

(18) 8(x) =(»)¥(0) + o(p(x)).

Mais

YO=3a ) T T T

1 8 48 _ 1 A8 dg ——l—ff—@)d{
oni s
&
=7(1)—ay-

Donc d’aprés (18) la série (17) est sommable (£,?, ¢) pour 2=1
-avec la somme f(1).
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B. Supposons que la série (17) est sommable (E4”, ¢) pour
une valeur 2z, de z. Alors la série (17) sera sommable (E,?, ¢) sur
le segment OM si l'on désigne par O le point z=0 et par M
le point z=2, De plus la somme de cette série sur OM est
une fonction analytique qui m’a pas de points singuliers dans la
courbe 2T,

On peut naturellement supposer que z=1. Posons alors

an+1x°‘-”+P

Tant+p+1)’

&(x) _
:lrfi (%)

&glx)= fcp(x— Hu(t)ydt, u(x)=e* S‘

Apyq Pn+l xan+p

£i(x)= f A=)t ) —e~ 31 RIS
0<p <.

En appliquant la transformation de Laplace, on obtient
(19) G(s) =) U(s), Gy(s) = D(s) Uy(s)
olt 'on pose

G(s)=L(g&), Gi(s)=L(&g), U@s)=L(u), Uy(s)=Ly(ny.
Puisque

l(X) = 17 u(p¥) e¥P-1%, f=—,

-On aura

Uy(s)= f e~ uy(x) dx=p!—7? f €O gh) dx.
0 o

Si ron fait le changement de variable pfx=1¢, on obtient

s+1—p8
0 /)

(20) U(s) = 1763 U(

Des relations (19), (20) nous déduisons

G(s)=D(s)U(s), G,'s)=D(s)pl—7—3 U(s+;:—ph)’

et, en écrivant

S—H—p")_ (H—l—p"\ (S'+1—p3
G( 2 A W )
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nous obtenons
\ D(s) s+1—99)

— ok s
G(s)=e ¢(s+1—93) ( P

p3

Pp_ﬁ»

D(s)— CD(S—F:)—;-PB> .

o s—i—1—93)
p3

@1 Gi(s)=¢*G(*—=F e, o)

Posons 1 — pf =3,

w0-o(:2
=)

=u(s)=L(A), G(H_B\ L(b),

C’est-a-dire

G(sJr ;) f e—s* (x)dx.

0

s+3

En posant -1—_—5=z, on obtient

G(2) = f eb—o%ex () dx,

0
d'oir il suit par, la transformation g¢fx =y,

o 3y
— = _y__) 4y
Cette relation nous montre que
dx
ity * ) 1,
gx)=e q)<1 —5) 1—3
c'est-a-dire ‘/
(22) b d(x) =P e £(%).
De la formule (21) on déduit

(23) g}(x) = p’* b(x) + ple(x‘—- HY(t)dt
' 0

= p*H e g(phx) + oM f fx—t) e~ glpHt) dt
0
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Puisque p <1, >0, g(x)=0(p(x)), l'intégrale

f % g(pft) dt

0

est absolument convergente. En appliquant le lemme «), §3, cha-
pitre I, on obtient la formule asymptotique

(24) iy =2t ofg(a)).
o(125)

Draprés les conditions du théoréme P'expession i(—x) tend vers

*)

la limite s lorsque x-— oco. Donc l'expression

e gph) e"a"‘g(Pﬁx_)_CP(PBx), P(pPr)
@(x) D) p(x)  glx) =7

tend vers zéro lorsque x— ~o, Alors en se basant sur la for-
mule (24), on déduit facilement de la relation (23)

A e
fim £ — _° f e=2 g(gft) dt = i(p).
0o L

1—2

Donc la série (17) est sommable (E.?, p) pour z==p avec la
somme i(p).

Si l'on pose dans i(p), p*#=x, on obtient

A = 8 .
i)=—"F5— [ ¢ = eln dx.
<b( N)‘o
1—0

Si z est un point arbitraire a lintérieurde Ty, on a R(z—% —1):>0,
Pintégrale

21' & -
F(Z) = a)—(;::i—) are“(' 3_'l)"g'(X) dx

est donc absolument convergente et représente une fonction holo-
morphe dans I'y. Cette fonction est le prolongement analytique de
la fonction i(p) définie pour 0 <p < 1.

Alors en suivant une marche connue, on déduit facilement
les propositions «) et ) du théoréme énoncé.
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4. Nous démontrerons ici que dans des cas assez géné-
raux la sommation (Eq?, ¢) permet de sommer la série de Taylor
(17) sur le contour du domaine de sommabilité, Comme exemple
simple nous considérons la sommabilité (£,7, x*) que nous dé-
signerons ainst E,,? Nous dirons qu’un point singulier a=re'¥
de la fonction f(2) satisfait a la condition Cp, k& =0, si autour de
a, dans un espace angulaire

pt+dfarg(z—a)<y+ 27— 3y, 0<s<l, 08, <<

p=;z_a’)<rla

la fonctionf(2)est holomorphe a I'exception de a et si 'expression
(z— a)*+f(2) tend umformément vers zéro lorsque z—» a. Nous
démontrons le théoréme suivant:

XIX. Soit Z un point régulier de la fonction
f(@ qui se trouve sur le contour du domaine M, tel
que la courbe 2"y passe seulement par un point
singulier a=re® satisfaisant ala condition C.
Alors la série (17) sera sommable E,.» pour zavec
la somme f(2).

Par une transformation linéaire on peut supposer que z=1.
On sait alors que sur la courbe I', 11 n’y a pas d’autres points
singuliers que le point a. Soit T' une courbe fermée, simple, qui
contient la courbe T',. Soit encore Eun contour simple et fermé,
qui contient les points 2=0 et z=1 et dans lequel et sur le-
quel la fonction f(z) est holomorphe. E se compose des segments
E,, E,, E; autour de a et de D, définis ainsi:

E, est donné par z—a=pe?, =09+ 0<y<p<d
a -+ de!¥+® étant un point de T

E,—par p=y, 35 —9p=2n— 33

Ey—pary<p<d,, $ =9 —38;, a+de'®2 étant un point de
I'. La partie D est un arc de T' tel que ¢ +3< ¢ < 27 4 9—3,.

Soit U un autre contour, défini ainsi:
=pe'?, pour—(1+6)%§@§(1 +‘°')l;" p=r=const,;
pour p=—(1 —{—e)%’ ou g=(1-+¢) —g—: onal0Zgp<sr,e>0

étant un nombre arbitrairement petit. D’aprés la formule classique
de Hankel on a

1 1 ;1 dx
(25) Tw—é‘;t‘l‘ er, xYT'
U
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Soit x>0 et r anst choisi que r*x* soit plus petit que
le rayon de convergence de la série (17) Alors, en appliquant
la formule (25) a la fonction

oo

alx)=e" Z (an + 1)

0

on obtient

1
u(x) = f e’ F (x" *)— )
U
olt I'on a posé
F(Z) . Z ﬂ,,_H f(Z) - aO

2
Pour simplifier la démonstration on peut supposer que a@,=0.
En faisant le changement de variable x*¢* =< nous avons

X
e—* ) dt
& B ld
u =41 f e Fm 2,
U(Z
olt U, désigne le contour d’intégration transformé. Nous choisi-
ssons le contour E de telle fagon que les segments de U,

autour de 2=0 appartiennent a E. Alors d’aprés le théoréme
de Cauchy on a

f e“B F(-r)

w(x) =
iy o
E

Si nous désignons par g(x) I'expression
&g&x)= f(x — t)u(t) dt,
0

nous aurons

g(x)=—1—— ff(zi)dszEx— Hrerdt, A=z"F—1.
0

2nio P
En changeant l'ordre d’intégration, on obtient

@)  e)=—o (9% L [Ty

i . z A 1173
2 E 2 E

h(x)=Fk f (x— ty—1 et dt
0
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puisque le résidu de la fonction A=2—F—1 pour z2=1 est
égal a —a.

Nous allons démontrer que lim x—*=0.

X300

On peut facilement démontrer les inégalités suivantes:
Si 2 est sur E,, il existe une constante finie K telle que

(28) R —1)<<Kp, p=|2 — aj.
Si z est sur Ey ou sur Ej, il existe une constante s >0 telle que
(29) R(z— —1) << —sp.

Soient alors i/, i” les intégrales de la fonction U ( ) Iz(x) suivant
les contours E'=E, + E, +E; et D.

En appliquant la transformation de Laplace a la fonction
h(x) on a

I‘k) 1
Tk s —

L) =f(s) = ,

d’olr il suit

1 C+l o

h(x) =

sk(s

En appliquant le lemme 3), § 3 (chapltrel) et le théoréme de Cau-
chy, on obtient la formule asymptotique

e F\k) I‘\k)

h(x)=

Donc nous aurons

xk—1+ O(Xk_l).

ff(z) e* P(k) dz +0(xk_1)

Soit m le maximum de

Tk‘ pour E, i=1, 2, 3 et M(p) le ma-
ximum de la fonction |F(2)|, |2 — a|=p sur E,. Prenons pour

1
E,, pg;, nous aurons

A ATk
(B80) o zf 19 2o

dz“ < 2nm x—*T(k) e* p M(g) = 2mm,

et grH1N(p) — 0, my=mT{k),
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lorsque A— 0. Pour E; soit d choisi de fagon que

Pt M(p)<le, p<pXd

ot ¢ >0 est un nombre donné arbitrairement petit. Alors nous
avons

(z) ex) P(k)

(1)

dz ‘ Zmyex—k fde_SXPdp

k-
pttt

x|=

= me
<me Jc:j‘e‘“s"’p dop= T‘ e,
1
x

On a un résultat analogue pour Pintégrale étendue sur Es On

r

conclut des formules (30), (31) que lim i,;:O. Mais, en fi-

xant d et dy, on a I'inégalité ]e’““<e—i” n>0, |2| >>2>0 pour

D, d’oi1 1l s’ensuit que Pint ‘grale prise suivant D tend vers zéro
lorsque x — .

Si l'on prend » =1, on retombe en particulier surles résul-

tats de M. Doetschi) relatif au cas, ot le point singulier a est
un pole.

5. La sommation (E,?, ©), p =0 peut étre étendue au cas
p<_0. La définition se modifie de la mameére suivante:

Sott m assez grand tel que am + p>>0. Alors nous disons
que la série

(32) u0+u1+IL2+"'

est sommable (E.?, ¢), p % 0 si la série

o 1, x20P
u(x)=e* Z i LM
n=m P(an—!‘p +1)

converge pour chaque x et I'expression

l X
Waf o(x — £y u(t) dt

1) G Doetsch — Uber die Summabilitat der Potenzreihen auf dem
Rande des Borelschen Summabilitatspolygons, Mathematische Annalen,
t. 84 (1921), p. 245—251.
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tend vers une hmite s lorsque x— co. Le nombre
St g+t Um—y + Un

est la somme de la série (32). On voit facilement que la som-
mation ainst défime ne dépend pas de m. Nous allons démont-
rer que les séries convergentes sont sommables par cette méthode.

XX. Supposons que la fonction ¢(x) satisfasse
aux conditions dinversion du chapitre ], §3. Alors

chaque série convergente est aussi sommable
avec la méme somme.

En effet, posons
x u xan+p
— . — — p—X n+1
s=[Hx—nuds  wm=e S et
En prenant la transformée de Laplace, on obtient

L(g)—cb(s)}] bt — o(s) H(s).

(s + 1)M+p+l

Pour |s|— o la fonction L(g) a la forme %' k>0; donc on a

g(x)= -1— fcei_;?b(s) H(s)ds, ¢>0.

C—loo

Puisque H(0)= Z Upyq =8 — Ug—:+--—U,y, en appliquant le
m
lemme B), on obtient la formule

&(X)=5(%) (s —ty — - - — ) +- 0(3(x),

c'est a dire la série (32) est sommable (£,? =) avec la somme s.

On peut fac:dlement voir que les théorémes que nous avons dés

montrés pour la sommation (E.?, ¢), p =0, sont aussi valable-
\

pour la sommation (E,”, ¢) dans le cas pio. Par exemple nous
avons le théoréme:

XXIl. Supposons la série,
g4-uy +1y ----
sommable (E,?, ) avec la somme s, la série

'Uo +1114—'02 -+
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sommable (Ey,”, ¢) avec lasomme £. Alors la série
produit de Cauchy

Wo+ W + Wy + -y We=UyUn + UUp—y + -+ Uy,

sera sommable (E. 7, 1) avec
(= [dyss—ndt, p=p+p+1.
0

En effet, soit m choisi de maniére que

am+p>0, am-+p, >0, am-+ p,>0,.

Alors, si nous posons

T(an+p+1)

n=m

J— ” e u xan+p
g0 = | e(x —Hul)dt, u(x)=e* Z g X3P
1 J'CF

x > an-py
g= [Ur—tod, =e—y I
V] n=m 1

—_ “" — —X u’"-i—l"".¢z 7
&(x) = ) x—Hw(t)dt, wix)=e Z T(an+p,+1)°

.on démontre facilement la formule

g= [ @aOakx—vat,
0

d’oit découle que
&(%)
lim <®

= §f,

et le theoreme est démontré dans le cas wg=u; = - - =Up=
= 7}0 = =T, = 0

Le cas genéral s'obtient par la marche déja employée au
chapitre 11, § 4.

Je dois faire la remarque que M. Doetsch!) a pour la
premiére fois employé la transformation de Laplace dans des
questions de sommavilité des séries divergentes.

1) G. Doetsch, Mathematische Annalen, t. 104 (1931), p. 403—414.
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6. On peut facilement généraliser le procédé (g, %4, @)
pour la sommation des séries de Dirichlet. Soit #4(x) une fon-
ction définie pour x =0 telle que

f;(x)dx =1,

Iintégrale étant absolument convergente. Supposons que la fonc-
tion transformée de Laplace H(s)= L(%) satisfait aux conditions
suivantes:

1) H(s)+0, R(s) > 0.

2) H(s)= —!—”(S), 0< 3, k>1 pour les grandes valeurs
de |s|.

Soit encore p4(x) une autre fonction définie pour x>0 et
telle que

[ uwax=1,

0

L(ep,) ayant la forme 2). D’aprés le théoréme de MM, Pincherle et
Norlund il existe pour chaque 2>>0 une fonction ¢.(x), définie
pour x>0, telle que

T
Lg) = Lo HH(s) == + 1), >0, 1> 1,

Elle est donnée par la formule
1 c+ioo )
Pr(X) = i fe" HA(s) L(pp)ds, ¢=>0.
C—[oo

Si I'on pose H*(s)=L(h:), la fonction ¢(x) est donnée par
X
r(X) = fcpo(t) h(x — t)dt.
0
Soit ¢(x) une fonction positive pour x>>0, non décroissante

et telle que

. p(x+a)
e

pour chaque nombre fini a. Alors nous disons que la série de
Dirichlet
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(33) 2 Ane—rnS = i Cn
n=1 1

est sommable (pq, %, ¢, A) avec la somme s, si la série
a(x)="3" cuir, ()
- 1

est normalement convergente dans chaque intervalle (0, A) et
Pexpression

alx“) f:p(x—t) ul(t) dt
1]

tend vers la limite s lorsque x—s co.

On peut facilement généraliser les théorémes que nous-
avons démontrés pour la sommation (g, %, ¢). Par exemple nous
démontrerons le théoréme relatif a la sommation (pq, %, p, X) de
la série produit de Dirichlet de deux séries.

XXII, Soit la série

(34) a,+a; +as+---
sommable (po,/4,9,A) avec la somme s,la série
(35) byt by + b+

sommable (g k0,p) avec la somme £ Alors la série
produit de Direchlet

CGG+cy+e3+-- = E a, by,

I.p—{-p.‘]:v,,

1, étant les nombres X,+y, ordonnés par des va-
seurs croissantes, sera sommable (t541,v) avec la
vomme s¢ st on prend

To(X) = f @of) bo(x — t) dt, (x)= f #(f) b(x —)dt.
b 3

En effet, posons

&i(x)= fxcpo(x — b u(t)dt, &,(x)= fxq;(x — ) ov(t)dt,.
0 ' 0

(36) u(x)= i Cn cPl,,(x)f 'D(.X-') = i by "pp.,,(x)
1 1

g(x) = f t(x — £) w(?) dt, w(x)= Z Cn Tvn(x) :
o 1
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4On démomtre facilememnt que

(37) wW(x) = fxu(t) v(x — t)dt.

0

Des relations (36), (37) il s’ensuit, d’aprés la proposition &), § 3,
chap. II, que

e = [ ez —ndt.
0

Mais d’aprés les conditions du théoréme on a
&1(X) o sp(X), £5(X) o th(x);
~donc, en se basant sur le théoréme I, on obtient
£(x) oo st t(x)

«t le théoréme est démontré.



