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PREMIERE THESE

SUR L’INTEGRATION D’UNE CLASSE D’EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ET DU TROISIEME ORDRE
A UNE FONCTION INCONNUE DE n VARIABLES INDEPENDANTES

INTRODUCTION

On sait que 'un des problémes les plus importants de la théorie
de l'intégratior des équations aux dérivées partielles est la recherche
des cas ou l'intégration peut étre ramenée a celle d’équations diffé-
rentielles ordinaires.

La question parait presque complétement résolue dans le cas
d’une équation aux dérivées partielles du second ordre a une
fonction inconnue de deux variables indépendantes, par les ré-
sultats de Mo~NGe, AmPERE, LarLAacE, DarBoux, Sornus Lig, ete. ;
la théorie de ces équations a atteint un rare degré de perfection,
griace aux travaux de M. Goursar. Il en est de méme pour une
équation du premier ordre & une fonction inconnue de n variables
indépendantes.

Mais dans le cas des équations d’ordre supérieur, les progres
accomplis sont loin d’étre aussi considérables. M. Cartan (1) en
se servant de sa méthode des formes extérieures, pour le probléme
de PrarF, a étudié une équation aux dérivées partielles du second
ordre a une fonction inconnue de six variables indépendantes
d’une forme particuliére et écrit notamment en concluant «... L’équa-
tion (1) (c’est ’équation en question) présente donc un intérét tout
6 fait singulier au point de vue de la théorie générale d’intégration des
équations aux dérivées partielles & n variables indépendantes. Sans
vouloir entrer ict dans Uétude de cette importante question, on peut
remarquer cependant qu’étant donnée une équation aux dérivées par-
tielles du second ordre a n variables indépendantes, la formation d’un

(1) Annales de UEcole Normale Supérieure (3), 25, 1910, p. 109-19
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systéme auziliaire @ n — 1 variables indépendantes de la nature de
celut dont il est question plus haut, n’est possible que si Péquation
posséde des caractéristiques linéatres ; ... ». Ultérieurement il a traité ()
une catégorie générale d’équations aux dérivées partielles du second
ordre a4 une fonction inconnue de 3 variables indépendantes &
caractéristiques doubles, en généralisant les résultats classiques de
M. Goursat concernant une équation du second ordre de 2 variables
indépendantes a laquelle la méthode de DarBoux est applicable.

La théorie de M. CarTan sur le probléme de Prarr ouvre la
voie pour I’étude du probléme de l'intégration des équations aux
dérivées partielles d’ordre supérieur au premier & une fonction
mmconnue de plusieurs variables indépendantes ; ce probleme se
ramenant toujours, comme l'on sait, & celui de I'intégration d’un
certain systéme de Prarr.

Mais il y a encore une autre théorie plus géométrique et égale-
ment intéressante a utiliser pour ce probléme ; c’est celle des fais-
ceaux de transformations infinitésimales, qui est due 4 M. VEssioT.

Dans deux Mémoires parus ces derniéres années, M. Vessior (%)
a prouvé que cette théorie est corr(lative de celle de M. CarTaN
et se développe suivant le méme plan, en donnant, comme celle-ci,
des notions et des méthodes qui ne dépendent pas du choix de
variables.

L’intégration de I’équation est ramenée & celle d’un certain fais-
ceau de transformations infiritésimales, et c’est de la nature des
sous-faisceaux caractéristiques de I’équation que dépendent les
particularités de I'intégration de cette équation. L’étude des équa-
tions du second ordre &4 une fonction inconnue de deux variables
indépendantes, faite & la fin du premier de ces Mémoires, montre
que cette théorie se préte aux applications avec une grande facilité.

M. Corssarp (?) a obtenu, en se servant de cette méthode, des
résultats nouveaux sur les équations du troisiéme ordre & une fonc-
tion inconnue de deux variables indépendantes.

(1) Bulletin de la Société Mathémalique de France, 39, p. 370-381.

(®) a) Bulletin de la Société Mathématique de France, 52, 1924, p. 336-395 ;
b) Annales de U'Ecole Normale Supérieure (3), 45, 1928, p. 189-253. Voir égale+
ment : Comples rendus de I’ Académie des Sciences de Paris, t. 184, 1927, p. 143.

(®) a) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences de Paris, t. 193, 1930, p. 709 ;
b) Bulletin de la Société Mathématique de France, t. 61, 1933.
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Récemment, M. Vessior (1) a généralisé les résultats de MM. Gour-
saT et CARTAN mentionnés plus haut, en envisageant une équation
du second ordre & n variables indépendantes. Il a donné la forme
générale de ces équations admettant des caractéristiques au sens
de Cavcuy et Monge. Il peut y avoir alors deux systémes de
caractéristiques distincts, ou un seul systéme double. Le second
cas présente cette particularité que le sous-faisceau caractéristique
est involutif ; s’il est en outre complet, les caractéristiques ne dé-
pendent que de constantes arbitraires et I'intégration s’achéve par
des formules explicites dés qu’on a obtenu les invariants du sous-
faisceau caractéristique.

La théorie des faisceaux de transformations infinitésimales sert
de fondement au travail suivant. Je n’y étudie que des équations
qui admettent des caractéristiques au sens de MongEe. Il est divisé
en deux Parties. La premiére a pour objet 'intégration de certaines
équations aux dérivées partielles du second ordre & une fonction
inconnue et & un nombre quelconque de variables indépendantes.
Les équations linéaires du second ordre présentent des particula-
rités intéressantes au point de vue des invariants et de I'intégration
de ces équations. Dans le cas, par exemple, des caractéristiques
doubles il existe un faisceau caractéristique du premier ordre qui
admet au plus n + 1 invariants. Si ce nombre maximum est atteint,
la connaissance de ces n + 1 invariants du premier ordre permet
d’obtenir I'intégrale générale de i’6quation. Ces équations font’objet
des paragraphes I et II. Le paragraphe ITI est consacré a 1’étude
des équations non linéaires du second ordre & caractéristiques
doubles dans le cas ou le sous-faisceau caractéristique n’atteint pas
le nombre maximum d’invariants, le cas contraire ayvant été exa-
miné, comme nous I'avons déja fait remarquer, par M. Vessior. A
cette occasion, je n’ai pas jugé inutile de rappeler d’abord ces
résultats de M. Vessior sous une forme un peu différente. Elle met
en évidence une classe particuliére d’équations aux dérivées par-
tielles du second ordre qui sont analogues a celles de MongE-
Amprire de la théorie classique ; je conviens de les désigner par le
nom d’équations de Monge- Ampére généralisées. Une remarque im-
portante sur les équations du second ordre admettant des caracté-

(1) Comptes rendus de U’ Académie d’Athénes, 5, 1930, p. 424.



— 4 —

ristiques achéve ce paragraphe ; celles-ci sont caractérisées par deux
suites des fonctions &,,... & ; ... 7n, et les résultats précédents ne
sont valables que si les £, » sont des fonctions indépendantes des
dérivées secondes pyg,... prn. En supposant le contraire, on obtient
divers types d’équations du second ordre. En particulier, pour les
équations de MonGe-AMPERE généralisées, le nombre maximum
d’invariants du premier ordre du sous-laisceau caractéristique est
n -+ 1, le méme pour tous les types de telles équations. Cette re-
marque doit étre répétée pour les équations du troisiéme ordre qui
font I'objet de la seconde Partie.

La seconde Partie est réservée a I’étude d’une classe d’équations
aux dérivées partielles du troisitme ordre & une fonction inconnue
de n variables indépendantes. J'énonce d’abord, sans démonstra-
tion, certains résultats concernant la définition de l’intégrale com-
plete d’une équation du troisieme ordre ainsi que la loi de formation
de telles équations possédant des caractéristiques, résultats que
I’on peut obtenir en imitant le procédé suivi par M. VEssioT pour
les équations du second ordre.

La propriété établie par M. VEssior pour une équation du second
ordre, d’aprés laquelle le sous-faisceau caractéristique double est
toujours involutif, n’est plus valable pour les équations du troi-
si¢me ordre A caractéristiques triples. On est ainsi obligé de consi-
dérer les dérivés successifs du sous-faisceau caractéristique S et
d’étudier les formules de structure de ces faisceaux,car c’est de la
nature de ces formules que dépendent le nombre et la nature des
invariants de S, et par suite les particularités de I'intégration de
I’équation. Pour ne pas surcharger ce travail, je n’y envisage que le
cas, le plus intéressant, ou le sous-faisceau caractéristique triple
admet le nombre maximum d’invariants. Il est d’abord question des
équations linéaires (§ IV), puis du cas général (§ V).

Les principaux résultats contenus dans ce travail ont fait ’objet
de deux Notes aux Comptes rendus de I Académie des Sciences de
Paris, t. 196, 1933, p. 159 et p. 990 (séances des 16 janvier, 3 avril).

Je suis heureux, en terminant, d’exprimer toute ma gratitude a
M. Vessio1, dont les conseils et les encouragements m’ont été si
précieux.



PREMIERE PARTIE

SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS
AUX DERIVEES PARTIELLES DU SECOND ORDRE
A UNE FONCTION INCONNUE
DE n VARIABLES INDEPENDANTES

I. — EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE
A CARACTERISTIQUES DE MONGE DOUBLES

1. Transformations de base du sous-faisceau caractéristique
double. — Soit une équation aux dérivées partielles du second
ordre, & une fonction inconnue de n variables indépendantes, suppo-
sée résolue par rapport 3 la dérivée pyy, & savoir

1) ¢ = puy + 12,21, *Tn ; P, * *Pn 5 P12, *P1a) = 0
avec
_ 'z
Pi= oz PiE = Sroag

Introduisons le faisceau F défini par les transformations de base

) ?d ) d .
X‘f=sa_’);+p‘5f‘,;;+PiaSpia; pd:f:b’%k’ (d,l,k=1,2,---n),

2« étant un indice de Sommation, et désignons par F, le sous-fais-

n—+ 1))

ceau de F de degré N — 1 (N =n - n{ 5 qui laisse ¢ inva-

riant. L’intégration de ’équation (1) se raméne a celle du faisceau
Fy ; c’est pourquoi ce faisceau F, est dit, le faisceau associé de (1).



— 6 —

Vu le résultat de M. Vessior (1) concernant les équations géné-
rales du second ordre qui admettent des caractéristiques, les équa-
tions linéaires du second ordre & caractéristiques doubles doivent
étre de la forme

(2) ‘1’=P11+'25;[’11,‘*‘53[7“1",_2615{5[3[1;5]+q‘=0 (272 =23,-+-n)

ou £ § sont des fonctions de z, xy,... 2n ; py,... pn ; les indices en
caractéres grecs o, f3,... étant des indices de Sommation et [= 3]
désignant que la Sommation s’étend a toutes les combinaisons de
deux indices «, f5.

Le sous-faisceau caractéristique S qui correspond a (2), aura
alor, pour base les transformations

Kf = Xaf + £,X,f — (Xa® — £, X, ®)Puf — X, ¥Py f
Kif = Puf — &iPuf -+ &*Puf
Kijf = Pyf — &Puif — EPyjf + 28:&Puaf
(2, t, j:2’ 3’n,l¢1)

2. Formules de structure du sous-faisceau caractéristique S. —
D’aprés la construction de S, ® est un invariant commun a toutes
les transformations de ce faisceau. D’autre part, les quantités

12 .
9i=P1i+5aPai_"‘2’55 (2,01 =2,3,--+n)

demeurent invariantes par les transformations Kii, K¢ de S,
puisqu’on a identiquement

Kizn=Kijor =0 (i, j,h=2,3,---n;i])).

Ceci nous conduit a effectuer un changement de variables en pre-

nant @, g,,... ps & la place de pyy, prg;... p1n et en gardant toutes les
autres variables. On a d’abord

(3) Xf = le -+ EaXaf = Nf + PaMaf (=2, 3,-- -n)

(1) Sur les intégrales complétes et sur les caractéristiques des équations aux
dérivées partielles du second ordre 4 une fonction inconnue et n variables indé-
pendantes : Comples rendus de I’ Académie des Sciences d’ Athénes, 5, 1930, p. 424
(voir notamment n° 10).

On garde dans cette Premiére Partie, autant que possible, toutes les notations

de ce travail, que l'on convient de désigner désormais, pour abréger, par le sym-
bole V.
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avec
d d ) d
N=L ot L v tpd L—o 2
=2 _ . y_93...
Mif _ apt' Ei 3P1 ) (a End 2, 3: n)‘
En outre, on obtient
(4) Koj = —Xi® + p;,Xt, (¢,0=2,3,---n).

Or,on a :
Xif = Nif + PizMaf (ayt=2.3+++n):

oul’on a posé

il s’en suit
Xi® = 2,NiE, + Neb + piy(205Matp + Mgd) (2, 8,i =2, 3, -n).
A cause de (3) on a encore
Xt = NE{ + e Mt (4,1=2,3..- n)
Donc la formule (4) devient
Kpi = — (20N + Nib) + pia[Nea— Mo + pg(Mgly — 2M,5g)]
(%, B, =2, 3,-++n).

Ainsi la transformation Kf peut s’écrire

(8) Kf=Nf+ p,Maf -+ § — (206N.5g + Nat)
-+ p“p[NEp— I\I[ﬂ’ + Py(MYEp_ 2M§sy)] % sz (a, ﬁ: Y=2’ 39' * 'n)

avec
of
Rif = oo
Les autres transformations de S deviennent

(6) Kisf =Paf (i, by = 2, 3,---n).

Donc S se trouve avoir comme base les transformations (5), (6).
Les particularités de l'intégration de I’équation (2) dépendent
de la nature du sous-faisceau caractéristique S. Il faut donc former
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la structure de S, ainsi que, éventuellement, celle des faisceaux
dérivés de S.

Mais la base de S étant ramenée & la forme (5), (6), la structure
de S s’obtient immédiatement

(1) (Ky, K) = [N§ — My + 0,(Mg§) — 2ME)IRif 5 (Kiy Ku) =0
(@ 8y Jy by k= 23,+ - +n).

Deux cas sont a distinguer : suivant que les coefficients de R.f,
qui figurent dans les seconds membres de (7), sont tous identique-
ment nuls, ou ne le sont pas tous.

3. Cas o le faisceau S admet le nombre maximum d’invariants. —
On va d’abord examiner le premier cas ; il faut que I'on ait identi-
quement

NEi — My + po(Mb —2MiE,) =0 (a,i =2, 3,--n).

Les quantités N, M, &, { ne dépendant pas des variables p,,... pn,
ces relations ne peuvent étre identiquement vérifies que si &, ¢
satisfont aux équations

N&— Miy = 05 Mj& — 2M§, =0 (5,7 =2,3,---n),
qui sont équivalentes aux n(n — 1) équations
) NG — Mg =05 OM&E=0 (7 =2,3,--+n).

Si ces conditions sont vérifiées,le sous-faisceau caractéristique S
est complet, et réciproquement. On peut trouver la forme générale
des équations (2), pour lesquelles S admet le nombre maximum
d’invariants. Pour cela il suffit d’intégrer de la facon la plus géné-
rale le systéme d’équations aux dérivées partielles (8), (9) ou &, ¢
sont des fonctions inconnues des variables indépendantes z, a,...
Zn 5 Pryees Pan.

Tenons compte d’abord des équations (9) ; elles montrent que le
faisceau

(10) Mif (i =2, 3, - n)
est un faisceau complet. Il admet donc n + 2 invariants indépen-

dants. Ces invariants seront z, 24, ... zn et une fonction &z, 23, ...z ;
P1y---Pn) qui dépendra nécessairement des p. De plus les &, ... & sont
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aussi des invariants du faisceau (10), & cause des relations (9) ; done
ce sont des fonctions de z, xy, ... on, £y

{11) & = 0;(k0; z, 21, - -Tn) (i=2,38,--+n).

Mais alors la quantité p, + & pa (6 = 2, 3, ... n) est aussi un
invariant de ce faisceau ; par conséquent elle ne dépendra, égale-
ment, que de z, 7y, ... T, &. On a ainsi

'(12) p1+ oapa = 90(20; Ty X1, * '-"771) (a = 27 3. n)

ko , . 2o
—n’est pas nul, sans quoi les —
op1 opi

{t = 2,3,...n) le seraient aussi, ¢ moins que tous les &, ... £ soient

Nous remarquerons que

nuls ; mais dans ce cas on peut prendre p, 3 la place de &,
Réciproquement, si I’on se donne la forme des 4, et si ’on définit
& par la relation (12), on aura

_ 0o aea on . — alg a_ea ﬁ)_ . Ceom) .
1= (aso_pa ago)aTH7 8; = (;&)_Pa ago)ap‘ 5 (9,1=2,3,-+n);:
de sorte que si les fy, fs, ... 6a satisfont & la condition ()

0 of
%Ez—paggz_io (‘1=2)37"‘n)’

le faisceau (10), défini par les relations (11), admet bien & comme
invariant, et par conséquent satisfait a la question.

Les &, ... £ étant définis de maniére a satisfaire aux équations (9),
les conditions (8) expriment que ’'on a

13) (N,M) =0 (i=2,3,---n).
On en déduit
NMgty — MiN§p =0, (i=2,3,---n),
et puisque %, est un invariant du faisceau (10), il s’ensuit
MiNép=0 (i=2,3,---n).

Or, ceci exprime que N, est aussi un invariant du faisceau (10),

et par conséquent ce sera une fonction de z, 7y, ... Zn, &g :
Néo = 0(0: z, 1, - - - Zn),

(1) Cette condition exprime que (12) définit £, dans les conditions de régula-
rité classiques.
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ou

AE -_ '\!‘ bf’o (EO’ Ty T1y * mn) (1)

avec

M=2d vt =23m,
ce qui définit ¢.
Si les &, ... & sont nuls et si § = p;, on a Afj = O et § =
— 0(py 3 , 21, ... Zn).
Et réciproquement : car, si cette condition est remplie, en pre-
nant £, comme variable a la place de p,, on aura

2 ¢ 2 of o, PR
Nf = oxl 8, 5a, -+ Ho ozt 0 N Mif = api’ (@, 1 =2, 3, n),

et les coefficients de Nf ne dépendant que de £, les conditions (13)
sont vérifiées.

On a dureste, d’aprés ce qui précéde,

_aﬁ —_ ___————1 (x
ap1 360 bua

& — Pa 5z

atp 2%

=2,3,---n).

On a ainst la forme explicite des équations linéaires répondant d la
question.

Tenant compte des relations (8), (9) la transformation (5) devient
(18) Kf=Nf+ o.Mof — (Nyb + 20aN,fRyf (3, 6 =2,3,+--n);

et le sous faisceau caractéristique S aura alors comme base les trans-
formations (6), (14). Cette forme simple de S met en évidence le
nombre et la nature des invariants de ce faisceau. Ce nombre est
3n — 1 et tous ces invariants (indépendants) de S doivent étre des
invariants de la transformation (14), car les pyy, Pys, ... Pnn ne figurent
pas dans (14). D’autre part, ces invariants ne seront pas tous du
second ordre. En effet, les invariants du faisceau

(15) Nf, M.f (t=2,3,---n),

() Dans Af on remplace &s,... &n ; p1 + EuP, par leurs valeurs tirées des for-
mules (11), (12).
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sont encore des invariants de la transformation (14), et par suite,
des invariants du sous-faisceau caractéristique S. Or, le faisceau qui
vient d’&tre défini est un faisceau complet ; c’est ce qu’expriment
précisément les relations (8), (9). Il admet donc le nombre maxi-
mum d’invariants, qui est n 4+ 1. Ces invariants ne dépendant que
de variables z, 2y, ... zn ; py, ... pn seront dés lors tous du premier
ordre.

Réciproquement, les invariants du premier ordre de S sont les
invariants (indépendants) du faisceau (15), et s’il y en a n + 1, ce
faisceau est complet ; de sorte que les conditions (8), (9) sont véri-
fiées et que le sous faisceau caractéristique S est aussi un faisceau
complet.

On arrive ainsi & la conclusion suivante :

St le sous faisceau caractéristique S admet le nombre mazimum d&’in-
variants, ce nombre sera 3n — | et ces invariants indépendants de S
seront les 3n — 1 invariants principaux de la transformation (14).
Au nombre de ces 3n—1 invariants de S il en figure n + 1 du pre-
mier ordre, qui constituent le systéme fondamental d’invariants du
faisceau (15).

Les trajectoires des transformations de ce dernier faisceau servent
a engendrer les multiplicités intégrales, prolongées au premier ordre,
de I’équation (2) ; c’est pourquoi ce faisceau sera dit désormais le
fatsceau caractéristique du premier ordre de Uéquation (2) ().

Nous verrons plus tard comment on pourrait utiliser les inva
riants de S pour former I'intégrale générale de ’équation proposée.

4. Cas ol S n'admet pas le nombre maximum d’invariants. —
Nous allons maintenant étudier le cas ou les coefficients de Ry,
qui figurent dans les seconds membres de (7), ne s’annulent pas en
méme temps. Les crochets (7) introduisent alors les transformations
nouvelles

L) .
Rifza_g‘ (i=2,3,---n),
et il s’ensuit que les invariants de S, s’il en existe, ne peuvent plus
&tre que du premier ordre.

() Cf. E. Vessiot, Sur une théorie nouvelle des problémes généraux d’'intégra-
tion : Bulletin de la Société Mathématique de France, 52, 1924, p. 394.
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Le premier faisceau dérivé de S’ de S aura ainsi comme base les
transformations

S Kf=Nf +pMof 5 Rif =215 Kuf=Puf; (a,i,j=2,3,+n);

¢

il sera de degré m +n —1;m = 1 + 'L(Q;—i) étant le degré de
S. Les seuls crochets non identiquement nuls de la structure de S’
sont

(R, K) =M:f  (1=2,3,:--n).

On en déduit que S’ ne peut étre un faisceau complet, et la struc-
ture de ce faisceau introduit donc les n — 1 transformations nou-
velles Mif. On est ainsi conduit & construire le second dérivé S
de S ; il aura comme base les m + 2(n — 1) transformations

8" Nf’ M‘f;Rif; P‘]f; (i1j=213""n)‘

On en conclut que les coefficients des transformations N, M: ne
renfermant pas les dérivées secondes, le systéme fondamental d’in-
variants de S’ sera identique 4 celui du faisceau Fs du premier
ordre, qui a comme base les n transformations

F,: Nf: Mif (i=2,3,---n).

S’il y a un invariant qui ne soit pas d’ordre zéro, le faisceau M; est
complet. Donc si le faisceau Mi n’est pas complet, il ne peut y avoir
que des invariants d’ordre zéro (}). Si J est un invariant du premier
ordre ou d’ordre zéro, on a I'identité

aJ aJ aJ
(16) <a?1 —+ Py a—z)MGf—a—pth=[J,ﬂ (d=2’ 3,...n)’

et si un de J, soit Jy, est effectivement du premier ordre, le faisceau
Fspeut ainsi se définir par

F,: 3, 11, :((I;le—,’z):?) (i=2,3, - n),

. . . . . )
(1) Les invariants d’ordre zéro de Fs sont les invariants du faisceau : Af, a—;‘
{{ = 1,2, ...n) ; en discutant ce dernier faisceau on trouve quele nombre maxi-

mum d’invariants d’ordre zéro de Fs, et par suite de S, est n — 1.



. aJ . . .
car on peut toujours supposer BTi # 0. Les invariants du premier

ordre sont donc des fonctions de la forme

f= o152, 21, - 7a)
satisfaisant & I’équation
Ui fl=0.

Supposons qu’il y en ait un, distinct de J;, soit J,. D’aprés 'iden-
tité (16), ’équation
[Js, fl =0
est une conséquence de

Nf=0, Mf=0 (i=2,3,--n).

Elle sera donc vérifiée par tout autre invariant du premier ordre
(T1 n’est pas exclu ici que J, soit d’ordre zéro). Donc tout systéme
fondamental d’invariants du premier ordre (ou d’ordre zéro) est
formé de fonctions J;, Jy, ... deux 4 deux en involution. S’il y a n
de ces fonctions, il en existe une (n -+ 1) —iéme J;, telle que
Ion ait

[Jy Jo] =0, (i=1,2,---n);
et, d’aprés ce qui précéde, c’est encore un invariant du premier
ordresil’on a
Jo=w(Jy ;2 x4, -+ - Zp).

Or, les n + 1 fonctions J étant deux a deux en involution, on
peut trouver, et d’une seule maniére, » fonctions I des variables
%, Ty, ... Tn; Py, ... pn, telles que les formules

y0=J0; y‘=J»; q.=I;; (i=1727"'n)

définissent une transformation de contact (*). Donc J, est fonction
de Jy, ... Jn, &, @, ... 7n ; et comme Jy, ... Ju sont fonctions de J;,
7

&, Zy, .., Zn, il en est de méme de J,.
Donc s’il y a n invariants du premier ordre,ily enan + 1.

(*) On désigne par ce nom la transformation qui laisse invariant le faisceau
of of of 1.9
— 1 ot A — L . B cee ).
Ynf 378 -+ p‘a:z: 5 Pif opi’ (¢ » 4y )
(voir E. Vessior, Sur Uintégration des faisceaux de transformations infinitési-

males dans le cas ot le degré du faisceau étant n, celui du faisceau dérivé estn +1.
Annales de I’Ecole Normale Supérieure (3), XLV, p. 218-227).



5. Détermination des invariants de S. Intégration de I’équation. —
Plagons-nous dans le cas, le plus intéressant, ou le sous-faisceau
caractéristique S admet le nombre maximum d’invariants ; et
cherchons & déterminer d’abord, les invariants du premier ordre

de S. D’aprés le résultat du n° 3, ces invariants seront ceux du
faisceau

> 2 2 > 2 .
Nf=a—:£+ea3;f;+o..a%+oa—£fo; le—_-%; (a,i=2,3,-n).
Or, la transformation Nf ne renfermant pas les variables p,, ... pa,

ces invariants seront des invariants fondamentaux de Nf. Ils seront
donc de la forme

Jh(gb;a;r .’121,"'.'3") ( =01 11"'"‘) (1)

Au moyen des n + ] invariants du premier ordre, on peut former
I'intégrale générale de I’équation en question. En effet, soit M’ une
multiplicité quelconque & n — 1 dimensions tracée sur une multi-
plicité intégrale quelconque M. Sur M’, n quelconques des inva-
riants J deviennent fonctions de n — 1 variables indépendantes ;
etpar suite il existe sur M’ deux relations

(17) Jo=o(Ja, -+ ), Jo =y, - 1)

qui sont identiquement vérifiées. Mais les J restant constants sur
les caractéristiques issues des divers points de M, qui engendrent M,
ces relations sont aussi vérifiées sur M. En éliminant &, entre les
équations (17), on a donc Uéquation de la surface intégrale de Uéqua-
tion proposée. De plus les fonctions @ et © peuvent éire choisies quel-
conques ; car si Jy, Jy, ... Jn sont respectivement les invariants fon-
damentaux relatifs & p,, z, 2, ... 2n (pour 2, = z, valeur numérique
arbitraire) les fonctions ¢ et 7 sont celles qui interviennent dans les
données du probléme de Caucuy

p1 = o(xg, - -+ Tn), & = (@, - - - Tp) (pour z1 = o).

Du fait que, sur toute multiplicité intégrale M, on a une relation
euntre n invariants du premier ordre, résulte aussi la formation, par
différentiations, des invariants du second ordre ; car on a alors sur M,

XiJo = %X‘Ja (‘17 1= 2’ 3’ e n):

(!) On peut supposer que %, est I'un des invariants.
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d’otu on tire
20

a_J‘_i—Ao (122’3;"'")a

Ag et les A, étant les déterminants tirés du tableau

” X.‘Jo, X;Jz’ e X,'J,, ” (i: 2’ 3, coe n).

] - ,
Les 5%; sont des constantes sur les caractéristiqucs tracées sur

toute multiplicité intégrale, et par conséquent les A—' sont des cons-
0

tantes sur toutes les caractéristiques tracées sur des multiplicités
intégrales. Sil’on admet que ce sont toutes les caractéristiques pos-
sibles, on en conclut que ce sont les n — 1 invariants du second
ordre (!). Ce raisonnement prouve que s’il y a n invariants du pre-
mier ordre, il y a des invariants du second ordre et par conséquent
(mos 3, 4) le sous faisceau caractéristique S est complet ; et il y a
rn + 1 invariants du premier ordre. Donc, si le sous faisceau ca-
ractéristique n’est pas complet, il y a au plus n — 1 invariants du
premier ordre ; ce qui est bien d’accord avec le résultat du no 4.

En ce qui concerne le calcul des \, comme les J sont des invariants
du faisceau Msf, on a

XJ =NiJ = Y J + piPJ (i=2,3,--n)

avec

] 9o L)
Y= +p2; w3,

et comme J ne dépend de p; que par I'intermédiaire de &, on a
aJ
P1J = & Pibo.
1 aEO IEO
On décomposera donc les A en somme de déterminants, en décom-

() En partant de la relation J;, = = (Jy...Jn) on trouve n — 1 nouveaux inva-
riants du second ordre, indépendants entre eux et indépendants des précédents.
Il est facile de montrer que ’on n’obtient pas des invariants indépendants de
ceux-ci, en prenant n autres invariants J. En effet, si 'on part de la relation
Jo = w (J3, Ja,...dt—1, Jh+1...Jn) on aura les identités

a7 dw dm 2% QW 2w 9%

o= 0% 0% odi— ok Tanek (=3B ech—L kAt n);

donc les invariants correspondant & w se déduisent de ceux qui correspondent
A g et
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posant chaque colonne, et il ne restera que ceux qui contiennent
une colonne de p ou aucune. Les A sont donc des fonctions linéaires
des p. Par exemple A, est la somme du déterminant

So=1|YJa---YJa| (i=2,3,---n)

et de ceux qu'on en déduit en remplacant successivement chaque
colonne par une colonne correspondante :

paP1Js, - puP1Js (1=2,3,---n).

Quant & la formation des invariants, on remarquera que si Jy, ... Jn
sont les invariants fondamentaux (pour 2, = ) relatifs & @y, ... zn ;
Jy est celui qui est relatif & z, et Jy celui qui est relatif & p, ; on a

pour z; = o,
Xii=pi; XJi=1; XJ,=0;XJo=pu; (iZ;j=23---n).

Donc 9, se réduit & 1, et les invariants construits avec J; sont les
invariants fondamentaux relatifs aux pi; tandis que ceux cons-
truits avec J, sont les invariants fondamentaux relatifs aux p.

On pourrait aussi écrire

NI=2N& + T (=2, 3,.n)

le surligne indiquant que &, est traité comme constante ; la colonne
de Ni&, remplacerait, dans ce qui précede, la colonne des pi.

On pourrait enfin supposer & = J,, par exemple, et une simplifi-
cation se produirait du fait que les YiJ, seraient nuls ; chaque As
se réduirait & un seul déterminant obtenu en remplacant dans le
déterminant des YiJi (i, j = 2, 3, ... n) la colonne de rang i par la

colonne des

bJ¢ .
3E, Nafo(a =2, 3, .- - n).

La vérification est simple ; on a
(K:Ni) = stzNaf -+ Ni(Naq’ + 2 ﬁNaEp)Ral‘ (17 @7 i1=23,-.-- ")’
Kf étant la transformation (14). On en déduit

KNJ=—NgN,J  (5,i=2,3,---n)



puisque les J sont des invariants de Kf. Dome’ pour tout déter-
minant du type

AFINle--'-NJ[ (i=2,3’...n)

e
ou Jg, ... Ju sont » — 1 invariants quelconques, on a

KA = — AN, (2=2,3,---n);

d’ou 'invariance du quotient de deux A par la transformation Kf.

Il est enfin & remarquer que la connaissance d’un seul invariant
du premier ordre détermine ’équation. En effet, les équations

NI=0MJ=0 (:=2,3,---n)

ot J est un invariant du premier ordre, déterminent hien £, ¥, puisque
Pon peut toujours s’arranger de maniére que on ait P,J 0.

6. Exemple. — Placons nous dans le cas ou n = 3 et cherchons
A intégrer équation linéaire du second ordre i caractéristiques
doubles pour laquelle le faisceau caractéristique du premier ordre
admet l'invariant

Js =23 + ;;—3 (z1p1 + z2pe).

On doi* avoir identiquement

Za 1 1 1
=% __ g, 0 Jg—= — — — = =0
(18) MaJs s 2 P 0, Masls P (z1p1 + x2p2) — &2 Ps
d’ou
11
Ez=z£, Es-—‘—‘—;”—);(xlpl-*-xzpa)‘

En outre on doit avoir aussi identiquement

(19) NJs P3+E2 P3+ 3 % Ps y

s

et puisque, & cause des valeurs déja trouvées de &, &,

P11+ Eaps + Esps = 0
on en déduit
$=0.

Tsortsis. 2
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L’équation a intégrer est donc

(20) pu + 2 o Pl- —2 % I‘)i‘ (z1p1 + x2p2)pis + pzz

+ o pi (z1p1 + z2p2)’pas — 2 pi (x1p1 + z2p2)p2s=0

et le faisceau Fs devient ici

. 3f 422 of 11, af
Fy: Nf= o113 | m0m2 z1ps \@1p1 + xapz)

_of _mdf o 11 f
Msf = aps  @10p1’ Msf = —~ aps m1p ($1P1 + @2p3) 5 -

Ce faisceau est complet, puisqu’on a identiquement

1 z2 1
2k ) 233 Z1ps -+ Z1ps ) 332 0,
Msfs = — 11 — (®1p1 + 22p2) + — 11 5 (Z1p1 + z3p2) = 0
71 ps T1ps ’
—___ T2 Z2 _ __ﬂ}iz__w_zp_z
Nég = e -+ o 0, Né¢; zips 71 pa 0.

En introduisant comme variable nouvelle J; 3 la place de p, et
en tenant compte des relations (18), (19), le faisceau F, se trouve
avoir comme base

Nf=f ot g oy = of
Fy: Nf = o T mom  m (Js — ) oryt  Mef = P2’ Msf = 3ps’

Les 4 invariants de F: seront les 4 invariants principaux de la
transformation Nf,

J1=J3_a73 J2=J3*x3

Jo==x
0 ? pal ? Z2

1
, Js=uz3 + 173 ($1P1 -+ .’I:zpz)

et la surface intégrale de I’équation (20) s’obtiendra donc en élimi-
nant J; entre les deux équations

x_?(-]‘z—zs J) Ja—ws»:ﬂ(Js—xa,Js)

T2 z1 Z2

9, © désignant deux fonctions arbitraires.
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II. — EQUATIONS LINEAIRES DU SECOND ORDRE
A DEUX SYSTEMES DE CARACTERISTIQUES

7. Transformations de base des sous-faisceaux caractéristiques. —
Examinons maintenant le cas ou il existe deux sous faisceaux carac-
téristiques distincts. On a alors affaire & une équation de la forme

(21) ¢ —=pu + (Ez -+ ")a)Plz -+ Ez")zpaz -+ (Ez’.p -+ E,’iﬂa)P[zﬁ] +'~P =0
(22 =23, --n),

les £, », ¢ ne dépendant que de z, a4y, ... 20 ; py, ... pn (}).
Les deux sous faisceaux caractéristiques S, et S, ont comme
base
Kf = Xj + 1. Xy — (qu) —_ Exxaq))Pll — X3®Pyy;
Kuf = Py — &Py + E%P1r;
Kz;f = Pu - £7P11 — &Py, + 2&1271)11;
% Af = X; + Exxz — (qu’— 'ﬂzXIq))Pll—* X1¢P11;
Sa

51

Aizf =Py — %Pu + 70.°Pn
Ai1f == Pi] — .jPIz — 'fnPIJ —+ 2'fli717P11;
(2,5, ] =2,3,---n5;t2Z])

X, P conservant la méme signification que dans le n° 1.
En introduisant comme variable nouvelle ® a la place de p;; et
en gardant les autres variables, ces faisceaux deviennent

Kf: X1+ 1 Xy— X®PP1a; ‘ Af = X1 + &Xy— Xa®P1s;

K“,f = P, — E1P11§ Sz ’ Auf = P.— ﬂiPh;

Kz;f = Pz) - E;Pu —_ EIPl]; \ At]f =5 Pl} — 7.7P1l - "hPII'»
(a,2,] =2,3,---n;iz=]).

51

Un calcul facile prouve que I’on a (mod F,)

(Kv A) = 01 (K1 A") = 01 (K7 A"]) = 07 (Kiia A) = 01 (Kih Anh) = 0,
(Kii, M) = 0, (Ky, A) =0, (Ky, Amn) =0, (Kij, Am) =0,
(Kii, K) =8 M,f, (Ky, K) =5Mf + &My, (Kpg Kga) = 0,
(A, Ay) = Ellbyf, (A, Ay) = 3,lb,f + 8illbyf, (Apg, Agr) = 0,
(i1j1h,k1p1q7g=2731"'n; l¢], h;ﬁk),

ou 'on a posé

M;f:a_f_g.yi Jmo.f__a_f_v_b_f

= ‘ 8= my— &
ap: ‘ap1’ * api “op’ " i o

(1) V.no° 10.
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F, désignant le faisceau associé de 'équation (21).

On en tire les conclusions suivantes :

10 Les deux sous fatsceaux caractéristiques sont en involution réct-
proque.

20 Chacun d’euzx ne peut éire un faisceauw complet que si les deuzx
faisceaux sont confondus.

8. Invariants de S, (ou de S,). — Recherchons les invariants
indépendants de chacun de deux faisceaux S; et S,. Introduisons,
a cet effet, comme variables

i = pu + §,p,, (a,1=2,3, ---n),

4 la place de pys, ..p1n et gardons toutes les autres ; le faisceau S;
se trouve avoir comme base
Kf= Nf -+ nzMaf + 2 - [Na"f + PaﬁMﬁq’ -+ Py(Na"l-y + paaM{f'\'y)
-+ ’ty(NaEY -+ paﬁMBEﬁr)] -+ pzﬂ{(NEY —+ ﬂﬁMpgy) ; Raf
Kihf=Pl'hf (av ﬁfY’ i7h=27 31"'"’);
ou I'on a posé

Nf = b/ + maxf + (pr + n:pa)a—f — va;fl

o
Nif = f +pb£:+pbpfl R'f=bpf5’ “f=9i+azpi1)
(6=2,3,---n).

Les crochets, non identiquement nuls, de la base de ce faisceau

sont
(K“" K) == S,M,f —~+ K"(KPG)RGf

(Ki, K) = §Mf + 8M,f + Kiy(Kp, )R, f,

(‘73 i7f=2137"'n; ).
avec

Kui(Kpi) = Ai —8N&i + (0, + 8ppoa) (M5 — M),
(3,8, 0=2,3,--n; o pi),
Kj)(Kpi) = — §[Néj + p,o(Moé — ME,)],
(2,8,]=2,3,---n; aiz£)),
Kij(Kpi) = Aj — 8Ny — §[Nibi + p,,(M& — Mig,)]
+ [pg + B,pq3) (Mgl — Mjiy),

(B2, ]=2,3,---n; azti, ﬂ#]’l¢l)7
Kjn(Kpi) = — [ Nikn + p; (Mgt — Mafg)] — 8i[Nifj + po (Mo — MgE,)1,

(@8 0,/ h=2,3,---n;5 az®j; P=h; izj=h).
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ou I’on a'posé pour abréger
Av=Nb— Mgy — o, Mm,, (2=2,3,--n).
Soit 9, 52 0, et posons (Ky, K) = Tyf; les transformations

Tasf, Tasf,...Tonf sont indépendantes entre elles et indépendantes des
transformations de base du faisceau S,. Considérons le faisceau

(@) Tsef, Tasf, «- - Teaf 5
on aura (mod G,)

1 > o
5, Kn(Keo)Rof 5 Mif = philaKan(Kp,) — 8aKa(Koo)IRof 5

(@=2,3,--n; i=23,4,---n).

M2 = —

D’ou (mod &,)
Tuf = %z[aFKzzK(Pa) — 823iKai(Kp,) + 8o"Kui(Kpg) IR f

Tyf = 812—2[23:5)}(22(1(%) — 823, Kau(Kp,) — 828:K2,(Kp,) + 822Ky (Kp,) IR of
(“=2,3,“’n;i?ff=3,4,---n).
(n

L e, . ,nn+1) . , .
Pour que le dérivé S'; soit de degré —T—), il sera nécessaire et
-

suffisant que P'on ait les égalités

&4 Kaa(Ken) — 628, Kai(Ken
238, Kaa(Kor) — 823, Kau(Kon) —
(h=2737"'n; l¢]=3,4,-n),

c’est a-dire que si 'on pose Kiy(Kpn) = ky/n il sera nécessaire et
suffisant que I’on ait pour tout systéme de valeurs des indices

8121"1)[h - 618;"':][}: -+ ayzkiuh =0
288, kiryn — S8kkiryn — SSakyyn + Sihyyn =0 ;
ce qui entraine les relations

M, — Mt =0; My — & Myrp=0; &(NE— M) —&,(NE, — M) =0
@t jk=2,3,---n).

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes, que &, », ¢

(n__1)

. g . . , n
doivent satisfaire, pour que le faisceau S'; soit de degré ——5—

Cela, sous la seule hypothése que les 3 ne sont pas tous nuls,
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c’est-a-dire que les deux systémes de caractéristiques sont dis-
tincts.

Je dis qu’il ne peut pas v avoir plus de 2n — 1 invariants. En
effet, le faisceau S'; contient certainement, sous I’hypothése d: = 0

(pour une valeur particuliére quelconque de i, par exemple ¢ = 2),
des transformations de la forme

K'f=Nf +3R,f, M/f=Mj+2NR,} (@=2,3,---n),

donc le crochet (K',M":) sera de la forme

' ' s O o ) R
(K, M) = — & 2L 0 2L e (2 9, 2 o+ bRt
(2=2,3,---n),

ce qui, pour O 3= 0, ne peut pas appartenir au faisceau' S';. Le

n(n-+1)
2

second dérivé de S, est donc de degré + 1 au moins. Donc

le faisceau S, admet au plus 2n — 1 invariants.

III. — EQUATIONS NON LINEAIRES DU SECOND ORDRE
A CARACTERISTIQUES DOUBLES

9. Cas du nombre maximum d’invariants ; résultats de M. Vessiot.
— L’objet de ce paragraphe est I’étude de certains types d’équa-
tions non linéaires aux dérivées partielles du second ordre 4 une
fonction inconnue de n variables indépendantes & caractéristiques
de MongE doubles.

On commence par rappeler quelques résultats connus, dus &
M. Vessior.

Les équations du second ordre & caractéristiques doubles pro-
viennent de ’élimination de & entre les équations

(22) Cb::H—{—Q(Ez’...En;x,xl’.-.xn;pl’...pn):()
oll | 20 .
{23) SE +a—gi——0 (t=2,3, n)

avec
U = pyy + 28,p1a+8 Pag + 2512{‘1’[1{3] (a2 £=2,3,---n) (")

. (1) V. n° 10.
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et le sous-faisceau caractéristique S a pour base (1)

(24) Kf = Xf + % APHEf  (2,8=2,3,--n)
@) Ki=gL =230

ol 'on a posé
— = of
Xf=X4f +8Xof  (@=2,3,---n); Ef=

Hi=X%2_9%0;
o5

220

Aij =2py + 355, H

A=[Ai,2-..Ai,n| (i=2,3,...n);

Aso-or A1 Asjiac- Aca
An_1,0: - An_19-1 An-vj41-crAn_1m
Antr2 - Angrgo1 Angrgrrs o cAntra

................................

Ay = (-__ 1)J+h+1

et 'on a A 2 0, puisque la partie homogéne de degré n — 1 de A
(par rapport aux p) n’est pas nulle.
Les crochets non identiquement nuls de la structure de S sont

1 — 1 -
(26) (Ku,K) = 55 8,0%3G=,f 5 (K, K) = 55 (A'38% + A,A%) GZ=,f
(2, By38,]=2,3,-+-n; 12 )

avec
=2 2 g2 2 I N
Yif = 2w Piog Mif = opi & op1’ Cipeein = bE,-l_,,aEi"
1 1 ac; 4 2 1 a0
3 Gi = Yiei + £, Y,ei +<§Eac1 - Q);fl—icaaT;"_ 2 (Yig _26‘3}71>

e M@  (2=2,3,---n)
a

Et les quantités A%, A% (A% = Ad) étant indépendantes entre
q ) P

() Ces formules se déduisent sans peine de la théorie de M. VEssior ; elles
s’obtiennent, en prenant comme variables nouvelles ®.%;,...64 & la place de
P11, Pigye.. Pan (V. n° '12).
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elles et indépendantes des G:, S n’est un faisceau complet que st les
conditions suivantes sont satisfaites :
@7) G=0 (i=23,---a).

Ce sont bien, aux notations prés, les équations de M. Vessior (')

10. Cas oit S n’admet pas le nombre maximum d’invariants. —
Gardons les notations du n° 9 et examinons le cas ou une au moins
de quantités G. n’est pas nulle. Les crochets (26) introduisent alors
les n — 1 transformations nouvelles Z.f et le premier dérivé de S

aura donc pour base lesm +~n —1 (m = n(nT—i) + 1 étant le

degré de S) transformatious
T 1, 22 120 =g of .
§': Xf = Yof +£,Y,f + (3 s,g;—a) Pif — o 5. Pal 3 Zif =3 5
Kf = ok 5 (5i,j=2,3,-n);
avec

o
Pif = 0_1{;

On en conclut que s’il y a des invariants, ils ne peuvent étre que
du premier ordre. En outre, comme les coefficients de Kf ne ren-
ferment pas les variables py, tous les invariants de S’ doivent
é&tre des invariants du faisceau Fs ayant pour base les n transfor-
mations KfZ,.f. Donc on n’a plus affaire qu'au faisceau Fs. Les
formules de structure de Fs sont

(26 K) = Yif — 5 cuMuf — g ePyf (2 i=2,3,---n).

Désignons par Asf ces derviéres transformations infinitésimales ;
elles sont indépendantes entre elles.

Le premier dérivé de Fs a pour base les 2n — 1 transformations
F,/: Xf;Af;2f(1=2,3,---n).

Les crochets non identiquement nuls et non congrus a zéro
(mod F's) de la structure de F's sont

- 1 1
(A E)) = 5 cijaMaf 5 (A, A) = 3 [(Ajeiz— Aicjy) Maf + (Aje, — Aicy) Pif]

(X, &) =3 (Ase, — Xe,) Maf + (A0 — 3 Xe) Paf
(aai’j‘_— 2’31 e n)'

(!) V. n° 12 (voir notamment les formules (59)).
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Or,on a

%Gc: Xei — 2 A0 (i=2,3,---n),

et en tenant compte de I’hypothése faite, i1l en résulte que F’s est

au moins le degré 2n. Soit G 2 0 ; le crochet (X, Ax) introduit
alors la transformation nouvelle

A ¢ '——XC
Hof =Pif + 3 g —xoMaf (=23, n)

cn
et sil’on forme le crochet (X, Hr) on constate qu’il y figure un terme
of

en 5 dont le coefficient n’est jamais nul ; donc F's est au moins de

degré 2n + 1.

On en conclut que st le sous faisceau coractéristique n’atteint pas
le nombre maximum d’invcriants, il en edmet au plus n — 1, qui ne
peuvent étre que di. premier ordre.

11. Exemple. — Cherchons les invariants de Fs, pour équation
donnée par

R =p; + 2&sps + Eaps(n=23).

Fs a comme base les 3 transformations

Xf=Yaf -+ EaYaf + foYaf — (pa-+ lapa—+ 3 tops) Prf— paPof— 5 psPsf,

Les crochets non identiquement nuls de la structure de Fs sont
=2, K)= Yo/ — psPify  (Za, K) = Yof — 3 psPrf
désignons-les par Ayf, Asf. Le premier dérivé de Fs est
F): Zaf, Zof, Aafy Asfy X/ = Yaf — p1Paf — pePaf — 5 psPsf.

Comme Xf, Ayf, Asf ne renferment pas &, &, tout revient i étudier
le faisceau Fs, ayant pour base ces trois transformations. Or, on a

1
(X, Ag) = 0, (X, Ag) = — 4P8P1f§
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donc F's, a pour base

Puf, Yof, Yof,  Xf= Yof —psPsj — 5 poPsf-

. . . 2
La structure de F's, introduit la transformation nouvelle sf LI

s’ensuit que les invariants cherchés sont les deux invariants prin-
cipaux de la transformation

of o of 1 of
) ar; P aps 2 ps ops’
soit :
z1 + log po, z1 + log p2.

12, Equations de Monge-Ampére généralisées. — Les équations
du second ordre pour lesquelles Q est de la forme

(28) @ =Eq; + 28,E,, +&2E,, +28,5E Ly (a528=2,3, - -n;E, =Ej;)

E étant des fonctions de z, zy, ... Zn; py, ... pn se rattachent a
celles de Moncr AmpERE de la théorie classique ; on conviendra de

les appeler les équations de Monge Ampére généralisées. Les équa-
tions (23) deviennen! ici

(29) P, +E +&,(pa+EL =0 (2,0=2,3,-+-n);

moyennant lesquelles I’équation (22) équivaut &

pu +Ep + & (P1a+E11)=0 (2=2,3,--+n);
de sorte que I’équation de MonGce AMPERE généralisée est
| pri + Eaiy-» pni + Ens | =0 f=1,2,---n).

Les £n définies par (29) sont des fonctions de py indépendantes,
puisqu’en différentiant les équations (29) par rapport & pyi, on
. of

trouve comme déterminant des —,
op1

| poi + Eaiyo o opm + Eni | (1=2,3,--n),
qui n’est jamais nul.

Pour les équations de MonNGE AMPERE généralisées, si le sous-
faisceau caractéristique S est complet, il y a n 4 1 invariants du pre-
mier ordre. En effet, les relations (27), en tenant compte de la forme
(28) de Q, entrainent

(30, NiE1h -_ N,E;h == 0 (i,].,h — 1, 2, .o .n),
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<e qui exprime que le faisceau du premier ordre
Nif = Yif — EigPaf (2 =1, 2,+++n)

est complet ; il admet donec r + 1 invariants. Réciproquement, les
invariants du premier ordre de S sont des invariants du faisceau
Nif, et s’il y en a n + 1, ce faisceau est complet ; de sorte que les
conditions (30) sont vérifiées et que S est aussi un faisceau com-
plet.

Le faisceau Nif est un faisceau prolongé. Son intégrale générale est
donc de la forme

20
x = O(z1,+ - T ; A0,a1," * ), pi= —
oT,

(l bl 1’ 2" ‘ 'n),

les a désignant des constantes arbitraires ; et les Eqy doivent étre

Ce qui donne, par élimination des a, la forme générale des Eus.

13. Intégration. — Supposons que le faisceau Nif soit complet et
désignons par Jy, Jq, ... Ju ses » -~ 1 invariants {ondamentaux.En
répétant le raisonnement du n° 5, on trouve que parmi ces inva-
riants il existe deux relations

(31) Jo = ¢(Jz,- - -Jn) J1==(Jz,- - -Jn),

qui sont identiquement vérifiées sur toute surface intégrale de I’équa-
tion proposée ; et ceci quelles que soient les fonctions ¢ et «. Or,
les fonctions JJ sont deux 3 deux en involutior, puisqu’on a

aJ aJ .
IJh;JKJZWﬁ.NaJK—Sé'NzJ,‘ (1,—_—1’ 2,-.-n; h,k:—_O’l’...n),
donc les formules

Jo=sglag, - -an), J1=rw(ag - as), Ji=a (i=2 3,-n)

définissent une intégrale compléte du systéme d’équations aux déri-
vées partielles du premier ordre (31).

En éliminant py, ... ps entre ces n + 1 équations, on obtient une
€quation de la forme

“/_[.’L‘,.Z]_,* cTn; A2 'am‘P(a&' ° 'aﬂ)5 'N(tlz,' * 'aﬂ)] =0 H
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elle représente une famille de surfaces qui satisfont au systéme (31)
ainsi qu’a I’équation proposée. Mais il en est de méme pour les sur-
faces définies par les formules

2L W T g (j=2,3,...n).

v =0 =
L ’ da,  dpda, dmdE

Ces n équations renfermant les deux fonctions arpitraires ¢ et
représentent donc Uintégrale génércle de U'équation du second ordre
en question ().

La formation des inyariants du second ordre par ceux du premier
ordre s’effectue de la méme maniére que dans le n® 5 pour les équa-
tions linéaires.

14. — Une classe particulidre remarquable d’équations de
Monge-Ampére généralisées. — Soit

Q=E1+2&aE4z (¢=2, 3,---n),

les E ne dépendant que de z, 7y, ... Zn ; py, ... pn. Le faisceau du
premier ordre est ici
23 o g 2f of . =2 o g2,
(32) le“bz1+plax Elﬂ— *ops’ Nif_ax;+p' Py E ap1’
(2, =2, 3)"'");

et pour que ce faisceau soit complet il est nécessaire et suffisant que
Pon ait

(33) NiE; — NiEy == 0; NE,=0; (i,7=2,3,---n).

Il est facile d’obtenir toutes les équations de MonGeE-AMPERE du
type considéré pour lesquelles le faisceau caractéristique du premier
ordre admet le nombre maximum d’invariants. En effet, en intro-
duisant dans le faisceau (32) comme variable nouvelley = 2 — paa
(¢ = 2, 3, ... n) a la place de z, ce faisceau devient

(2¢,i=2,3,---n)

(1) 11 s’ensuit que Yintégrale générale de I'équation du second ordre est I'en-
veloppe de l'intégrale compléte du systéme (31), quand on laisse les ay,...an
indépendants. On reconnait ’analogie avec la théorie des équations aux déri-
vées partielles du premier ordre.
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-ou I'on suppose que I'on a remplacé les fonctions E par d’autres

fonctions ¢ de variables y, 2. 2y, ... Zn ; py, ... pn; et les relations (33)
se trouvent maintenant remplacées par les

Nig, — Nigg = 0 N;E,:O; (i,.f=2,3...n).

On est ainsi ramené, aux notations pres, au cas traité dans le n® 3';
donc la forme explictie des équations cherchées sera

& = 84(c0; ¥, T1, P2, - *Pa)s P1 + 8,7, = Op(c0: Y, 1, P2, - Pa) ;

J€p o0 b1 920 .
%0 9,20 %0 g 90 __gr . ceep): _ eeen):
> -+ 6 2y €1 ap1 23p, (¢03 y, 21, p2, Pn) 3o (a0 2,3, r);

gy désignant Uinvariant fondamental du faisceau complet Nif.

Si I'on applique a4 1’équation en question la transformation
d’Ampire (1),

(B4) y1=1m1; Yp=—Dpi; Y= —P,Ta; Q1 =P1; G= Ti;
(2yi==2,3,---n),

le faisceau (32) devient

9 9, 9
@) si=gl+ 2 g —alls ap=L—o

(2,0 = 2,3,---n),

o 'on suppose que ’on a remplacé E par d’autres fonctions ¢ de
nouvelles variables y, yy, ... Yn ; 1y «.e Gn.

Vu les résultats du n® 5, les n + 1 invariants du faisceau complet
(35) seront de la forme

Jx(c05 ¥, y1,- - “Yn) (k= 0,1,.---m},

¢ désignant l'invariant fondamental du faisceau comple Asf ; et
la surface intégrale de I'équation transformée [par la transformation
(34)] s’obtiendra en éliminart ¢, entre les deux équations

Jo:::*(‘]z,..-.]n), .]1 B T(J2;"'Jn)1

(1) Cette transformation est un cas particulier des transformations qui laissent

E) 2 L) . .
invariant le faisceau Yif = sa.{. + pe a_{_c; Pf = D_I{i; (=1, 2,...n) (voir

n® 4, Note).



@,  désignant deux fonctions ar’itrcires ; on en déduit la surface
intégrale de I'équation proposée (1).

15. Famille de transformations caractéristiques du premier ordre
et faisceau caractéristique du premier ordre. — Tout invariant du
premier ordre du sous faisceau caractéristique (24), (20) doit étre
manifestement un invariant de la transformation infinitésimale Xf ;
et les multiplicités caractéristiques qui engendreront une intégrale
de I’équation proposée seront trajectoires d’une transformation de
la forme

Uf = Xf —+ uaE.zf -+ u[l?l] K[z,'j]f (d,ﬂ — 2’ 3,. . .n).

Cette derniére transformation infinitésimale est un prblongement
de Xj/. Il s’ensuit que les multiplicités intégrales, prolongées au
premier ordre, de I’équation en question, pour lesquelles : £, est une
méme fonction de z, a1, p1; é; est une méme fonction de z, 7, p: ; ete.
sont engendrées par des trajectoires de la transformation

Xf = Yof + faYaf + (gl —2) Pf—y % Puf  (1=2,3,0n),

qui correspond & ce systéme particulier de valeurs de &, ... &. Si
I’on considére dans la transformation Xf, les quantités & comme
des fonciions arbitraires de x, x:, p:, on a une famille de transforma-
tions infinitésimales du premier ordre contenant la transformation
X/ définie ci dessus. Cette famille de transformations ne peut étre
un faisceau que si les coefficients de Pof(: = 1, 2, ... n) dans X{,
sont des fonctions linéaires de &, ... &n. Ceci exige que  soit une
fonction entiére et du second degré en &,, . . £n. Soit donc

@=Eyp + 25, E;, + 2,E,, + 2515F‘.Eap (x£8=2,3,---n; E;j=Ey;)
E étant des fonctions de z, x,, ... Zn 5 py, ... prn. On aura
Xf = Naof + ¢, N f

les N ayant la méme signification que dans le n° 12. De la résulte,
comme £ sont indépendantes entre elles et indépendantes de z, a1, pi,

() Le cas considéré est un cas (voir n°® 12) ou les mineurs de degré > 2 du
discriminant de © sont nuls, mais non tous ceux de degré 2.
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que les invariants du premier ordre de X/ (et par suite du faisceau S)
seront les invariants fondamentaux du faisceau Nif, N;f de degré n
2r 4 1 variables. On en conclut que dans le sewl cas des équations
de MonGgE AMPLRE généralisées, il y a un faisceaw caractéristique
du premier ordre dont les trajectoires {les trajectoires de ses transfor-
mations) servent & engendrer les multiplicités intégrales, prolongées
au premier ordre,de I'équation proposée. Er dehors de ce cas il n’existe
qu’'une fcmille de transformations infinitésimales caractéristiques du
premier ordre dcnt les trajectoi: es jouissent encore de la méme prop. iété.

Ce résultat de rattache & celui obtenu par M. VEessior (1) pour une
équation du second ordre & deux variables indépendantes dans le
cas ol les deux systémes de caractéristiques sont distincts.

16. Une remarque importante. Divers types d’équations du second
ordre admettant des caractéristiques. Divers types d’équations de
Monge Ampére généralisées. — Les formules (22), (23) ainsi que
celles qui correspondent aux équations a caractéristiques dis-
tinctes (2), ne subsistent que sous I’hypothése que £, 7 sont des
fonctions indépendantes de pyy, pis, ... pan. On peut supposer, au
contraire, que £, 1 dépendent d’un certain nombre d’autres fonctions
indépendantes 7y, ... Zs (s <<2n —2) de variables z, z, ... an;
P1y +++ Pn 5 P12y «oo pan.

Les équations du second ordre qui admettent deux sous faisceaux
caractéristiques distincts s’obtiennent alors, en éliminant 7 entre
les s 4 L équations

® =1 + Q(\,- - -Ms; &, T, * *Ta P1y* - -Pn) = 0
oll %y oM Mg 20 (@=2,3,---n;i=1,2,--g)
b&a oMy o1, M Y,
ou l'on a posé
H=P11+(Ez_*_nz)pla+€17lapaa+ (Eaﬂp+5}$na)p[aﬁ] (ﬁ;ﬁﬁ=2,3,~ --n).

Et dans le cas d’un seul sous-faisceau caractéristique, il faut rem-
placer ces formules par les

(36) q)=“"}_Q()‘17"')‘3: X, T1,y " Tn; Pl,"'Pn)':O.
ol 3¢ 2Q . ‘
(37) (fzb—)t_’_aT\,:O (a=2’3’ RN (N L=1,2, .o .3; 3<n_1)'

() Bulletin de la Société Mathématique de France, 55, 1924 (voir notamment,
n° 29, p. 394).
(?) V. no 10.



avec
1=pg + 2511’11 + EzaPa: + 2515531’[:[3] (2 £ =23, n).

On obuent ainsi divers types d’équations du second ordre ad-
mettant des caractéristiques, suivant les différentes valeurs que I’on
attribue a s.

En particulier, si les £ sont des fonctions linéaires de 2 et Qest’
une fonction du second degré de i on a affaire a divers tvpes
d’équations de MongeE AmpPERE généralisées. Cherchons pour
chacun d’eux le nombre maximum d’invariants du premier ordre
du sous faisceau caractéristique S.

La forme analytique de ces équations est

Bo, By, --- B,
By, B1, - -+ Ba

ou l'on-a posé

§=0,+0,); 0=Eo+2\E, + 2E,, + D) Eya;
By =E¢ + P11 + 20,P15 + 0,°Pss + 205D [ag) 5
B, =E, + 0, P12 + 050, Pax + (0,05, + 068, ;)p[ag) s
B, =E, + 0% Pay + 20, ,95,Pg)
B =E, + %05 Pax+ (%8, + 0.8, rapps
(vZzn=1,2,--+8; az22=23,---n; E;=Ey;

les 6, E ne dépendant que de z, a1, ... Zn ; py, ... pn. En effet, les
équations (36), (37) peuvent étre remplacées par les

Bo -+ Bv)‘v =0
(38) Bl -+ Biv)‘v = 0 (v’.- == 1, 2’ v e 3)’

et la résolubilité de (38) par rapport 4 2 est certaine, puisque le dé-
terminant fonctionnel des premiers membres de (38), pris par rap-
port a 2, soit

|B117B2i,-.-B,‘| (i=1,2,---9)

n’est pas nul.
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Tout mvariant du premier ordre de S ésf un invariant de la.
transformation

Xf = Xuof + szxaf (2=2,3,---n),

et réciproquement, tout invariant du premiér ordre de Xf est un
invariant de S. Or, ’équation (36) peut s’écrire

¢=p11+gap1a+gzpa+g=0 (‘1=2737"'n)

avec
0 =P1i+ &Py (2=2,3,-n);
d’ou
Xf=Nf+p,Mf (2=23,---n)
avec
Nf = 32:1 piax_’_EKaf_'_p“::i) %;

df of -
Mif—P_Eapl (1—2,37"'")'

Les relations (38) entrainent

R

oul’on a posé

= | Ony1,4, Oni | (=1,2,---9); ar= pYey,h “+ Ea+ A Ean

(a='1’2,---s; Y=2, 37"'m);

27(Wha) désignant le déterminant qui se déduit de %, en remplacant
les ¢éléments de la (j — m) éme colonne par W,... Ws. Et puisqu’on
a de plus
F(— ap) = py2(— 0y ) + F(— Ep) -+ AZy(— Egp)

(a=1,2,-+-58;Yy=2,3,---m),

la-transformation Xf devient

Xf = Nf + p[Myf + Sory(— 0, IMyf] + S1%5(— Ep) + A2(— Ep)Msf

(a=1,2,-++8;y=2,3,---m;8=m +1,---n).
C’est une fonction du second degré par rapport aux quantités

indépendantes y,... %s ; pg,... pm. Mais quel que soit k, pourvu que i
prenne une des valeurs 1,2...s, la quantité

Ok, J+ 05,138(—— ek,h)v @=m—+1,---n)

Tsortsis 3.
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est identiquement nulle, puisqu’elle est égale au déterminant

Oki Opgn,d o Ong
06,1 Bmya,1c-- 05 |,

I1 s’ensuit que les termes du second degré en A, p dans Xf dispa-
raissent et Xf devient, en fait, une fonction linéaire en 2,p. Or, si
Pon prend, dans le faisceau S, comme variables nouvelles @ ; 2;,...
Js 5 Pgy-.. pm & la place de pyy, prgy... pin, tout invariant du premier
ordre de Ssera un invariant de Xf, et réciproquement tout invariant
du premier ordre de Xf sera un invariant de S. Donc il existe un
faisceau caractéristique du premier ordre Fs, ayant comme bhase les
n transformations.

— 2 of (a_/ ?ﬂ‘>_ ) A (Of_ of
%f—ax1+pla:c + 8 aza+P°‘ax Eobpl Sg°(Eh) aps esbpl)

—o (2 of 2 Ao w2, 2
%zf—ez,;<§z;+Paax>—E-ap1 3 °(E"‘)(ap5 05ap—1)

—of g2 1o of D_f>
Jlﬁnkf__apk ekbpx —+ 350( el‘,h) op; eﬁapl y

(2=2,3,---n; 1=14,2,--+8; k=2,3,---m;
8=m+ 1, n; m=n—s).

En exprimant que le faisceau F: est complet, on trouve un certain
nombre des conditions de forme assez compliquée, que I’on omet ici
pour raison de simplicité. Contentons nous seulement de remarquer
que ces conditions sont compatibles, puisqu’elles sont vérifiées si
Pon prend, en particulier, pour  une fonction ne dépendant que
de ;... As, c’est & dire si1 I'on suppose que §, E se réduisent & des
constantes absolues.

On en déduit que le nombre marimum d’invariants du premier
ordre de S est n ++ 1, le méme pour tous les types d’équations de Monge-

Ampére généralisées.



SECONDE PARTIE

SUR L’INTEGRATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES DU TROISIEME ORDRE A UNE FONCTION
INCONNUE DE N VARIABLES INDEPENDANTES A
CARACTERISTIQUES TRIPLES, DANS LE CAS OU
LE SOUS-FAISCEAU CARACTERISTIQUE ADMET LE
NOMBRE MAXIMUM D’INVARIANTS.

IV. — EQUATIONS LINEAIRES DU TROISTEME ORDRE
A CARACTERISTIQUES TRIPLES

17. Extension de certains résultats de M. Vessiot (*) & une équation
générale du troisieme ordre. — Envisageons le faisceau F de base ,

> > of of >
Xuof ZSEI: -+ pa b}]t:‘ + Pux ;& + Puag) ap[aﬁl; Ptl»"f‘:a—}{;h’

(1,@,i,k,h,=1,2,---n);

et une équation aux dérivées partielles du troisiéme ordre a une
fonction inconnue de n variables indépendantes supposée, pour
plus de simplicité, de la forme

P=pi1+ P1lz,Z1, - - - Tu; P15 * * * Pn3 P11, P12y" * *Prn P112,P118y * *Pann) =0
On pose, une fois pour toutes,

' of
P, ir axh oo axh’ “u "f aPi‘ cee i”

les indices en caractéres grecs «, [3,... étant desindices de Sommation :

(1) V. nos 1-12.
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et le symbole [«f...] désignant que la Sommation est étendue & toutes
les combinaisons des indices «, f3,...
Le sous-faisceau Fyde F qui laisse ® invariant sera de degré N — 1

le degré de F étant N = n + %4——2); c’est le faisceau

associé de l'équation proposée (c’est & dire que lintégration de
Péquation ® = 0 équivaut a celle du faisceau Fy).

Toute intégrale compléte de I’équation en question est 'intégrale
générale 4 n dimensions (intégrale compléted n dimensions) d’un
sous faisceau complet de F, de degré n, qui n’a aucune transforma-
n(n + 1)(n + 2)

1.2.3
infinitésimales Punrf (i, k, b = 1,2,.. n). Toute involution de F,,
et par suite tout sous faisecau complet de F,, contient une transfor-
mation caractéristique (s’il en existe), et toute mtégrale compléte
sera donc engendrée par des multiplicités intégrales & une

dimension faisant partie des trajectoires de la transformation ca-

tion commune avec le faisceau de

transformations

ractéristique ; c’est pourquoi ces trajectoires sont dites les mul-
tiplicités caractéristiques de l'équation en question (caractéris-
tiques de Monge.

Les équations du troisitme ordre qui possédent trois systémes de
caractéristiques de Monge sont divisées en trois classes différentes :
a. les équations ® = 0 pour lesquelles il existe trois sous faisceaux
caractéristiques distincts ; b. les ® = 0 qui possédent un sous faisceau
caractéristique simple et un sous fatsceaws corcctéristique double ; et
c. les ® = 0 qui ne possédent qu’un seul sous faisceau caractéristique
triple. Les équations a., ou bien sont des équations linécires de la
forme

(39) e=1+¢=0

= P, * (6 + Mg + Ca)p“a + (Eamg + By +- Tla.ca)p,aa +EMelaPaaa
+ (Samp + gaﬁg + gy + no8e + Sl + LmplP (g
-+ (E;’Gac;g ~+ Ea‘:l"lp -+ ﬂacagg)}) [zap] + (Egm pC«{ -+ E,tp"ly + 1,8 gc( + 7)¢Cp5?
+ Langhy +Calany)Prapy)
(a2 P2y =2,3, -+ n),

les &, 0, §, §, ne dépendant que de z, zy,... Zn; Py, ... Pn 5 P11y Pags--- Pons
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ou bien elles proviennent de I’élimination des parametres & 0, ¢
entre les équations

P =T 400, b my M Gy o Las @, Ty o T
ph'"PvﬁPH,Pm,“'Pun)=0,

Voo sa_ en ee_
(40) bEz+D§,_O’ a—m—i-s:a—-o
oll 2Q .

\ bZ'—I—;Cl:O; (l=2,3,'--h).

En faisant dans les formules (39), (40) ; d’abord 0 = & == & ;
puis & = 7i = & ; on obtient respectivement les équations b., c.

Donc les équations du troisiéme ordre qui possédent un seul sous-
faisceau caractéristique triple : ou bien sont des équations linéaires

de la forme
(41) =0+ ¢=0

avec

T=pyy + 3§cxp111 + 3512}7111 + E3Paay + 6215?1’1[1{1]
+ 35 P raag + BabphPragy
(1¢3¢Y=2a 37,"’n);

les £, { étant des fonctions de z, 2y,... Zn j P1y-.- Pr } P11y Pizsees Pnn 3
ou bien elles proviennent de I’élimination de £ entre les équations

(42) =1 + Q(&, -+- &4 ; 2, &1, -+ Tn; P1, *** Pn 5 P11, P12, * * * Pun) =0

(43) ;’—;+§§=0 (i=2,3,-n)

Lorsqu’on a affaire 4 une équation du second ordre & caractéris-
tiques doubles on sait, d’aprés la théorie de M. Vessiot (*), que le
sous faisceau caractéristique correspondant est toujours involutif,
Il n’en est pas ainsi pour une équation du troisiéme ordre & caracté-
ristiques triples, c’est & dire que le sous faisceau caractéristique triple
n’est jomais un faisceau involutif (%).

() V. n° 11.
(®) Ce fait a été indiqué par M. Corssarp pour n = 2 (Comples rendus, t. CXC,
1930, p. 709 et Bulletin de la Société Mathématique de France, 61, 1933, ne.2),
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Le sous-faisceau caractéristique triple a pour base les

m = n(n_—%(%_—l—_/ﬂ + 1 transformations

(44) Kf =Xy +§X, — (X498 — 28, X, Q)Pyyy — X, 0Py,
Kuyiif = P1iu — 28,P11. + 3E2Pin
Kiiif = Pt — £2P11 + 253P1n
(45) ’ Kiof = Py — 28,P11i — 28 P1y, + 68E P11
Ku)f = Pn‘) —_ 251&71)11& — £2P1y, +- 65;‘25,1)111
Kipf = Puyn — 285.P11 — 28,5 P1y; — 288 P + 12885Puy
(«=2,3,--"n; 1Z]Zh=23,---n);

le trait qui surligne X désignant que I'on a effectué cette opération
en traitant les £ comme des constantes.

Ces résultats s’obtiennent sans peine en imitant le procédé de
M. Vessiot relatif & une équation du second ordre ; c’est pourquoi
on peut les énoncer ici sans démonstration.

Les pages qui suivent sont réservées a I’étude des équations li-
néaires (41).

18. Structure du sous faisceau caractéristique triple. — Le sous-

faisceau caractéristique S qui correspond a I’équation (41) a pour

n(n—1)(n + 4)
6

base les m = + 1 transformations (45), (46) :

(46) Kf=X;+E8,X,— (X ®— 28 X, ®)Pyyy —X PPy, (2=2,3,---n)

Effectuons un changement de variables en prenant ¢ & la place
de p,y; et en gardant toutes les autres variables ; la base de S peut
alors s’écrire

(47) Kf= Xi + Eaxz — X, PPy,

Kuif = P, — 28P1x
Kmf = Pn’t - Eizplli
(48) Kli;f = Plz) b 2E]P111 - 2&1P11]
Ktz;f - Piz) - 2§iE;Pui - Etan)
\ Kinf = Pyn — 285P11 — 25EP1; — 288 P1an
(3,0, j,h=2,3.---n; is£jsZh)

oii 'on suppose que I’on a remplacé py;, par sa valeur tirée de ’'équa-
tion (41).
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Les crochets formés par les transformations (48) sont nuls, car les
quantités £ ne renferment pas les variables py,, pys... prma. Pour la
méme raison on obtient ensuite

(49) (K, Kyz) = (Xy, Kyy,) +8(Xy Kyp,) +Kq, X, @Pyyq
(a: i=2)3’ "'n)'
Or, on a
(X1, Kui) = — 3&2Py + 25P1 — Pig — 2XEiPaui s
(Xi, K1) = — Ky — 2XiEPay 5 (Xp, Kui) = — 2XEP1u
(1#7=2,3,---n)
avec

Kiif = Puf — 28Puf;
d’ou les identités
XiKin® — Ky Xi® = — Kyd — 2XEiPui® 5
XK — KiiXjo = — 2X5Pmid (i5£] =2, 3,---n).
En tenant compte des relations évidentes
Piid = 3% ; Kpd=—32; (1=2,3,---n),
les identités ci-dessus se réduisent aux
KXo = Ky@ ; KuiXpe = 0 ; (i#2j=2,3,.--n).
Donc les formules (49) deviennent
(50) (K, Kiu) = — Rii + (Kyi® — 2X8;)P1yi (:=2,3,-++n)
ou 'on a posé
Riif == Py — &Py + E2Py1; Xf= X1+ £,X, (x=2,3,--+n).

Un calcul semblable fournit ensuite pour les autres crochets non
identiquement nuls de la structure de S,

(51) (K, K‘iil) - EzB.iz -+ (Ku"b - 2EIXEI:)P111'
(52) (K, K1) = — Ry + (Ky® — 2XE)Puy + (Ku® — 2X&i)Pyy
(53) (K, Kuj) = — ERu — &Ry -+ (Ky® — 28XE, — 28, XE)P1s
+ (Ka®b — 2E:XE;)P11;
(54) (K, Kip) = — &Ry — §Run — &Rn + (Kpad — 28, X8, — 28 XEj)Pane

+ (K — 28;X%, — 28,XE) Py
—+ (Ky® — 25XE, — 25XE)Pu
(t¢]¢h=2, 3’"'")'
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avec
Kiif = Py — &*Pnr; Kif = Py — 28, P11 ;
Ryf = Py — &Pu — &Py, + 28%,Pyy; (i Z7j.)

On ¢n conclut que le sous faisceau caractéristique iriple, méme dans
le cas des équations linéaires n’est jamais un faisceau involutif.

19. Nombre maximum d’invariants du faisceau 8. Les transfor-
mations infinitisésimales Rit, Rij étan+ indépendantes, le faisceau S
ne peut atteindre le nombre maximum d’invariants que si les cro-
chets (51), (53), (b4) sont des combiniasons linéaires de (50), (52).
Pour cela, il est manifestement nécessaire que ’on ait les identités

Ki® = EKyo; Ky® = §Ku® + Ky (iz]j=2,3,..n.
Ces identités, & cause des relations évidentes
Raf = Kuf — &Kuf;  Rof = Kof — EKuf — &Kyyf (£ ),
s’écrivent
Rue =0 (b, k=2,3,.n),
lesquelles 3 leur tour, aprés calculs, deviennent
Ryt + 3Ry, =0  (0,h,k=2,3,---n)
ou lon a posé
129

T, = P11i + %P1y +EuPany + 221&,31’[1;'}]1 = 3 3 (x28=2,3,---n).

Ces derniéres relations, renfermant les ri qui sont indépendantes
entre eux et indépendants de

Zy X1, ***Tn ; P1y,*** Pn; P11, P12, * * * Prn,

ne peuvent &tre identiquement vérifites que si &, ¢ satisfont aux
équations

(55) Rméi = Ruy =0 (i,hyk=2,3,---n).
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Sous ces conditions le premier dérivé S’ de S aura pour base les

m + M2 transformations (47), (48), (56) -

\ Hiif = Ru + (2XE, — Kuq))Pus
! Hyf = Ry + (2X§ — Ky#)P1u: + (2XE — Ku®)Puyy
(l¢]=2’ 33"'”)7

(56)

et le nombre maximum d’invariants de S sera celui de S'.,
Nous sommes ainsi conduit & examiner si ce faisceau S’ peut étre
un faisceau complet.

Introduisons, a cet effet, comme variables ry, rs,... r» 3 la place de
Pug, Puss-- Pur €t conservons toutes les autres. Le faisceau S' se
trouve avoir, plus simplement, comme base les transformations

(57) Kf = Af + 71K11f -+ P[zﬁ]R[aﬁ]f -+ Aai';af
(58) Kguf = Pont

Htif = Rn']( -+ Gzz;zf
Hyf = Ryf + o,Gf + oGyf

(a3p:2’3;"'n; _g=172,"'n; i,i:h"k=2,3’,"'n; li])

(59)

ou 'on a posé

o
R R

Nif = Y; -+ r,P'M H Ph =P+ Ezpauh : 9, = 2AEL — th‘
+r (2Kt — 3K k) 5 A, =0,,0,— 31 N5 — N

D 2 3

(Y:“i,z,"'n; -’1:2,3,-"71).

Les crochets non identiquement nuls et non congrus & zéro de la
structure de S’ sont

(K, Hai) = — (A& + r Ky b + 7)) Kuf + (Ko — H;:A)Gif — HitAYG*./f
(K, Hy) = — (A}, + r K8 + o) Knf — (Ak + r,Kp b + o) Kajf
+ (Ko, — H,A)Gf + (Ko, — HyA)T)f — HuAgT,f
(Ha, H;) = Hu%G,f — HyoGuf ; (Hu, Hy)) = (Huoy— Hyo.) G, f + HuaByf 5
(Hit, Hpe) = HyoxGnf + Huoibrf — HueonBof 5
(Hgj, Hip) = (Hyan — Huns))Gof + Hyobaf — Hunoi®)f 5
(Hey, Hi) = HymGaf + Hyoalaf — Humo,Oif — HumaiG,f

(71,9, iv]':h:_k“=2r37"'n§i¢j¢h¢k37?ﬁi;a¢i¢l)'.
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On en déduit que S’ ne peut &tre un faisceau complet que si les
conditions suivantes sont simultanément vérifiées

(60) A+ rKphi 4 65 =0;  (61) Kog = HyA; = HyA, ;

(62) HyA, = HyAy = Hpgoi = 0; (o, iy j, by p, g = 2, 3,- - +n3 i 52 52 ).
En tenant compte de la valeur de s, les équations (60) entrainent

(63) 3% — Ky =0, Kofi — Kufy = 0; (i5£ /=2, 3,---n).

D’aprés ces relations, les (62) se réduisent a4 des identités et les
(61) deviennent

(64) — Koy = Miy + 3r M, + oi(Pud + 3r,Put,) (a,1=2,3,---n)

avec
9 )
My o g, 2t
opn op1
Donc le faisceau S', et par suite le sous faisceaus caractéristique S,
admet au plus 4 n — 1 invariants et ce nombre maximum n’est effecti-

vement atteint que st &, § satisfont a la fois auz équations (55), (63),

(64).

20. Détermination des invariants de 8’. — Plagons nous dans le
cas ou les conditions (55), (63), (64) sont réalisées et introduisons
comme variables g,... gn ; G5,... o» & la place de pyy,... pin; Toee. Tn
avec

qr = pPan -+ Eﬁpgh (J E— 2, 3,- . .n),
€n suppoesant

(65) D= | Kpski- - Kani | 20 (i =2, 3,+-n).

Un calcul facile montre que les transformations (58) ne changent
pas et que les transformations (57), (59) se réduisent a

(66) Kf B.’tf]_ -+ Eag -+ (Pl -+ Eapz) f + qlb_pfi -+ 9a a%f_

(q’ + aqa) f + (r '_'Pz'uﬁ)‘m’af + P[aﬁ]P[ap]f_ B s L
(67) Hpgf = Ppgf (J, g, pP,g8= 2’ 3,. . .n),
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ou l'on a posé

2 g3 g, . _
Moy = 139 31’ Shf———ach i Br=Mp + 3"aMhEQ

—+ on(Prdy + 3r,Put,) (2=2,3,--.n).

Il reste a calculer les coefficients de la transformation (66) en fonce
tion des nouvelles variables Pour cela, remplagons les fonctions
Y, &,... & par d’autres fonctions Q, 7,,... v de 3n 4 1 variables
Ly Tyyeee Tn 3 Pryeee Pu s Gy g (Y). On vérifie sans peine que

aE,-_i [ dmg\ | 1 LLTAW
=M= 5)s Pat= (=)

A
Mg, = :37(*~ Mins) 5 Kuf = % Ay (— Ming) ;

{68) !
2 22 1 (_bm) . 22 1 (_._a_"‘"> Q;
a—u"_ﬁ_’__AA“ a—u-,(faQ, Pllql—aql-l' AA“ 201 Qa H

1

\ My =M;2 + % A (—Mim)%,2; Ky =dkhQ 4 A A (—Nomg4,2;5

\

(@3] =2,3,c++n; u=2, Z1,"* *Tp ; P1,* * - PN,
avec

‘!;.f=qh§q§ 4 prallyf (@=2,3,-n)

Lome — 1, 4gma--- Lane

Lons, Long —1---%ums
A S RN 4
Qz'ﬁn Se:l"ln' . gZn"lﬂ —1

Aj(W,) désignant le déterminant qui se déduit de A, en rem-
plagant les éléments de la (j — 1)=*™ colonne par W,,... Wan. On
suppose que dans les Mif, Mf qui figurent dans les seconds membres
de (68) 'on met 1 & la place de £ et que I'on ait A 2 0.

Le déterminant 9 devient alors

1

@:KFIO

(3) Ce qui est possible, & cause des relations (55).
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avec

8 = | Ai(bgny)- « -Ai(— doym,) | (i, = 2, 3---n).

En tenant compte des condiiions (63), les équations (60) peuvent
s’écrire

o‘i+7‘aK1agi+%Klz¢=0 (a,i=2, 3’...n);

d’oui, d’aprés I’hypothése (65) et les relations (68),

1

r, = % 9,'(—— Ay + —1-J|thQ “+ 3

3 A(— c'lfblma)ﬁfo\) (2, i=2,3,---n);

©;(W4) étant le déterminant que I'on déduit de ©, en remplagant
les éléments de la (j — 1) *™ colonne par W,, ... We.
Les quantités Bi s’écrivent & leur tour

20 1 1 . s
Bi=M + i 30+ 3 o [Az(— Mins) —+ c.Aa( aql\J

1 1,
EXE 3ea( — Ao + 3 M@ + 5 3, (— nv,ms)se,sz”
(a, L= 23 3" * 'n)'

Donc la transformation (66) devient

— o of vof @b L, 2
(69) Kf = a_x— —+ n, b—z_ + (Pl + MaPa) oz +q op1 + 4a 3Py

— (@ + gy ,) -+ [ 8, (— o) — papcgl.m,
! 2Q 11 s
_3MaQ+caaq + 35 [ds(— Man) + 5,8, (— 2]
[OﬁepQ + 385(_ ""’h)] g Saf + P[zﬁ]P[ap]f (@, § = 2, 3,-- -n)
avec

Jon = Aoy + % AbQ + g A, (— Mym)4aQ (e =2, 3,-+-n);

dans laquelle ne figurent plus que les nouvelles variables r, ;,... Zn 5

P1rees P75 Guyees Gn 5 Pogyess Pun 3 Goyeee Gn 3 Prggye.. punn. Et le faisceau S
se trouve avoir comme base les transformations (58), (67), (69).
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Or; en-exprimant que ce faisceau est complet nous trouvons les
relations

(70) op — a%q [(1; 0,(— .‘\oh)] =0; ?quq[% 0,(— th)]= 0

2 (11 [ Mg . l - _
(71) % 3 A -t—, lAa(— MK"L') -+ O'KAx\——-é—ql)][e.,eag -+ 3 *a( th)]g e 0
(a, i’ jv q, k=2 37"'"’ H j’ qi")

Tenons compte d’abord des relations (70,. Les quantités ©.(—An)
se simplifient, puisque

(72) Ay(— Myns) = Ay(— Moyrs),
a cause du second groupe (63) et des rclations déja établies

Kyt = % Af— Moyns) (5, 7]=2,3,---n);

donc nous avons

(3)  f— i) = O(— Aoy - 5 My + 3 An(— dbm)%,0).

Les relations (70) entrainent alors

(74) . 3—,91-(‘—— X)) = :‘:E"(— ap) + oupiy (%, 1=2,3,---n),

ou l'on a posé

LLT one velg, M2
30 B3 9 301
ons M3 __q...q, M8
8= | %2q B0 " g1 ,
¥ Mn L M
92 g1 93 21 qn o1
g = |8y(— fbans) - - - 8i(— Mogme) | (i =2, 3,- - +n);

1 1 a0
ap = 60‘)‘ ~+ g..'“ohﬂ -+ ng aq1

aa,(‘_ Mop,) (@ = 2, 3,--+n);

0)(Wi), (W) “désignant respectivement ce qui deviennent
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9, = en remplacant les éléments de la (j — 1)-*™ colonne par W,... Wa..
Et les relations (72), (73) entrainent aussi

(75)  8)(— Moims) = 8(— Moyn)

a 1 Q ~
51(—' ah) = 3](— oy + g Jl[l,,hQ -+ %q; ga. Oh(— Jlflo,’q,)).

Tenant compte de la formule (74), les relations (71) entrainent
a leur tour

%lAz(_ Myns) + oA ( :2")] [6£,Q 4+ 38, (— Jop)]

s

11
=3 5[6“(_ Mung) + °’°“( g1/

)If 1Bq +33‘ —‘ah)J (a,;=2,3,...n).

En vertu des formules (74), (76), le faisceau S’ aura comme base
les transformations (58), (67) et

f . 3f f f g8 2
Lf = gy ™ Magg, + (P1F MaPa) g+ @i+ Gagy — (@ 0a%) 5o
1 L1
+ 23— andb,f — M0 + 6, 2 R [o@( M, m,)

5 _a_m” g0 22 — 5—=23,...
+ a2 (— 5) legp - + Bou— aliSef (8 =2,3, )

Cette derniére transformation ne renfermant pas les variables
Pags Pasy--- Pun; Piszy Piogse-- Prnn, les invariants fondamentauz du sou s-
faisceau caractéristique S, seront les 4n — 1 invcriants principauz

de Zf.

21. Conditions nécessaires et suffisantes pour que §' admette
effectivement 4n — 1 invariants. — On a vu plus haut que le
faisceau S a comme base les transformations (58), (77) :

(77) Kf =Zf + P[zp]P[z;i]f (2, 2=2,3,-+-n),

et que la base de S' est constituée par les (58), (67), (77). Les trans-
formations X:f deviennent, d’autre part,

Xif = Zif + piaMaf + (1 + ¢2Xiba)Qf + (pia + papXiia)lbaf
+ pia8|Paplf + XizaSaf (2, B, 1 =2, 3,--n)
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avec

d=3L+pd +a2; =2

am T Pigg T gy = aq

b1

Or, on a
Xifn = Yibn + riPubs + paKagbsr (2,3, h =2, 3,--+n)

et en tenant compte des relations (68) et des identités

- s o .
Ap(—Eimg) = Ah( b;;) —+ pils <— alx-’) + qAn <—— :—;i) (i,h=2,3,---n)

on obtient

Xiby = % [An(— Eums) + TiAh( :;:) + piada(— Mans) + pizAn(— Megms)]
(2,5, h =2, 3,--+n).

En vertu de ces derniéres relations et de la formule (74) i1 vient
Xif = %if + Pt[z§]P[z§]f + XiggSef (¢, i =2, 3, -n).
ou I'on a posé

- 1 (11 d
= ptd 4] [Lie o o] [4 -+ a0 (= 32)]

+ gaAg(—Zims) + pyada(— Mgrs) —+ ppdyl— b gn)] | Qf
- 1
-+ l Pig + %pxp 2 Aﬁ(— '——'1’18) —"Pl-{Ala(_ M-\‘/’)s) -+ [éai( _— ah)

]
-+ c‘{Pr. ] Aﬁ(_" jj) -+ PlVA"(— Jm"vn-’) g [ "ll"l"af
( 71)7_-53"""')'
En outre,les transformations Pyy;f sont remplacées par les Sif.
Donc le faisceau F,, qui laisse ® invariant, se trouve avoir, plus
simplement, comme base les transformations (58), (77), %if, S.f.

Mais si 'on envisage des multiplicités intégrales prolongées des
éléments p,,...pn; ¢, ... gn ; 9y, ... On, le faisceau F, donne nais-

sance au faisceau Fy qui a pour base les 4n — 3 transformations

1711 —-
Fo: Zf, Lif = =if + 3 [535'(— a) + qa:-l"h]Qf ;

Gif = Mif -+ S(0i + g Ming)Qf 5 Quf = Mif + fqlbn,Qf 5 Sif
(a,0=2,3,---n).
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D’aprés le résultat du numéro précédent Zf sera une transfor-
mation distinguée du faisceau F,.
Donc Vf étant une transformation quelconque de Fy :
Vi =CLf + 5Laf + u,Gaf + 0,Qof + wySaf (2=2,3,---n),
il est nécessaire et suffisant que 'on ait
(78) (Z, V)=0  (mod Fo).

Or, on a (mod Fy),
(Z, L) = { Lz, + Lizy — nylazy — Qulogy — ésa(-— an) L[y — "l‘xlg Qf
(Z, G == | Zgi + Gutn — 4Gz, — 02Gugs — g %a(— aNGly — gl | O
— (Zni + g — q4Giny) Paf

(Z, Q) = § ZDi— 1] + Qs —1,Qut,— Q81— L 2o(—an QD — .1} Qf
(Z, S) =0
(1’ i=2’3""n)1

ol 'on a posé

1
21 =20 + q,0, + N3, + ¢,8; + 531(_ anlhy ;

171 - 1
n= g[s—,sz(— an) + qﬁmz]; g =75 + ¢;Mina);
N 1 ) .
by = éqIJlfloma 4 PKf = a—Pf—K, (1. 1= 2, 3, e n).

Par la suite la relation (78) entraine les suivantes
Ly + gi — ¢,Gimy = 0;

Zas + iy — 1,20ty — 4Tagy — 2(— an)ZiDhg — 1] = 0
(79) ¢ 1
Zgi + Giz1 — nzG‘za - qulgz - gsa('— ah)Gi[)‘a—“ 'qa] =0
1 .
LD —ni] +Quzr— 1, Quzy — g, Qug, — ésa(_ an)Q[hy — na] =0
(,0=2,3,---n),
identités par rapport aux 4n variables z, Z;, ... Znj Py, .. pi;

1y - qn ; O3, ... on. Le déterminant 2 (-— 07a) peut s’écrire sous la
forme

%)(— Cap) = Olzcz (x=2,3,--+n),
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ol O ne dépendent pas de variables oy, ... o ; donc Zf s’écrit
1
Zf = J) + 500Qufou — B,Sof (1, B=2,3,---n)

avec

af of d
Jf= EY "’d— + (p1 + "laPa) f + qlap% —+ QaSFf — QQf

1 1 2Q
+ 5% bof 5 by=58Mbs2 + Tag; ool

(a=2,3,---n),

Mopmg) 5

Vu cette formule et les relations (75), les relations (63) se trouvent
remplacées par les

(80) Ini=0, Qm—Qm=0 (,j=23,.--n)

et les relations (79) entrainent maintenant les (81) qui remplacent

les (64) ;
3| Le— )] + 310 + 35z, (— b)Jing
1 1
— 5%[H,Q + 35%g(— bw)H,mp] = 0;

. 1 1 1
%) + 3%ax 3 3Jin, — 33%,5Hgn, + Qa[§3¢(- b:.)] g——-

we

(2, B1i,k,P=213,"'n)-

avec
J' = ""f_'_ ! [1 5‘(—‘ bp) -+ Qa‘—‘i"]a]Qf’ H‘f - M‘f -+ S Q1M51|¢1Qf

D’autre part, les relations (55) se réduisent & des identités,
puisque les quantités ¢y, ... gn demeurent invariantes par les trans-
formations Ruf.

Donc, pour que le sous-faisceau caractéristique S admeite effecti-
vement 4n — 1 invariants, il est nécessaire et suffisant que les fonc-
ions n, Q satisfassent & la fois auz équations (80), (81).

Remarquous qu’il existe ici un faisceau caracléristique du second
ordre Fs qui a comme base les n transformations

Fs: Jf, Qif (i=2,3,---n);
Tsortsis 4.



la structure de Fs étant
Qi Q) =0, (Qi,J)= Hif + QingJ,f (mod Fy); (i, ] = 2, 3, -n),
ce faisceau n’est pas complet et admet au plus n + 2 invariants

22. Intégration de I’équation. — Soit M une intégrale & n dimen-
sions de I’équation proposée. En la prolongeant jusqu’aux éléments
du troisiéme ordre E : py, ... pn; qq, ... gn; Oy, ... 72, On obtient une
intégrale a4 n dimensions du faisceau F, Réciproquement, toute

intégrale & n dimensions de F, est une multiplicité M, prolongée

au troisiéme ordre. Désignons par z, x,, ... Zn D1y -+ En 5 qay - Qn s
Oy, ... On, les 4n — 1 invariants principaux de la transformation Zf,
qui se réduisent respectivement & , Z, ... Zn; Pyy oo Pr} Gpy - Gn ;
Ggy ... On pour une valeur numérique arbitraire z, de z;. Et intro-

duisons les comme variables nouvelles en conservant seulement

. . . Ly s D
Iancienne variable z;. La transformation Zf se réduit & a-zlzil et tout
revient & intégrer le faisceau

Zlf’ Gif’ Qif'l Sif (l == 27 31 ot n)7

dans lequel z; joue le réle d’une constante arbitraire.

Donc l'intégrale générale a n-1 dimensions de F, sera donnée
par les formules

z = F1(@g, - - Zn); p1 = Fa(@2, - - - 3s); ps = Hi(@2, - - - T}
G1= Fa(@s, -+ - Bn) + TgHy(@2y - - - Ba); @ = H, + 7,Hy, 3
3 .2 2.1 IR 1 1 _ -
H; + 2 H;y + 9, Hjpy + 271171,”.Hz[a§] =3 %i(— an) + U“H:z
(a, p7i=2,2""n3“¢p)1

ou l'on a posé

oF, h

T omL H; ... (@2, -+ Zn),

F,, F,, F; étant trois fonctions arbitraires ; et W désignant ce
que devient W en remplagant a, par z, et les autres variables par
les invariants correspondants. C’est I'intégrale générale & n dimer -
sions, prolongée au troisitme ordre, de 1’équation proposée.
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V.— ETUDE DES EQUATIONS NON LINEAIRES DU TROISIEME ORDRE
A CARACTERISTIQUES TRIPLES DANS LE CAS OU LE SOUS-

FAISCEAU CARACTERISTIQUE ADMET LE NOMBRE MAXIMUM
D’INVARIANTS.

23. Structure du sous faisceau caractéristique 8. — On a vu dans
le n® 17 que les équations non linéaires du troisitme ordre qui
possédent un seul sous-faisceau caractéristique proviennent de
Pélimination des paramétres £ entre les équations (42), (43) et que
le sous-faisceau caractéris*ique a alors pour base les transforma-
tions (44), (45). Les quantités ¢ demeurent invariantes par les

transformations (45). En effet, les relations (43) developpées
s’écrivent

120
(82) Pt + 2P 1a + Eypiza + 2obepfag) + 335 =0
(a0 =2,3,---n; a7z B);

elles définissent £ en fonction de z, 2, ... Zn j P1y «.. Pn ; P11y «-- Pnn 3
P12y Pusy «-- Pnnne

En dérivant les équations (82) par rapport & ces derniéres
variables, il vient les relations

(83) 35'——%1A¢,2A.-,3---A¢,,_1 Aijyr-+ Aim| (:=2,3:-n);

bE{au
_?EL=31_A,IJ. ok _ %, %k gy % .
dp11r ’ dpun  dp1y dp1nk dp11a
2y 285 ), e 2
(84) ap1nk apnh apuk ’ Ly 23 P11
6—57 — ( bg, + ¢ _5_51_\) 5
OP hhik \ bp 17 dp11k
R T 2
dPhir ke bp 14 *3p1
(u==, 21, Tn; P1, *** Pn; P11, P12, * Pnn 3

j1h7k1r=2131"'n;h¢k¢ﬂ)
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ou l'on a posé
20 .
Aiy = 6(pij + EuPaty) + a’%’a,; A =] Ai2Ais - Aial (i=2,3,---n);

Aguvoo Agia Agjprccc Aga
A = (— f)rHitt An—1,2 o+ Ana,jo1 Anca, it oo 0 Anean
Anr1,2 o0 Apga, et Anga, g1 000 Aban

..................................

et 'on a A 0, puisque la partie homogéne de degré n 1 de A,
par rapport aux pija, n’est pas nulle. Tenant compte des formules
(84), on vérifie aisément que £ sont bien des invariants des trans-
formations (45) ; on a par exemple

Kistn = Prgfn — 28 Praibn — 26P1/fs = 2( 5 %ihl; =+ & a%—glhn)

b g b _ oy
—ah — e —0 (i),

et de méme pour les autres transformations (45).
Effectuons maintenant un changement de variables en remplg¢ant

Py Pug --- pur par @, &, .. &n et en conservant toutes les autres
variables. Les transformations (45) se réduisent alors aux

(85) Kpgif = Ppaf (p=1,2,--n;8k=2,3,.--n),
et la transformation (44) devient
(86) Kf=Xf+ (Xt, — Xo@Pyyg)Zf (4,6 =2,3,---'n)
avec

Xf=Xyf FEX S5 =i =2, (x=2,3, -+ n).

On suppose bien entendu que 'on a remplacé, dans la formule

(86), les pyi, Pugs - pun par leurs valeurs tirées de relations (42),
(43), soit

gplﬂ = 3Ea2piaa + GEaEppl[ap] -+ zsaspaaa -+ 65125;%17[“9]
, 0Q
(87) ~+ 128,868, Prapy) + tagr, — Q

1 20
P11 =— (251P11i + & Paai + 25bgPLagi + 3 gg‘)
(a1‘577’i=2131"'n; a#@#y).
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Or, en tenant compte des relations (83), (84), on obtient les
identités
an 0
AX?E'I=A(1XP§ (P=1721"'n§“,9=273,"'n)-
&L
Vu ces identités et les relations (84), la transformation (86) peut
s’écrire
1 -
@8) Kf=Xf + 3 APHGEf  (5,6=2,3,--- n)
ou 'on a posé
Hi = X2 — 3X0.
Le faisceau S a done, plus simplement, comme base les trans-
formations (85), (88) et on reconnait I’analogie avec les formules

indiquées dans le n® 9, pour les équations du second ordre.
Les crochets non identiquement nuls de la sturcture de S sont

(Kui, K) = Ry + Pm(i AEHﬁ)Ea; (K1, K) = Ry
1 -
—+ Py %AEHS)Ea 5 (K, K) = &R + P.r“(\z AEH{i):‘a H

(89)
(Kiipy K) = &Ry + &Ry + Pu}( :1\ AEH;a)Ea ; (Kgn,K) = &Ry + §Ran

—+ &R + Pnh(% A&Hp)sz
(2 By 1y j, h==2,3,---n;i£[jZ=h);

. T o
Rijf, Riif conservant la méme signification que dans le n°® 18,
Donc le sous-faiscraw caractéristique triple ne peut jamais étre un

faisceau involutif, et a foriiori un faisceau complet.

24. Conditions nécessaires pour que S admette le nombre maxi-

mum d’invariants. — Les M;—i) transformations infiniténinales

Ry, Ru étant indépendantes, S ne peut atteindre le nombre maxi-
mum d’invariants que si I'on a identiquement
(Kaiy K) = &(Kui, K) ;3 (K, K) = &(Katy K) + &(Kaijy K) 5 (Kigay K)
= 5h(K1ij7 K) - E](Klih‘y K) + Ei(Klﬂh K) H
(i7£]'¢h=2131"'n) ’
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ce qui entraine les relations
Pa;(i H;g) = E.Pm( A?Hp) ; Pm( APH )=E,-Pm(% A%Hp>

+ &P ARHg) 5 Pan(5 ARH;) = 8Puo(§ ARHy)

(=N

+ E1P19'h(K AE{H;5> =+ E.'Pm(% A%H;s)
(a, p, i?j7h1k:2, 3,'n;l¢]¢h).

Or, on vérifie aisément les identités

‘ 1

P“‘(%AIT{> = E"P“"(i_& A‘Ic{) H Pt'l'](% Af{) = E,Pui(% Af{) -+ E.-P;u‘;(KA;{) H

1 (4 1 1
Pﬁh<A Afg) = EhPIi;/(K AE) + E,le(g A%) + Etplih(.‘&A;{) ;

(iv s By By 7= 2y By e om s i 52 52 )5
donc les relations ci dessus deviennent
A?{(P‘“Hﬁ — &PuHg) =03 AI%(PH;H;; — E;PmHg — &P1yHg) = 0 5
A?{(Pi}th _ EhPH;Hp —_— £]P1|},Hp —_— EtPIJth) = 0
(p" £1,7.,h=2,3,"'n; l?ﬁ]#h),
n(n — 1)
2

ce qui entraine les

relations
(90) R”Q =0 (i, j=2, 3,...n).

Ce sont les conditions nécessaires auzxquelles Q doit étre assujetti,
pour que S puisse atteindre le nombre mazimum d’invariants.

Sous ces conditions les crochets (89) n’introduisent que les n(n 2— 1)

transformations nouvelles
1)  Ouf = Rauf + Plg,,(i ) J (B g k=2 3,-n),

et le premier dérivé S’ de S a alors comme baseles m 4 nin — 1) 2_ 1)

transformation (85), (88), (91) (m =1 + MP=HE 8, 0,
le degré de S).
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25. Structure du faisceau §'. — C’est de la nature du faisceau
S' que dépendent le nombre et la nature des invariants de S. For-
mons donc les crochets des traisformations de base de S’. Pour

les crochets (K,0u) il vient
92) (K, 04 = (X,Ra) + AA"H S +P“(

+[x Pm< afH, —-eﬁ(

(1”‘17'—"23 - n).

B>~ l>h—=
>
R-®
jus)
™
=
gl
[
L

Calculons d’abord les crochets

(X,Ra) = (Xp,Rai) + &a(XogRi)) (08 =2,3,---n);

on obtient les relations

(Xp,Ra) = EMyf — a@")m¢+(m%mw;

1 Q
(Xl'yRii) = — Ms‘f -+ §<Riia—E'>Pnf 5 (XHR{;) —+ g(Rﬁggj)Puf;
(4,8,] =2,3,---n; i 7))
avec
_of . of .
Mif = 35— Yop, °
d’ou
1 Q .
93) (X, Re) = 5 (Rﬁ Z’—;;) Kif  (1i=2 2 -n),

les Kuf conservant la méme signification que dans le n° 18.
Passons ensuite aux crochets

(X, Z) = (X1, Bo) + §,(Xop &) —Xs (3,1= 2,3,--+n);

on a
1 ?%
(X120 = (%ie + 3 as.aE)P“‘ ACAEr >P“ ;
2Q .

(X = (200 + 5 oo P15 (0 iy h=23,00n)

avec
pin = p1in ~+ E;Pain (2=2,3,--+n);

il suit

— 1 %@ _
(94) (X, =) = (2012 + 3 32087 ) Ktal — Xt
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Quant aux crochets (Za, Ru) on obtient les formules

(95) (=4 Ra) =—Kuf; (E,Ra)=0; (;=2,3,--'n).

Tenant compte des formules (93), (94), (95), les crochets (92)
peuvent s’écrire

(96) (K00 =3RS ) + (20 + 3 505) Py AF1g) 1ot —
_%A? Hgan —_ Pn‘i(% AE Hp) X, f + lKPl“(K AEH;,) —

1 = .
_Gti(Z ASHs)]:J (a, 8,7, 1 =2,3,- - +n).
Un calcul semblable fournit ensuite pour les autres crochets,

non identiquement nuls et non congrus & zéro, de la structure de §'
les expressions

97) (K0, = l %(Rﬁ :_;; ) + <2PW N % aaza \)Pw\! A pHp) JKxaf
— L APHKf — § AFHGKyf — Pu (L afH )X f
+ | KPu(§ a8Hg ) —ea (4 48H,) | =13
(8, 8,) = Puy (3 AP H, )Kl.f — Pl,,&1 PHg ) Kayf
+ [euPu (§ ABHB> — 6,y AP HY) |2t
(OusPre) = Puss( 5 AT H ) Kaif — Pun(§ A Hy ) Kurf
— Pua( 3 AP H )Kuef + [ 0uPus( 5 45Hy)
©8) — OucPua( s ABH, )=,
(Ou0m) = Puie( x ATH, ) Kaf + Pu (§ APHg ) Kuef
— Puy § AP Hy ) Kawf — a3 A Hg ) Kusf
+ | 0uPun(§ 85 Hg ) — OncPus (5 ALH) |2 5

(Kpgty 8gr) = Pmkplqr( A Hp) af
p=12,---n; oB,Y,5],h k8,97 =2,3,---n; iZ]: hZk)
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26. Condifions nécessaires et suffisantes pour que §' soit un
faisceau complet. — Nous allons maintenant examiner, si le fais-
ceau S’ peut é&tre un faisceau complet. Les formules (96), (97), (98)
montrent que les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’il en
soit ainsi sont

©9) zafi,=3(ReZ)s  (00) FaPH =3(R, s
(101) R.,g—g =0; (102) R,,}zi =0;

{103) Pl..(}A AfH,) = 0; (104)  Pay( 3 APH,) = 0;
(105) Ras( § APHg ) = Ry () afH;) = 0;

(?, i,f,h,f=2,3,---n;i¢j7£1),

Mais ces conditions se simplifient beaucoup. Les relations (105)
sont des conséquences de (99), (100), (101), (102). En effet, les (99)

entrainent

Q
(106) Ru(y APH;) = 3RaRu -

Or, en comparant les relations (99), (100), il vient

Q 2Q . .
{107) RaZy = Ry £ =D
on en déduit
2Q 20
Ri:Rit% = RuRy s&;?
et comme par ailleurs
RiiRi]f = Ri)Rﬁf )

on obtient

2Q

aQ
RiuRy = = RyRu =+
ted\gy DE, 19 aE]

Le second membre de cette derniére relation est nul, & cause de
(101) ; donc les (106) se réduisent &

R“(%A;F‘H?) =0 (B,i=2,3y:--n)
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Ce sont bien les relations (105) pour k = ¢ ; de méme pour les
autres.

Donc les conditions ci-dessus se réduisent aux (99), (101), (102),
(107), puisque les relations (103), (104) sont manifestement des

conséquences de (99) et que les (100) peuvent étre remplacées par
les (107).

Mais on peut préciser davantage ces conditions. Les relations
(99), & cause des identités évidentes

A+AAF=0  (Bi=2,3,---n)

s’écrivent
(108) Af[3Hg + A, g R ) | =0.

Or, un calcul facile montre que

20 20
Hi = (Raiggi —3K1,Q)pq; + (R[ya];,g)?na] + Iy
(d,y,8,i=2,3,...n; Y¢i§ 8 £ 1),
ou 'on a posé’
o0 2Q 20 130 20
Ty= Y1b—§;' -+ EI(Y“SE,) — Q(Pua—&;) —3 3_51<K116 h)
Q

1a
_— 3(Y}.Q —3 DEPHQ) ;

=2 of o, 2,
Yhf = b—."L‘h -+ phbm - Phaapa ’
(a=2,3s"'n);
ce qui peut s’écrire, en vertu des relations (101), (102), (107),

H‘=Bapai+rf' (a=2,3,...n),

avec
o
Bi = R — 3KuQ.
ok
Comme de plus, en tenant compte de (90), il vient

(109) B: + 2(&.-2—2 ) = 3=Raa = 0,



— 59 —
les relations (108) devier nent

AP(B Ay g+ 6T —BoCop) =0 (o, B,v,i=2,3,--n;y5£i).
avec

_ e
Cue = e

Ces derniéres relations se simplifient encore, car on a identique-
ment

Apdf=0  (Bi,j=23--n;izt));
elles deviennent done
AP(6rg —B,Cag) =0 (%, 8,i=2,3,---n).
Vu la forme des déterminants A% et la relation évi(iente
B + 2Ky = 0,

on conclut que ces relations ne peuvent étre identiquement véri-
fies que si Q satisfait 3 la fois aux n — 1 équations

(110) 3 + CyKiq =0  (2,i=2,3,---n).

Comme enfin on peut obtenir les identités

20 2Q 2Q —
R"’afj = ERaQ ; Ri'b_Er = £RyQ ; Riia—a — K2 = E;RuQ ;
aQ —_
R"a—i-, — KliQ - -Z;Ri;Q,

il s’ensuit que (101), (102), (107) sont des conséquences de /90) et
on arrive ainsi a la conclusion suivante :

Le faisceau S' ne peut étre un faisceau complet, et par suite S ne
peut admettre le nombre mazimum d’invariarts, que st Q satisfait
a la fois aux équations (90), (110) ; Q étant assujettie a ces condi-
tions, le nombre des invariants de S sera 4n — 1.

27. Réduction des conditions (90), (110). — Le faisceau S se

trouve, d’aprés ce qui précéde, avoir comme base les transforma-

tions (85), (111) :

(119) Kf= Xf + 3Kia0%of (2 =2,3,-++n),
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tandis que le faisceau S’ s’obtient en adjoignant a ces transforma-
tions les

(112) 8,xf = Ryxt (g, x =2,3--n).

Remplagons lafonction Q par une autre fonction § de 4n variables
o Ty ees Tn 3 Pryoes Pr 3 Qry oo G ;3 Egy oo En g avec
9x = Pix + £qPax (x =2,3---n)();

on aura alors

(113) gg = Ji¥ + pi, b, ; K@ = MY ; (2=2,3.--n)
avec

of of of ¢ 2,
Jif = F +aqt;
i]' i ™ qi (m‘l./ aq. bq1

Introduisons maintenant comme variables ¢, ... gn & la place
de pyy, pigy -« pin et gardons toutes les autres. Les transforma-
tions (85) demeurent telles quelles, tandis que la transforma-
tion (111), 4 cause des formules (113), devient

(114) Ki=Zf + tagPragyf (%8 =23---n)

avec

if = f Easﬁ + (pr+ Eapz) s T apfv *ksaqil
+%¢%¢¢Jaf—3.]1¢moaf y=1412,---n;¢=2,3,---n);

et que les transformations (112) se réduisent a
(115) 8gxf = Poxf (gx =2,3,---n).

Le faisceau Sa donc pour base les transformations (85), (J14) et le
faisceau S’ les transformations (85), (115), Zf. Dans la transfor-
mation infiniténisale Zf ne figurent pas les variables pys, pog, ... pnn;
P122y Pisss - pran; ce qui indique que les 4n — 1 invariants fonda-
mentaux de S’ (et par suite de S) ne sont autres que les 4n — 1 in-
variants principaux de cette transformation.

Ceci posé, completons la base de S en lui adjoignant les trans-

1) Ce qui est possible, 4 cause des relations (90).
q P
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. B -
formations auxquelles se raménent les E,f, ... En} ; Xf, ... Xnf, par
le changement de variables ci dessus, de maniére » obtenir la base
du faisceau associé F,. Les Z.f deviennent

(116) Eif = Lf + pialosf (2,1 =2,3,-.-n),

et les X¢f peuvent étre remplacées par

(117) Bif = Zif + piaGaf + puafosf (2,0 =2,3,--- n)
ou l'on a posé

sf =2+ pd a2 —Jondl s ey=2A —n2 a2

Le faisceau F, a donc pour base les transformations (85), (114),
(116), (147).

On pourrait méme prendre les variables p, pog, .. pun 3 la
place de pyss, piss, --- pinn, ce qui remplacerait les transformations
df
gk

Kygif = Pygif par les Kigf = 5 - = Caf, tandis que toutes le

autres transformations de base de F, demeuraient inaltérées.
Il est maintenant bien clair que toute intégrale compléte de
P’équation du troisiéme ordre prolongée des éléments E : p;, ... pn;

Q1y - qn ; &gy ... En, constitue une intégrale générale & n dimensions

\Intégrale compléte & n dimensions) du faisceau F, qui a pour base
les 4n — 3 transformations Zf ; Zf, ... Znf 5 Gyf, ... Gaf 5 Myf, ...
Muf 5 Jof, ... Jaf. _

Réciproquement toute intégrale générale a n dimensions de F,
sera une intégrale compléte, prolongée des éléments E, de 'équa-
tion en question.

La transformation infinitésinale Zf doit étre, a’aprés ce qui
précéde, une transformation distinguée de fo, c’est a dire qu’elle
doit étre en involution avec toutes les transformations_de F,. Ex-
primons ceci pour une transformation quelconque de F,,

Vf = CZf + 0, Zof + 8,Gof + mlo,f + j,Jof (2=2,3,---n).



On a les formules (mod F,),

) = (Zy — 3, ) = (G — L of .
@z)=@y—52) L, (2,6)= (G —§zaut) 2L ;
(Z, M) =0; (Z,J5)=0;
(i=2737"'n)3

donc on ne peut avoir
(Z,V)=0 (mod. Fo)

que si ¢ satisfait a la fois aux 2(n — 1) équations aux dérivées par-
tielles du second ordre

(118) 3Zy —ZIy =0; 3G —ZMyy =0; (i=2,3,:--n).

Ces équations sont vérifiées si ’'on prend, en particulier, pour
¢ une fonction arbitraire de &, ... &n. Les équations (118) remplacent
les conditions (90), (110) du numéro précédent et on pourrait les
établir directement, en utilisant les formules de changemen. de la
fonction Q en ¢. On constate ainsi que les relations (90) se réduisent

4 des identités et que les (Ll18) ne sont autres que les rela-
tions (110).

28. Utilisation des invariants de S pour l'intégration de I'équa-
tion. — D’aprés les résultats du numéro précédent on n’a qu’a in-
tégrer le faisceau Fy pour que I'on puisse obtenir une multiplicité
intégrale & n dimensions, prolongée des éléments E, de I'équation
du troisiéme ordre en question. Il suffit pour cela d’introduire
comme variables nouvelles les 4n — 1 invariants principaux de la
transformation Zf et de garder une seule des anciennes variables.
La base de F, prend ainsi une forme trés simple et I'intégration se
fait alors immédiatement. Mais nous préférons ici procéder un

peu différemment. Le faisceau Fyayant comme base les transforma-
tions (114), (116), (117) et
Kurf = Cuf 5 Kunf = Pumf 5 (i, b, k=2, 3, +-+ n),
tout sous faisceau complet de F, définissant une intégrale com-
pléte sera de la forme
Uyf = Kf + u[saB]K[ea,'%]f 3 U =B f + 0, 5f +w, eaﬁ]K[szp]f;
(4B i=2,3.---n); e=1,2,..-n).
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Désignons par z, &y, ... Znj Pyy e Prj Guy - qn j Ep oo Enles 4n —1
invariants principaux de Zf, satisfaisant aux équations

T =, % = @i, P = Pry ¢ = g, =%  pour 1 = 70
(r=1,2,---n;:1=23, --- n),

z, étant une valeur numérique arbitraire ; ce sont des invariants

de la transformation U,f. Désignons encore par pi, ;u:, pih, les
autres invariants principaux de U,f tels que

Pik = Pit, Pik = Pit, Pith = pitn  pour @ =0, k, h=2,3,--- n)

Effectuons maintenant un changement de variables en prenant
pour variables nouvelles tous les invariants principaux de Uf et
on conservant seulement l’ancienne variable z;. Comme les rela-

tions qui expriment que le faisceau U,f, Usf est complet, peuvent
s’écrire sous la forme

(U‘, Ul)zw‘aU15 (U"1 UJ)=O; ("7 i1j=2137 "'n;iij)’

un calcul facile prouve que ce faisceau se trouve avoir, plus simple-
menr, comme base

) a -2 - 2 1 - 2%\ o
Vlf:a—xfl; V,-f:f_f +p;—£+q,Tf—?—’(aE+q,—_>—_f

AT, hY7 dpi 941/ 991
el L (E ) Y g (2 - )
3P, ap1 9 \ag, 21/ 2q1 2q, 2q1
—l—;l, a_f -+ q, = +p,, _a__ _ )] +W;1[1 _f
26, 39 " oqa ?[ap
_?f
+ wt[ﬁéﬂ ap[ el

(7, §7Y,i=2’3:"'n)7

7 désignant ce qui devient = en remplacant z; par z, et les autres
variables par les invariants correspondants. Or, 'intégration du
faisceau V,f, Vif supposé complet, s’effectue immédiatemer t et

on en déduit que les multiplicités & n dimensions les plus générales,
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prolongées au troisiéme ordre, satisfaisant & I’équation en question
sont définies par les relations

z = Fy(z2, -+ 7)), p1= Fa(@g, ) pi = HY(@a, - - - Tn) ;
;1 = Fs(;z, ot ;ﬂ) + g:tza(;Za ce ‘;ﬂ) 5 5' = H% + EaHIia;
= = T r 129 ; - - -

H% + 26,H2, + &2HY, + 288 HY g + g5 (G oo a5 20, )0+ 73

Fy, Fs, Fs; Hgl-.- Hz; Hg?-.-H,2; Hig, Hlp... Hl,,) =03
(a1p7i=273)"'n; °‘¢p)

avec

dF — -

TL_— = H?i"'ir(xz’ e x”)’

bx“ L] b.’l:l'

les ¥, F,, F; désigant trois fonctions arbitraires.

La solution du probléme de Caucmy se trouve ainsi mise en
évidence.




