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PREMIÈRE THÈSE.

INVARIANTS
DB

QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES
I:T RKOUCTIOIN in; CELLES-CI

A DES ÉQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS

INTRODUCTION.

La recherche des invariants d'une équation différentielle et leur
emploi pour inellre une équation sons forme canonique el obtenir de
nouveaux cas d'intégration, a fail l'objet de nombreux Ira\aux ( ') .

La théorie dos invariante des équations diiïerenlielles linéaires,
«bordée par Lapuerre \o, b] et Brioschi [«, b] fui complétée par
Halphen [a, b].

K. Liouville [d] a étudié les invariant* de l'équation (2)

y—y -¥• ft»y:i-^ 'W/,y*2-i- 3*7 «y-

R. Liouville [a; b; c] el Appell \a] ont étudié les invariants de

y =< / „ -h 3aKy-h 3 <7•»,>•*-*- a-iy'K

Appell [a] el Klliot ont étudié les invariants de

b{)-h b\y H- . . . •+• bpyif

(») On est prit- «le se reporter à l'index bibliographique placé à la fin de cette
introduction pour avoir l'indication des travaux auxquels nous faisons allusion.

(3) Dans tout ce qui suit, at; a; b; c; d} désignent des fondions de JT.

THK8K J. FAYKT.



— 2 —

Appcll [a] a de plus formé les invariants des équations du deuxième
ordre et du deuxième degré, linéaires et homogènes par rapport à la
fonction inconnue et à ses dérivées et en a fait des applications à
l'intégral ion de ces équations.

Certains de ces résultats ont été généralisés par Rivereau qui a do
plus étudié les invariants des équations homogènes du second ordre et
du troisième degré en y. y' et y" et des équations homogènes du
troisième ordre et du second degré en j , j ' , y , y1".

M. Peyovitch [a] a formé les invariants des équations de la forme

a y* -+• ?. byy' -+- cy% -+- d = o

et explicité [6] les équations linéaires et homogènes d'ordre quelconque
réductibles aux équations de même forme à coefficients constants par
un changement de variable indépendante d\ = u(x) dx.

Dans ce travail, comme on Ta fait dans la plupart de ceux qui
viennent d'être cités, j'emploierai uniquement des changements de
variables de la forme

(i) y=\(x)\ + \L(X), d\ = {vx)dx.

Je me suis proposé de former les invariants de certaines classes
d'équations différentielles, ainsi que les formes canoniques de ces
équations.

Dans les cas particuliers où ces formes canoniques sont à coefficients
constants, il en résulte des cas évidents d'intégrabilité.

Dans le cas où ces formes canoniques ne sont pas à coefficients
constants, j 'ai montré que ces formes canoniques pouvaient être
utilisées pour reconnaître si l'équation différentielle pouvait être ramenée
à une équation de même forme à coefficients constants et obtenir
ensuite cette équation. Ce procédé avait déjà été employé pour cer-
taines des équations différentielles signalées plus haut (voir en parti-
culier Appell [a] et Peyovilch [b]).

La recherche des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
équation différentielle soit réductible à une équation à coefficients
constants et la recherche de cette équation lorsque ces conditions sont
vérifiées peut, pour toutes les équations que j'ai étudiées, se faire,
comme je l'ai monlré, par une méthode directe, sans faire intervenir
ni invariants, ni forme canonique. Par cette seconde méthode, les
calculs paraissent plus rapides. Celte même méthode permet aussi de
montrer, tout au moins pour les équations les plus générales de chaque
type étudié, que la réduction à une équation à coefficients constants,.
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lorsqu'elle est possible, s'effectue sans quadrature, tandis que la
formation des invariants exige des quadratures dans les cas les plus
généraux.

Après un chapitre relatif aux invariants différentiels, j'étudie dans les
autres clin pitres, les équations suivantes

p(y) étant un polynôme en y de degré quelconque dont les coefficients
sont des fonctions de x\ et les équations

où p(y, y') est un polynôme du second ou du troisième degré en y, y1

dont les coefficients sont des fonctions de x seul; et enfin les équations

où p est un polynôme du second degré en y, y', y", dont les coefficients
ne dépendent que de x.

Dans le cas où p(y, y') est du second degré en y, y\ je recherche les
cas où l'intégrale générale est une fonction rationnelle de la constante
d'intégration. Une forme particulière de l'équation p(y, y')=o où p
est du troisième degré en y et y1 nous conduit à résoudre directement
la question suivante : établir les conditions nécessaires et suffisantes
que doivent remplir les coefficients de l'équation

ƒ 2a/7<H- 60-4- 26*+i / ' + 1 = o (i = 1,2, 3, . . . , / i ) ,

pour qu'elle admette un facteur intégrant ne dépendant que de x.
Enfin, pour l'équation linéaire et homogène d'ordre n

(9.) f (y) s= yW -+- a,/!""1) -t- aty^-V H- . . . H- any = o,

dont Halphen [b] et M. Pcyovitch [6] ont étudié les invariants et semi-
invariants et formé les conditions nécessaires et suffisantes pour leur
réduction à une équation à coefficients constants, j'ai montré que celles
des équations (2) qui sont réductibles à une équation à coefficients
constants sont caractérisées par la condition suivante : il existe quatre
fonctions G(x)\ g{x)\ OL(X)\ $(X) telles que Ton ail l'identité

G ( ) / [ ( ) / P ( ) ] [ (

On a l'interprétation suivante : pour que l'équation (2) soit réduc-
tible à une équation linéaire à coefficients constants, il faut et il suffit
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que toute solution de ƒ(>•) = o soit une solution de

(3) /r«(*)/+fS(.r) /] = o.

J'ai également montré que si (2) est réductible à une équation à
coefficients constants, on sait également intégrer l'équation (3). J'ai
indiqué diverses applications géométriques de ces propriétés.

Terminons cette introduction en énonçant la convention suivante
dont il sera fait usage dans le cours du travail.

Si une équation différentielle donnée peut être rameuée à une équa-
tion différentielle à coefficients constants par un changement de
variable (i). on dira que cette équation donnée est réductible.
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CHAPITRE I.
INVARIANTS.

1. Définitions. — Considérons, par exemple, une équation différentielle

(1) ƒ > ( * , / > ƒ , . . . ? / W ) = o>

où p est un polynôme en y, y. . . . . yW dont les coefficients
cii[i= 1,2, . . . , / ' ] sont des fonctions quelconques de x. Si nous faisons
le changement de variables

(2) y = X(ar)Y-+-jx(a?), cT

et si nous supposons que, dans la nouvelle équation

dX dn
Y

le polynôme P soit de la même forme que p ) à un terme de p ayant
pour coefficient as correspond un terme de P qui s'en déduit en

remplaçant y par Y et les dérivées y[V par -T=T-« Soit OLS le coefficient de

ce terme de P. Ce coefficient <xs s'exprime rationnellement au moyen
des ai, de A, JUL, V et des dérivées de X, p, V. Supposons que Ton n'ait pas
remplacé dans ces diverses fonctions x en fonction de X. Désignons
par I ( a n a2, . . ., ar) une fonction des a, et de leurs dérivées, pouvant
même dépendre de fonctions primitives de fonctions rationnelles des a,-
et de leurs dérivées.

Si, quels que soient les at ai les fonctions arbitraires X, JJL, V, on a

( 3 ) I ( a i , a 2 , . . . , o r ) a l ( ( i | , « 2 , . . . , * r ) ,

on dira quel (a*. a2? • • •? «r)est un invariant de (1) pour le changement
de variables (2). I ( « M aa, . . . , <*r) est une fonction des a, qui est indé-
pendante des fonctions arbitraires X, JUL, v.

Si Ton a une fonction J(au a2, . . ., a,•) telle que, quels que soient*/,-
et les fonctions )., f/, v, on ail, en désignant par F(X, jx, v) une certaine
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fonction de X, jm, v

F(X, fi, v) J(ai, «i, . . . , ar) s J(*l9;«,, . . . , «r),

on dit que J(a<, aa, . . . , a, ) est un invariant relatif de (i) pour le
changement de variables (2), tandis que I, satisfaisant à la condition (3)
est un invariant absolu.

Remarquons que Ton peut être amené à considérer le cas où Tune
des trois fonctions X, /JL, V, s'exprime en fonction des deux autres, ou
le cas où deux d'entre elles s'expriment eu fonction de la troisième.
I (a ( , «2 , . . . . fi,) est un invariant pour cette transformation particulière
si l'ici entité (3) a lieu quels que soient les at et les fonctions ou la
fonction qui restent arbitraires.

On peut être amené à considérer un changement de \ariables (2) ne
dépendant que d'une ou deux fonctions, pour obtenir une équation
P = o qui soit de la même forme que l'équation (1) ou pour avoir des
résultats plu* simples.

Ou peut en particulier prendre v(#) = i et J/(J?) = O, on obtient le
changement : y = l(x) Y, changement de fonction seule. En prenant
X(#) = i, rj.(x)—u, on a : rfX = v (x ) du\ changement de variable
seule. Dans ces deux cas, les fonctions I et J ont été désignées par
Laguerre semi-invariants absolus et semi-invariants relatifs respec-
tivement.

Halphen, ù la suite de Laguerre. Brioschi, etc., a appelé forme cano-
nique d'une équation différentielle une forme réduite de l'équation
considérée dans laquelle tous les coefficients xi autres que o et 1 sont
des i uva riants absolus.

Dans la plupart des invariants I que nous rencontrerons figure une
fonction primitive dont la présence introduit dans I une constante
arbitraire. Pour distinguer ces invariants d'autres invariants, on pourra
dire que eu sont des invariants qui dépendent d'un paramètre.

Il paraît ÏIU premier abord naturel d'éviter l'introduction de celte
constante, en ne considérant que des fonctions primitives nulles pour
une valeur fixe de la variable. On constate facilement que cette convention
ne suffît pas pour conserve4!1 la définition donnée d'un invariant. On
verra par exemple, au 11" 2, que. si dans la formule (2), X est une
constante c ou si X fonction de x est remplacé par cX, les invariants
trouvés ne satisfont pas (') à la condition (3). Ils sont multipliés par
une constante lorsqu'on fait la substitution (2).

(•) Voir AppelI [aj , p. 3?>.



Dans les invariants I dépendant d'une primitive que nous rencon-
trerons, cette primitive est l'exposant d'une exponentielle qui est en
facteur dans tous les termes de I. Nous conviendrons de dire qu'une
expression l (« i , a.2, . . ., a,) dépendant d'une primitive de la façon qui
vient d'être indiquée est un invariant, si k étant une constante, on a. au
lieu de la relation (3) la relation

( 4 ) l ( ' / i , </« " r ) = A' l (at , 3*, . . . , a, .) .

2. Formation d'invariants. — Nous allons montrer, sur un exemple,
comment, en recherchant une forme réduite d'une équation, on obtient
des invariants et une forme canonique. Dans la suite du travail, nous ne
reviendrons pas sur le détail des calculs et des raisonnements tout à fait
analogues à ceux que nous allons exposer.

Considérons l'équation dillérentielle

dans laquelle les a< désignent des fonctions quelconques de la variables.
La substitution

(6) y = \(x)v H- ,4(jr), du = v(*) dx,

donne l'équation

(7 ) ^

Si l'on pose

on a.

Cherchons à déterminer tous les systèmes de fonctions

qui ramènent ( 5 ) à u n e forme rédui te ( 7 ) o ù l 'on a

/ an_t = o donne <7,j_i -+- nnn M = o,

1 x' ÇA*)**
-, L = tr ,

1
(9) <a t = odonne A

1 donne N = an L"- 1 .
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Si Ton désigne par c une constante arbitraire et par l(x) la fonction

particulière L obtenue en supposant que ƒ p'(M) dx soit nul pour une

valeur fixe x = x0, on obtient, par les formules

M=—
(10)

toutes les substitutions qui ramènent ( i ) à une équation de la forme

(H) S
où l'on a
/ N 4 * ( M ) — M '

Si Ton désigne par H,(atf, «<, . . . , an) un certain polynôme homo-

gène et de degré n — s en a0, a<, . - . , ^n et par H 0 (a 0 , a,, . . . , art) la

somme de l'expression la*q/'-i — «»-ia«)a» e t (j>un c e r l a i n polynôme

homogène et de degré // en aOî fl|, . . . , ^n on a

Montrons que l'équation (i i) est une équation canonique, c'est-à-dire
que les A; sont des invariants.

Désignons par C une constante arbitraire et par I?, JH, 91 des fonc-
tions de u qui se déduisent respectivement de L, M, N on remplaçant
les eu par les «/ de même indice. D'après ce qui a été démontré pour (5),
les seules substitutions pour lesquelles l'équation (7) se met sous la
forme réduite

sont de la forme

04)

et l'on a

On arrive d'autre part à une forme réduite de (7) de la façon suivante.
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On fait d'abord dans (7) la substitution inverse de (6) ce qui donne
l'équation (5). On fait ensuite sur celle-ci la substitution (10). En
éliminant y et dx entre les formules (6) et (10), on a

(lô) c = — H —-£, dX=— du,

formules qui définissent la résultante des deux substitutions indiquées
et qui transforment l'équation (7) en l'équation (11). On remplacera x
en fonction de u dans ( i5) de manière à obtenir des formules analogues
à (10), v et u remplaçant x et y, 11 est bien évident que M, U, X ne
sont définis qu'à une constante addilive près. On pourrait faire ces
constantes toutes nulles simultanément, trois des variables x, M, U, X
étant fonctions de la quatrième, mais il peut être commode de disposer
<le ces constantes additives pour simplifier les formules.

Nous venons de voir que Ton obtient pour (7) les deux équations
réduites (11) et ( i3) . Les substitutions qui, on parlant de (7) , con-
duisent à (11) ou à ( i3) sont (4) et ( i5) . Toutes les deux sont de la
forme (10), u et r remplaçant x et y; X et Y étant remplacés par U et V
(Jans ( i4) . On a donc, en désignant par k une constante

(16) Y = AV, <YU = Â"-irfX.

Ön retrouve ces relations (16) si l'on applique les formules (8) à la
recherche de la substitution (6), qui permet de passer de ( 11 ) à ( i 3 ) .

L'identification dos équations (11) et ( i3) en tenant compte de (16),
donne

A* = Ar11-1 CTL/ ( i = o , 2 , 3 , . . . , n — 2 ) .

Les A4-, dont un facteur est l'expression \J~n dans laquelle une primi-

tive figure en exposant, sont donc des invariants puisque A/ et <9L,- ne

difièrent que par un facteur constant.

L'identification des formules ( i 4 ) et ( i 5 ) en tenant compte de ( 1 6 )

donne

On peut remarquer que le facteur constant c qui figure dans L étant
fixé, on peut choisir le facteur constant C qui figure dans £ de telle
manière que l'on ait /r = 1. Dans ces conditions, on a

L'équatiou ( i3) devient identique à l'équation (11). Dans les for-
mules (i4)> Y et X remplacent V et U.
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Le raisonnement qui vient d'être développé montre que L et N sont
des invariants relatifs, tandis que X, Ao, A.f [s = 2 , 3 , . . . , n — 2] sont
des invariants absolus de l'équation ( 5 ).

Ce même raisonnement s'appliquera dans la suite pour établir
l'existence d'invariants et do formes canoniques relatives à quelques
équations différentielles.



CHAPITRE II.
CAS D'INTÉGKABILITÉ DE / =p{y).

3. Réduction de y' = p(y) à une équation à coefficients constants. —
Lorsque les coefficients de l'équation (5) sont constants, celle-ci s'in-
tégre par une quadrature. On aura donc des cas d'intégration en
réduisant par la substitution (6) l'équation (5) à coefficients variables à
une équation à coefficients constants, lorsque cela est possible. Bien que
les conditions pour que (5) soit réductible aient été obleuucs par
Appell [a, r ] à l'aide des imarianls, nous indiquerons d'une façon un
peu moins brève qu'il ne l'a fail les rai.sonneinenls qui conduisent à ces
résultats, ainsi que la manière d'obtenir la substitution (()) qui donne
une équation à coefficients constants. En effet, les raisonnements ainsi
développés s'appliquent immédiatcmcnl aux di\ers autres cas que nous
voulons considérer. Nous exposerons de plus une méthode directe (sans
employer les imarianls) permettant de trouver les conditions pour que
l'équation (5) soil réductible, ainsi que la substitution (M) qui opère la
réduction. Celte deuxième méthode; met en évidence que, lorsque la
réduction est possible, ;JL, A, V s'obtiennent en général sans quadrature.

La seule quadrature qui se présentera sera celle qui donne \ = = / v(x)dx.

X ne sera défini qu'à une constante addilive près. Nous négligerons cette
constante pour simplifier l'écriture. Il ri\ aurait aucune difficulté à la
rétablir si cela devenait utile.

1. PREMIER*: MÉTHODE. — Avec les notations employées au n" 2, nous
supposerons que (5) est une équation à coefficients variables, qui est
réduite à une équation à coefficients constants (7) par la substitu-
tion (6) .

La substitution (10) faite dans (5) donne l'équation canonique ( n ) .
La substitution (i4)> <{uh d'après la remarque faite (an bas de la



page i i ) , s'écrit

(18) P

donne également l'équation canonique (i i).
Calculons i?, JH, 51 à l'aide de l'équation (7) dont les coefficients

sonl constants. On peut toujours en remplaçant c par c + c dans (7)
supposer que Ton a : <xn_{ = o. En désignant par a et A* des constantes,
on obtient

DM = o,

En remplaçant a par M -h A on peut supposer que l'on a

91 = (n - i)ae(*-D°«, X = *(«-«>««,

K étant une constante, (18) devient

(19) * * Y X j | - 1 , ^ = ( / i

L'équation (11) se présente donc sous la forme

(20) S ^ ^ ^ ^ ^ ^ J (# = 0,2,3,...,/t^ 2).

On conclut de ce qui précède que la condition nécessaire pour que
(5) soit réductible et que l'équation canonique (11) ait la forme (20).

Cette condition est suffisante car la substitution inverse de (19)

(21) Y = ^ - « « , X

donnera une équation (7) à coefficients constants.

Remarque I. — La condition nécessaire et suffisante trouvée peut
s'exprimer par n — 2 relations entre les coefficients a,- de (5). En effet,
puisque l'équation canonique (11) doit avoir la forme (20), on a les
conditions

n-i

(* = o , 2 , 3 , . . . , / i - 2 ) .

Après dérivation et élimination de X entre les égalités précédentes et
leurs dérivées par rapport à X, ces n — 2 conditions s'écrivent

(22) (A*)2"-^1* ( ^ / ) ( ' I ' ) = const. (î = o, a, 3, . . . , n - 2).
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P o s o n s , d'après les formules ( 1 2 )

M' pd)( M)

Dérivons par rapport à X, on obtient, puisque N = aBL»~'

- T ' o - SL ï t / ( M )
d\0 an ° an ^ v y

2,3, . . . , « — a ) .

-L T' — 2-Hi
rfA/ _ tfn

 f an

dX "" | ;J/»-(I+I)

El par suite les n — 2 relations entre les a, peuvent s'écrire, en sub-
stituant (23)et(24)dans(^2)

• ( . - - 0 , 2 , 3 , • . • « - » ) •

On peut exprimer autrement les /i — 3 dernières conditions (25). Si
l'on élimine L entre les formules (23), on obtient

— ^ = - ^ - r (« = 2 . 3 , . . . y A — 2 ) f

D'où, d'après les expressions (12) de Ao et Aj

h - (e = 2,3, . . . , n —2).

Remarque IL — En remplaçant i?, OU, 5tpar leurs valeurs dansles
formules (17), on a

On obtient ainsi la substitution (2) qui permet de passer directement
de (5) à une équation à coefficients constants lorsque (5) est réductible.
Mais il est à remarquer que l'expression de L exige une quadrature.
Nous allons montrer qu'on peut exprimer les fonctions X, /JL, V de la
substitution (2) permettant d'opérer la réduction, sans aucune quadra-
ture, quand cette réduction est possible.

Supposons l'équation (5) réductible à une équation (7) à coefficients
constants. La substitution (10) donne à l'équation (5) la forme (20).
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Remplaçons dans cette substitution ( io) , Y et dX par leurs expres-
sions (19) en fonction de u et t\ Nous obtenons ainsi la substitution

i__

' n(n — i)

Or, d'après les expressions des invariants et d'après l'expression de N,
nous avons

c'est-à-dire

Par suite, la substitution permettant de passer directement de l'équa-
tion (5) supposée réductible à une équation ( 7 ) à coefficients constants
peut s'écrire

1 I H— I /«—I

(27) y = Ko "TJr-f- M, du = —-^ -K," "„T," .

Nous voyons que cette substitution, d'après l'expression (a3) de To

n'exige aucune quadrature.
La réduction s'opérera encore sans quadrature si/>(M) — M' est iden-

tiquement nul pourvu que les/?1"M ne soient pas tous nuls. La formule
de substitution serait alors

V = i t T ~ r -h Vf. //// = k"-i(in T f^ 'c /ar ( / = 2 , 3 , . . . , / » — 2 ) .

Ce n'est que dans le cas où tous les pi] M sont nuls que la réduction
exige une quadrature.

II. DELXIKMR MÉTHOHK. - UemarquoiLs d'abord que >i l'équation (5)

est réductible par la substitution (•>*) à une équation à coefficients cons-
tants

(28)

on peut toujours» supposer : An_, = o. en changeant Y en V + C.
L'équation (28) peut s'écrire

(29) ^ =

D'autre part, substituant dans (5) les expressions dej^' et de y' tirées
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de ( a ) , on a

En développant p(lY + p) par la formule de Taylor, on a

(3.) g = JÛ%=£ + i Z ^ l ' y + 2 [>£>(„)Y/]
(y = 2 , 3 , . . . , # i ) .

Identifions (3o) et (3i) en supposant An_< = o; écrivons de la façon
suivante les équations d'identification

(32) />(fi) - n ' = AoXv, X/-1 /></>(n) = ƒ! A/v, X«-i«n = A„v
(y = 2 , 3 , . . . , / i — 2 ) ;

( 3 3 ) . X/>'(JJI) — ) /=AiXv, ff

La dernière des équations (33) détermine jx; on peut donc recon-
naître quelles sont celles des constantes Ao et Ay figurant dans les
équations (32) qui sont nulles; An n'est jamais nul et l'on peut, si cela
est utile prendre An = i.

Nous avons pour déterminer X et v les n— i équations (32) et la
première des équations (33). Nous pouvons donc former n — 2 condi-
tions, en général distinctes, pour que l'équation (5) soit réductible, et
calculer X et v.

Si Tune des constantes Ao et Ay n'est pas nulle, l'équation correspon-
dante associée à la dernière des équations (32) donne d'une façon très
simple X et v sans quadrature et toutes les constantes Ao, Ay, An sont
déterminées en fonction de deux d'entre elles que l'on peut choisir
arbitrairement.

Si toutes les constantes Aoet Ay sont nulles, on pourra prendre A4 = o ,
An = i. A et v seront déterminées par la dernière équation (32) et la
première équation (33). La réduction àl'équation( 29)avec A y = A o = o
sera possible en déterminant X par une quadrature.

Dans tous les cas, le nombre des conditions de réduction sera
diminué d'autant d'unités qu'il y a de nombres Ao, Ay nuls.

4. Cas particulier. Équationyr = aQ~+-aiy + a2y
2 + a^y'-K — Nous

avons montré [voir J. Fayet, a] que le changement de variables

y = LY -4- M, dX = N dx,
avec

M : J2L,

THB»«%. FAYBT.
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dtmne à cette équation la forme canonique

J P ( M ) - M / _ q3 'óaj 27 \ a a / 3f l»\a 3 _ £

LN "" \J "" L»

et que la condition nécessaire et suffisante pour que cette équation soil

réductible est que A soit de la forme KX 2, K désignant une constante,
condition qui peut s'exprimer encore par la relation

Lorsque la réduction est possible, la substitution qui l'effectue
directement est de la forme

y = klh -+- M, du %

k désignant une constante arbitraire non nulle.

Exemple L — L'équation

satisfait à la condition que nous venons d'indiquer. La substitution

y s — i>, du= -dx
J X X

la transforme en l'équation à coefficients constants

dv

Exemple IL — Plus généralement, l'équation (4)

où a et a désignent des constantes quelconques, est aussi réductible*

(>) Cette équation rentre aussi dans l'un des cas d'intégrabilité d e /
où p{y) est du 3' degré en y, qui a élé signalé par Appel [a ] et étendu par
Mitrinovitch [b].
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La substitution

* "" x 9 ~~ x '

la transforme en l'équation à coefficients constants

dv a i
du ~~ a 'a

Exemple II 1. — On vérifiera encore que l'équation

i ix
—y
aJ a

y y
aJ a J a

est aussi réductible et que la substitution

1 J x J

y = P, du = dx
J x—a' $—a

la transforme en
dv x

( )*



CHAPITRE III.
ÉTUDE DE L'ÉQUATION 7" = p[y).

5. Forme canonique de l'équation y = p ( y ) . — Considérons l'équa-
tion différentielle

(i) 7 ' = 5 X r ) = 2 a / / ' (* = o, 1,2, . . . , /*) ,

dans laquelle les at sont dos fonctions quelconques de la variable x.
Appliquons-lui la substitution (6) du Chapitre I. Nous montrons tout

d'abord qu'il est possible de lier les fonctions A (a?) et v(j?) de façon que
l'équation transformée soit de la même forme que (i).

Des formules (6) du Chapitre I, on tire

( a'v + Xv') tu
Pour que la nouvelle équation ne contienne pas ^ , on voit qu'il

suffit de prendre par exemple v = 7r2. Appliquons donc à l'équation (i)
la substitution

(a) 7 = \(x)v + ii(œ), du = \-l(

Cette équation devient

(3) 5Si = P ( f ' ) s 2 j a / 1 ' ' (l = O, 1,2

où les a,- ont pour expressions

' «o=xH/>(fi)-Fa «i=
(4) { X/^/?(/)(fx) , . o x

( * / = = — y i (y = 2,3, . . . ,n)
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jut" et V désignant les dérivées secondes de JJL et X par rapport à x\

P\V-\ P^KF-) désignant les dérivées partielles £* - ^ -

Cherchons à déterminer tous les systèmes de fonctions

X = L(.r), fx = M(#),

qui ramènent ( i ) à une forme réduite (3) , où l'on a

(*)

oc/i-i = o donne

an-i-+- nanM = o ;
<xn = i donne

i
"n-t-3

On obtient ainsi, par les formules

(6) ^ = LY-+-M, dx

toutes les substitutions qui ramènent ( i) à une équation de la forme

(7) 5 p = Y « + 2 [ A , Y / ] + AiY + Af (j = a, 3, . . . , / 1 - 2 ) ,

dont les coefficients s'expriment par les formules

)— M'], A,i
A , = ^, (y = 2 , 3 , . . . , n — 2 ) .

Les raisonnements du n° 2, montrent que les Ao, A,, Ay sont des
invariants de (1) pour la substitution (2) et que par suite l'équation (7)
est la forme canonique de (1).

6. Réduction de l'équation y" = p(y). — Si les coefficients ai de
l'équation (1) sont constants, cette équation s'intégre par quadratures.
Multiplions en effet les deux membres de l'équation (1) par 2^' et
intégrons, nous obtenons

y"1 = 2 [ T T T ^ ' J "+"const- (« = o, i, a, ...f n).

Établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'équa-
tion (1) soit réductible.



PREMIÈRE MÉTHODE. — Supposons que l'équation ( i ) , à coefficients

variables soit réductible à une équation (3) , à coefficients constants. Il
est évident qu'en remplaçant v par av-{-b, on peut déterminer les
constantes a et b de façon que Ton ait <xn= i> «n-i = o. L'équation (7)
se présente alors sous la forme

(9) S = Y / / " h 2 G / Y ' (' = 0,1, 2, . . . , / i - a ) .

On pourrait dire aussi que les invariants calculés à l'aide de l'équa-
tion (3) à coefficients constants sont des constantes. Il en est donc de
même des invariants calculés à l'aide de ( i ) .

Ainsi, pour que (i) soit réductible, il est nécessaire que les inva-
riants (8) soient des constantes. La condition est évidemment suffisante.
Cette condition peut donc être exprimée par les n — i relations
distinctes

jr1—' = *-/ (7 = 2, 3, . . . , n — 2) ,

et les valeurs trouvées pour M et L montrent que, lorsqu'elle est pos-
sible, la réduction de ( i) peut être effectuée sans quadrature.

'DEUXIÈME MÉTHODE. — Supposons que l'équation ( i ) donne par la

substitution (2) une équation (3) à coefficients constants.
Ainsi que nous l'avons dit plus haut, on peut toujours remplacer X

par al el p par p-hb, a et b étant des constantes telles que l'on
ait (xn= 1, a/l_1 = o. On est donc amené à faire la substitution (6) et les
expressions (8) doivent être des constantes.

Exemple. — Soit l'équation différentielle

( i = 2 , 3 , . . . , n),

où / désigne une fonction quelconque de x, Co et Ci des constantes.
On vérifiera qu'elle satisfait aux conditions de réductibilité (10). En
particulier, la substitution

y = ƒ(>, du = / -* dx
la réduit à

7. Cas où/?( y) est du second degré. — Les raisonnements que nous



avons faits au n° 5 et au n° 6 sont valables quel que soit n) mais les
calculs faits pour ramener (i) dans le cas de n > 2 , à une équation
canonique, ou à une équation (3) à coefficients constants ne sont plus
valables pour n = 2.

La substitution (2) ramène alors (1) à l'équation

(il) ^-j =ao-+-alp-4-a,p*, -

où les ai sont

Cherchons à déterminer X et p de façon que a a = i , «1 = 0. On
obtient, en désignant par L et M les expressions obtenues pour X et fx

L = a- 5 , 'M = z- — •

X et Y désignant les variables canoniques, on obtient Péquation cano-
nique

fit Y
^ \(X) avec A(X) = L»[/>(M)—M'].

Pour que l'équation considérée soit réductible, il faut et il suffit que
Ton ait

(12) L » | > ( M ) - JVT] = const.

Exemples: i° Soit l'équation différentielle

La substitution
^ = 2 ' a ? P -h ar,

la réduit à l'équation

20 Soit l'équation différentielle plus générale

/ = af-* + ff-*y +• bf-*y*,

dans laquelle a et b désignent des constantes, ƒ une fonction quelconque
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de x. La substitution
ƒ=>, du=f~*dx

la réduit à l'équation
dïv . _
Sa» = « - * ' * •

3° Soit encore l'équation différentielle du troisième ordre, homogène
par rapport à y et à ses dérivées y[\ /' , y , et du quatrième degré.

y*ym — 3 y1 y y -f- 2j^'3 = «o/4 -H d\yzy -+- aty*yft

et dans laquelle a0, a,, a2 sont des fonctions quelconques de x. La
substitution y' = yz la transforme en l'équation

Zn= flf0H- rti3 -¥-a*Zl.

Si a0, a f , a2 satisfont à la condition (12), l'intégration de ( i3 ) se
ramène à l'intégration d'une équation à coefficients constants.



CHAPITRE IV.
ÉTUDE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE

ET DU DEUXIÈME DEGRÉ EN y ET / .

En dehors des problèmes analogues à ceux traités dans les Chapitres
précédents, nous chercherons les équations de cette classe dont l'intégrale
générale est une fonction rationnelle de la constante d'intégration.

8. Formes canoniques de l'équation complète. — Si le coefficient du
terme en r'2 n'est pas identiquement nul, on peut écrire l'équation
générale du premier ordre et du deuxième degré e n y et y' sous la forme

(0 f (f* y') -f' •*• ciy^-^ibyy^icy'-^ a dy-he = o,

où a, b, c, d, e représentent des fonctions de x.
Faisons la substitution

(2) y = \(x)v + \k(x), öfa=v(#

l'équation (1) devient

dv dv
4 a

Les coefficients a, [3, y, ô, e ont pour expressions

8= xi-f(X'+6X)li'H.(6X'+aA)Hi + cX'-hrfX]> s = j J - / ( ^ ,1').
(4)

Particularisons les fonctions X, /J. et v de la façon suivante. Prenons
pour X une fonction L telle que (3 = o, soit

— Çbdx
(5) L'-t-6L = o, L = e J



Les coefficients a, y, i, s deviennent

( a = ^ ( « - ^ ) > Y= ,7;

Premier cas : &L = b2 — a?é o. • — Prenons pour fz la fonction M qui
annule d, soit
/ v »* bc — d 6$ -
( 7 )j M = — Tj = — far avec w = oc — a.

Enfin, prenons pour v la fonction N telle que l'on ait a = 6;=:dri
avec e'(X > o, ce qui donne
(8) N-(i'tt)*

La substitution

(9) 7=:LY + M, dX = Kdx

ramène l'équation (i) à nue équation de la forme

avec
(u) l (X)= j i [M' + 6i \I + c], j (X)= r i L 7 / (M, M').

Pour montrer que la forme (i i) est une forme canonique de l'équa-
tion (i), il suffira de prouver, par le raisonnement du n°2 du Chapitre I
que I(X) et J(X) sont des invariants.

Deuxième cas : (X = ô2 — a = o, (Jb = bc — dy£ o. — L'équation (i)
s'écrit

(12) ƒ(/ , y ) =5 (/-+- byY+ 2C/+- idy -+- e — o.

Par la substitution (2), l'équation (12) devient

où l'on a. d'après (4)?

8 = JL
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Comme précédemment, particularisons les fonctions X, (/, v. Prenons
pour X une fonction L qui annule (3, pour p, une fonction M qui annule y.
Nous aurons

Les coefficients ô et e s'écrivent alors

(,6) 8 = _ L ( r f _ 6 c ) = _ * . , t = _ i _

si Ton pose

* e
Enfin choisissons v de façon à avoir 23 = e'=±:i avec

Nous aurons

(17) v ( * ) s s N

La substitution (9) réduit l'équation (12) à la forme

1
= O a v e c I

car en changeant Y en — Y, on peut toujours supposer que le coefficient
de Y est H- 1.

On montrerait encore, suivant la méthode indiquée au n° 2 du
Chapitre I que si (© = bc — d n'est pas identiquement nul, (18) est une
forme canonique de lYquation (12).

Troisième cas:CX==fr2 — a==o,(fc==bc — d==o. — L'équation ( 1 )
s'écrit

(19) f (y, y') s (y+bjr)*-¥- 2c(/-+- by ) -f- e = o

et peut par conséquent, être décomposée en deux équations linéaires.
La substitution (2) donne l'équation

( dv \2 Idv

gjj + P»») H - Ï T ^ + ^
où l'on a, utilisant les formules ( i 4 )

(21) p = ~ (X'-t- 6X), T = -^ (!*'-*- &H •+• c

Prenons pour X et (JL des fonctions L et M qui annulent respective-



ment |3 et y. Le coefficient e s'écrit alors

et nous avons

L = * " • / , M'-f-6M

Prenons e = ±:i de façon que tC soit négatif et choisissons pour
fonction v l'expression N définie par

(23) N = ( - = ^ £ -

La substitution (9) réduit l'équation (19) à la forme

Quatrième cas : ÖL, <J& et C sont identiquement nuls. — L'équa-
tion (1) se réduit à

(S)î=o-
9. Formes canoniques de l'équation sans terme en y'2. — Supposons

que l'équation générale du premier ordre et du deuxième degré en y et y
ne contienne pas de terme en y1'2. On écrit cette équation sous la forme

(25) f (y, y') EEzyy'+ay* -h by' + c/ + (/=o,

a, 6, c, d représentant des fonctions quelconques de x.
La substitution (2) appliquée à (25) donne l'équation

• „v <lV ^ r (fo
v ' du é du

les coefficients a, (3, y, ô, ayant pour expressions

H-C)A],

Prenons pour X et p. des fonctions L et M qui annulent respective-
ment a et p. Nous avons

( 1 1 r -fa<lx M A
\ L-hrtL = o, L = e •/ , M = — o ,

(28) 1



avec
<%==c—'ïab — b', (bES a&2 — bc -+- d.

Premier cas : töt^o. — Choisissons pour v la fonction N pour
laquelle on a y = i,

(29) N = T '

La substitution (9) réduit l'équation (26) à la forme

( 3 0 ) Y ^ + Y + I(X) = o avec L

On montrera, comme au Chapitre I, n° 2 que I(X) est un invariant.
L'équation (3o) est donc une forme canonique de (25) si l'on n'a
pas 6L = c — %ab — 6 '= o.

Deuxième cas : 6L = o, C = rf — a62— bb'^éo. — Si (9L est iden-
tiquement nul, l'équation (25) s'écrit

et devient, par la substitution (2)

(32) p^ - J
et l'on a

Prenons pour 1 et p les fonctions L et M définies par (28) on a

Choisissant pour v la fonction N définie par d = 1 on a

V(#)SN= j-;,

et l'équation (3i), par la substitution (9), est réduite à fa forme

(33) Y-k+"°-

Troisième cas : Cl = o, C s o. — Si <9L et C sont identiquement
nuls, l'équation (25) s'écrit

( / + b) (y -+- a / -t- ab -+- 6') = o

et est ramenée à une équation linéaire.
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10. Cas de réduction de (i) à une équation à coefficients constants.
Cas général. — Lorsque l'équation du premier ordre et du second degré
en y et y' a ses coefficients constants, elle s'intègre par une quadrature.

Étant donnée l'équation ( i ) ou l'équation ( 25 ), cherchons les conditions
pour qu'il y ail une substitution (2) la réduisant à une équation à coeffi-
cients constants.

PREMIÈRE MÉTHODE. — Supposons que l'équation (1) à coefficients
variables soit réductible à une équation (3) à coefficients constants. On
pourra alors calculer les invariants à partir de l'équation (3) à coefficients
constants. Et l'équation (10) du cas général se présente sous la forme

où £ = dt 1, Ci, c0, a désignant des constantes.
On conclut de ce qui précède que la condition nécessaire pour que

l'équation (1) soit réductible est que l'équation canonique (10) ait la
forme (34).

Cette condition est suffisante car la substitution

(35) P = K-i*-*xY, dK = ±du
QL

donnera de (34) une équation (3) à coefficients constants.
La condition trouvée se traduit par les deux relations suivantes :

I = Ct e*\ J = Co e*°*

et par suite par les deux relations

J.I-*=const., où I'= ^

Si nous posons ^ = J? et si nous remarquons que

2 - (a M*-*- ),

les deux conditions trouvées peuvent aussi s'écrire

(36) ^ \b -+- -£ J = const., ^ ^ const.

Formons maintenant les fonctions >, JJL, V de la substitution (2) qui
permet d'opérer la réduction de (1) quand cette réduction est possible.

Pour cela, supposons (1) réductible à une équation (3) à coefficients
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constants. La substitution

donne à l'équation (i) la forme (34)* Remplaçons dans la substitution
précédente Y et dX par leurs expressions (35) en fonction de u et v.
Elle devient

y = K e**Lv-h M, du = otN dx.

Or, d'après l'expression de l'invariant I, on a

ï = C , 6 * x = ^ , d'où
L

Par suite, la substitution permettant de passer directement de (i) sup-
posée réductible à une équation (3) à coefficients constants est de la
forme

(37) y = k£v-hM, du = ziïdx.

D'après les expressions (7), (8) et l'expression de i?, nous pouvons
remarquer que, lorsque la réduction est possible, elle peut être obtenue
sans quadrature.

DEUXIÈME MÉTHODE. — L'équation (1) résolue par rapport à y' donne

(38) y = — by — c ± \f a / 2 H - 2(By -+- e

avec
Cl SES 6*— a, & = bc — d, C==c2—e.

Supposons que l'équation (38) soit réductible par une substitution (2)
(du Chapitre I) à une équation

(39) ^ = - B Y

où B, C, iSLj. <Sb\ et QK sont des constantes (') .
Remarquons d'abord que l'on peut toujours supposer que l'on a

dJ, = o si l'on a <2LK y£ o. En effet, si Co étant une constante, on change Y
en Z-t-C0 , ou pourra choisir Go de façon que le terme en Z sous le
radical, dans la nouvelle équation, soit nul.

Substituons dans (38) y et y' tirées de la substitution (2) du cha-

(') II est évident que, dans les calculs de cette deuxième méthode, X et Y ne repré-
sentent pas les variables canoniques introduites par la formation des invariants.
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pitre I. On a

/ / o \ t * * J i . »» \ w [*-T-VHt"+"C

D'autre part, l'équation (39) peut aussi s'écrire, puisque rfX =

(40 jg = [— B Y — C ± fai Y*-H 2(&i Y -f- e!]v.

Supposons ÖL 7^ o et identifions les équations (40) et (4i) en suppo-
sant 03; = 0 . On a

(4a)

La quatrième, la troisième et la deuxième des équations (42) donnent
successivement

(43) K — g f v

le signe de la constante arbitraire &< étant choisi de façon que v soit
réel.

La première et la cinquième des équations (42) nous donnent les con-
ditions nécessaires el suffisantes auxquelles doivent satisfaire les coeffi-
cients a, 6, c, d, e pour que (1) soit réductible.

Ces conditions s'écrivent, en posant, comme dans la première
méthode

(44) v [6 "*• ̂  J

CX^ Bf et d sont des constantes bien déterminées tandis que C est une
constante arbitraire, mais différente de zéro.

Si ces çleux conditions sont réalisées, la substitution (2) du Cha-
pitre I définie par les formules (43) ramène (38) à une équation à coef-
ficients constants



Exemple. — On vérifiera aisément que l'équation

est réductible à une équation à coefficients constants. Les conditions (36)
-sont bien satisfaites par les coefficients. On obtient

or, v = —

et l'équation transformée s'écrit

dv

•— 'J = G.

ou encore, en posant r -f- i — Z.

£V* resum<'\ pour <fue /'ryuatton du premier ordre cf. du deuxième
degré en y et y' soit réductible à une équation à coefficients constants
par la substitution (2) du Chapitre /, il faut et il suffit que ses
coefficients satisfassent aux deux relations (3(i) qui. en général,
sont distinctes, /„ursque la réduction est possible, r équation à coeffi-
cients constants s'obtient sans quadrature.

Dans les cas particuliers que nous allons examiner, il no faudra plus
•qu'iim* seule condition pour que l'équation soil réductible el, dans cer-
tains de ces» cas. on ne pourra obtenir l'équation à coefficients constants
sans ( [ na dra t lires.

11. Cas de réduction de l'équation (1). Cas particuliers. — Nous
avons montré dans le cas général comment les deux méthodes pouvaient
<Ure appliquées. Les deux méthodes donnant des substitution* analogues
ainsi que les mêmes expressions d(; conditions, nous nous contenterons
de faire l'élude de la réduction des cas particuliers de ( 1) au moyen de
la méthode directe, qui présente l'avantage de calculs particulièrement
simples.

Premier cas: i?L~b~ — tt = o; ( & ^ o . - L'équation (H8) s'écrit

y' = — h - c _ L i
TIIKHK J. KAYKT.
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S'il existe une substitution (a) du Chapitre I ramenant (45) a l'équa-
tion

(46) -g? =—BY — C ± v ^ O T T ^ i

à coefficients constants (' ), on peut toujours supposer C{ = o, en rem-
plaçant Y par Z + C«. Si l'on substitue l'expression de y dans (45),
on a

(47) di —y^T/ x -^v T
 m ^ ~̂

D'après la relation dX = vda; l'équation (46) s'écrit, en supposant

(48) ~ — [— BY — C i- i/?cö.Ylv.
dx '

En identifiant ces deux dernières équations, on obtient le système

On a

¥BSsirT7îrT5 f A = r i l—
. . . l<2
( 5 o ) ^ - ^

en posant

La première des équations (49) donne l'unique condition nécessaire
et suffisante pour que l'équation (45) soit réductible. Celte condition
s'écrit

On a : <8, y£ o. Une fois choisies les constantes arbitraires C et (S,, la
constante Bt est bien déterminée.

Si la condition (5i ) est satisfaite, la substitution (2) du Chapitre I,
définie par les formules (5o), ramène l'équation (45) à une équation à
coefficients constants

(<) Voir la note de la page 34
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Deuxième cas particulier : 6L = o, (ft=o. — L'équation (45)
s'écrit

y = —by — e ± \fë

et se décompose en deux équations linéaires qui s'intègrent par quadra-
tures.

12. Cas de réduction de l'équation sans terme en y'2. - PREMIÈRE

MÉTHODE : Supposons que l'équation (25) soit réductible à une équa-
tion (26) à coefficients constants au mojen d'une substitution (2). En
calculant les invariants à partir de l'équation (26) à coefficients cons-
tants, on trouvera aisément que l'équation (3o) se présente sous la
forme

(52) \ '— -+- Y -+- <:0X = o (C0=const.).
ffy\.

La condition nécessaire pour que l'équation (25) soit réductible est
donc que l'équation canonique (3o) ait la forme (5a).

Cette condition est suffisante, car la substitution

(53) Y = <10XP, du = ( Co X )-1 dX

transformera (52) en une équation (26) à coefficients constants.
Cette condition s'exprime par la relation

r ,i v di , . di i

I = I.QX OU - = = (,0 o u b ien - j - ^ = <_,0

ou enfin, en remarquant que L'=: — aL, que NL = (Si et posant ^r = £

(54) a

Obtenons la substitution (2) qui réduit directement l'équation (a5),
supposée réductible, à une équation (26) à coefficients constants. La
substitution

(55) j = L Y + M, fl\=Ndx,

où L, M, N sont donnés par les formules (28) donne à l'équation (a5)
la forme (52). Remplaçons dans (55), Y et rfX par leurs expressions (53)
en fonction de u et r. On a

y = COLXP -4- M, du =s (CoX)-' N dx.
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Mais, d'après l'expression de l'invariant I, on a

f?

On obtient donc la substitution

(56) y = £i> + M, du^^eùt.

Cas particulier : 0L == o. — T/élude faite au u° 9 montre qu'elle est
toujours réductible à une équation à coefficients constants.

DEUXIÈME MÉTHODE. — Ecrivons (a5) sous la forme

(57) /O'?.>'') ( . r + A i y + ^ + r r + f/ro.

Si une transformation (2) du Chapitre 1 conduit à l'équation

(58) (Y-+-B)^

où A, B, C, D sont constants ( ! ), on peut toujours supposer B = o, si
l'on remplace Y par Y — B. Substituons dans (57) y et y' tirées des
formules (21) du Chapitre I. on obtient

(59)

• b ) X' -+- ( IJL' •+- 'i a 11 -¥• c ) X v

D'autre part, l'équation (58) s'écrit, en faisant B =

(60) Y ^ -H[ V Y * + < ; Y H - I > ] V - O .

Si l'on identifie ces deux dernières équations, on a

(61)
. H- b = O, fl -4- y = A V. -î ~ • — = C V;

(|JL -+- b )\L''•+- ajxs-+- c\i -+- d _ .

t1) Voir la noie de la page 3<.
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Les première, troisième et quatrième équations (61) donnent

(te)

avec: Ct = c — 2ab — b'; Ób==ab2—bc + d.
Si <9L et <R ne sont pas identiquement nuls, on lire, des dernières

équations,

La deuxième équation (61) foui ait la condition nécessaire et suffisante
pour que ( 37) soit réductible. Cette condition s'écrit

W)

Lorsque cette condition est satisfaite, la substitution (2) du Chapitre I,
où X|JLV ont les valeurs (62) et (63), met. l'équation (5^) sous la forme

La constante A est donnée par (64), C et D sont deux constantes arbi-
traires. [On remarquera que (64) ne diffère pas de (54) et que les
expressions (62) et (63) se retrouvent dans (56).

Si (9L est identiquement nuL l'équation (25) est toujours réductible.
Le svstème (61 ) devient on oflci

A étant arbitraire, nous ferons A. = oe t pourvu que C ne soit pas iden-
tiquement nul, nous mirons

, I C . -fax

et la transformation (2) du Chapitre I transformera (3 i ) en l'équation

I) étant une constante arbitraire.
Enfin, si c l et C sont identiquement nuls, en prenant JJL = — b et.

en choisissant X et v de façon à satisfaire à l'équation a + 4- = A v ,



A' étant une constante arbitraire, on ramènera l'équation à la forme

- f ni*
On pourrait aussi prendre "k = e J donné par A .= o et JUL = — b la

fonction y étant arbitraire, par exemple v = i ; l'équation serait ramenée
, v dX , É v

à Y a x = o ( « ) .

13. Équations dont l'intégrale générale est une fonction rationnelle
de la constante d'intégration. — On sait (-) que, pour qu'une équation
différentielle algébrique F(# , )-,)-')=: o admette pour intégrale géné-
rale une fonction rationnelle* de la constante d'intégration

P et Q étant des polynômes en C dont les coefficients sont des fonc-
tions quelconques de #, il est nécessaire que l'équation soit de genre
zéro on y et y\ si Ton \ regarde x comme un paramètre.

Considérons donc l'équation générale du premier ordre et du
deuxième degré en y, y'. Nous allons utiliser lés résultats obtenus aux
numéros 8 et 9 pour rechercher les cas où celte équation admet pour inté-
grale générale une fonction rationnelle de la constante d'intégration, et
dans chacun des cas considérés, nous montrerons comment on peut
former une expression de l'intégrale générale ( ' ) . Celte élude a des
points d'analogie avec une étude faite par \f. Cahcn \ Thèse, Gauthier-
Villars, Paris, 1899].

Nous n'étudierons que les formes (10). (18) et (3o), les autres formes
étant particulièrement simples.

i ° Étude de l'équation ( 1 0 ) :

( 6 6 )

( l) Nous laisserons de côté le cas de l'équation de Hicatti.
(*) Voir GOURSAT, Cours d'Analyse, t. II, Chapitre XXI, § II.

(') L'étude faite dans ce paragraphe généralise un travail de M. Mitrinovitch [(a)]
relatif à l'équation

y"* -h a / s -4- byy' + c = o .
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Laissons de côté les cas où le trinôme

a une racine double et où l'équation se décompose en deux équations
linéaires; l'intégrale générale est, dans ce cas, une fonction rationnelle
de la constante d'intégration.

Écrivons l'équation (66) sous la forme

Nous pouvons exprimer Y et ^7 rationnellement en fonction d'un

paramètre // au moyen des formules

( n ) dx >. 1 -H //*

ou :

suivant que Ton a e = + 1 ou e = — 1. Des formules (68) ou (69) on
tire

u est une fonction rationnelle de Y et de -7^• I/équation (66) est rem-

placée par 1'

i

I
I

1
suivant que

une des

du 1
| r/X

l'on a

équations

•+• " s ' 1 . -

a 4

~"* ' IF"
•2 4

i(H-M*)*
I — U'

i(l-M*-)2

I -+-M*

I F' tt(l •+-«!)
2 F I — M2

1 F' M(I — w*)
2 F ï - w / *

c = H - I OU £ = — I .

Si l'intégrale générale de l'équation;(66) est Y = R(X, C), l'intégrale
générale des équations (71) est, d'après (70)

// = H , | X ; R ( X , C ) ; \\'(\. i\)],

c'est-à-dire une fonction rationnelle de la constante d'intégration C. Or,
les seuls points singuliers mobiles de u sont des pôles puisque u est une
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foiicliüii rationnelle de (1. 11 faut donc que les seuls points singuliers
mobiles de (71) soient des pôles, ce qui exige, en vertu d'un théorème
de Pninlevé, que l'équation (71) soit une équation de Ricatti. Or, les
équations (7 1 ) ne peuvent prendre la forme d'équations de Ricatti que
si Ton a simultanément

o et F(X) = const.,

conditions équivalentes à celles-ci :

l(X) = o et J(X) = const.

L'équation (fit)) se réduit alors à la forme

Les solutions réelles des équations (72) sont représentées par les for-
mules :

Y = // sinX -f- A cosX pour 2 = 1 avec h?-+- k1 = K*,

Y = h sh X -h A ch X pour s = — 1 w vec h? — k- = s'.

On obtient ainsi finalement les formulés :

ï = K -sinX-hK -cosX,
I -4- C 1 •+• C*

. , I-f- C2

1 = K , 1 — c*

20 Étude de Véquation (18) :

(73)

Si I(X) n'est pas constant, tout point de Y •+- I(X) est un point cri-
tique et, par conséquent, l'équation ayant des points critiques mobiles,
son intégrale générale Y =- H(X, C) ne peut être une fonction ration-
nelle de C. Pour le montrer, on peut poser

(74) //* = - [ Y

d'où l'on tire

(7*) *"S + r

Si Y est une fonction rationnelle de C, d'après l'équation (74)7 u est
aussi fonction rationnelle de C. D'après (75), ceci ne peut avoir lieu que
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si Ton a

— = o [c'est-à-dire ï( X) = const.].

L'équation (73) est alors réduite à la forme

\a\/

K étant une constante. L'intégration n'offre, dans ce cas, aucune diffi-
culté, les équations ( 7.0 ) et (74) donnant successivement u et Y.

3° Étude de Véquation (3o) :

On voit que cette équation, du premier degré en -7^? qui n'est pas

une équation de Kicalti. admet des points critiques mobiles pour les
valeurs initiales ^ _ o; \ = \ 0 , M I(X) n'est pas identiquement nul.
Pour que l'intégrale générale de l'équation précédente soil fonction
rationnelle de la constante d'intégration, il faul el il suffit que Ton ait :
I(X) = o. L'équation se réduit alors à

— -h [ = o [c'est-à-dire à Z = k en posant Y -H X = ZJ.

On peut résumer ce t/ui précède en disant : pour que l'équation
f(x, y, y1) -•= o du deuxième degré en y et y' admette une intégrale
générale qui soit une fonction rationnelle de la constante d'inté-
gration, il faut et il suffit qiCil existe une substitution (2) du Cha-
pitre I qui la ramène à l'une des trois équations suivantes :

l - V h Y* = :±k* [si Ton a l'équation (1) avec C\ b^—a^o],

_ J _ | - Y H - K = O [si Ton 11 lVquation (1) avec Cl - b-— a == 0].

d\ = o [si Ton u l'équation (25) avec c—iab — b*jà o].



CHAPITRE V.
ÉTUDE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DU PREMIER ORDRE

ET DU TROISIÈME DEGRÉ EN y , / .

Nous nous proposons de chercher des formes canoniques de l'équa-
tion f{x, y, y1) = o, ƒ étant un polynôme de degré 3 on y, y\ dont les
coefficients sont des fonctions de x; et de trouver les conditions néces-
saires et suffisantes que doivent vérifier ses coefficients pour que
f(x^y^y') = o soit réductible à une équation à coefficients con-
stants. Nous essaierons ensuite d'obtenir des résultats analogues pour
l'équation P(y)y' -f- Q(y) = o, P et Q étant des polynômes en y dont
les coefficients sont des fonctions de x.

14. Formes canoniques de Péquation contenant un terme en y'\ —
Supposons que le coefficient du terme en r : l ne soit pas nul dans
f(x* y^.yt) — °- Cette équation s'écrit
(i) fly/)s=/* • «j* + 3by*y + 'dc/y*-h$d/*

-t- 3 e y* -h ùfyy •+- 3 #y H- 3 h y -+- * = o,

où a, &. . . . , A, A sont des fonctions quelconques de x.
La substitution

(•*) y = X( x )v •+• ;JL( X ). du = v dar,

donne, en posant dv= z dx.

Les coefficients a, (3, y, , . . . yj, ^ ont les expressions suivantes :

( A'* -4- » 6 X A' + C / , ! ) H ' + ( 6 À'2 H- y r À À' -+- a A* ) JJL -h d\'* -h t* ƒ XA' -+• e X*

_ (X'-f- b X)[JL2H- (b X' -H cXjfl -h d\-h f\(4)

. _ _ _
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Particularisons X, JJL et v de la façon suivante. Prenons d'abord pour X
la fonction L qui annule (3, soit :

(5)

En posant

a==e/-+-'2&3— 36c, ( o s e - 6*,

les coefficients a, y, E, <p, . . . . YJ, ̂  deviennent

Premier cas : (Jb~ r - 6'2^ o. Prenons ensuite pour p et v les
fondions M et N telles que l'on ail cp =- o; à = i ; ce qui donne

M-+-6MH-Ö?

) M = -<r N = — r
La substitution

(«)

appliquée à ( i ) donne, en posant : dY = ZdX, l'équation

(9) Z:i-t- A Y3-h :iCZY*-h "lZ2-+- 3EY*-+-.:UÏZ -4- 'JH Y + K = o (

A, C, E, U, H, K étant les expressions de a, y, s, Ç, TQ, ^ pour X = L;

En appliquant le raisonnement du numéro 2 du Chapitre I, on montre
que les expressions A, C, E, . . . , K sont des invariants. L'équation (g)
est une équation canonique de ( i ) pour 6b ̂  o.

Deuxième cas : on a 6b ~ o, (X ^ o. - Prenons À, \J. et v de façon,
que l'on ait E — o ; (3 ~ o ; 4 - i ; ce qui donne

(10) L = eJb*x, M = - | ' ^ î L t ^ L t f ? ,

et l'on obtient ainsi pour (i) la forme canonique suivante à l'aide de (8)

( i i )
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où A, F, G, H, K sont les valeurs de a, <p, Ç, rç, y, lorsque, X, fi et v ont
les valeurs (10).

Troisième cas : on a Cl == o; (9 •= o; rf) ^ <>. - Choisissons X, jxetv
de façon que l'on ait (3 = o; d — î ; Ç = î; ce qui donne

/ v i Shd* vi 6 v «'+6M + I/

on obtient pour ( i ) . à l'aide de (8) , la forme canonique

où E, F, H, K sont les valeurs de s, ç/, /,, / lorsque X, JJL et v ont les
valeurs L, VI, \ des formules (12).

Quatrième cas : on a Cl ==0; ( B s o ; ( 0 = o ; ( ? ^ o . Choisissons X,
y. et v do façon que l'on ait (3 = o ; i = 1 ; n = o. On obtient

/ . i \ f . " / * " * vi ' v *'+** + <*
(14) L = <?^ , \ 1 = — --g, \ = ,

<kt, au moyen de la substitution (8) , l'équation (1) se met sous la forme
canonique

où E, G, K sont les valeurs de s, £ et ^ lorsque X, JJL et v ont les
valeurs (i4)-

Cinquième cas : cl, d&, (2, (Ji sont identiquement nuls et de plus
o. - Le coefficient K s'écrit, en supposant que l'on fasse X'=- — 6X,

., (11'-h bu -f- dy
K =

et si l'on pose 3 ^ == k - ds. Choisissons pour X, ;JL et v les fonctions L,
M, N telles que Ton ait (3 = 0; â = o; Ç = e = zb 1 avec e&> o. On a

(16)
-fbdx

frJL;

moyennant (8) et posant d!Y = ZrfX, l'équation (1) prend la forme
canonique

(1;)

H et K étant les valeurs de ri el yt lorsque X, JUL, V ont les valeurs (16).
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Sixième cas : Cl, (Ö, (?, iD, & sont identiquement nuls, et Von a
* jéo. Prenons pour >., JUL et v des fonctions L, M et N telles que
= o ; à ~ i ; j £ = i . On obtient

(.8) .. = ,-/'"", M — J ,

et l'équation (i) sera ramenée par (8) à la forme canonique

(19) Z3-+-3Z*-h3Z-h3m -+-1=0,

o ù I I e s t la v a l e u r «le r, l o r s q u e À. JUL el v o n t l e s v a l e u r s ( 1 8 ) .

Septième cas : c l , (ft, (?, lï>, <S, 5 .vont identiquement nuls. —
L'équation (1) s'écrit

Elle est ramenée à une équation linéaire. La substitution (8) , avec

(20) L = *••' . M-+-6\i-4-// = o, ^ = i i z l L ,

L

ramène (1) à la forme réduite
(21) Z»-hi=o.

15. Formes canoniques de l'équation sans terme eu y ' \ ~ Supposons
que le coefficient du tenue enj'':* soit nul, et que celui du terme en j-'-y,
dans (1), ne soit pas identiquement nul. l'équation s'écrit

La substitution (•>.) donne, en posant, comme précédemment dv = 5 rfar

J2 r -H a c3 -h '2 [i s r* + 7 s ! + or s+ : *r + ? ; + *r 4- Ï, = d.

où les coefficients a, ji. y, ô. . . ., rj ont les expressions suivantes :

À'2 -+- ^ b À À' -4- 0 À2 , X' -+- b À y, -+- c

(24)

a — ___ « ^ — ___________, *» — » ,

2 /.( A' -4- b X)|x' -f- ( X'2 -h •* 6 XX' -+- a X* ) jjL H - f;X'2 -h e XX' -4- ̂ /
:

*>. (JJL-hc)X '-1 (V. JJL-h '|/> U-4-é?) X 2|JL{JL-4- 2 6fl1H-2t'!JL>-»-e IX-4- ƒ
5 ^ , = = j - •-
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Prenons pour 1 et JJL les fonctions L et M qui annulent (3 et y. On
obtient

( 2 5 ) L = <? ^ , M = - c .

Substituons ces valeurs dans les autres coefficients et désignons,
après simplifications, les numérateurs des fractions par (SI, 60, S, S1',
^ , #d respectivement. On aura

Les formules (24) s'écrivent

Lv* Lv T L lv

Premier cas : on a (ft^éo. — Prenons pour v la fonction N telle que
Ton ait : a = e - ± 1 avec eCl > o; ce qui donne

(96) N = (sA)i

L'équation (22), à l'aide de la substitution (8), donne, en posant
dY = VJ dX l'équation canonique

(27) Z*Y-*-EY3-f-DY*-+-EYZ-4-FZ-4-GY-hH=o ( « = ± i ) ,

où D, E, . . ., G, H ont les valeurs de 3, c, . . . , Ç, Y) pour lesquelles
sont donnés par les formules (26) et (26).

Deuxième cas : o« a d = o, 6iy6o. — Prenons d = t = ini
avec t(D> o. On a pour v la fonction

L'équation (22), par (8), prendra la forme canonique

(•29)

dans laquelle E, F, G, H ont les valeurs de g, 9, Ç et ri où X/JLV sont
remplacés par les formules (26) et (28).

Troisième cas : 6L = o, (D = o, & ̂  o. — On prendra

(30) N=:£,
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et l'équation (21) sera ramenée à la forme canonique

Quatrième cas : (51. cO, & sont identiquement nuls et Von a 9 ^ o.
— On prendra

(3») N = —s,

et l'équation (22) sera ramenée à la forme canonique

(33) Z*Y-hZ-+-GY-+-H=u.

Cinquième cas : cl, cO, &, &, sont identiquement nuls et Von
fl^^o.-On prendra pour y la fonction N telle que l'on ail Ç = e = ± 1
avec e§- > o. soit

±
(34) N = ( - i t ^ '

et l'équation (22) est ramenée à la forme canonique

(35) Z*Y-h E Y + H = 0 I . : = ± I ) .

Sixième cas : <9L, (X), ê , &, (# sont identiquement nuls. — En

prenant N = ( -JJ ) ' n o u s ramenons, si 3C n'est pas nul, l'équation (22)

à la forme réduite Z2 Y -̂ = o, en changeant, si cela est utile Y e n Y + C.

Si cfC est nul, on obtient l'équation Z:l — o.

16. Formes canoniques de l'équation ne contenant y1 qu'au premier
degré. — Ecrivons l'équation sous la forme

(36) ƒ ( y y' ) = y 'y* -+- tty* •+• by- •+• 2 cyy' -+- dy' -f- e y -h f •=. .0.

Sa transformée par (2) s'écrit en faisant encore» dv = zdx

(37) s r 2 - h x r ; l + [5r*-f- :».y s r + 5 : + : ! • + 9 = 0 ,

où l'on a

,' -+• ( fi' -+- 3 a n -

(38)

,_ , ^ —
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Prenons pour X et f/. les fonctions L et M annulant a et y, soit

-fnd.r
(39) !- = * • ' , U = - C ,

ot substituons ces valeurs dans les «autres coefficients. Eu posant

Oh~b — 'Sac—c, LQ-sd—c*.

Ö =E 4 fie- — 9.bc — ad •+• e, (* ̂ z{c~ — d)c — //c3-+- bc* — ce -f- ƒ,

on a

Premier cas : &y£o. — Avec N = -.-i on a la forme canonique

suivante :

(4o) ZY*+^*-+-I>Z-+-KY : F = o.

Deuxième cas : tö==o, é ^ o . - Avec N = tfL~*, on obtient la

forme canonique

({i) ZY'+DZ + Y + F a o .

Troisième ras : £Ô=:o, ô ^ o , &jéo. — Avec N - JFL"1, on

obtient In forme canonique

Quatrième cas : (.9, lO, <ê, 5* jo/i/ identiquement nuls. — L'équa-

tion ( 3 6 ) est réduite à lu forme, Z Y 2 = o , en conservant x comme

variable.

17. Réduction à une équation à coefficients constants. — l. ÜQUATION

CONTENANT L1 N TEKMF. E\ )' : l . Premier cas: Supposons que ( i ) soit,

réductible à une C(|ualion ( 3 ) ù coefficients constitué par In substitu-

tion ( 2 ) . Les expressions de L. M, N el les invariants A, . . . . calculés à

partir de l'équation ( 3 ) montrent que l'équation canonique ( 9 ) prendra

la forme

(4*2) z î + c j - n ' + ' i n . x *zv-4-r/-s-i-3rlSx * v
H-3r.3/H-3rMx >\ -h<:5 = o,

où I* représente ^ el où les C/ >ont des constantes déterminées par

l'équation (3). Si les coefficients de (1) soiil des fonctions de x, on



— 49 —

montrera, comme cela a été fait pour d'autres types d'équations, que la
condition nécessaire et suffisante pour que l'équation ( i ) , où dJ = c — b2

n'est pas nul, soit réductible, est que sa forme canonique (9) soit de la
forme (42). Cette condition établit entre les coefficients deréquation(i)
les six relations distinctes :

K = const., G = const., i\ ïï? = const->

E* C* A»
û» = const., yr = const., 77 = const.
H H H

Cherchons la substitution (2) qui opère directement la réduction
de (1) quand cette réduction est possible. La subslitution(8) ramène(1)
à la forme (42). Or, la substitution

(43) Y = ÂoXo, du^hX-idX

transforme (4a) en une équation (3) à coefficients constants, £<>» et ki
désignant des constantes arbitraires. Remplaçons dans (8), Y et dX par
leurs expressions en fonction de u et v tirées de (43), la substitution (8)
devient

(44) / = * 0 LXP-+-M, du = kiX-+Udx.

Or, d'après l'expression trouvée pour l'invariant A, on peut écrire

On en tire

LN = M -h&M-4-rf, L X a G J j » X-MX » Go

La substitution ramenant l'équation (1), supposée réductible, à une

équation ( 3 ) à coefficients constants, s'écrit

(45) y = *oCo*
 M+bM + d p.,. M, du = h C; W ds,

on pourra faire A0CJ = AriC^ïï= 1. L'expression (45) montre que,
lorsqu'elle est possible, la réduction pourra être ejjectuée sans qua-
dratures.

Deuxième cas : (B = o, (5L ̂  o. En procédant comme dans le cas
général, on montrera que la forme canonique ( u ) de l'équation (1)

THESE J. PAYBT. •
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réductible s'écrit

(46) Z'H- C0X-3Y3-f. 3Z*-+- 6CtX-iZY -+• 3C*Z + 3

et que la substitution qui opère directement la réduction est donnée
par(45)

Troisième cas : ûi = o, c l = o, iO^o. — Pour que ( i) soit réduc-
tible, il faut et il suffit que l'équation canonique ( i3 ) soit

(47) Z3-+- 3Z*-+- 3C0X-«Y2-+- 6CiX- 'ZY -h 3Z -4- 3C4X-*Y -+- C8 = o.

La substitution qui opère directement la réduction est

% W+bM + d . . , (D ,
y = AU. s , + M, ^ = ^ ^ ^

Quatrième cas : dJ, Cl, cO 5on^ /nifc; o / i a C ^ o . — L'équation
canonique ( i5) devient

La substitution qui opère directement la réduction s'écrit

T «̂  -4- M, du = *, Co ï

Cinquième cas : Cl, d$, C, (9 JO/I^ «ufc et Von a ê ^ o . — L'équa-
tion canonique (17) sera

Z3+. 3EZ -h X-i[C«Y H- C,] + C, = o,

mais, dans ce cinquième cas. la réduction à une équation à coefficients
constants ne pourra être obtenue sans quadrature.

Sixième cas : ÖL, (B, C, (D, & sont nuls; 3*yéo.— L'équation

canonique (19) sera

Z3-+- 3Z*+ 3Z -h 3CoX-i Y -+-1 = o,

et la substitution opérant directement, la réduction s'écrira

Septième cas : (SL, ^B, (3, d£>, ê , â* ^o/î  identiquement nuls. — On
a vu [n° 14, 7e cas] qu'on est toujours ramené à une équation à coeffi-
cients constants. Cette réduction exige alors deux quadratures [voiries
formules (20)] .
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II. On retrouve ces résultats sans utiliser les invariants. Mais, ici, la
méthode directe ne paraît pas donner des calculs aussi simples que pour
l'équation du premier ordre el du deuxième degré en y et y'. En nous
bornant au cas général, montrons brièvement comment on procéderait.

Si l'équation (3), transformée de (i) au moyen de (2) a ses coeffi-
cients a, 3(3, . . . . x constants, nous remarquons que si (3 est différent
de zéro, on peut supposer ô = o, si Ton a y ̂  o, on peut supposer cp = o;
si a est ^é o, on peut supposer 6 = 0, etc. On distinguerait ainsi diffé-
rents cas.

Supposons donc (3 ̂ é. o et faisons 0.—o. Le système dos neuf équa-
tions (4) où a, (3. . . ., Y), x s o n l ^es constantes supposées données nous
permettra d'exprimer les trois inconnues X, JJI et v et nous obtiendrons
par conséquent six conditions nécessaires et suffisantes de réduction. De
la deuxième et de la quatrième équations, nous tirons d'abord

(48) X'=X(i3v-6), ïx' = -(&ji-4-rf).

Substituons ces valeurs dans les autres équations; celles-ci n'auront
plus de dérivées. La première, la troisième, la cinquième et la sixième
s'écrivent

(a __ pys — '1 ,'id3v — a = o,

— 2,3(Dv — C -H ddh = o,(49)

Ces quatre équations donneront X, JJL, V et une des conditions de
réduction. Des deux premières, on tire d'abord

Substituant celte valeur dans la première, on obtient la condition

a — (« —p»)c-ï'

et, par conséquent, l'expression de v peut s'écrire aussi

<»> «

La dernière des équations (4g) peut s'écrire, puisque v 2 = »8>

X = IH^ 2 ( jx-M) avec M = - ~ ,



comme dans (7). Tenant compte des conditions (48), on obtient succes-
sivement

Si l'équation (1) est réductible, la substitution donnant une équation
à coefficients constants est

_ H-M (</M = v cte),

ou encore

(52) ^ ^ " " P ï "1-+-M (du^vdx),

et Ton retrouve les formules de substitution obtenues par les invariants.
On pourrait aussi expliciter les autres conditions de réduction. Prati-
quement, ces conditions n'offrent qu'un intérêt relatif et il sera plus
simple d'appliquer h une équation (1) la substitution indiquée par les
formules (62) et voir si sa transformée a ses coefficients constants,
plutôt que d'examiner si les coefficients de (1) satisfont aux six condi-
tions de réductibilité. Les calculs des fonctions À, /JL et v entrant dans (52)
ne nécessitent aucune quadrature.

III. CAS DE RÉDUCTION DE L'ÉQUATION SANS TERNIE EN r'1. — i° Cas

général: Cl7^0. — Considérons l'équation (2a). Supposons-la réductible
par (2) à une équation (23) à coefficients constants. En calculant, au
moyen des formules (20) cl (26) les expressions de L, M, N à partir de
cette équation (23), on pourra obtenir les expressions des invariants D,
E, . . . , de (27). On montrerait ainsi, suivant un raisonnement déjà
utilisé plusieurs fois, que la condition nécessaire et suffisante pour
que (22) soit réductible est que l'équation canonique (27) soit de la
forme

(53) Z* Y + s Y3-h CoexZ*-h d « x Z Y -h C5e^Z H- C3e« Y H- C4e»x= o,

où e = ± 1 et où les C( sont des constantes. Cette condition se traduit
par les cinq relations distinctes suivantes :

1 D' E F*
=7 yr = COÏlSt., jr == COIlSt., -jr = COIlSt.,

G2 IP
-=r- =cons t . , — = c o n s t .

On montrerait aussi que, si (22) est réductible, la substitution (2) qui
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opèrc directement la réduction est de la forme

k9 et A*, étant des constantes arbitraires, z=±\ avec £(ft > o .
2° <Sl = o; 6àj£ç\. —L'équation canonique (29) doit être de la forme

(54) Z*Y -4- i \«-f. CoXZY -+- C, X^Z -+- <:SX* Y -+- C3X* = 0 (1 = ± 1),

pour que (22) soit réductible. Quand la réduction est possible, elle est
opérée directement par la substitution

y = AoCy2 ^ v — c, du = *i Co ̂ «

3° (fl = o; iO = o; C ^ o . — L'équation canonique (3i) doit être de
la forme

(55) Z* Y ̂ - ZY -+- CoXZ -f- Ci Y -h C4X = o,

pour que (22) soit réductible. La substitution

y = *oCö' -g v — c, du = Ai Co -g dx,

effectuera directement la réduction de (22) quand cette réduction sera

4° Cl = o; cO = o; é = o; S*^o. — L'équation canonique (33)
doit être

(56) Z*Y -+- Z -h CoX-» Y -+- C, X " ^ = O,

et la substitution effectuant directement la réduction sera

J C * p v — c, afa = Ai C^1 ^ dx ( Ao et At = const.) .

l £ ! 7

5° cl , rt), ê , S7 50/1/ /iw/j: *$.?£ o. — L'équation (22) sera réductible
si l'équation canonique (35) est de la forme

Z*Y + Y-f-C0X = o,

et la substitution opérant directement la réduction sera

y = AoCô' | ^ - c, r/ii = A.Co i f ^ - .

6° Cl, ÖE), é , 3*^ sont identiquement nuls. — On a montré [n° 15, 6°]
que, moyennant une quadrature, l'équation (22) est réductible.
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Tous ces résultats peuvent être obtenus directement, en résolvant
l'équation (22) par rapport ky' et en procédant comme pour l'équation
du premier ordre et du second degré du chapitre précédent.

IV. CAS DE RÉDUCTION DE L'ÉQUATION NE CONTENANT y' QU'AU PREMIER

DEGRÉ. — 1 ° Cas général : 6b ̂  o. - La condition nécessaire et suffisante
pour que (36) soit réductible est qnt» l'équation canonique (4o) soit de
la forme

(58) ZY2-+- Y*H- C0X*Z H- <:r XV -+- CiX« = o.

Les coefficients de l'équation (36), pour que celle-ci soit réductible,
doivent satisfaire aux trois relations distinctes

« h =const., .-T = const., •=,- =const.,
<\ h h

D, E, F étant les invariants contenus dans (4<>)i ^ ayant la valeur
signalée au i° du n°16; quand la réduction est possible, elle est effectuée
directemenl par

6 (B
j = XyCj» -foV — c, du = Â , C , -^dx.

Deuxième cas : 6b = o; S ^ o . — Pour que (36) soit réductible, il
faut et il suffit que l'équation canonique (40 s'écrive

(59)

La substitution qui opère directement la réduction est

y = /.„CV I d> \*v - 0, du = kx C o ^

Troisième cas : 6b E= O ; & = o ; 3* y£ o. — L'équation canonique cor-
respondante doit s'écrire sous la forme

(60)

La réduction est effectuée directement par

r * I

Quatrième cas. — Enjin, si 6b, (D, &, 5* sont identiquements nuls,
la réduction de l'équation (36) est toujours possible, mais exige une
quadrature [voir n° 16, 4e cas].
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En résume, pour que Véquation f{x, y,}'1) = <>, où f est un poly-
nôme du troisième degré en y et y1 dont les coefficients sont des fonc-
tions de x, soit réductible par une substitution (2), il faut et il suffit
que ses coefficients satisfassent à six conditions distinctes. Lorsque
Véquation est réductible, sa transformée à coefficients constants
peut être obtenue en général sans aucune quadrature, Dansquelques
cas particuliers, la réduction exige une ou deux quadratures.

18. Équation q(y)yf-\- p(y) = o. — I. Forme canonique. —
L'équation (36) du numéro 17, où y1 ne figure qu'au premier degré, est
de la forme

(61) q{y)/ + p(y) = o.

q(y) et p(y) étant des polynômes en y dont les coefficients sont des
fonctions de x, et doul les degrés en y sont respectivement 2 et 3. Plus
généralement, nous allons considérer l'équation (61) où q(y) et p(y)
seront de degrés respectifs n — 1 et n en y. Cette équation s'écrit

(6-2) y ' ^ à [ b t y i ] - ^ a H y ^ ' ^ 2 à [ a i y i \ = 0 ( 1 = 0 , 1, 2 , . . . , n — 1) .

La substitution (2), appliquée à (62), donne l'équation

(63) J E Z [ 3 ' P ' 1 + a " P " " * " Z [ " ° ^ = 0 ('' = ° ' 1>a> • • " l | - 1 > -
En développant p{\v + fx) et q(\v 4- p) par la formule de Taylor, on a

avec

On a en particulier

H- 6 « - Î ] .

Prenons respectivement pour X, fx et v les fonctions L, M et N telle»
que l'on ait

OS/i = O , [in-t = O, [î/i-i = I.

On obtient

(64) L
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La substitution (8) appliquée h (6a) donne l'équation

(65) ^ [ Y — i

Désignons par i?, OU, 51 les expressions, fonctions de u obtenues en
remplaçant dans les formules (64) respectivement L, M, N, a,,, 6n_i,
ft/i-apar j?, Oit, # t , an, (3/*_i. Pn-a* Les raisonnements faits au Chapitre I
pour la démonstration de l'existence des invariants montrent que si l'on
choisit convenablement la constante arbitraire dont dépendent X? et 9t
[la constante dont L et N dépendent étant déjà choisie], la substitution

(66) t> = £

donne l'équation (65). Il en résulte que (65) est une équation de forme
canonique de (6a). Les J, et 1/ sont des invariants. On a les relations

(67) Xi? = L, ÀJÎl = M —JJL. v 0 l = Y

II. Cas de réduction à une équation à coefficients constants :

Première méthode. — Supposons que l'équation (62) soit réduite à
une équation à coefficients constants (63) par la substitution (2) . On
peut toujours supposer, en remplaçant r par v -}- c, que dans (63) on a :
(3n_2= o. Dans ces conditions, les formules (64), appliquées à la réduc-
tion de (63) à une forme canonique, donnent, en désignant par a et c
des constantes

.£ = £-«", Jîl = o, $l=z nCena".

Les formules (66) deviennent

(68) p

On peut toujours faire en sorte que, en changeant X en —1 et ven — v,
ce qui revient à changer v en — c et u en — w, les constantes qui sont
en facteur dans les expressions de C et &l soient positives et que la
constante qui est en facteur dans G devienne égale à u/i, en rempla-
çant u par u -H A*. On obtient immédiatement

et l'équation canonique (65) se présente sous la forme

(69) £[v-+2B.X1=ï=iY\| - 2 A , X - = V
(s = 0 , 1, -A, . . . , n — "{; i = 0 , 1, > w — 1),

Bj et À; étant des constantes.



— 57 —

On voit donc que, pour que (62) soit réductible, il est nécessaire que
son équation canonique (65) ait la forme (69).

Réciproquement, si l'équation canonique de (62) a la forme (69), on
ramène (69) à l'équation (63) à coefficients constants par la substitution

(70) Y = veau ; X = Cennu.

On ramène donc directement l'équalion réductible de (62) à une
équation (63) à coefficients constants par la substitution (2) qui est la
résultante des substitutions (8) et (70). Cherchons cette résultante.
Transportons dans (8) les expressions de Y et dX. tirées de (68), on a

-îrjN €-nau fa = i £ fa.
ni* n X

Mais, d'après les expressions des invariants des équations (65) et (69)
on peut écrire

•n—1 — •*»«—1 •*«• — " •""•• — n I 3

bn-v N ~
en posant

(X === 6/1-1 M' -4- nan M H- an-i.
On en déduit

La substitution résultante peut donc s'écrire sous la forme

wi—1
- ^ L ^ C j T ^ H - M - du- l - dx

C" TIA^Z]

on voit ainsi que, lorsqu'elle est possible, la réduction s'effectuera sans
quadrature. Les 2/1 — 2 conditions nécessaires et suffisantes pour que
la réduction soit possible s'obtiennent on exprimant que les coefficients
de (65) sont identiques aux coefficients de (69).

DEUXIÈME MÉTHODE. — Soit l'équation (61); soit m le degré de p(y)
et soit n le degré de q{v). On peut toujours supposer que le coefficient
du terme en y11 de q(y) est l'unité. Cherchons le cas où une substitu-
tion (2) (Chap. I) ramène (6i) à une équation à coefficients constants

(71)

où P est de degré r et Q de degré s. On peut, en remplaçant Y par Y + c
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et divisant (71) par une constante, toujours supposer que l'on a

P ( Y ) = V A , Y /

(72)

L'identification de (71) et (72) donne

- < j L ) _ P ( Y )

~Q(Y)'

On suppose que P et Q n'ont pas de diviseur commun et que p et q
nyont pas de diviseur commun dépendant de r. On aura donc

(74) Q ( V ) s H 9 ( U H-n).

D'après les hypothèses faites sur les termes de plus haut degré de Q
et de 7, on aura s = n el si l'on pose

« = i i a , . . . , / i — 1 ) ,

L'identification des termes en Y""1 donne

(75) n\L-+-bn _, = 0.

Si l'on pose

on a, en tenant compte de (75),

(76) X-«9(XYH-^)== Y''^ V ? | - ^ - ; \ ' (*=o, 1, 2,

L'identification des deux membres de (74) donne

(77) i\\n-i = B f ( « ' = O, I , 2 , . . . , W — 2

On a ensuite l'identité

Si l'on a m ̂ n + i le degré de P(Y) est le plus grand des deux
nombres m et n -f-1. Si l'on a /n — n + 1, le degré de P est au plus égal
à m. On détermine ainsi r, degré de P, ou degré maximum de P.
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L'identification des deux membres de (78) donne r + 1 équations qui,
jointes aux n— 1 équations (77), permettent de déterminer sans qua-
drature X et v. Chacune de ces deux fonctions n'est déterminée qu'à un
facteur arbitraire près. Il reste 'n •+- r— 2 conditions à vérifier pour
que (61) soit réductible. Certaines des constantes Ay ut en particulier Ar

peuvent être nulles, mais elles ne peuvent être toutes nulles si q(y)
el p(y) n'ont pas de diviseur commun.

III. RECHERCHE DES CAS où L'ÉQUATION (62) ADMET UN FACTEUR INTÉGRANT

QUI NE DÉPEND QUE DE x. — L'équation (62) admet un facteur inté-
grant / i (#) , si l'expression

^ ( 1 = 0 , 1, 2, . . . , /* —1)

est de la forme P dx + Qrfr. On doit avoir P'^^Q',.. Celte identité
nous donne

{netn— b'n_K)h = bn-\h'j
[(n —•i)fl l,_i--6' l,_a]fc = bn-.mh'y

(2ai—b\)h = bjt',
(ai — b'o)h = boh'.

L'élimination de h et h1 conduit immédiatement aux conditions
cherchées. Elles s'écrivent

h' __ nan— 6;,-i _ (n — i)an-\ — b',,_.2 _ _ ax — b'n

h bn-i bn-t bo

On peut vérifier que la condition

bn-i

est identique à la condition \n-\ = o et que les autres conditions sont
équivalentes à

^ j = ( 1 - 1 - 1 ) 1 0 ! (l' = 0, I, '2, . . . , 71 — 3).

conditions que Ton obtiendrait en utilisant l'équation de forme cano-

nique (65).



CHAPITRE VI.
ÉTUDE DE L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DE DEUXIÈME ORDRE

ET DU DEUXIÈME DEGRÉ EN y , y \ y \

Nous nous proposons d'établir les formes canoniques de cette équa-
tion et de rechercher les cas où cette équation est réductible à une
équation à coefficients constants.

19. Formes canoniques de l'équation ayant un terme en yn%. —
L'équation ayant un terme en y' 2 peut être écrite sous la forme

(0 * (yy y" )
•+- vcy'y -h 2 ƒƒ"-+- igy' •+• ipy -+• q = o.

a, 6, . . . , / ? , q désignant des fonctions quelconques de x.
Le changement simultané de variable et de fonction

(a) y = Xv -+- JJL ; dw=-^dx

appliqué à ( i ) donne l'équation

(3) H1(^V')

(4)

P,

i/, v" désignent les dérivées ^ i ^ « O n a e n désignant par

l'ensemble des termes du deuxième degré de ( i)

(2 A'V -4- Av')2-f- 2CAV(>. À'v -4- Xv') -h a X*V* D

, = ^ , B,
?. X'v-4-AV'H-cXv _. A*-+- C//-+- ctk

> ^ ' D l = 5 ^ '
(A"-H cX'-4-rfX)(2À'v -h Àv')-+- Av(CA*-»-aX'-+-CX) -, [1"-+-CfJl'-h

j;^^^ , F , = J-J

_ (}*'-•- C|*'-f- <fyl - I- /")(2>>'v -1- Xv') -+- ÀV (C }i"-J-rt JJl' -H C(Jl-(-^)
G, = 1 J--J ,
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Considérons les fonctions ). = L, v = N, telles que Ton ait C, = o*

On obtient

Les coefficients A4, Eu G< deviennent, en posant

<9Li=rt —c 2 ; d&==e — cd; C~

(6) T N T — ' G ' = LN3

Premier cas : On a (X ̂ é o. — Choisissons N de façon que A< = e = ifc i
avec 6<9L>o

(7) N = ( 8 a) l

D'après (5), on a

Enfin, prenons fx = Mt tel que Ton ait G, = v. On a

La substitution

où L, M, N ont les valeurs données par (7), (8) et (9) ramène (1) à
l'équation

(11)

où les coefficients B, D, E, . . . , P, Q sont reliés aux fonctions LMN par

On montre, par le calcul, que L et N sonl des invariants relatifs, et
que X, ainsi que les coefficients A, B, . . . , Q sont des invariants
absolus. L'équation (11) représente donc une équation de forme cano-
nique de (1).



Deuxième cas : &==o, S^o. — Les coefficients A<, E4 et G4

deviennent, d'après (6)

On est conduit à choisir N et jm = M tels que E ^ s i ; G| = o« On
obtient

La substitution ( 1 0 ) ramène ( i ) à l'équation canonique

(14) Y*-+ . BY*-+- 2DVY -t- 2YY H- 2FY"-f- 2PY + Q =

Les invariants B, D, . . . , Q ont les expressions indiquées par les for-
mules (12) où L, M, N doivent être remplacés par les valeurs (i3).

Troisième cas :(9L = o;(8 = o ; C ^ o . — Les coefficients A4; E<;
Gi s'écrivent

C
A o E o *

choisissons L et N tels que

(15) N = W <?, L = e *J e ».

Les formules (4) ne permettent pas de trouver une valeur M de jx
annulant un des coefficients restants de l'équation transformée. Nous
supposerons /JL = O. La substitution (10) ramène (1) à l'équation cano-
nique

(16) Y"*-+- BY*+ 2DY'Y H- 2FY"+ 2Y-+- 2PY -4- Q = o,

dans laquelle les invariants ont les expressions suivantes :

= "

Quatrième cas : (9L, d5, C sont identiquement nuls. — L'équa-
tion (1) peut s'écrire

(17) (y+ c/+ dy -*-/)î-4- (b - d*)7*-+- (p - df)y -h q - ƒ* = o.

Nous poserons

(D^b — dt, Stap — d/, &mq—f*
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La substitution (2) transforme (17) en l'équation

(18) (ew-+- C, P'-+- Di \> H- F t)2-f. . . . = o.

D'après les relations : a = c2; e = cd\ g = cf^ les formules (4)
donnent

2X'v-+-Xv'-hcXv
5 l)\ = . f

Xv*
Bl = r-— ) Lu = r—r • 5 l)\ = .

X*v* Xv2 Xv*

1

Prenons LMN tels que : D, = i ; F, = i ; P, = i. On a, en suppo-
sant 0 0 ^ o .

(19) M = — ^ ,

L'équat ion ( 1 7 ) sera ramenée par ( 1 0 ) à l 'équation canon ique

(2 0) (Y*-f- CY')2 -+- 2 Y(Yff-f- CY') H- BY*H- 2(Yff-h CV') -4- 2Y -t- Q = o.

Les invariants ont pour expressions

(0 a l /N- t -LN' - i - cLN ^ d)M2-+-6M -h 5
B = = I - + ' N - * ' C = Q I ^

Cinquième cas : (?l = o; ob~o; C = o] (D = o; &?£o. — En pre-
nant LMN de façon que D, = 1 ; F, = 1 ; Q, = 1, on a

(21) M = - | ,

et l'équation (1) est réduite à l'équation de forme canonique

(22) (Y '+ CY')*-*- 2Y(Y"-f- CY') -f- Y*H- 2(Y'-+- CY') -f- 2PY -h 1 = o,

avec
r aL'Nn-LN'-f-cLN D S

Sixième cas : (St, (8, C, ^î), é sont identiquement nuls. — L'équa-
tion (1) s'écrit

(y"-h cy'+ dyY-\- if (y-*- cy H- dy) -h q = o

et peut être décomposée en deux équations linéaires du second ordre.



20. Formes canoniques de l'équation ne contenant y* qu'au préniier
degré. — L'équation peut être écrite sous la forme

(23) h == y/+.<,/*+• b/l+-cfy -f- dy'y -4- ef+fy'+gy + p^ o.

La transformation (2) donne

P V - 4 - A I P ' * - 4 - . . ,-f- Gi V -4- Pi sx O.

On a

(2X'v Xv(X"-4-2aX'-i-rfX)
'

u'+cu-i-e
;—»

1
-4-/) Xv -f- (2X'v H- Xv')([i'-h C\L -*- e)

( X;-t- cX)^-^ ( X'-h aaV-f- rfX)^- -t-ÓX)^ -4- eX -̂4-

Prenons

tels que l'on ait

On a

En posant

Ci =

-fedx

cd, CD 5 <

Jf l i a " f

Oj Ei as O.

M'+cM + «:

î5— 2ÖC-4-*/— C',

les coefficients Bi ; D4 ; F< ; G4 ; P< deviennent

G
Lv3 p

Si l'on a d3 ̂  o, en supposant D« = 1 on a : N = d3:f et l'équation (a3)
est ramenée à la forme canonique

{25) Y'Y'-h AY's-4- \«-h DY'Y -+- FY -f- GY -f- P = o.

Laissons de côté les cas particuliers qui se présentent pour $3 = o. On
les étudierait en modifiant la manière de déterminer N. On a vu des
exemples de cette façon d'opérer dans les chapitres précédents.



- 68 -

21. Cas de réduction à une équation à coefficients constants. —
I. EQUATION AVEC UN TERME EN y"2. — Premier cas. — Supposons
qu'une substitution (2) transforme l'équation (1) où Cl ^ o en une
équation (3) à coefficients constants. Un raisonnement analogue à celui
que nous avons tenu pour d'autres équations montre que la condition de
réduction de (1) est que l'équation canonique (11) ail la forme

(26) Y"*-h Y'*-hCoY*H.2GiY'Y

où les Ct- sont des constantes.
Cette condition peut être exprimée par les six relations distinctes sui-

vantes :
B = const., D = const., E = const.,

1 F' P Q2

U -pr = const., - = const., -^ = const.

Lorsqu'une équation (1) est réductible, on peut encore former la sub-
stitution permettant d'opérer directement la réduction. Si (1) est réduc-
tible, la substitution (10), dans laquelle L, M, N sont donnés par les
formules (7), (8) et (y), la ramène à l'équation (26). Or, la substitution

(27) Y = A0e
xo; du = hxd\,

transforme (26) en une équation (3) à coefficients constants. La résul-
tante des substitutions (10) et (27) donnera directement l'équation
réduite à coefficients constants. Tenant compte de (27) et de la forme
de l'invariant F, celte substitution résultante peut s'écrire sous la forme

/ «v 1 i~. J M"-h c!W'+ dM H- f , - , , . . ,
(28) J = A0CT* îLp-4-M, du = h\Ndx,

hQ et A| désignant des constantes arbitraires. Elle exige une quadrature,
celle indiquée par (9) pour le calcul de M.

Deuxième cas : cT = o; üh^éo. — La condition pour que (1) soit

réductible est que l'équation ( i 4 ) ail la forme

(29) Yff2H-G0Y2+C,Y/'YH-'2Y'Y4-C2^Y''-f-CneXY4-Gi^x==o.

La substitution opérant directement la réduction est donnée par les for-
mules (28) où l'on remplace M et N par les expressions ( i3) .

Troisième cas : Cl = o ; 6h == o ; C ?é o. — L'équation canonique (16)
prend la forme

(30) Y / /2-4-

THÈSE J. FAYET



et la substitution qui opère la réduction s'écrit

y = p e-21>, du = e/-*

Quatrième cas : ÖL, dJ, C sont identiquement nuls; (O^o. — On
a la forme canonique et

')2-+- 2Y( Y"-H Co Y') -+- Ct Y*-+- 2 ( Y"+. C0Y') + 2Y + C, = o.

Celte forme canonique est une équation à coefficients constants. La
réduction nécessite dans ce cas une seule quadrature.

Cinquième cas : ÖL, Ö3, C, (D sont identiquement nuls; &jé o. —
La forme prise par (22) sera aussi elle-même ù coefficients constants.

IL Equation sans terme en y11'1. — Procédant comme nous venons
de le faire pour l'équation complète, on montre que. pour que Péqua-
tion (23) soit réductible, il faut et il suffil que l'équation canonique (a5)
ait la forme

(3-2) YffY'-+- C0Y.'*-+- Y*-*- G, Y'Y -4- C2exY'-H C 3 e x Y -h C 4 e î X = o.

La substitution transformant (1) directement a la forme

(33) 7 =

III. Montrons maintenant brièvement comment on pourrait, sans le
concours des invariants, obtenir les divers cas de réduction.

L'équation (1) peut être écrite sous la forme

(34) y = — (c/•+• dy H- f)±. v'— a/1— atfly'y — iCy'— (Dy*— 2Ôy— $f,

&L, Ö5, . . . , êF ayant les significations données au numéro 19. S'il existe
une substitution

(35) 7

ramenant l'équation (34) à une équation à coefficients constants

S

( l ) Les nouvelles variables X et Y ne doivent pas être confondues avec les variables
canoniques utilisées dans les invariants.
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on peut toujours supposer C, = o, en remplaçant Y par Y + ArX et
déterminant la constante k. Substituons dans (34) / , / , / ' tirées
de (35). LYqualion (54) s'écrit

dx* "" l d£ x ""

2

D'après les relations

l'équation (36) peut aussi s'écrire, en faisant C4 = o,

(38) *ï — [cv-:q£-

V-2Ö5,vY^/ / dx

Identifions (37) et (38). On a

(39)

ƒ = p

_ _

La quatrième équation donne

(4o) v - ( * ) ' .

Prenons la constante arbitraire 6L\ de même signe que (fl pour que
v soit réel.

La sixième équation définit /JL par
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Enfin, la troisième équation donne

( 4 î )

La substitution ainsi obtenue est bien celle obtenue avec les invariants.
Les autres équations non encore utilisées donnent les six conditions

nécessaires et suffisantes de réduction et l'on montrerait qu'elles sont
équivalentes à celles déjà trouvées. On étudierait aussi facilement, par
celte voie, la réductibilité des cas particuliers ainsi que celle de l'équa-
tion sans terme eny"'2.



CHAPITRE VIL
SUR LA. RÉDUCTION DES ÉQUATIONS LINÉAIRES ET HOMOGÈNE^

AUX ÉQUATIONS A COEFFICIENTS CONSTANTS.

Une équation linéaire et homogène à coefficients variables

(1) /(7)=7 ( / l )-+-ai7{ /I-^H-...H-a /17 = o

est transformée en équation de même forme par la substitution

(2) y = l(x)z, dt= u(x)dx.

Les invariants de (1) relatifs à celte substitution ont été étudiés par
Halphen [6] qui a exprime, à l'aide des invariants, les conditions néces-
saires et suffisantes de la réduction de (1) à une équation à coefficients
constants. M. Tadya Peyovilch [b] a étudié les invariants relatifs au cas
d'une substitution (2) où Ton a). = i (substitution de variable seule)et
en a déduit les conditions nécessaires et suffisantes de la réduction de (1)
à une équation à coefficients constants.

Je me propose d'étudier directement les cas où l'équation (1) est
réductible par une substitution^), à une équation à coefficients constants.
Pour abréger, nous dirons que dans ce cas, l'équation (1) est réductible.
Pour qu'une équation (1) soit réductible, il faut et il suffit qu'elle vérifie
une idenlilé que nous allons établir en faisant la remarque suivante:

Remarque. — Soit l'équation

( 3 ) *(zî^liïï

où les Ai sont constants.

i° II est évident que, puisque cp(*) = o est à coefficients constants,

on a
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2° Cette identité caractérise les équations linéaires et homogènes à
coefficients' constants. En effet, si une équation de la forme (3) dans
laquelle les A; sont supposés fonctions de x satisfait à l'identité (4), nous
aurons, en désignant par A) la dérivée du coefficient A{- par rapport à t

i

Cette dernière égalité ayant lieu pour n'importe quelle fonction z} on
en tire

AJ=o, c'est-à-dire A/=const.

22. Identité remarquable. — Si la substitution (2) transforme l'équa-
tion (1) en une équation (3) à coefficients constants <p (z) = o, on a

(5)

Or, d'après la remarque faite précédemment, on a l'identité (4) -

Remplaçons, dans (4) , ?(^) et 9 ( -j-\ par les expressions (5) ,

il vient

D'après les formules (2), on a

En éliminant 5, (-£) et dt entre (6) et (7), on a

identité qui est de la forme

(9)

Lorsqu'une équation linéaire et homogène est réductible à une
équation à coefficients constants par un changement simultané (2)
de variable et de fonction, il existe quatre Jonctions G•; //; v; g telles
que Videntité (9) soit satisfaite.

Réciproquement, si une équation linéaire et homogène (1) est telle
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que l'identité (9) soit satisfaite, je dis qu'elle est réductible à une équa-
tion (3) par un changement (2).

i° Si los fonctions G; (JL; V; g ont les formes particulières indiquées
dans l'identité (8), l'équation ƒ (y) = o sera réduite à une équation à
coefficients constants par la transformation (2). En effet, si l'on rem-
place dans (8) , y\ / , dx par leurs expressions tirées de (7 ) , on

retrouve (6). En remplaçant dans (6) f(lz et ƒ (X -.-) par les expres-

sions (5), on obtient l'identité (4) qui caractérise une équation à coef-

ficients constants : ç ( s ) = o.
20 11 suffit donc de montrer que, s'il existe des fonctions G, g, (JL et v

telles que l'identité (9) soit vérifiée, ces fonctions donnent à (9) la
forme (8). Identifions dans (9), que Ton peut écrire

les termes en ty
( /1+4) et y {n). On obtient

(10) HG = £\

(11)

En éliminant G, on a

(12)

qui détermine g si /x et v sont connus. Quelles que soient ces fonctions
à déterminer (JL et v, on peut toujours les représenter par les formules

u et \ étant deux fonctions inconnues auxiliaires à déterminer.
L'équation (12) devient

£• -+-/1- H- ̂ = 0 , d'où g\u"=k (* = const.).

On aura donc

Si l'on remplace dans (9), g, G, {/.etvpar ces expressions (i3) et (14)
en supprimant A1, qui se met en facteur dans les deux nombres on obtient
l'identité (8).

Les fonctions X et u qui figurent dans ( i3) sont, comme on l'a vu
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dans i°, les fonctions qui définissent la substitution (2) qui réduit (1) à
une équation à coefficients constants.

Pour qu'une équation (1) soit réductible à une équation à coeffi-
cients constants par une transformation (2) , il faut et il suffit qu'il
existe quatre fonctions G, # , p, v telles que Videntité (9) soit satis-
faite.

23. Remarque. — L'identification des doux membres de (9) donne
n + 2 équations. Deux d'entre elles nous ont donné G et g. Il reste n
équations pour déterminer )., M, OU si Ton préfère pet V. Il y a donc n — 2
conditions, en général distinctes, pour que l'équation (1) soit réductible.

On se servira des n conditions que doivent vérifier JJL et v pour déter-
miner le plus simplement possible ces fondions. Si l'on a / i > 2 , ces
fonctions se détermineront en général sans quadrature, puisqu'il y a plus
d'équations que de fonctions inconnues.

Ecrivons ces n équations obtenues par l'identification dans (9) des
termes eny{n-*K yin~'2), . . . , y,y. On a

(15)

n(n — i)(n — ?) ,„ (n -— 1) (n — 2) ,

n(n — 1) ,
:

H- (/i — 2)aiv('*-3)-f-.. .

On peut remarquer que, si Ton tient compte des résultats (10) et (12),
la première équation ( i5) peut s'écrire

[x* (a jx h a p) -h nv = o.

Elle donne la relation suivante entre p cl v

(16) / l ( / t
2"" l )^-"a iHL-+- / l v = K (K cousu).

L'élimination de v entre (16) et la deuxième équation ( i5) , conduit,
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en posant

(17) p(x) =5 a, — aK — aj,

à l'équation

Cela va nous permettre de retrouver très rapidement, et par une autre
voie, un résultat d ĵà obtenu par Halphen ( [6 ] , p. i43) relativement à
l'équation

(19) yw-hany = o,

où an désigne une fonction quelconque de x.
Demandons-nous quelle doit être la forme de an pour que (19) soit

réductible à une équation à coefficients constants par une substitu-
tion (2) . D'après (18), on a

(20) |X(J?) = Co^-b Ci.r-h C2 (Go, Ci, Csconstantes).

On a : li*»)(x) = o et. d'nprès (16), on a : v{'*~l)(x)=o. Toutes les
équations ( i5) , à partir de la troisième jusqu'à Tavant-dcrnicrc, inclu-
sivement, constituent des conditions satisfaites d'elles-mêmes puisque
d'après (19) on a : aK = a» = a,s—... , = a/l_1 = o. La dernière équa-
tion (15) nous donne, dans ce cas particulier d'équation (19) la condi-
tion

jia'/i -+- nan\i = o.

Elle donne la forme de a„. Ainsi, l'équation ( ' )

est réductible à une équation à coefficients constants. La substitution
donnant la réduction est

24 Intégrale générale de ƒ ( / * / + v j ) = o lorsque f(y) = o est
réductible. — 1" Si l'équation (1) est réductible, l'identité (9) montre

( !) Pour n = 2, M. Bcsge a énoncé un résultat analogue (Voir Journal de Liouville,
i r i série, t. IX). Consulter également : HALPHEN : Comptes rendus, t. XCII.
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que toute solution de ( i ) est solution de

( 2 1 )

Réciproquement, si toutes les solutions de (1) sont solutions de (a i )
l'équation (1) est réductible.

Les solutions communes à (1) et à (21) vérifient aussi l'équation

quelles que soient les fonctions G(x) et g(x). On a vu [n° 22 , 20]
que, quels que soient JJL et v, on peut déterminer deux fonctions G et g
telle que H ( j ) ne contienne ni terme wiy ("+', ni terme eny{n). L'équa-
tion H(y)=zo, d'ordre n— 1 au plus, étant vérifiée par toutes les
solutions de (1) d'ordre /i, est identiquement nul, on a l'identité (9) ;
l'équation (1) est donc réductible.

THÉORÈME. — Pour que Vèquation (1) soit réductible, il faut et il
suffit qu'il existe des fonctions JJL (X) et v (x) telles que toute solution
de (1) soit solution de (21).

20 Intégration de (21) lorsque (1) est réductible. — Nous suppo-
sons que, dans (21), jx et v soient des fonctions telles que l'on ait
l'identitû (y). On vient de voir que, si la substitution (2) transforme (1)
en une équation à coefficients constants (3), toute solution de (1) est
solution de (21), où |x et v ont les expressions ( i3) . Toute solution
de (1) est donc solution de l'équation (21) qui, en remplaçant /a et v par
les expressions ( i3) s'écrit

L'équation (1) étant réductible à l'équation (3) à coefficients constants
parla substitution (2), nous savons intégrer l'équation (1). Chacune
des solutions z = Zi(t) d'un système de n solutions distinctes de
l'équation à cofficients constants cp(^)<o , donnera, pour (1), une
solution/ = X(#) Zi(t), en remplaçant t par son expression en fonction
de x. Pour que l'équation (22) soit intégrée, il suffit de trouver une
solution de (22). II est évident que l'équation (22) admet la solution y = X.
Lasolutiony = \z montre que y = \ n'est solution de (i)que si 9(5) = o
admet-3=1 pour solution. Par conséquent, dans le cas général, où
danscp(^), on a A / t ^ o, la solution de (22) est

(23) y
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Supposons que, dans 9(5) on ait

Ay = o pour y s s n , n — i , . . . , n —

le coefficient Àn_7 n'étant pas nul. L'équation <p(s) = o admet les
solutions i, £, £2, . . ., ti-\ mais n'admet pas la solution £9. On voit,
en remplaçant f en fonction de x, que l'équation ( i) admet les solutions

X,, X*, X*2, . . . , X w - i ,

mais n'admet pas la s o l u t i o n / = X£?.
Il est facile de voir q u e / = X£? est solution de (22).
En effet, à la solution/ = "kt<!-* de ƒ ( / ) = o, correspond une infinité

de solutions de (22) définies par

En prenant de nouveau t pour variable, cette équation s'écrit

dy d\ y

La solution générale de cette équation est

On a donc, en particulier, la solution / = Xl?. En remplaçant t en
fonction de x) la solution générale de (22) sera donnée par

(24) ^

( y = 0 , 1, 2 , . . . , y ; / = i , 2, . . . , n — q).

Dans le cas où l'équalion (1) est réductible à une équation <p(3) =
à coefficients constants, en ne changeant que la fonction, on a t = x.

L'identité (9) prend la forme

avec k = const.
La solution générale de (22) est

( y = 0 , 1, 2, . . . , q; * = i , 2, . . . , n — q).

Dans le cas où l'équation (1) est réductible à une équation 9(z) = o
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à coefficients constants, par un changement de variable seule :
dt = u(x) dx, on a X = i, l'identilé (9) prend la forme

La solution générale de f(-y') = o s'obtient, en faisant dans (24) •

X = i et zi(t)= yi(x), en désignant par yi{x) les solutions de (1) qui
ne sont ni une constante, ni une puissance de t(x).

Remarque : Dans le cas général où le coefficient an dans (1) n'est
pas nul, l'équation (1) n'admet pas la solution y = i. L'équation à
coefficients constants <p(y) = o n'admet pas non plus la solution y = o.

On a : An^é o. La solution générale de ƒ r - j = o est

K = C - + . V C / / z (« = i , a, . . . , n),

y = idyi est la solution générale de l'équation (1). Il en résulte la
propriété suivante :

Si une équation (1) est réductible à une équation à coefficients
constants par un changement de la variable dt = u(x)dx et si le
coefficient an n'est pas identiquement nul dans (1), les courbes

intégrales defl- j ~ o se déduisent des courbes intégrales de (1)

par une translation parallèle à Oy ( • ).

Réciproquement, considérons une équation linéaire, et homo-
gène f (y) = 0 dans laquelle an n'est pas nul et supposons que toute

courbe intégrale de l'équation ƒ r-- J = o s'obtienne en imprimant à une

courbe intégrale de ƒ (y) = o une translation parallèle à Oy. Les solu-

tions de l'équation ƒ r - ] = o satisfont à l'équation

f (y H- C) = o c'est-à-dire à f{y)<*lx = 0 ( G = const.),

et par suite à l'équation linéaire et homogène d'ordre n + 1,

( l) Voir aussi Fayet [b]\ Rey Pastor [a].
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On a donc l'identité

cl l'équation f (y) = o est réductible à une équation à coefficients
constants par un changement de variable seule dt = u(x) dx.

25. Exemples. — i" Nous avons vu au n° 23 que, pour qu'une
équation ( i) d'ordre n soit réductible, ses coefficients doivent vérifier,
en général, n — 2 conditions distinctes. L'équation linéaire et homogène
du deuxième ordre,

est donc, théoriquement, toujours réductible à une équation à coeffi-
cients constants. Mais, si Ton écrit les quatre équations ( i5 ) relatives
à / i - - 2 , on obtient

G[2fx'-+- ai [JL -4- v] = gai -4- g\

'H- a\ |i'-+- at[i-+- 2v'+ a\ v ] =
(•25)

Les deux premières équations lient, comme on Ta vu au n° 22 [for-
mules (10) et (11)] G ct£" aux fonctions JJL et v.

Los doux dornières équations s'écrivent, après élimination de G

Î
u!— a\ UL H- 2v = K
^m , , (K constante).

v • + a V 9 a [ L « ( x = o
= o

On retrouverait aussi ces équations à l'aide de (16) et (18). L'examen
des équations (afi) montre quo, pratiquement, on ne pourra pas, en
général, exprimer los fonctions /UL ol v. Voici quolquos exemples d'équa-
tions du second ordre où cette détermination est possible.

Soit l'équation

où cp désigne une fonction quelconque de x. On a ici
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Les équations (a6) deviennent

(18)
p' I P'

V*-|- I v'^-2—II'—a^rU 3 0.

On aperçoit une solution de ce système. C'est {* = ?; v = c0 [cons-
tante]. On en tire

(29) u = ï ; X ^ e ' V * .

On vérifiera aisément que la transformation définie par

ramène (27) à l'équation à coefficients constants

dïz dz o

et que la substitution de variable seule [co = o; c< = 1]

dtst -dx
?

ramène l'équation (27) à l'équation à coefficients constants

LVquation f(¥-\ = o déduito de (27) s'écrit

La solution générale de (27) peut s'écrire

+k{e J *? [̂ 0, h constantes].

Celle de Téquiition (3o) peut s'écrire

y = kt+ k'o eJ ? -4- ̂  e J » [̂ ;
0, k\, kt constantes].

On vérifie ainsi que lns courbes intégrales de (3o) se déduisent des
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courbes intégrales de (27) au moyen d'une translation parallèle à O j .
Soit encore l'équation

/o \ . ç'-4- 2 A" , À* — I

(30 f+1-j-y+

où A' désigne une constante, et cp une fonction quelconque de x. Les
équations (26) sont satisfaites pour JJL = cp; c = c0 [constante]. On obtient
des résultats analogues à ceux de l'exemple précédent.

Soit lY'quation

dans laquelle cp désigne une fonction quelconque de x. Les équations (26)
s'écrivent

JA'— 29JJL -4- 2v = kt

v'— 9.(0'-f- o8 — i)fx'— (9'-+- 299')ji = 0.

On a la solution

ji as c0 ; v = c0o -4- et (c0 et c\ constantes).

La substitution de fonction seule

transforme l'équation (32) en une équation à coefficients constants

d'2z
•7-r —.3=0

pour c 9 = 1; e = o. L'équation f(y + ?ƒ') = o déduite de (32) s'écrit

(33)

La solution générale de (32) peut s'écrire

— f y
= e J

f yd.v

y = e J [Aoc-r-+- h\e~x] (/f0, h\ constantes).

La solution générale de (33) peut s'écrire
— / (pdx

y = e J [h'oe
x-\~ h\ «-•"»•+- ht] (h'o, h\, ht constantes).

On vérifie ainsi que toutes les solutions de l'équation (32) sont en
même temps solutions de l'équation (33).
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Soit encore l'équation

«'-+-2(3
——^

/ o / \ * «-+-2(3 ,
(34) y"-+- ——^ ƒa

dans laquelle a et (3 désignent des fonctions quelconques de a?. Les
équations (26) s'écrivent

—2«'S*-+-2a'2 j^o.

On a la solution

|JL = a, v sas p -f. Go (Go constante).

On fera la substitution

y^ze*7- JS, dt~- dx.

L'équation (34) sera transformée en une équation à coefficients cons-
tants. On pourra aussi vérifier que des solutions de l'équation (34) sont
des solutions de l'équation obtenue en remplaçant dans (34) y

20 Considérons l'équation d'Euler'

(35) /(")+ Attf-1/"-1)-^ Ai#-2 ƒ("-*)•+•...-H Aa-iâH"-4)/-*- \nar~ny sxo,

011 les A/ sont des constantes.
Il est facile de voir qu'en prenant

= ar, v = o,

les équations (16) et (18) sont satisfaites et que les n — 2 conditions
données par les équations (io) sont vérifiées. On retrouve ainsi le
résultat bien connu : la transformation x = el, de variable seule, trans-
forme» l'équation d'Eulcr en une équation à coefficients constants.

La solution générale de l'équation (35) est, comme on sait

(36) 7 = ^tTV1-,(Log^) + ...-f-^P[Ijl_1(Logir),

H, r2, . . . , r* désignant les k racines distinctes de l'équation caracté-
ristique, pi, {ju* • • -r f̂ /t étant les ordres de multiplicité de ces racines;
et P^.^Loga?) étant un polynôme en Log# de degré //,— 1 dont les
coefficients sont arbitraires.
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D'après ce que nous avons démontré au numéro 24, la solution gêné-»
raie de l'équation

jr(n+i) + ( n +. A t )7(«»-4- [( n — i )Ai -4- A ; ] # - J /C»- 1 *-+- . . . .

-+-[A,,-,-^ A,,]#-(«-!>ƒ = 0 ,

que l'on déduit de (35) en substituant xy' à la place de y sera

y = G -+-arr*P(il_i(Logâ?)-+-.. .-H a?
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