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PREMIÈRE THÈSE

THÉORIE
DES

LIGNES D'INFLUENCE EXACTES
DKS

ARCS QUELCONQUES

PLANS EN TREILLIS ARTICULÉ
A MONTANTS ET CROIX DE SAINT-ANDRÉ.

INTRODUCTION.
Jusqu'à présent, on s est généralement borné, par intuition, à

calculer les poutres en treillis articulé à montants et croix de Saint-
André (jîg- 6, #)7 plus particulièrement les poutres droites, comme
systèmes multiples formés de deux poutres isos La tiques ordinaires en
treillis simple. Ces dernières sont, dans cette hypothèse, constituées,
chacune et dans chaque panneau, par les membrures, les montants et
Tune seulement des deux diagonales croisées du même panneau de la
poutre d'origine. Nous verrons, à la fin de notre travail, quel est
l'ordre de grandeur de l'approximation de cette méthode. Nous
exposerons tout d'abord une théorie exacte des lignes d^ influence
des efforts principaux dans les barres des fermes à montants et croix
de Saint-André (1). Nous en donnerons ensuite une application.

Cette théorie exacte présente sans aucun doute un réel intérêt, non

(*) Ce type de ferme est dû à Navier.
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seulement théorique, mais aussi pratique, ne fût-ce que pour
apprécier l'importance des erreurs résultant des méthodes approchées
qui ont été préconisées par Jean Résal. Certes, les poutres en treillis
à montants et croix de Saint-André ne jouissent plus d'une si grande
faveur que pendant la seconde moitié du siècle dernier, mais on les
applique encore assez souvent à l'heure actuelle. On les rencontre
sous forme de contreventements, ainsi qu'en général partout où il y a
renversement du sens de l'effort tranchant. Il en est ainsi tout
particulièrement dans les piles et pylônes, dans les panneaux centraux
des maîtresses-poutres de faible portée, par suite de l'influence
prépondérante des charges mobiles et, ainsi, de la variation du signe
de l'effort tranchant; enfin, dans les ponts Scherzer, les ponts
basculants et les ponts tournants, en raison du changement de sens
des efforts pendant la manœuvre (exemples : pont tournant de Brest,
en France; pont basculant de Selzaete, en Belgique). En outre, on
utilise ce système dans les vannes métalliques des barrages et les
portes d'écluses. Il a l'avantage de présenter une flèche inférieure à
celle des poutres simples et. par suite, de donner lieu à des efforts
secondaires plus faibles que dans ces dernières.

D'autre part, les fermes à montants et croix de Saint-André
possèdent un degré d'hypers ta tici té intérieure très élevé, car celui-ci
est égal au nombre de panneaux, si ces derniers sont tous à diago-
nales croisées. A titre d'exemple, le degré d'hyperstaticité intérieure
de chacun des arcs du viaduc de Garabit est égal à 27, celui-ci com-
portant 27 panneaux à montants et croix de Saint-André. Il en
résulte que le calcul exact de ce type de ferme est ardu : c'est
d'ailleurs une des raisons de l'emploi plus rare de ces systèmes, à
l'heure actuelle. Dans la suite, nous supposerons celles-ci isostatiques
extérieurement, car on peut toujours ramener l'étude d'une ferme
hypers ta tique à celle de la même ferme rendue isostatique par une
suppression convenable des liaisons.

La conception classique de la résolution hyperstatique du système
est la suivante : si nous coupons une diagonale de chaque panneau et
si nous appliquons, aux couples de lèvres des coupures, les efforts
internes respectifs développés dans ces barres par la force extérieure
unitaire, nous ramènerons le système à une ferme isostatique (Jlg- 1).
Cette méthode conduit à écrire autant d'équations numériques qu'il
y a de panneaux; il reste à les résoudre. S'il s'agit d'établir des
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lignes d'influence, on devra résoudre autant de systèmes d'équations
de ce genre qu'il y a de positions possibles de la force extérieure. La
symétrie éventuelle de la ferme ne réduira pas la difficulté de résolu-
tion de chacun des systèmes d'équations. En effet, l'un quelconque
de ces systèmes correspond à une position déterminée de la force
extérieure unitaire mobile. Cette mise en charge particulière n'est en
général pas symétrique. Par conséquent, malgré la symétrie de la
ferme, les efforts dans deux barres symétriques sont différents. Il en
résulte que cette symétrie n'amène aucune réduction du nombre
d'inconnues de chacun des systèmes. Cette symétrie entraîne une
simplification : il suffît de calculer les lignes d'influence des barres
d'une des moitiés de la poutre, mais cette simplification a lieu quelle
que soit la méthode de résolution de i'hyperstaticité de la ferme.

Pour établir les équations ainsi définies, certains auteurs [W. Rit-
ter ( • )] ont appliqué le principe des travaux virtuels, d'autres
[L. Baes (-), L. Légens (:J)], le théorème de Castigliano. Léon
Boyer (;') les a établies, à l'occasion de son calcul du viaduc de
Garabitj en partant de la relation qui existe entre les dilatations des
six barres d'un panneau. En outre, M. B. de Fontviolant (r>) a
appliqué 1' « équation aux liaisons surabondantes » qu'il a établie à
partir du principe des travaux virtuels. Ces auteurs sont ainsi arrivés
nécessairement à une forme simple des équations, qui est due au
choix des barres surabondantes et à la propriété suivante des poutres
à montants et croix de Saint-André : l'effort interne dans la diagonale
surabondante d'un panneau quelconque influence seulement les cinq
autres barres du même panneau, dans le système rendu isostatique
par coupure d'une diagonale dans chaque panneau. Il résulte de
cette propriété que les équations de déformation se mettent sous la
forme de relations linéaires
(i) a X,_! + 6 X j + c Xi+>1 = d

(*) W. BITTER, Anwendungen der Graphische Statik, nach Prof. Dr G. Gulmann,
bearbeitet von W. Ritter, B. II, Zurich, 1890.

(2) L. BAES, Cours de Stabilité des Constr. enseigné à VUniversité de Bruxelles
{autographie), 1911.

(3) L. LÉGENS, Génie Civil, 1922 el i()33.
(4) LKON BOYER, Viaduc de Garabit sur la Truyère, Paris, 1888.
(5) B. DE FONTVIOLANT, Résistance des Matériaux Analytique et Graphique,

t. II, Paris, 1927; Les Méthodes modernes de la Résistance des Matériaux,
Paris, 1920.



entre les efforts internes X ^ , X; et XJ_H dans trois diagonales
surabondantes successives. Ces relations sont analogues aux équations
bien connues des trois moments, ce qui facilite leur résolution. Elles
ont d'ailleurs été appelées successivement équations des trois ten-
sions par Léon Boyer, équations des trois barres surabondantes par
M. L. Baes et équations des trois efforts par M. B. de Fontviolant.

W. Ritter et F. Bleich (1 ) donnent une résolution intéressante du
système d'équations des trois efforts, par approximations successives.
Ils supposent, en première approximation, que, dans les équations
telles que (jf), a et c sont négligeables devant b et, en seconde
approximation, substituent à X;_i etX,+1 les valeurs tirées en premier
lieu, et ainsi de suite jusqu'à ce que l'erreur soit négligeable. D'autre
part, W. Ritter expose un mode de résolution des systèmes à montants
et croix de Saint-André par utilisation de l'ellipse d'inertie des
panneaux, mais il reconnaît que la méthode est trop ardue et ne
s'applique pratiquement qu'aux poutres droites. 11 fait d'ailleurs
l'hypothèse restrictive que les panneaux sont symétriques verticale-
ment et horizontalement.

En outre, M. Farid Boulad (2) a donné une résolution de la formule
des trois efforts par une méthode analogue à celle des foyers utilisée
dans l'étude des poutres continues à l'aide de l'équation des trois
moments.

Citons encore une méthode graphique très intéressante et originale
due à M. L. Descans (:$).

Enfin, Jean Résal (' ) a proposé un mode de résolution approchée
des poutres droites, en supposant qu'après déformation les panneaux,
initialement rectangulaires, se transforment en parallélogrammes. II
a donné, en outre, une méthode approximative de calcul, basée sur
la considération de la poutre comme système multiple formé de deux
poutres isostatiques intérieurement. Il n'a cependant pas indiqué
Tordre de grandeur de l'approximation de cette méthode. Le degré

(x) F. BLEICFI, Der Statisch Unbestimmte Paralleltrà g er mit Gekreuzten
Diagonalen (Osterr. Woctienschrift für den Offentl. Baudienst, Heft 50, igo5).

(2) FARID BOULAD, Un nouveau théorème pour calculer les tensions des barres
surabondantes des poutres et arcs à montants et croix de Saint-André
( Comptes rendus du Congrès international des mathématiques, Strasbourg, 1920).

(3) L. DESCANS, Le Calcul des Poutres à Diagonales Croisées (Génie Civil,
3 juin 1922).

(4) J. RÉSAL, Stabilité des Constructions, Paris, 1901.



d'exactitude n'est donc pas défini, contrairement à ce que Ton fait
d'habitude dans la plupart des problèmes d'hyperstatieité.

Au contraire, le procédé qui partirait d'une étude exacte et qui en
déduirait un mode approché de calcul serait beaucoup plus sûr et
plus logique. D'autre part, comme nous l'avons montré plus haut, le
mode le plus simple de détermination exacte, établi jusqu'à présent,
consiste dans l'utilisation d'équations du type (i) ci-dessus. Ces
équations, qui ne sont autres que l'expression particulière des équa-
tions des dérivées du travail (Gastigliano), restent malgré tout géné-
rales. Leur résolution subsiste : c'est seulement au cours de celle-ci
qu'apparaissent les difficultés, la longueur et la complexité des
calculs, qui sont de toute manière inhérentes à un système lui-même
complexe. Il ne faut pas perdre de vue que ces équations ne s'appliquent
qu'à une mise en charge fixée. Or, il est très rare que l'on puisse se
passer du tracé des lignes d'influence, car on doit toujours, dans le
calcul d'une ferme, rechercher pour chacune des barres en particulier
la position du train de charge la plus défavorable. On s'en passera
d'autant moins que la méthode nouvelle exposée dans le présent
travail rend leur calcul aussi simple que l'étude d'une mise en charge
fixée. Au contraire, le problème se complique précisément lorsqu'on
veut établir, par la méthode précédente, les lignes d'influence des
efforts principaux dans les barres de la ferme. Il faut en effet, dans ce
cas, résoudre autant de systèmes d'équations qu'il y a de positions
possibles des charges mobiles.

C'est pour cette raison que nous avons établi une méthode nouvelle,
plus simple que les précédentes, bien qu'étant tout à fait rigoureuse.
Nous avons surtout visé à la rendre pratique, tout en nous imposant
comme but la détermination directe, à l'aide d'équations convena-
blement établies, de toutes les ordonnées des lignes d influence des
efforts principaux. La méthode par récurrence se présente, sans
aucun doute, comme étant la meilleure voie à suivre pour les systèmes
à montants et croix de Saint-André, en raison de leur haute hypersta-
ticité. D'autre part, le principe de réciprocité de Maxwell présente la
propriété de réduire le degré d'hyperstatieité successivement d'une
unité et paraît donc utilisable à cette fin.

Cependant, il n'est pas évident à priori qu'une pareille méthode
soit possible, du moins pour la détermination des lignes d'influence.
Mais nous l'avons rendue telle grâce à un choix judicieux des barres



surabondantes, en l'occurrence les montants. Nous verrons dans la
suite, au cours de l'exposé, quelles sont les propriétés particulières
de ceux-ci qui nous ont déterminés à faire ce choix.

Nous exposerons ainsi une méthode nouvelle d'application très
simple, bien que les formules de récurrence que nous établirons sont
tout à fait générales et peuvent être utilisées pour la résolution d'une
ferme de forme quelconque.

Tout notre exposé aura pour but d'établir des équations dont
l'application permet de calculer d'emblée les lignes d'influence des
efforts principaux dans les barres. Il sera malgré tout ardu, pour deux
raisons. Tout d'abord, il s'agit de la résolution exacte d'un système
de degré d'hyperstaticité élevé. De toute façon, le problème sera
donc complexe quelle que soit la méthode utilisée. Ensuite et sur-
tout, nous ne nous sommes pas borné à écrire, comme on Va fait
jusqu'à présent, des équations d1 apparence très simple, mais trop
générales, tirées du théorème de Castigliano, en laissant à Vingé-
nieur le soin de les résoudre chaque f ois qu'il devra les appliquer.
C'est seulement au cours de cette application que naissent les plus
grosses difficultés. Au contraire, nous nous sommes proposé d'éviter
ces dernières en présentant la question des lignes d'influence sous
forme d'équations toutes résolues. A cette fin, nous avons dû
nécessairement nous astreindre à des calculs algébriques pénibles,
mais ceux-ci ont le grand avantage d'être faits une fois pour toutes.

La complexité de l'exposé pourrait faire croire, à première vue,
que la méthode actuelle n'est pas pratique. Il n'en est rien. Cette
complexité résulte précisément du côté pratique que l'on a voulu
donner à la méthode en effectuant certains calculs algébriques de
façon à réduire au strict minimum les opérations que nécessite
l'application du procédé. Il ne faut en effet jamais perdre de vue que
toute méthode doit avant tout être établie pour être appliquée. Entre
une méthode d'exposé simple, mais d'application difficile, et une
méthode d'exposé complexe, mais d'application facile, l'ingénieur
choisira sans hésiter la seconde.

La démonstration des formules constitue tout le côté ardu de
l'exposé. Elle est, certes, intéressante, mais on pourrait très bien s'en
passer, quitte seulement à connaître la signification des symboles
algébriques qui entrent dans les formules et le mode d'application de
celles-ci.
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Si les travaux antérieurs sur le sujet sont d'exposé plus simple, ils
sont par contre d'application plus difficile, car ils se bornent à
présenter le problème sous forme de systèmes d'équations que
l'ingénieur devra résoudre chaque fois qu'il s'en servira. Au con-
traire, l'application de la méthode actuelle ne nécessite plus aucun
calcul algébrique. Elle se résume à des opérations tout à fait élémen-
taires, c'est-à-dire à la substitution, aux symboles algébriques qui
interviennent dans les formules, de leurs valeurs numériques relatives
à la ferme particulière à résoudre. Ces opérations ne demandent
même plus que des notions d'algèbre tout à fait rudimentaires. De
plus, à l'heure actuelle, les calculs numériques ne présentent plus
eux-mêmes aucune difficulté, grâce à l'emploi des machines à calculer.

Outre ces avantages, qui sont d'un grand intérêt pour l'ingénieur,
la méthode actuelle présente encore le suivant. Les formules de
récurrence qui seront établies ci-après donnent les ordonnées succes-
sives des lignes d'influence sous forme de sommations. Lorsque les
termes de celles-ci sont de signes contraires, ils sont toujours très
différents l'un de l'autre, de sorte que les erreurs relatives que le
procédé entraîne sont très faibles.

Enfin, la méthode possède d'autres avantages tout aussi importants
que les précédents. Ils seront exposés à la fin du deuxième chapitre.
La méthode présente donc un réel intérêt.

Dans ce qui suit, nous exposerons tout d'abord, dans un premier
chapitre, les principes et les méthodes qui seront utilisés au cours
du présent travail.

Le deuxième chapitre consistera dans la résolution de la forme
plane la plus générale des systèmes en treillis articulé à montants et
croix de Saint-André. Cette résolution s'appliquera en particulier aux
poutres droites du même type, que nous avons étudiées directement
dans un travail précédent (1 ).

On trouvera ensuite, dans un troisième chapitre, une application
de la méthode à un arc particulier à montants et croix de Saint-André.

0) Étude des poutres à losanges et théorie des lignes d'influence des poutres
droites en treillis à croix de Saint-André (Annales des Ponts et Chaussées,
novembre 1936, Paris).





CHAPITRE I.
PRINCIPES DE LA MÉTHODE ET PROCÉDÉS D'APPLICATION.

1. Principes de la méthode. — Au cours de notre étude, nous
ferons un usage très fréquent du tracé de Cremona, du tracé de
Williot, ainsi que du principe de superposition, du principe de
Maxwell et du principe des travaux virtuels.

a. Le tracé de Cremona consiste en une détermination graphique
des efforts normaux dans les barres des systèmes plans triangulés à
attaches supposées articulées. La méthode que nous allons exposer
est beaucoup plus pratique que celle employée en général par les
ingénieurs, car elle fournit automatiquement le sens des efforts
normaux dans toutes les barres (1 ).

Soit par exemple (fig> 2, a) une ferme plane triangulée présentant
en A un appui à rotule et en E, un plan d'appui quelconque. Cette
ferme est isostatique extérieurement, mais rien n'empêche d'appliquer
la méthode de Cremona aux systèmes hyperstatiques extérieurement,
pourvu que Ton ait déterminé à l'avance, par un procédé quelconque,
toutes les liaisons extérieures résultant de la sollicitation extérieure
donnée.

Dans la poutre (fig- 2, a ) , la réaction en RE est normale à la trace
du plan d'appui. Si l'on prolonge sa ligne d'action jusqu'à l'intersec-
tion /' de celle-ci avec la ligne d'action de la force extérieure P, la
ligne d'action de la réaction RA n'est autre que A i . On peut dès lors
déterminer RA et RE en décomposant P suivant leurs deux directions.
Cette décomposition est d'ailleurs effectuée dans la figure 2, fe, que
nous allons examiner.

(*) La présente méthode est exposée par M. le professeur H. Béghin dans son
Cours de Résistance des Matériaux à l'Université de Paris.



Connaissant RA et RE, on peut tracer la figure de Creinona (fig* 2, b)
comme suit. Divisons d'abord le plan de la poutre {fig. 2, a) en six
régions (1, 2, 3. 4? 5, 6) séparées par les lignes d'action des forces
extérieures P, RA et RE et les barres de la construction, celles-ci
figurant aussi, implicitement, les lignes d'action des forces internes
qui les sollicitent.

Gela étant, exprimons graphiquement et successivement l'équilibre
des divers nœuds de la poutre en commençant par un nœud ne pré-
sentant que deux barres dont les efforts internes sont inconnus, par
exemple le nœud E. A cette ün^ imposons-nous, pour tous les nœuds,
un seul et unique sens de rotation fixant l'ordre dans lequel nous
couperons, autour du nœud, les droites-frontières des diverses régions.
Dès que l'on coupera une de ces droites-frontières, on tracera dans la
figure (b) de Cremona une droite parallèle à cette droite-frontière,
qui représente en grandeur, direction et sens, l'effort extérieur ou
intérieur agissant suivant la droite-frontière coupée.

On opérera par exemple comme suit : si l'on coupe d'abord RE, on
trace, en (6), à l'échelle des forces choisie pour le tracé de Cremona,

le segment 2-1 parallèle à RE et représentant cette réaction. L'ordre
de numérotation des extrémités de ce segment est le même que celui
dans lequel les régions 2 et 1 sont successivement rencontrées. En
outre, cet ordre indique en même temps le sens d'action, sur le nœud
considéré, de l'effort extérieur ou intérieur correspondant. Si nous
continuons le tracé de l'équilibre du nœud E, nous coupons ensuite
la barre b en passant de la région 1 à la région 4? puis lft barre a en
passant de la région 4 à la région 2. Nous tracerons donc dans la

figure 2 (b) successivement les segments i-4 et 4-2 parallèles à b et
à a. Il en résulte que la barre b subit une traction (i-4) et la
barre a, une compression (4-2). En effet, i-4 s'écarte du nœud E,

donc tire sur celui-ci, tandis que 4-2 s'en rapproche, donc pousse sur
le même.

Passons ensuite au nœud D d'application de P. Coupons les droites-
frontières dans le sens P, a. c, d, en passant successivement des
régions 3 à 2, 2 à 4? 4 à 5 et 5 à 3. Nous tracerons donc successive-
ment dans la figure (b) de Cremona les parallèles 3-2, 2-4, 4-5 et 5-3
représentant, à l'échelle, la force extérieure P et les forces normales
dans les barres a. e, <i, avec leur sens. On fera ensuite des coupures
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successives autour des nœuds C, B, A et l'on tracera dans la figure
de Cremona les contours fermés correspondants (5-4-1-6-5), (3-5-6-3)
et (3-6-1-3) donnant les efforts dans les barres, avec leur signe. Le

segment i-3 représente en particulier la réaction RA avec son signe.
On voit que les deux figures 2, a cl b sont des figures conjuguées

réciproques : à une région de la figure (a) de la poutre correspond
un point de la figure (b) de Cremona, tandis qu'à un nœud de la
première correspond une région de la seconde.

On voit que la construction de la figure de Cremona est automa-
tique, progressive et ne présente aucune difficulté, pourvu que, en
chacun des nœuds considérés, il ne reste pas plus de deux inconnues
à déterminer.

b. Le tracé de Williot est un procédé graphique original, imaginé
par l'ingénieur français Williot, de détermination de la figure
déformée d'une construction réticulaire, à partir des déformations
longitudinales des barres, calculées au préalable.

Considérons tout d'abord trois nœuds A, B, C d'une ferme reliés
par les barres a, &, c (Jig. 3, a). Supposons que nous ayons déjà
déterminé les positions nouvelles V et B' de A et B, après déforma-
tion de la ferme et soient 1(, et "kc les déformations longitudinales de b
et c, lo étant par exemple un allongement et >.c, un raccourcissement.
Portons CC,, CC.,, C', CJ et C',,&', équipollents respectivement aux
déplacements AA, AB et aux déformations longitudinales 1/, et lc. La
nouvelle position C' de C se détermine en décrivant, de -A' et B
comme centres, des arcs de cercles de rayons (6 4-Àfc = A'C'J)
et (c H- lc= B'C;). Mais A\ AB, l(n A,, C'.'C' et C;C' sont des infini-
ment petits par rapport à b et c. Ce sont en effet des déformations
et des déplacements qui sont toujours excessivement petits vis-à-vis
des dimensions de la construction. Pour les constructions métalliques
en acier ordinaire, par exemple, les déformations longitudinales des
barres sont de l'ordre du 2000e de la longueur de celles-ci. Il en
résulte que les arcs de cercles précités se confondent avec les normales
à b et c, élevées en C',' et C".

On peut, d'autre part, remplacer très avantageusement la figure 3 (a)
par la figure 3(6) où le point ABC figure la position initiale du
triangle ABC avant toute déformation de la ferme. On voit que Ac est
mesuré en grandeur, direction et sens à partir de ce point. Il en
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résulte que ABC figure la position non déformée de toute la ferme.
La figure 3 (b) constitue le « tracé de Williot ». Elle a le grand avan-
tage de réduire fortement le travail en se débarrassant du tracé des
barres de la ferme et ne retenant que les déformations successives.
En outre, elle permet de faire le tracé à une échelle plus grande que
celle de la représentation de la construction et, ainsi, de donner lieu
à une plus grande précision.

Considérons ensuite une ferme complète, par exemple la ferme de
la figure 2(0), sollicitée par la force extérieure P. Nous avons déter-
miné, à l'alinéa a, à l'aide d'un tracé de Cremona, les efforts internes
dans toutes les barres, qui sont des compressions ou des tractions
longitudinales. Les barres comprimées sont représentées en traits
renforcés. Nous pourrons déduire du tracé de Cremona les raccour-
cissements ou allongements longitudinaux de toutes les barres.

Ces déformations vont nous permettre de faire le tracé de
Williot (Jig. 2, c). Nous rapporterons tout d'abord les déplacements
à une direction et à un point arbitrairement choisis et supposés fixes,
quitte à faire après coup les corrections nécessaires. Nous choisirons
en l'occurrence la direction de la barre ƒ et le point A, qui reste fixe.
Soit donc O = ABCDE le point du tracé de Williot qui figure la
position initiale non déformée de la ferme. Le point A étant fixe, ne
subit aucun déplacement. Sa position finale A' coïncide avec O.
Portons à partir de O le raccourcissement If de la barre/, parallèle-
ment à celle-ci. Comme elle est comprimée, le nœud B se rapproche
du nœud A. Dans la figure (c), on doit donc porter A ƒ dans le sens
indiqué. On trouve ainsi la position B' de B après déformation de la
ferme.

Pour obtenir la nouvelle position C' de C, on remarquera que le
nœud C est relié aux nœuds A et B, dont on possède les positions
nouvelles, par les barres g et e. On portera donc à partir de A' le
raccourcissement \g de la barre comprimée g et, à partir de B',
l'allongement \e de la barre tendue e dans les sens qui indiquent que C
se rapproche de A et s'écarte de B. Aux extrémités des segments \g

et Xe, on élèvera des perpendiculaires sur ceux-ci, qui se coupent
en C', position nouvelle de C. De même, pour obtenir D', on porte \d
à partir de B' et \c à partir de C; et Ton élève les normales à ~kd et AC7

qui se coupent en D'. Finalement, on trouvera E' en traçant \a en Df,
If, en C' et en élevant les perpendiculaires à ces déformations.



Les déplacements de tous les nœuds de la ferme s'obtiennent en
grandeur, direction et sens en joignant l'origine O~:ABCDE du
diagramme de Williotanx positives finales, A'B'CD'E' de ces nœuds
après déformation de la ferme. En portant ces déplacements aux
nœuds mêmes de la ferme, on aura la position déformée de celle-ci.

Pour tracer la figure de Williot, nous l'avons rapportée à une
direction arbitraire AB supposée fixe. Or celle-ci subit elle-même
une rotation autour de A. Pour déterminer la correction qui en résulte
pour le tracé de Williot, remarquons que le nœud E ne peut que se
déplacer sur la trace de son plan d'appui pq. Par conséquent, dans le
tracé (c) de Williot, la position réelle de E après déformation de la
poutre doit se trouver sur la parallèle OF à pq, menée par l'origine.
11 n'en est rien : E' ne se trouve pas sur cette parallèle. D'après le
diagramme de Williot, il se trouve au-dessus du plan d'appui pq
(fig. 2, a). Le point A étant fixe, il suffira donc, pour corriger le tracé
de Williot, de faire subir à toute la ferme une rotation d'ensemble co
autour de ce point, dans le sons de rotation des aiguilles d'une montre.
Dans ce mouvement, le nœud Esc déplace normalement à la ligne AE
des appuis, car la rotation o> est infiniment petite. Pour trouver, dans
le tracé de Williot, la nouvelle position de E, on mènera donc EE"
perpendiculaire à la droite AE des appuis (fig, 2. a) jusqu'à sa
rencontre avec la parallèle à pq menée à partir de l'origine de la
figure (c). La rotation w aura pour valeur

ET?

si l est la distance des appuis de la ferme. Du fait de cette rotation w
de correction, un nœud quelconque de la construction, D par exemple,
subira un déplacement supplémentaire D'D'; (fig* 2, c) normal à la
direction AD (fig. 2, a) et égal à

D D" = m M = -j Ë' E",

où m est la distance AD ( fig. 2, a). Les corrections des déplacements
des autres nœuds se déduisent de même.

Celles-ci peuvent se déterminer graphiquement à l'aide d'un tracé
de Williot, comme suit : si nous menons E"D'" et E'Df// (fig. c)
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normaux respectivement à ED et AD {fig. a) , les deux triangles ADE
ifig- a) e t E'E"DW {fig. c) sont semblables. On a donc

E D'" AD = m

E'E"
d'où

E'DW= j E ' E ' = D'D".

On trouverait de même B'B" en grandeur, direction et sens, en E'BW

en traçant E'BW et E"ïV" normaux respectivement à AB et BE {fig. a),
et ainsi de suite.

Finalement, on aura donc en OB', 0(7 , OD" et OE" les déplace-
ments réels des nœuds de la ferme. Si l'on reporte ces déplacements
sur la figure (a), à l'échelle de celle-ci, on trouvera la position
déformée de la poutre.

La ferme que nous avons choisie pour notre exposé est une ferme
triangulée, isostatique extérieurement. Cependant, le tracé de Williot
s'applique à tontes espèces de constructions, qui peuvent être hyper-
statiques extérieurement et intérieurement, à condition que l'on ait,
au préalable, déterminé d'une manière tout à fait rigoureuse toutes
les liaisons extérieures et les efforts internes dans toutes les barres.
En effet, si l'on fait le tracé de Williot pour ces poutres hypers ta-
tiques, ce tracé doit satisfaire à autant de vérifications qu'il y a d'élé-
ments surabondants. Le tracé de Williot peut d'ailleurs être effectué
indépendamment de ces derniers. Par conséquent, il doit vérifier, au
droit des liaisons extérieures surabondantes, les déplacements de
celles-ci, nuls (liaisons fixes) ou non (appuis élastiques), et, au droit
des barres surabondantes, les déformations longitudinales de colles-ci.

Il en serait ainsi notamment des fermes à montants et croix de
Saint-André, que nous étudierons dans le chapitre suivant.

Pour plus de détails sur le tracé de Williot, on se reportera utile-
ment au travail original de cet auteur ( ' ).

c. Le principe de superposition suppose que Ton reste dans- les
limites de validité de la loi de Hooke. Il n'est en effet applicable que

(*) WILLIOT, Notations pratiques sur la statique graphique (Publications
scientifiques industrielles, 1877).
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si l'on se place dans l'hypothèse habituelle de la résistance des
matériaux, c'est-à-dire la proportionnalité des déformations quel-
conques aux forces appliquées. Cette hypothèse est une forme parti-
culière et restreinte de l'hypothèse de l'élasticité, dans laquelle on
néglige tout effet des déformations sur l'équilibre élastique.

Ces hypothèses sont suffisamment valables, ainsi que l'expérience
l'a généralement prouvé, à condition que les déformations soient
réellement très petites et que les barres comprimées soient absolu-
ment garanties contre le flambage.

d. On sait que le principe de réciprocité de Maxwell ( ' ) résulte
de la considération de deux groupes de sollicitations appliquées suc-
cessivement à une même construction. Tl exprime que le travail
virtuel des sollicitations du premier groupe le long des déformations
qu'impriment à leurs points d'application les sollicitations du second
groupe, est égal au travail virtuel des sollicitations du second groupe,
le long des déformations qu'impriment à leurs points d'application
les sollicitations du premier groupe.

L'application de ce principe à la détermination des efforts ou
couples de liaison est classique. La méthode s'est surtout répandue
dans la recherche des lignes d/influence des réactions et des moments
de flexion des poutres droites continues, ainsi que dans la recherche
des lignes d'influence des liaisons des arcs. Citons tout particulière-
ment son emploi aux constructions hypersta tiques du premier degré,
qu'elle a la propriété de rendre isostatiques, grâce à une coupure par
rapport à l'élément surabondant étudié. 11 en est ainsi notamment
des réactions des poutres continues sur trois appuis et de la poussée
d'un arc à deux rotules. La méthode conduit à une représentation
intuitive des lignes d'influence. Cette représentation fait image en ce
sens qu'elle est une expression mécanique du mode de comportement
de la construction considérée, sous l'influence de la sollicitation que
l'on étudie. La méthode a d'ailleurs donné naissance à l'emploi de
procédés mécaniques à l'aide d'appareils d'application extrêmement
simple (« micro-influentiomètre » de M. Magnel, appareil de
MM. Land et Beggs, « influentiographe » de M. Colonetti, appareil
« Nupubest » de M. Rieckhofl, méthode de M. Wahed, etc.).

(x) J.-GL. MAXWELL, Traité d'Électricité, Gliap. III : Travail électrique et Énergie
d'un système de conducteurs.

TFIESE FOULON.
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L'application du principe de réciprocité de Maxwell aux systèmes
en treillis est également connue, mais très peu répandue. Elle peut
cependant être d'un très grand intérêt, car elle a l'avantage d'être
très simple et de réduire d'une unité le degré d'hypers ta ticité du
treillis étudié. Nous ne l'emploierons, dans le présent travail, que
dans le cas des treillis articulés.

Comme la méthode peut comporter des modalités de détail, nous
expliquerons ci-après le procédé choisi, afin de préciser la termino-
logie, les notations et les conventions de signes employées dans notre
exposé. Notons tout d'abord que nous adopterons, dans la suite, les
compressions internes des barres comme positives. Si l'on adoptait
les tractions internes comme positives, on obtiendrait d'ailleurs un
raisonnement en tous points analogue au suivant.

Cela étant, coupons la barre s de la poutre figure 4 (a) et supposons
la force extérieure mobile P appliquée en un nœud p arbitraire.
L'application de P produit par exemple un « écartement » (1) relatif
transitoire P ô| des lèvres de la coupure de la barre s, dans la direc-
tion de cette dernière, àf, résultant de P = i. Le résultat final de la
démonstration suivante serait le même si l'on supposait que ô| est un
« rapprochement » ( ' ). Si l'on voulait maintenir les deux lèvres de la
barre s en contact, comme avant la coupure de celle-ci, il faudrait
appliquer en ces lèvres des compressions S, S, qui ne sont autres que
les compressions internes développées par P dans cette même barre
lorsque celle-ci n'est pas coupée. Nous nous proposons de calculer
ces forces internes S.

Pour cela, considérons (jig. 4? à) la même poutre soumise cette
fois à des tractions k des lèvres de la coupure. Elles produisent un
déplacement relatif A" Af de ces lèvres dans le sens d'action des forces A",
autrement dit un rapprochement, et un déplacement du point
d'application de P dont k ô§ est la projection sur la direction initiale
de P.

Il est à noter que, dans les figures 4 (# et 6), on ne peut faire agir
la force P d'une part, les forces k d'autre part, que si le système reste

(l ) Nous appelons écartement ou rapprochement relatif des lèvres de la coupure
d'une barre quelconque, un déplacement relatif de ces lèvres de même sens que
celui qui résulterait, respectivement, d'un écartement ou d'un rapprochement des
nœuds d'extrémités de la même barre.
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indéformable après coupure de la barre s. sinon ce système se défor-
merait indéfiniment sous des efforts extérieurs quelque petits qu'ils
soient. On ne peut donc appliquer le principe de réciprocité de
Maxwell que dans cette hypothèse.

Af est essentiellement positif, tandis que ô| sera mesuré positive-
ment dans le sens de P, mais contiendra implicitement son signe.

Appliquons le principe de Maxwell aux deux systèmes (a) et (6)
de forces et de déplacements :

ou
ö s = —

D'autre part, S est tel que le déplacement relatif total des lèvres de
la coupure, dans la poutre sollicitée par P, S, S, est nul. On a donc

S Af = o.

On déduit de ces deux dernières équations

k$l

A noter que k §1 et A-A| sont des déplacements produits tous deux
par les deux tractions k des lèvres de la coupure de la barre s

L'équation (a) est vraie quel que soit le nœud d'application de la
force extérieure P, que nous pouvons donc supposer mobile et
appliquée aux nœuds successifs de la construction. On peut par con-
séquent en déduire le procédé suivant d'application du principe de
Maxwell à la détermination delà ligne d'influence de l'effort normal S
dans la barre quelconque s.

On coupe la barre s et l'on applique aux lèvres de la coupure deux
tractions k arbitraires, mais égales et opposées, si l'on considère les
compressions internes comme positives (1). On en déduit, à l'aide
d'un tracé de Cremona ou de toute autre méthode équivalente, les
efforts internes dans toutes les autres barres dus aux tractions k et,
ensuite, les déformations longitudinales de ces barres. A l'aide de ces

O) Si l'on considérait les tractions internes comme positives, on appliquerait
aux deux lèvres de la coupure de s deux compressions k égales et opposées.
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déformations longitudinales, on détermine graphiquement ou ana-
lytiquement, par un tracé de Williot, par le théorème des dérivées
du travail (Castigliano) ou par toute autre méthode équivalente, la
déformée de toute la poutre et, en particulier, les déplacements des
nœuds d'extrémités de la barre s coupée. La ligne d'influence cherchée
de l'effort normal de compression dans la barre s n'est autre que la
mesure, à l'échelle du rapprochement k A| des lèvres de la barre s,
de la projection de la déformée ainsi obtenue, sur les lignes d'action
successives éventuelles de la force extérieure mobile P, si celle-
ci est supposée prise égale à l'unité des forces.

Ce procédé est applicable, non seulement lorsque la force extérieure
mobile P = i est appliquée aux nœuds, mais aussi lorsqu'elle est
appliquée en un point quelconque des barres, entre ces nœuds. La
position déformée des barres, sous l'effet des tractions A", étant recti-
ligne, les lignes d'influence des efforts internes dans les barres seront
donc constituées, entre leurs ordonnées correspondant aux nœuds, de
segments de droites reliant ces ordonnées.

Pour faciliter la compréhension de l'exposé du Chapitre II ci-après,
il est intéressant d'écrire en abrégé, sous les formes littérales sui-
vantes, l'expression de la propriété des lignes d'influence (L. I.)
déduite du principe de Maxwell

déformée
rapprochement des lèvres

OU

(i') Déformée = (L. I.) x (rapprochement des lèvres).

Nous verrons ci-dessous, au cours de l'exposé du mode d'applica-
tion du principe des travaux virtuels, que les deux formules ( i)et( i ' )
sont aussi valables pour les systèmes qui deviennent déformables après
coupure de la barre dont on détermine la ligne d'influence.

Toutes les considérations précédentes s'appliqueraient intégrale-
ment à une barre quelconque d'un système isostatique ou hypersta-
tique intérieurement ou extérieurement, à la seule condition que le
système reste indéformable par suppression de la barre considérée.

En outre, il est à noter que le principe de Maxwell n'est applicable
que pour autant que les déformations et déplacements envisagés
soient très petits par rapport aux dimensions de la ferme. C'est
d'ailleurs ce qui a lieu dans la plupart des constructions utilisées dans
la pratique.
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Remarque. — Les deux efforts de traction A*, égaux et opposés,

appliqués aux lèvres de la barre s, font naître des efforts internes
dans toutes les autres barres de la ferme. Il résulte des déformations
de celles-ci un rapprochement h: A'| des nœuds d'extrémités de la
barre coupée. Gomme, en outre, les deux tractions k produisent un

allongement —̂ de la barre, le déplacement relatif des deux lèvres de

la coupure s'écrit

00 *Ai=-*Aà s+^,

où /, <r et E sont respectivement la longueur, la section transversale
et le coefficient d'élasticité longitudinale de la barre.

e. Principe des travaux virtuels. — Nous venons de voir que le
principe de réciprocité de Maxwell n'est applicable qu'aux treillis qui
restent indéformables après coupure de la barre étudiée. Considérons
à présent un système isostatique ou hyperstatique, non déformable
initialement, mais qui le devient par coupure de la barre s dont nous
recherchons la ligne d'influence de l'effort normal (fig- 5, a).

Gomme nous l'avons dit plus haut, nous adopterons les compres-
sions internes des barres comme positives.

Coupons la barre s et appliquons aux deux lèvres de la coupure les
deux compressions S qui font équilibre à P. S n'est autre que l'effort
interne développé par P dans la ferme dont la barre s n'est pas coupée.

L'application pure et simple du principe de Maxwell (voir fig. 4, b)
conduirait dans le cas actuel à une déformation indéfinie, la poutre
étant déformable.

Nous pouvons au contraire établir comme suit un procédé d'appli-
cation du principe des travaux virtuels.

Supprimons les forces P, S, S {fig* 5, b) et produisons un rappro-
chement virtuel As des lèvres de la coupure de la barre s. Insistons
tout spécialement sur le fait que les déplacements virtuels doivent
être des infiniment petits par rapport aux dimensions longitudinales
des barres. Il résulte de As un déplacement virtuel du point d'appli-
cation/?, dont la projection sur la direction de P est égale à èp mesuré
positivement dans le sens de P. As et dv étant infiniment petits et
compatibles avec les liaisons extérieures, le travail virtuel des forces
extérieures P, S et S en équilibre sur le système, le long de ces
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déplacements virtuels, est nul; autrement dit

d'où

(p) s = p 5-
Cette équation est analogue à l'équation (a). Elle est vraie aussi en

tous les nœuds d'application éventuels de P. Par conséquent, on
obtiendra la ligne d'influence de l'effort normal dans la barre s par
application du principe des travaux virtuels, en coupant la barre s étu-
diée, en produisant un rapprochement virtuel As infiniment petit de
ses lèvres et en mesurant, à l'échelle de ce rapprochement virtuel, la
projection àv de la déformée virtuelle qui en résulte, sur les lignes
d'action successives éventuelles de la force extérieure mobile P sup-
posée égale à l'unité. Cette projection, mesurée positivement dans le
sens de P, exprimera des compressions dans la barre s. Entre les
ordonnées correspondant aux nœuds, les lignes d'influence seront
encore formées de segments de droites joignant les ordonnées au
droit des nœuds.

On voit qu'il y a analogie complète entre le principe de récipro-
cité de Maxwell et le principe des travaux virtuels. Les équations
littérales (i) et (V) sont donc applicables à tous les systèmes en
treillis. On notera cependant qu'ici, les forces P, S, S correspondent
bien à un état de sollicitation en équilibre, tandis que $p et As appar-
tiennent à un état de déplacement quelconque, pouvu qu'il soit com-
patible avec les liaisons du système. On voit aussi que le rapport ^ a

une valeur bien déterminée, car le système n'a qu'un seul degré de
liberté.

ƒ. Comparaison du principe de réciprocité de Maxwell et du
principe des travaux virtuels. — On peut montrer que l'application
du principe de Maxwell peut s'étendre aux constructions en treillis
qui deviennent déformables par coupure de la barre étudiée {fig. 5, a).
En effet, la déformation (ôp, As) se produit sans qu'il soit nécessaire
de développer aucun effort (jig- 5, b). Le second groupe de forces,
analogue à celui de la figure 4(b), se réduit donc à zéro. 11 ne sub-
siste de ce groupe que les déplacements As et ôp infiniment petits. Le
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principe de réciprocité de Maxwell s'exprime comme suit :

P Sp— S A s= (forces du second groupe = o)
X (déplacements dus au premier groupe ^ o)

ou

La propriété du principe de Maxwell, annoncée ci-dessus, se trouve
par là démontrée.

Réciproquement, le principe des travaux virtuels est applicable
aux systèmes en treillis qui restent indéformables par coupure de la
barre étudiée, à condition de l'appliquer au groupe de forces P, S
et S qui maintiennent la construction dans le même état d'équilibre
que l'état initial, avant coupure de la barre, c'est-à-dire tel que les
lèvres de la coupure de la barre restent en contact. En effet, si l'on
produit un rapprochement virtuel A| des lèvres de la coupure de la
barre s, il en résultera nécessairement un déplacement virtuel è\
compatible avec A| et avec les liaisons de la ferme {fig. 4? b). Dès
lors, si l'on applique le principe des travaux virtuels à ces déplace-
ments virtuels et aux forces P et S en équilibre, on aura directement

relation qui donne immédiatement l'équation (a) et démontre la pro-
priété annoncée.

En conclusion, on voit que le principe de réciprocité de Maxwell
et le principe des travaux virtuels ne font qu'un seul et même prin-
cipe, que l'on peut indifféremment appliquer à tous les systèmes ini-
tialement indéformables. Le principe de Maxwell n'est, somme toute,
qu'un cas particulier du principe des travaux virtuels qui, lui, est tout
à fait général.

Dans les deux cas, on arrive à la même formule (i) ou (i'). La
ligne d'influence de l'effort normal de compression dans une barre
quelconque sera donc toujours figurée, à l'échelle du rapprochement
des lèvres de la barre supposée coupée, par la déformée de la cons-
truction produite par ce rapprochement des lèvres de la coupure de
la barre, et cette ligne d'influence, pour laquelle on prendra comme
figure de référence la position initiale de la construction non
déformée, sera valable quels que soient les points d'application, les
directions et les sens de la force extérieure mobile P = i, à condition
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que l'on mesure les déplacements projetés sur les directions des
forces extérieures, positivement dans le sens de celles-ci.

2. Procédés d'application, aux systèmes extérieurement isosta-
tiques, des méthodes exposées ci-dessus. — Nous nous bornerons à
Fétude des systèmes isostatiques extérieurement. Le calcul des
lignes d'influence des liaisons extérieures surabondantes des sys-
tèmes hypers tatiques extérieurement peut d'ailleurs s'effectuer très
aisément dès que Ton a établi les lignes d'influence des efforts nor-
maux dans toutes les barres du système rendu isostatique extérieure-
ment par suppression des liaisons surabondantes extérieures.

En effet, ce calcul se fera par exemple comme suit : On remplacera
les liaisons extérieures par les réactions correspondantes, provisoi-
rement inconnues, en rendant ainsi la construction isostatique exté-
rieurement. Sous l'effet de ces réactions de liaisons, il naît dans
toutes les barres de la ferme des efforts normaux que l'on peut
déduire directement des lignes d'influence de ces derniers, qui sont
déjà établies. L'application du théorème des dérivées du travail
(théorème de Gastigliano) permettra ensuite, en exprimant les con-
ditions des liaisons, par exemple la fixité de celles-ci, d'obtenir
autant d'équations qu'il y a de réactions surabondantes. On pourra
donc déterminer les valeurs de celles-ci pour chacune des positions
de la force extérieure mobile. En d'autres termes, on aura leurs
lignes d'influence.

Une fois celles-ci déterminées, on corrigera les lignes d'influence
des efforts normaux dans toutes les barres de la ferme en ajoutant à
ces dernières les lignes d'influence des efforts normaux internes dus
aux réactions de liaison.

Les lignes d'influence des réactions de liaisons peuvent aussi se
déterminer en appliquant le principe de réciprocité de Maxwell ou le
principe des travaux virtuels, de la même manière que les lignes
d'influence des efforts normaux dans les barres des systèmes en
treillis. Cette méthode est tout spécialement intéressante lorsque la
ferme n'est hyperstatique extérieurement que du premier degré, car
le principe de Maxwell et le principe des travaux virtuels ont, dans ce
cas, la propriété de ramener l'étude de la ferme au cas d'une ferme
isostatique extérieurement.

Pour déterminer la ligne d'influence delà seule réaction extérieure



surabondante, pour laquelle on se fixera un sens positif, il suffira de
rendre la ferme isostatique extérieurement par la suppression de la
liaison surabondante, de supprimer en plus la réaction de cette der-
nière et d'appliquer, au contraire, au nœud où elle agissait et sur la
ferme dépourvue de toute sollicitation, une force k de même direc-
tion, mais de sens opposé. Les lignes d'influence des efforts normaux
dans les barres de la construction rendue isostatique, qui sont sup-
posées déterminées, nous donneront directement, pour cette sollici-
tation, les efforts internes et, par suite, les déformations longitudi-
nales de toutes ces barres. Un tracé de Williot, affecté des correc-
tions dues au retour de la ferme sur ses appuis, après déformation,
ou bien le théorème de Castigliano, fournira ensuite la déformée de
toute la ferme et, en particulier, la composante du déplacement du
point d'application de la force k dans la direction et le sens de
celle-ci. Cette composante sera essentiellement positive. La projec-
tion, sur les lignes d'action éventuelles de la force extérieure
mobile P = i, de la déformée ainsi obtenue, mesurée à l'échelle de
cette composante, n'est autre que la ligne d'influence de la réaction
calculée, avec son signe, si l'on mesure la projection de la déformée
positivement dans le même sens que celui de la force extérieure
mobile P = i.

On voit donc qu'il faut tout d'abord étudier les fermes en treillis
en les supposant rendues isostatiques extérieurement, quitte après
coup à étudier l'effet des liaisons surabondantes. Nous ne considére-
rons donc ci-après que les systèmes isostatiques extérieurement,
pour lesquels nous donnerons les procédés d'application du principe
de Maxwell et du principe des travaux virtuels.

Toutefois, si le système devient déformable par suppression de
toutes les liaisons extérieures surabondantes, il faudra évidemment
garder, pour le calcul de la ligne d'influence d'une barre quelconque,
les liaisons extérieures surabondantes qui sont nécessaires pour
assurer l) indèf or mobilité de la ferme avant coupure de la barre
quelconque étudiée. Ce cas peut se présenter lorsque la ferme est
hypostatique intérieurement ou présente un panneau à travers lequel
une section ne coupe que une ou deux barres. C'est pourquoi nous
n'envisagerons, dans la discussion ci-dessous, que les fermes isosta-
tiques extérieurement, mais qui sont, en plus, au moins isostatiques
intérieurement et ne présentent aucun panneau qu'une section pour-
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rait couper en rencontrant moins de trois barres. Les autres disposi-
tions des barres ne sont guère utilisées dans la pratique. Leur étude
serait d'ailleurs rendue très aisée par l'application du principe de
Maxwell ou du principe des travaux virtuels.

a. Systèmes intérieurement isostatiques et indéformables. —
Les lignes d'influence des efforts intérieurs dans toutes les barres
peuvent s'obtenir par coupure successive de chaque barre et défor-
mation cinématique infiniment petite de chacun des systèmes défor-
mables obtenus après les coupures.

Les éléments intéressants d'une déformée s'obtiennent par le tracé
d'un diagramme de Williot, sa correction éventuelle (due au fait que,
dans certains cas, il faut ramener la poutre déformée sur ses appuis)
et sa projection sur les lignes d'action possibles des forces exté-
rieures.

La méthode est ainsi basée sur le principe des travaux virtuels. Elle
devient particulièrement utile dans les treillis à losanges, pour les-
quels les méthodes ordinaires conduiraient à des difficultés particu-
lières.

6. Systèmes articulés hyperstatiques du premier degré et
indéformables. — Les lignes d'influence des efforts principaux dans
toutes les barres peuvent de nouveau s'obtenir par coupure succes-
sive de chaque barre et déformation infiniment petite de chacun des
systèmes obtenus après les coupures. Si ce dernier est déformable,
on est ramené identiquement au cas précédent. S'il reste indéfor-
mable, on le déformera élastiquement, suivant la méthode dérivée du
principe de Maxwell, exposée ci-dessus, et l'on déterminera les élé-
ments intéressants de la déformée par le tracé d'un diagramme de
Williot ou par toute autre méthode équivalente.

c. Systèmes articulés hyperstatiques du second degré et indé-
formables. — Si l'on coupe l'une des deux barres surabondantes, on
est ramené à l'étude d'un système hyperstatique du premier degré.

Supposons déterminées toutes les lignes d'influence de ce dernier.
On en déduira directement les efforts intérieurs et les déformations
longitudinales des barres qui sont développés par deux tractions
égales et opposées des deux lèvres de la coupure de la barre surabon-
dante étudiée, tractions qui sont nécessaires pour déformer élasti-



— 27 —

quement la ferme hyperstatique du premier degré. On déterminera
ensuite la déformée et, par suite, la ligne d'influence de l'effort inté-
rieur dans la barre surabondante coupée, par exemple à l'aide d'un
tracé de Williot. Une fois connue celte ligne d'influence, on tiendra
compte de ses effets sur les lignes d'influence de toutes les autres
barres.

Quant aux lignes d'influence des efforts normaux dans toutes les
barres qui appartiennent à un panneau isostatique, dans lequel une
section ne rencontre que trois barres, elles s'obtiendront plus simple-
ment, comme au paragraphe a, en appliquant le principe des travaux
virtuels.

d. Systèmes articulés hyper statiques de degré plus élevé. — On
peut, par la même méthode que celle du paragraphe c précédent,
passer aux lignes d'influence d'une ferme de degré d'hypers ta ticité
(n + i) lorsqu'on connaît les lignes d'influence de la ferme de
degré n. Ce procédé est en quelque sorte un procédé de récurrence.

e. Fermes à montants et croix de Saint-André. — Dans l'étude
des fermes à montants et croix de Saint-André, nous avons appliqué
une méthode plus directe et en même temps plus générale. Nous
avons établi en effet, en nous basant sur le principe de Maxwell, des
formules de récurrence qui nous permettent de déterminer progressi-
vement les lignes d'influence de tous les montants surabondants,
ceux-ci étant en nombre quelconque. Dès lors, les fermes de ce type
sont pratiquement résolues en formules concrètes constituant en
quelque sorte, comme nous le verrons plus loin, les solutions expli-
cites des équations générales de déformation élastique de ces fermes
à nombre élevé de barres surabondantes.





CHAPITRE IL
ÉTUDE DES LIGNES D'INFLUENCE, POUR DES FORGES EXTÉRIEURES

QUELCONQUES, DES EFFORTS PRINCIPAUX DANS LES BARRES
DES ARCS EN TREILLIS ARTICULÉ A MONTANTS ET CROIX DE
SAINT-ANDRÉ.

I. — CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES ET PRINCIPE DE LA MÉTHODE.

Nous considérerons les fermes à montants et croix de Saint-André
de forme tout à fait quelconque, mais planes, et nous les supposerons
articulées aux nœuds, en nous bornant par conséquent au calcul des
lignes d'influence des efforts principaux, en d'autres termes des
efforts normaux internes. Ceux-ci doivent d'ailleurs, dans toute cons-
truction réticulaire, être déterminés en premier lieu et servent ensuite
de point de départ pour le calcul des efforts secondaires, dus à la
rigidité des attaches.

Nous établirons les lignes d'influence des efforts principaux par une
méthode semblable à celle que nous avons utilisée dans la résolution
des poutres droites du même type (1). Elle est applicable aux arcs
par suite du maintien des propriétés particulières des montants, que
nous choisirons comme barres surabondantes. Toutefois, on conçoit
qu'elle se complique quelque peu en raison du cas tout à fait général
que nous allons considérer. Après coup, nous déduirons, à Paide des
formules générales établies pour les fermes quelconques, celles rela-
tives aux poutres droites. Nous retrouverons ainsi les mêmes résul-
tats que ceux obtenus directement dans le travail déjà cité (1). Ils
seront cependant plus complets que ces derniers, ceux-ci n'ayant été
déterminés que pour des forces extérieures verticales.

(*) Ce travail est intitulé Étude des poutres à losanges et théorie des lignes
d'influence des poutres droites en treillis à croix de Saint-André. Il vient d'être
publié dans les Annales des Ponts et Chaussées, Paris, novembre ig36.
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Nous n'étudierons que les lignes d'influence des systèmes isosta-
tiques extérieurement et plus spécialement de ceux qui présentent
un appui fixe à rotule et un appui à rouleaux de dilatation se mouvant
sur un plan d'appui dont la trace dans le plan moyen de la poutre est
parallèle à la droite joignant l'appui fixe au nœud d'appui mobile ou,
ce qui revient très sensiblement au même, dont la trace est cette
droite elle-même (fig- 6, a). L'étude de ce système nous permettra
en effet de résoudre tous les cas qui peuvent se présenter. Tels sont
ceux des arcs doublement encastrés, des arcs bi- ou tri-articulés, des
arcs à liaisons mixtes et en particulier des arcs qui présentent, à une
extrémité, une rotule et, à l'autre, un plan d'appui dont la trace dans le
plan moyen de l'arc ne passe pas par cette rotule. On peut en effet tou-
jours ramener un quelconque de ces arcs au type que nous étudierons
(Jîg- 6, a) en remplaçant les liaisons extérieures surabondantes par
les forces ou couples de liaisons correspondants. On pourra facile-
ment, par exemple à Taide du théorème de Castigliano ou du principe
de Maxwell, établir les lignes d'influence de ces forces ou couples de
liaison, une fois qu'on aura déterminé celles des efforts principaux
dans toutes les barres du système de base (fig> 6. a). Il est inutile
de dire que nous supposons dans un même plan l'arc et toutes les
forces extérieures qui le sollicitent, celles-ci ayant des directions
quelconques dans ce plan.

Ce type d'arc présente un degré d'hyperstaticité égal au nombre de
panneaux, si ceux-ci sont tous à montants et croix de Saint-André.
Gomme le nombre des montants est supérieur d'une unité à celui des
panneaux, nous pourrons choisir comme barres surabondantes tous
les montants, sauf celui d'extrémité de gauche. Nous établirons des
équations de récurrence entre les lignes d'influence des montants suc-
cessifs, ce qui nous permettra, avec une égale facilité, de résoudre
une ferme de degré d'hyperstaticité quelconque.

Une fois établies les lignes d'influence des montants surabondants,
le problème sera ramené à l'étude d'un système isostatique. Nous
pourrons en effet appliquer le principe de superposition ( ') comme
suit :

La ligne d'influence d'une barre quelconque d {Jîg> 6, a), autre

(*) Toute l'étude qui suit ne sera donc exacte que si les déformations sont pro-
portionnelles aux efforts, c'est-à-dire suivent la loi de Hooke.
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que les montants surabondants, est égale à celle de la même barre
considérée comme appartenant à la ferme (b) dans laquelle on a
coupé les montants surabondants et appliqué en leurs couples de
lèvres les forces internes y développées par la force extérieure
mobile P. Dès lors, d'après le principe de superposition, on voit, en
décomposant la sollicitation (b) en deux autres (c) et (rf), que
la ligne d'influence de la barre d n'est autre que la somme
de celles de la même barre d dans les fermes (c) et (d).
L'arc (c) est isostatique intérieurement. On pourra déterminer la
ligne d'influence de la barre d en appliquant le principe des travaux
virtuels (voir Chapitre I, e). Pour cela, on coupe la barre d et l'on
déforme cinéma tiquement la ferme en produisant un rappro-
chement (' ) des lèvres de la coupure. La ligne d'influence de d n'est
autre que la déformée de l'arc mesurée à l'échelle de ce rappro-
chement. Pour déterminer la déformée, on fera utilement usage d'un
tracé de Williot (voir Chapitre I, b). Celui-ci est d'ailleurs très simple
dans le cas actuel. En effet, la ferme devient déformable par coupure
de d. Sa déformation est donc cinématique et s'obtient sans faire
naître d'efforts normaux dans les barres. Il en résulte que, dans le
tracé de Williot, toutes les déformations longitudinales des barres
sont nulles.

Quant à la ligne d'influence de d due aux efforts de compression
des lèvres des montants coupés (fig* 6, rf), variables avec la position
de P, elle est une fonction linéaire de ces efforts, dont les coefficients
numériques sont constants et peuvent s'obtenir une fois pour toutes
en traçant une figure de Cremona pour chacun des montants coupés.
On partira de la sollicitation interne du montant coupé considéré et
l'on étendra le tracé jusqu'au montant d'extrémité de gauche. Pour
tous ces tracés de Cremona, les réactions de la ferme sont nulles
puisque celle-ci est sollicitée par deux forces égales et opposées, les
deux compressions internes du montant coupé, compressions qui
sont à présent considérées comme forces extérieures. Il est à remar-
quer qu'il suffit d'un nombre de tracés de Cremona égal au nombre
de montants surabondants et, même, si la ferme est symétrique, d'un
nombre moitié moindre, car chacun de ces tracés suffit pour déter-
miner les influences de la sollicitation du montant coupé pour lequel

(*) Nous considérerons les compressions des barres comme positives.
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il est établi, sur toutes les barres d autres que ce montant. D'autre
part, ces tracés sont de plus en plus simples au fur et à mesure qu'ils
se rapportent aux sollicitations de montants coupés de plus en plus
rapprochés de l'extrémité de gauche. Pour réduire et accélérer ces
tracés, on peut d'ailleurs les greffer l'un sur l'autre, en tenant compte
des sollicitations de tous les montants coupés au fur et à mesure
qu'on les rencontre dans le tracé de Cremona partant de l'extrémité
de droite.

L'étude complète des arcs à montants et croix de Saint-André se
réduira donc à deux parties. Il sera en outre utile de diviser la pre-
mière en deux phases, comme suit :

PREMIÈRE PARTIE. — Détermination des lignes d'influence des n
montants surabondants, si n est le nombre total des panneaux et si
ceux ci sont tous à diagonales croisées :

Première phase. — Nous calculerons les lignes d'influence, pour
des charges verticales, horizontales ou quelconques, d'un montant
intermédiaire quelconque r ( r — i , 2, . . ., n) de l'arc, ce montant
étant considéré comme montant d1 extrémité {fig. 7, a) d'un arc
partiel formé des r panneaux qui se trouvent à sa gauche. Nous
établirons à cette fin des équations de récurrence reliant les lignes
d'influence partielles, ainsi définies, de deux montants successifs
( r— 1) et r. A l'aide de cette formule, on calculera donc de proche
en proche les lignes d'influence des montants 1,2. . . ., n considérés
comme montants d'extrémité de droite des arcs partiels à 1,2, . . ., n
panneaux. On aboutira ainsi aux lignes d'influence du montant n
d1 extrémité de droite de Varc réel à n panneaux.

On calculera aussi, à l'aide des mêmes formules, les lignes
d'influence des mêmes montants (?i — 1, . . ., 2, 1) considérés cette
fois comme montants d'extrémité de gauche des arcs partiels à ( i ,
2, ..., n — Ï) panneaux, en partant de l'extrémité de droite. On
aboutira ainsi aux lignes d'influence du montant d'extrémité de gauche
de l'arc réel à n panneaux.

Seconde phase. — Nous établirons ensuite les lignes d'influence
réelles des mêmes montants, considérés cette fois comme appartenant
à l'arc total à n panneaux. Ces lignes d'influence s'exprimeront direc-
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tement en fonction des deux séries de lignes d'influence établies au
cours de la première phase du calcul. Ces deux séries seront donc
directement utilisables, de sorte qu'aucun des calculs auxiliaires de
la première phase ne sera inutile.

DEUXIÈME PARTIE. — Détermination des lignes d'influence de toutes
les autres barres de la poutre (diagonales, membrures) en appliquant
le principe de superposition comme expliqué ci-dessus et schématisé
par la figure 6.

II. — NOTATIONS.

Nous ordonnerons les panneaux de i à n. En outre, dans un pan-
neau r donné, nous désignerons par vrc,i,o,d et oy, par lretitafd et /r, par
arc,i,g,d

 e t a^> respectivement les sections, les longueurs et les inclinai-
sons sur l'horizontale, des barres de la membrure extérieure, de la
membrure intérieure, de la diagonale inclinée à gauche, de celle
inclinée à droite et du montant d'ordre r, les montants, au nombre
de (n 4- i), étant numérotés de o à n. En ce qui concerne les incli-
naisons a des barres, on se reportera à la figure 7 (a) pour voir
à partir de l'horizontale de quel nœud nous les avons comptées,
les formules que nous établirons ci-après n'étant évidemment valables
que si l'on utilise les mêmes angles. Nous avons adopté comme sens
positif de ceux-ci le sens trigonométrique.

Nous désignerons encore par :

\re,ig,d ei ^ j e s déformations longitudinales des barres du panneau r
dues à deux forces de traction unitaires des lèvres du montant r coupé
dont nous recherchons l'équation de la ligne d'influence en appliquant
le principe de Maxvell;

E, le module d'élasticité des barres, que nous avons supposé le
même pour toutes ( ' ) ;

mr, 7ir, pr, qr, les angles réciproques des barres du panneau r;
1, l'inclinaison, sur l'horizontale, de la ligne 0 0 ' de ces appuis;

(l) Nous aurions très bien pu supposer E différent pour chacune des barres. Les
formules n'en seraient pas plus compliquées. Il suffirait de substituer Ekak à ô  dans
les formules que nous allons établir.

THKSE FOULON.
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cc, y, les coordonnées horizontale et verticale d'un nœud quelconque

de la poutre;
fe 6t rt, les nœuds d'extrémités du montant r;
wr., w'n-r, u,.., Un-rj t, J'/•-, jn-r. et pr., respectivement les angles

d'inclinaison sur l'horizontale des rayons O r , = ur. et O'r,:= un~-r., la
portée 0 0 ' mesurée sur la ligne des appuis, les projections sur cette
ligne de ur. et un-r. et la distance de ri à cette ligne.

On se reportera utilement aux indications des figures 7 (a, 6, c, d+
ei fi S) P o u r c e qui concerne les autres données.

III. - PREMIÈRE PARTIE.

Lignes d'influence des montants sur bondants 1 à n.

I. — PREMIÈRE PHASE.

A. Ligne d'influence, pour des forces de directions quelconques,
du montant d'extrémité r du tronçon à r panneaux qui se trouve
à gauche de ce montant et dont le panneau d'extrémité de droite au
moins est à montants et croix de Saint-André. Formules de récur-
rence. — Nous considérerons le tronçon quelconque (O reVi) à 7* pan-
neaux constituant la partie du système complet (OrO') à n panneaux,
à gauche du montant r. Nous supposerons donc pour l'instant, que
ce tronçon forme une ferme à r panneaux indépendante du reste de la
ferme totale à n panneaux et dont le panneau d'extrémité de droite au
moins est à montants et croix de Saint-André. Nous appliquerons le
principe de Maxwell à la détermination de la ligne d'influence de
l'effort normal dans le montant r considéré comme montant d'extré-
mité du tronçon à r panneaux ainsi défini. On connaît le procédé
d'application de ce principe (voir Chapitre I, d).

Il suffit en effet de couper le montant r étudié, dans l'arc non sol-
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licite initialement, d'appliquer aux deux lèvres de la coupure deux
tractions opposées kr arbitraires (nous choisirons kr = i) et de
mesurer la déformée résultant de cette sollicitation extérieure,
à l'échelle du rapprochement des lèvres de la coupure. On considé-
rera la projection de la déformée sur la direction des forces exté-
rieures éventuelles et on la mesurera positivement dans le même sens
que ces dernières. Nous supposerons celles-ci égales à l'unité.

A l'aide d'une figure de Gremona, nous déduirons les efforts
internes dans les barres du panneau r qui résultent des deux forces
de traction unitaires des lèvres du montant r coupé. Nous avons
tracé cette figure sur la figure même du panneau r (jig> 7, c) en
représentant les deux forces de traction k, = 1 par la longueur
même reri du montant r. Cette représentation nous permettra de
démontrer aisément une propriété très importante des panneaux
à diagonales croisées, si nous donnons en même temps au tracé de
Cremona la forme particulière suivante.

Notons tout d'abord que celle-ci s'écarte quelque peu de la forme
originale du tracé de Cremona, basée sur les figures réciproques,
avec correspondance de points et de régions. Nous l'appliquerons
d'ailleurs au panneau r de la ferme, lequel possède des diagonales
croisées et se distingue donc des charpentes triangulées pour les-
quelles le tracé de Cremona a été défini.

La traction kr = 1 appliquée à la lèvre supérieure du montant r coupé

se transmet au nœud re. Nous la représenterons par le segment reri
figurant la longueur l, du montant r. Le nœud re étant en équilibre,
les efforts internes dans les barres re (ou /-r-ij et r<i (ou r^-i.)
font équilibre à la force extérieure À, = 1 appliquée au nœud re.
Le triangle (rireb) de décomposition de A> = 1 suivant ces deux

barres, dans lequel b,i est parallèle à /^r-^, donne donc en rhb et

enbre les longueurs représentatives des efforts internes 3*ke et &*ri

dans les barres re et r,/. à la même échelle que kr=i. Ces efforts
internes sont respectivement une traction et une compression. De
même, nous représenterons l'effort kr= 1 de traction du nœud r,;,

par le segment rLre et nous décomposerons cet effort suivant les deux
barres n et rg convergeant au nœud rt, en traçant le triangle (7*, rea)
de décomposition de /V r=i, dans lequel rea est parallèle à r,M,
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Ce triangle donne en rea et a n les segments représentatifs des efforts
internes 3* r. et 3*rv dan§ les barres ri et rg, qui sont respectivement
une traction et une compression. Ceux-ci sont de même figurés à la
même échelle que celle de kr = i. Toutes les forces sont donc repré-
sentées à la même échelle.

A présent, nous pouvons déterminer séparément les actions et
réactions mutuelles des nœuds r — i et r — i et de la ferme partielle

formée des (r — i) panneaux de gauche de la ferme totale à n pan-
neaux. Nous avons représenté dans la figure 7 (b) l'extrémité de
droite de cette ferme partielle.

La réaction de la ferme à (r — 1) panneaux sur le nœud r — 1 du

panneau r (Jig- 7, c.) fait équilibre à la résultante ba des efforts

internes brt = 3*re et i\a = 3*r dans les barres re (ou r — 1 re\ et

rg (ou r — 1 r{\ concourant au nœud r — 1 , ce dernier étant en équi-

libre. Elle est donc figurée en grandeur, direction et sens par le seg-

ment aô, à la même échelle que celle de kr = 1. De même, la réaction

de la ferme à (r — 1) panneaux sur le nœud r — 1 du panneau r fait

équilibre à la résultante ab des efforts internes are= &*,.. et reb = 3*rd

dans les barres n (ou r — Ï rA et rd (ou r—1 re\ concourant au

nœud r — 1 , ce dernier étant en équilibre. Elle est donc figurée en
e

grandeur, direction et sens par le segment ba, à la même échelle que
celle de Ay=i, ou encore, que celle de la réaction de la ferme
à (r — 1) panneaux sur le nœud r — 1 du panneau r.

Autrement dit, les réactions de la ferme partielle à (r — 1) pan-
neaux sur le panneau r, sont aux nœuds r — 1 et r — 1 égales, de

e i

même direction et de sens opposés. Nous les avons notées sous la

forme —• en vue de simplifications ultérieures des écritures. Elles
coïncident d'ailleurs toutes deux avec la direction du montant (r — 1)
et sont donc égales et opposées. On peut démontrer cette propriété
comme suit : Si er et£>, h, et fr désignent les segments des barres
rg et rd compris entre leur point c de croisement et leurs nœuds
d'extrémités, on pourra écrire, à l'aide des triangles semblables
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(arec) et Ir—i crA d'une part, Ir — i rec\ et (bcri) d'autre part

TT ~~ Th- e ~J7 ~~ er '
 u ie ~~ hr

Cette dernière proportion montre bien que ab, autrement dit—5

est parallèle au montant (r — 1). Elle prouve que la propriété que
nous avons démontrée dans un précédent travail, pour les poutres
droites à montant et croix de Saint-André ( ' ), à savoir que l'action
du panneau r sur la poutre à (7* — 1) panneaux se réduit à deux forces
égales et opposées appliquées aux nœuds d'extrémités du montant
(r — 1) suivant la direction de celui-ci, subsiste pour les panneaux
déforme quelconque. Cette propriété est très importante. En effet,
elle nous permettra encore d'établir, pour les fermes quelconques
à montant et croix de Saint-André, des équations de récurrence
entre les lignes d'influence des montants successifs.

Remarquons cependant que nous aurions quand même pu en éta-

blir si les forces — n'avaient pas eu la direction du montant (r — 1),

car dans cette hypothèse, les composantes de •— dans la direction du

montant (r — 1) et dans la direction normale auraient été deux à deux

égales et opposées, — ayant la même intensité aux deux nœuds et des

lignes d'action parallèles. Il serait donc entré dans les formules un
terme supplémentaire, fonction de l'effet dans le montant (r — 1),
d'un couple de deux forces normales à ce montant, égales, opposées
et appliquées, l'une en r — 1 et l'autre en r— i . Or, nous verrons

dans la suite que nous pouvons exprimer cet effet en fonction de
paramètres entrant dans les formules de récurrence finales (para-
mètre K/~'). L'inconvénient le plus grave aurait été une complication
de ces dernières.

D'autre part, la forme particulière de la figure de Cremona

(fig 7, c.) fournit sans difficulté les valeurs suivantes de — et des

efforts internes de compression dans les barres du panneau r, avec
leur signe, si l'on utilise à cette fin les propriétés des triangles sem-

(l) Voir Annales des Ponts et Chaussées, novembre ig36, article déjà cité.
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blables cités plus haut

e er

__ gr lrd At «- _ A ^V— v- y et ^rd— — ynr tr er ir

On en déduira facilement les déformations longitudinales des barres,
à l'aide de la formule générale

où ^ , /, E et <7 sont respectivement l'un des efforts & ci-dessus (2'),
la longueur, le coefficient d'élasticité longitudinale et l'aire de la sec-
tion transversale de la barre considérée. Les deux forces — sont

attractives sur le panneau r {fig. 7, c.) et répulsives sur la ferme
partielle à (r — 1) panneaux (fig. 7, b.).

On remarquera que tous les efforts (2') ci-dessus sont des produits
de rapports de longueurs du panneau r. Ils ne sont donc fonction que
de la forme de la figure géométrique formée par les axes des barres
de ce panneau et sont les mêmes pour tous les panneaux homothè-
tiques.

Gela étant, considérons le tronçon à (r— 1) panneaux, isolé, auquel

nous appliquons les deux actions — du panneau r pour tenir compte

de l'effet de ce dernier, effet qui résulte, comme nous venons de voir,
des tractions k, = 1 des deux lèvres du montant r coupé. Recher-
chons sa déformée due à ces actions — • Cette déformée ne sera en

rien modifiée si nous coupons le montant (r — 1) et si nous appliquons

aux lèvres de cette coupure, en plus des deux compressions y déve-

loppées par le couple de forces répulsives —, ces dernières elles-

mêmes, transportées sur leur ligne d'action commune (fîg* 7, d.).

Désignons par Nr~' l'effort interne développé dans le montant

(r— 1) par les deux forces répulsives — Nous aurons ainsi, en fin de

compte, coupé le montant (r — 1) et appliqué aux deux lèvres de sa
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coupure deux tractions Ay_4 = Nous aurons par consé-

quent réalisé, d'après le principe de Maxwell, la sollicitation utilisée
pour la détermination de la ligne d'influence de l'effort normal dans
le montant ( r—i) considéré comme montant d'extrémité de droite
de la poutre à (r— i) panneaux : la déformée de ce tronçon aura pour
composantes verticale et horizontale, d'après l'équation (V)

(3) o(x, y) = kr^A7;r]\r-i(Xi y) et u(x, y) = kr-x Ar=î H^(a?^),

où V'1- ' (x, y) et H'-1 (x.y) sont respectivement les lignes d'influence
du montant ( r — i ) pour des forces extérieures unitaires mobiles
verticale et horizontale. Nous supposerons connues ces dernières.
De ce fait, nous connaîtrons aussi Nr~1, qui peut aisément s'exprimer
comme suit en fonction de V£z} et de Hjzî ., dus à des forces
unitaires appliquées aux nœuds r —r et r-— r

. e /
(3') N'—t = V r-! sinar-i — H'-1 cosar_!,

en posant

<3") v 3 / ^ v r 3 i = v ' w l e l H£zle"~ H^Zi.= H^-i.

kr-i &r
rZ\ est le rapprochement des lèvres dû aux deux tractions kr—t

des lèvres du montant ( r — i). Celui des nœuds r— i et r — i , sous

l'effet des tractions k,—^ des lèvres, est le même que dans le cas de la
sollicitation de la figure (b) où le montant ( r — i) n'est pas coupé

et où celui-ci subit une compression N'"-'. Il est donc égal à

(4) Ar-i= kr-i
7Cr EcTr_i

Par suite, on aura, d'après la formule (2),

(5) A , _ 1 à ^ = ; = - ; ^ - .

Supposons à présent que tous les tronçons envisagés, et en par-
ticulier celui à ( r — 1) panneaux, sont appuyés en leur nœud
inférieur du montant d extrémité de droite, pour Vinstant r — 1 ,

i

sur un plan de trace parallèle à la ligne des appuis 0 0 ' du sys-



terne complet à n panneaux. Nous verrons dans la suite quelles sont
les raisons pour lesquelles nous avons choisi ce mode d'appui.

Dans le tronçon à ( r—i) panneaux ayant à gauche la rotule O et
ainsi appuyé à droite, le déplacement du nœud r— i par rapport

au nœud r — i aura pour composante 3,-H normale au montant

(r — i) et dirigée vers le panneau r,

(6) sr_t=*r_iA;:z!K>-i,

d'après la formule (i'), si l'on désigne par K7-' l'effort normal déve-
loppé dans le montant (r— i) par un couple de deux forces unitaires
normales au montant et appliquées, l'une en r — i et dirigée vers

le panneau r, l'autre en r — i et dirigée en sens inverse (fig- 7, &•)•
1

Remarquons en outre que, sous l'action de deux tractions kr-^ des
lèvres du montant (r—-i), le nœud r — 1 ne peut se déplacer qu'en
ligne droite sur la trace du plan d'appui que nous avons introduit
en r — 1 . Si tr est ce déplacement rectiligne, celui de r — 1 sera la

résultante d'une translation tr parallèle à 0 0 ' . d'un rapprochement
Ar_1 = kr-\ Mr

rZ\ de r — 1 et d'un déplacement 8r-A normal au mon-
tant (r — 1) (fig. 7, e.). A'JrJ désigne, comme nous avons vu, le rap-
prochement des nœuds d'extrémités du montant (r— 1) coupé, dû à
deux tractions unitaires de ses lèvres [voir formule (4)]« Or, l'équa-
tion générale (V) nous permet d'écrire, si nous mesurons les forces
verticales positivement vers le bas et les forces horizontales posi-
tivement vers la droite

(tr)h= £r_iAr—iHpIî. vers la droite,

(tr)u = kr-iArZÎ VjZÎ. vers le bas,

où (tr)hGXv sont les composantes horizontale et verticale de tr et H£zî
et Yr—\ > les efforts internes développés dans le montant (r — 1). res-
pectivement par des forces horizontale et verticale, égales à + 1 et
appliquées en r — 1 . Il est bon de noter que le rapprochement à,—i

de r — 1 et de r— 1 n'est pas influencé par la translation tr.

Connaissant la déformation du montant (7* — 1) et les déplacements
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de r-~ i , nous pourrons, sans développer, dans les barres du pan-
neau r (fig. 7, c ) , d'effort supplémentaire aux efforts 3* y déve-
loppés par les tractions A>—i du montant r coupé, déformer ce
panneau pour ramener en coïncidence les deux parties des nœuds
r — i et r — i . Le panneau r (fig. 7, c) est d'ailleurs déformable et

en équilibre sous l'action des deux paires de forces extérieures égales

et opposées — et kr.
TZr

Nous déduirons donc les déplacements des nœuds re et rt à partir
de ceux de r — 1 et de r — 1 , en tenant compte des déformations
longitudinales Veiit«>d des barres du panneau r dues aux forces kr = 1.
Nous avons à cette fin tracé le diagramme (fig- 7? ƒ ) de Williot, en
ne tenant d'abord pas compte de la translation d'ensemble tr du
panneau r due à la même translation tr du montant (r—1), quitte
après coup à composer géométriquement cette translation avec les
déplacements de r — 1 , de r — 1 , de re et de r,-.

Dans le tracé (ƒ) de Williot, le point r — 1 figure la position ini-
tiale du nœud r — 1 avant toute déformation, c'est-à-dire avant l'ap-
plication des tractions kr = 1 aux lèvres de la coupure du montant r.
11 figure d'ailleurs aussi la position initiale, avant toute déformation,,
de la ferme partielle constituée des r panneaux de gauche de la ferme
totale à n panneaux (voir Chapitre T, b). Si nous ne tenons tout
d'abord pas compte de tn la position finale de r — 1 est en r — 1', en

coïncidence avec r — 1 . On trouvera la position finale r — 1' der — 1

en portant successivement à partir de r— i' les composantes, paral-
1

lèle A,_1 et normale ô,._1 au montant (r— 1), du déplacement relatif
de r — 1 et r — 1 . On trouvera ensuite la position finale r'e du nœud re

en portant tout d'abord à partir de r — i' le raccourcissement \r<1 de
i

la diagonale r — 1 re (celle-ci étant comprimée, re se rapproche

de r—1 \ parallèlement à celle-ci et, à partir de r — 1'r, l'allonge-

ment \re de la membrure r — 1 re, puis en élevant aux extrémités de
ces segments les normales à ceux-ci. Ces normales se coupent en r'e.
On trouve de même la position r\ du nœud rt en portant le raccour-
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brure r— i rj, et en élevant les normales 8-7 et 6-7 à ces segments.

Finalement, nous porterons en r — 1 ' , r— i r, r'e et r'; la translation

d'ensemble tr du panneau r.
Nous trouverons ainsi en r — 1", r — 1 " , r"e et r-' les positions

finales des nœuds r—1 , r—1 , re et n, après déformation de la

ferme partielle à r panneaux, due à l'application des deux tractions
kr= 1 aux lèvres du montant r coupé. Leur position initiale commune,
avant toutes sollicitation et déformation, est figurée par le point ori-
gine r—i du tracé de Williot. On en déduira donc très aisément,

à l'échelle du tracé, en grandeur, direction et sens, les déplacements
des divers nœuds, ainsi que leurs déplacements relatifs.

Si l'on projette, sur la direction du montant r et sur la direc-
tion normale, les trois contours fermés et indépendants (7-0-1-g-5-
6-7), (7-8-3-4-5-6-7) et (1-2-3-4-5-9-1) du tracé de Williot, on
obtient les six relations indépendantes suivantes (' ) :

(8)

—y± sinm r— Xr<* cosmr-H Xr* cos/>,— y3 sinpr= o,

f- \rà sinm,-+- Xr* §inpr-\- y$ cos/? r= o;

g cosnr-h Sr—i sinbr— A,_i cos&r-+- Xr»-[cos pr—y% sin /> r = o,

— §r—\ cosbr— Ar—1 sinè rn- Xrf sin jf?rH-/3 cos / ? r = o;

-+- Sr_^ sin6r—Ar—1 cosbr-+- X r^cosm r-i-yi s i n m r = o ,

i- Ar_i sinè r-i- Xr<* sinmr—y± c o s m r = o,

entre les quatre paramètres yt = 9 — i , y 2 = 2 — 1, ^ 3 = 7 — 6,
y4— 7-—8, pris en valeur absolue, et les deux inconnues A)T et à'r.
celles-ci étant respectivement le rapprochement des nœuds re et n
dans la direction du montant r et la composante normale à ce mon-
tant, dans le sens du panneau (r -f- 1), du déplacement de re par rap-
port à ri. Ces deux composantes du déplacement relatif de re et rt
sont indépendantes de la translation d'ensemble tr du panneau r, ce
qui est d'ailleurs évident. C'est pour cette raison que nous n'avons
pas tenu compte de cette dernière dans les contours fermés précé-
dents. Des quatre dernières équations (8) indépendantes de A'r

r et è'rJ

( l) Dans ces relations, les X doivent être pris en valeur absolue, car on a déjà
tenu compte de leur sens dans le tracé de Williot {fig. 7, ƒ).
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on déduit :

(9) JKi = coséc(m —

et

(10) y2=z cos(/>—-

paramètres qui, seuls, interviennent dans l'expression de A'r
r et â'r

[voir les deux premières équations (8)]. Si l'on pose successivement

<Jd ld

lr-\ Ar

'"dg n f

— [ cos q -+- cos m Qr— &r cos q — $r*Sr cos n ] r = %0r coâarc,

rsin(^—m-^r-n—p)r _ _ ^ e t v_

A'r
r et ^ s'écrivent, toutes transformations faites,

(12) et

Dans son déplacement, ri s'est écarté de la trace de son plan
d'appui fictif. Nous avons choisi celle-ci parallèle à 0 0 ' . Nous
devrons donc faire subir au tronçon à r panneaux une rotation d'en-
semble w7.. dans le sens trigonométrique si nous supposons que r/ s'est
déplacé, en dessous de sa ligne d'appui, d'une distance dont AJ/ est la
projection sur la normale à cette droite d'appui. On a

A£ = A? cos i -h A£ sin i,

si A£f et A£ sont les composantes verticale et horizontale du déplace-
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ment de r,;. La rotation wr. s'exprime par

A?

où yr. est la distance de la rotule O à la normale à la trace du plan
d'appui de n passant par ce nœud. Si l'on projette le contour
(5-6-7-rJ) du tracé de Williot (Jig- ƒ ) sur l'horizontale et sur la ver-
ticale, on trouve

(i3) et

> — y 3 cosar.— Xr*

Si Ton substitue dans ces expressions la valeur (10) du paramétrera
et si l'on pose encore

( i4 )

^ — H ' - 1

iT, > F cos(a,. — O '1 cos(rtr.— i)

l cos(ari — i) J sm(p—n)r

on peut écrire finalement

On constate que cor. est indépendant de la translation d'ensemble tr

du panneau 7*. Ceci est évident, car tr étant parallèle à la surface
d'appui en r;, sa projection sur la normale à celle-ci est nulle.

On déduit de même du tracé de Williot (fig. 7, ƒ ), par projection,
sur l'horizontale et sur la verticale, du contour

(16) et

rd sin aV

-yv sin ard

cosa rd.

De la rotation wr., il résulte les corrections (—wr.#) de la projec-
tion veiiicale de la déformée du tronçon à (r — 1) panneaux prolongée
dans le panneau r à l'aide du tracé de Williot de la figure 7, ƒ, et les
corrections (— u>rty) de la projection horizontale de cette déformée.
Si l'on mesure les projections de la déformée ainsi corrigées, à
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l'échelle kr A£ = A£ du rapprochement des lèvres du montant r
produit par les forces de traction & r = i , on obtiendra les lignes
d'influence des efforts normaux dans le montant r pour des charges
verticales et pour des forces horizontales. D'après la formule (2), le
rapprochement A£ s'exprime comme suit :

si l'on tient compte de la première des formules (12) et si l'on pose,
en plus

(17' ) <9L r H-p r = s r e t £r-f- N'— i = TSJr.

On notera que A£ n'est pas influencé par la rotation c*v..
De ce qui précède, il résulte que l'on peut écrire les équations de

récurrence suivantes entre V[̂  r) et V^r1^ d'une part et entre H[*x y)

et HÇ~1
r) d'autre part :

i° Pour les nœuds (x, y)e,i des membrures extérieure ou inté-
rieure et des (r—1) premiers montants :

2° Pour le nœud re du montant r

e t

3° Pour le nœud ri du montant r :

7) \ri= ^ et

Si l'on tient compte des relations (5), ( i5), (17), (i3) et (16), des
expressions (3'), (3;/), (11), (i4) et (17')* et si l'on remplace les X
(pris en valeur absolue) et y^ y% par leurs valeurs tirées, les



— 46 -

premières des expressions (2") et (2'), les secondes des expres-
sions (9) et (io)7 les équations de récurrence ci-dessus se mettent
sous les formes définitives suivantes :

(B)

Pour

et

Pour

Pour

et

les nœuds

le

le

nœud n

= 5,.L'-'

nœud re

y/1

( * ,

„,• =

u . =

du

du

? r -

y)e,i des montants o, i, . . ., r — i,

x re x L^-I^ « vr-^

^ ( 6 r — X rL'*-i) — 7 i r H
r - <

montant r,

r— TCrV£li e t Hrf = — yrt COt l.

montant r,

^V^r - l - cu rH^-KrVSZÎ .

Si Ton pose, en plus des expressions (3'), (3"), (11), (14) et
successivement les suivantes :

(18)

n)r cos(wr. — t)

0 \ COSa//r \JiJr

Xr ( C©r cota r < î— -r^ cosa r^ j =

sinar

et

r d — ^ B sin ary

4
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On a substitué x ou y à (xy) dans V£, VÇr1, HÇ et HÇ"1, car les V
et H ne sont, du moins explicitement, respectivement fonctions que
des coordonnées # ou y.

Nous avons remplacé l'équation de récurrence relative à H£. par
l'équation suivante :

(19) silu'H£.-h COS£*Vr;= O.

Celle-ci exprime que l'effort normal développé dans le montant r
d'extrémité de droite du tronçon à r panneaux, par une force
appliquée au nœud r; normalement à la trace du plan d'appui fictif
de ce nœud, est nul. Ceci est évident, car cette force est entièrement
reprise par l'appui et ne sollicite aucunement la construction.
D'ailleurs, on peut montrer que, si l'on calcule H£. directement
comme on a calculé Yr

r. et si l'on forme la combinaison linéaire (19)
entre l'équation (B) de V .̂ et l'équation analogue trouvée pour Hp.,
cette combinaison linéaire se met sous la forme

siniH^-H cost'V?.= Ar(siiuH£:î -+- cosiV^Z}),

où Ar est un coefficient fonction seulement des éléments géométriques
du panneau r. On voit que cette équation est identiquement vérifiée
une fois que l'équation générale (19) est elle-même vérifiée, ce qui
doit avoir lieu.

Calcul de èr. — II nous reste, dans cette première phase de la
démonstration, à calculer la valeur de la composante èr du déplace-
ment de re par rapport à r;, normale au montant r et dirigée vers le
panneau (r-j-i) , car elle nous servira dans la suite. Cette compo-
sante àr est égale à la composante à'r [formule (12) et figure 7, ƒ ]
normale au montant r. affectée de la correction due à la rotation cor.
d'ensemble du tronçon à r panneaux, nécessaire pour ramener le
nœud rL sur son plan d'appui fictif. On a, par suite,

Si Pon remplace à'r et c*v. par leurs expressions (12) et (i5), puisKr~*
par son expression évidente (11) et si l'on pose successivement, en
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plus des expressions (i i) et (i4), les suivantes :

-A — = Vr, -j-ï- cosar-i H- U r sinar_i •+- Vr sinar.

^ i

on peut écrire 8r sous la forme

B. Lignes d'influence, pour des forces extérieures de direction
quelconque, du montant d'extrémité s' du tronçon à.s panneaux, qui se
trouve à droite de ce montant et dont le panneau d'extrémité de
gauche au moins est à montants et croix de Saint-André. Formules
de récurrence. — A première vue, les formules de récurrence (B)ne
paraissent pas applicables aux tronçons de droite de l'arc, que Ton
supposerait par exemple retournés autour d'un axe vertical, car
l'appui O' est mobile, tandis que O est fixe. Nous montrerons
cependant dans la suite (voir ci-après la seconde phase) que nous
pouvons faire Phypothèse d'un appui fixe à rotule en O', moyennant
certaines corrections. Les lignes d'influence partielles des tronçons
de gauche et de droite séparés par le montant r considéré, sont en
effet uniquement des lignes d'influence auxiliaires. C'est ce que nous
montrerons dans la suite. Nous pouvons donc choisir pour les lignes
d'influence auxiliaires des tronçons de droite celles correspondant à
un appui fixe en Of, quitte après coup à faire la correction nécessaire.
Nous verrons que celle-ci est très simple par suite du type d'appui
que nous avons choisi aux nœuds inférieurs des montants d'extré-
mités successifs des tronçons de gauche et de droite. C'est en vue
de cette simplification que nous avons choisi ce type d'appui, qui
consiste, comme nous l'avons vu, en un plan dont la trace dans le
plan moyen de la ferme est une parallèle à la ligne 0 0 ' des
appuis de l'arc entier à npanneaux.

Il suffira dès lors d'appliquer purement et simplement les formules
de récurrence (B) aux tronçons de droite retournés. Quelques
recommandations sont cependant nécessaires :

a. Les seules lignes d'influence qui nous intéressent sont celles qui
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correspondent à l'arc entier à n panneaux. On gardera notamment
pour les forces extérieures horizontales qui peuvent solliciter la
ferme, un seul et unique sens positif, dans toute l'étendue de cette
dernière. Ce sens sera nécessairement dirigé vers la droite, car nous
l'avons supposé ainsi dans l'étude précédente des fermes partielles
formées des panneaux de gauche de l'arc complet. Voyons à présent
ce qu'il en résulte pour les fermes partielles constituées par les
panneaux de droite de celui-ci. Lors du retournement de celles-ci
autour d'un axe vertical, le sens des forces horizontales s'inverse. Il
est donc nécessaire si l'on veut appliquer les formules (B), de changer
aussi le sens positif des forces horizontales ou, ce qui revient au
même, de changer le signe de toutes les forces H qui interviennent
dans les formules (B). Il faut remarquer que les H une fois changés
de signe, il n'est pas nécessaire de changer le signe de l'effort

développé dans le montant quelconque s d'extrémité du tronçon à
s panneaux, par un couple de forces extérieures unitaires horizontales,
opposées et appliquées, l'une en se, l'autre en si. Il suffira donc, soit
de changer le signe de H*ej. et Hje. partout où ils interviennent seuls,
soit de changer seulement le signe de H* là où ils se présentent par
couples de la forme ci-dessus.

Rappelons que les numéros d'ordre des montants, des nœuds et
des panneaux sont comptés à partir de l'extrémité de gauche dans
les fermes partielles formées des panneaux de la ferme totale situés à
gauche du montant étudié et dans les fermes partielles, retournées,
formées des panneaux de la ferme totale situés à droite de ce montant.
C'est ce que nous avons indiqué sur la figure 8 {a et b). Par consé-
quent, dans les fermes partielles de droite non retournées, les
numéros d'ordre sont comptés à partir de l'extrémité de droite de la
ferme entière à n panneaux.

b. Dans le retournement des fermes partielles de droite, on chan-
gera le signe de l'inclinaison i de la ligne des appuis sur l'horizontale,
car si i est une rampe pour les tronçons de gauche, il est une pente
pour ceux de droite retournés, et vice versa.

c. On remarquera que les diagonales inclinées à gauche avant

THESE FOULON.
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retournement, le sont à droite après retournement et réciproquement»
On en tiendra compte dans les valeurs des longueurs ld,g et des
sections <Jd,g des diagonales, qui sont interchangées dans un même
panneau (fig, 8, a et b),

d. Quant aux angles propres/?, y, w, n des panneaux successifs,
on peut directement écrire entre eux les relations générales suivantes :

(q — m)'s= TU — (q •+- /i)n_*-M, (p — / i ) i = rc —(jp-4- m)n-,y+i,

(•22)
et

Ps= x — (P —

dans lesquelles les exposants (') des premiers membres rappellent
que ceux-ci se rapportent aux tronçons de droite retournés (fîg* 8, a
et è). Les valeurs des premiers membres ont trait, en effet, au
panneau s de la ferme entière à n panneaux, retournée, et leurs
indices sont comptés à partir de l'extrémité de gauche de celle-ci. Au
contraire, les valeurs des seconds membres se rapportent au même
panneau mais, cette fois, dans la ferme entière non retournée.
Leurs indices sont comptés à partir de l'extrémité de gauche de
celle-ci.

Quant à è, il change seulement d'indice, mais non de signe :

{il') b's= bn-s^-x-

e. On a encore, entre les angles d'inclinaison des barres sur
l'horizontale, les relations suivantes, avec la même correspondance :

On a tenu compte de la permutation des indices des angles d'incli-
naison des diagonales et, en outre, du nœud par lequel doit toujours
être menée l'horizontale origine de l'angle d'inclinaison de la barre
considérée : s— i' pour as> et as> ; s— i' pour as' et as>. et s't

e L e §" i d l

pour aSf. Ceci est en effet indispensable afin de pouvoir appliquer aux
tronçons de droite les formules de récurrence (B) établies plus haut
pour les tronçons de gauche.

ƒ. Enfin, on aura soin, dans un même panneau, de permuter (eet / )
d'une part, (g et h) d'autre part.
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En résumé, toutes les recommandations exposées ci-dessus ont pour

but de faciliter J'obtention de tous les éléments de la ferme retournée
(fig. 8, b) en les déduisant directement de ceux, déjà connus, de la
ferme non retournée {fig* 8 a). Ces éléments servent ensuite au
calcul des lignes d'influence partielles des montants successifs consi-
dérés comme montants d'extrémité de gauche des fermes partielles
situées à leur droite dans la ferme entière non encore retournée.

On appliquera à cette fin les formules de récurrence (B), en indi-
quant par l'exposant (1 ) qu'il s'agit des tronçons de droite.

Calcul de às/. — II s'agit de la composante, normale au montant s!

et dirigée vers le panneau (s'-\- i) dans le tronçon de droite retourné,
du déplacement relatif des nœuds set et st>. On peut appliquer direc-
tement l'équation (21) établie pour 8r dans le cas du tronçon de
gauche à r panneaux. Dans la suite de notre exposé, nous aurons à
utiliser SS' uniquement dans le cas de s'~{n — r)f. Nous écrirons
donc à/ directement pour le cas, quelconque d'ailleurs, du mon-
tant (n — r)' compté à partir de l'appui de droite O' ou r compté à
partir de l'appui de gauche O. On a, d'après la formule (21) :

O(n—r)' =

où Pon fait usage des notations (') annoncées ci-dessus.
Cependant, pour permettre une application plus aisée des formules

de la seconde phase ci-après, nous exprimerons tous les coefficients
des efforts normaux dans le montant (71— r— 1)' qui interviennent
dans l'expression de <5(/?_rj/ et en particulier dans DVL(n_r)> [voir
l'expression de Dïi, dans les formules (20)], en fonction seulement des
éléments de la ferme non retournée. Ces éléments sont mesurés
à partir de l'extrémité de gauche de celle-ci. On aura ainsi des coeffi-
cients d'un seul genre, ce qui facilitera l'application des formules.

Pour cela, on a mis en pratique les recommandations qui ont été
faites plus haut (alinéas a kf). Finalement, on a trouvé

(23) ô(w—r)' = •+• rc/H-1 ,p — - ^ / M - 1 ?

en posant successivement, en plus des expressions (3"), (11) et (i4)>



les suivantes :

; Xr hr lr—\
Kr gr Jn-r-A.

-Ç^(CDS« r-+- 3 î r 1 l r sillCTr) "+" &r siïl<7,v= örlr

( a 4 ) | s in ( />-»),f

cos(/?— b) . . n 1
^ H- <ï>rcos(m -h b)rU

cos(r?/ — i
et

dans lesquelles toutes les valeurs, sauf les efforts internes H(/Ï"~r>
et V(n~rî', sont comptées dans les fermes partielles de gauche, de la
ferme non retournée.

Calcul du rapprochement Mf.des nœuds ser et st>. — Nous calcu-
lerons de même A;" pour s'=(n — r)'. Nous pouvons encore déduire
ce rapprochement directement de l'expression (12) de A,r établie
pour la ferme partielle de gauche à r panneaux, à l'aide de transfor-
mations analogues à celles utilisées pour à(n_r)>. On obtient finalement

(25) A(;;^.,T= -i-5i r+. :,

si l'on pose, en plus des expressions (3") et ( n ) , la suivante :

(26) ar-hPrNïî=n=)9tr,

dans laquelle toutes les valeurs, à part N'i^l', sont comptées dans les
fermes partielles de gauche non retournées. On peut ensuite déduire
de la formule (26) le rapprochement Aĵ zîj' des lèvres de la coupure
du montant (n-—r)' d'extrémité du tronçon de droite à (n—r)
panneaux, produit par deux tractions unitaires de ces lèvres. Ce rap-
prochement s'écrit, d'après la formule (2),

( 27) A;;z;| = _ - ( I H - ^ i r + 1 ).
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Nous montrerons ci-après, dans la seconde phase du calcul des

formules de récurrence, que les composantes ô(n_r); et A'$Z$ du
déplacement relatif des nœuds (71 — r)'e et (n — r)\ d'extrémités
du montant (n — r)' ne sont pas influencées par les corrections de la
déformée individuelle du tronçon de droite que Ton a supposé tout
d'abord fixé en O;. Nous verrons en effet que ces corrections se
réduisent à une translation densemble de ce tronçon : les
appuis (M — r)'t et O' de ce dernier se déplacent sur les traces
parallèles, dans le plan de la ferme, de leurs plans d'appuis
parallèles. C'est pourquoi nous avons calculé à(n_ry et A'$z£y dans le
tronçon supposé à appui fixe à rotule en O'.

C. Résumé de la première phase du calcul des formules de récur-
rence entre les lignes d'influence des montants surabondants. — Les
formules de récurrence que nous venons d'établir au cours de la
première phase nous permettront de calculer les lignes d'influence
partielles, pour des forces verticales et pour des forces horizontales,
des montants surabondants successifs (1,2, . . ., n) considérés une
première fois comme montants d'extrémités de droite des fermes
partielles constituées par les panneaux qui se trouvent à leur gauche,
et une seconde fois comme montants d'extrémités de gauche des
fermes partielles constituées par les panneaux qui se trouvent à leur
droite.

Les lignes d'influence des montants n et nf d'extrémités de droite
et de gauche de la ferme entière à n panneaux, sont seules définitives.
Cependant, toutes les lignes d'influence partielles seront directement
utilisables pour la détermination de celles des montants inter-
médiaires (1, 2, . . ., n — 1) surabondants considérés tels qu'ils se
présentent dans la réalité, c'est-à-dire comme faisant partie de la
ferme entière à n panneaux.

Il reste à établir les valeurs de départ de l'application des
formules de récurrence (B) des lignes d'influence partielles. Pour
cela, nous calculerons les valeurs de II et V relatives au système
réduit au seul montant 0 d'extrémité. On a évidemment, dans ce
montant existant seul et présentant un appui fixe en O(ou o,;) (fig. 9?
a, b, c, d),

(28) HS.= o, \Zt=o, K O = O et No = -+-i.
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Or, on peut écrire :

ge—H2-= KO sinao—N0cosa0 = — cosa0=

(29) et
= -+- s i n a o =

ce qui détermine complètement un point de départ de l'application
des formules de récurrence (B).

II. — DEUXIÈME PHASE.

Lignes d'influence définitives, pour des charges de directions quel-
conques, de l'effort normal dans un montant intermédiaire r quel-
conque, dans Parc entier à n panneaux, dont l'appui O' est mobile et
dont les panneaux r et ( r + i ) au moins sont à montants et croix
de Saint-André. — Nous appliquerons encore le principe de Maxwell
en coupant le montant r, en appliquant deux tractions unitaires aux
lèvres de la coupure et en mesurant la déformée de Tare, qui en
résulte, à l'échelle du rapprochement des lèvres du montant r ainsi
coupé et sollicité.

Or, nous pouvons scinder simultanément chacun des nœuds re et rt

en deux parties, à condition d'appliquer à ces dernières les compo-
santes, suivant la direction du montant r et suivant les normales à ce
montant, de leurs actions et réactions mutuelles, égales et opposées
deux à deux.

Ces actions et réactions mutuelles se réduisent simplement à leurs
composantes z, égales et opposées en re et 7̂ , dans la direction du
montant r (fig. 7, g).

En effet, avant coupure des nœuds re et r,;, les seules forces exté-
rieures qui agissent sur la ferme entière sont deux tractions égales et
opposées appliquées aux lèvres du montant r coupé. Il en résulte que
les forces et couples extérieurs de liaison sont nuls avant coupure des
nœuds re et r,-, donc aussi après cette coupure et substitution des
actions et réactions correspondantes. Le tronçon de gauche à r
panneaux est en équilibre sous Faction des forces extérieures qui le
sollicitent : les réactions du tronçon à {ji — r) panneaux sur les
nœuds re et rz, et les tractions unitaires, égales et opposées des lèvres
du montant r coupé. De même, le tronçon de droite à (n— r)
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panneaux est en équilibre sous l'effet des actions du tronçon à r
panneaux sur les nœuds re et r*.

Si, à présent, on écrit l'équation d'équilibre statique des moments,
pris par rapport au nœud rz-, des forces extérieures agissant sur le
tronçon à r panneaux, on voit que les moments se réduisent à celui
de la composante, normale au montant r, de la réaction en re. Le
moment résultant doit être nul. Il en résulte que cette composante
normale est nulle elle-même. Il s'ensuit que la composante, normale
au montant r, de la réaction en rt, est nulle elle aussi.

Par conséquent, les actions et réactions mutuelles, aux nœuds re

et n, des tronçons à r et à (n — r) panneaux, se réduisent seulement
à leurs composantes z dans la direction du montant r (fig- 7, g\
Ces composantes z sont en outre nécessairement égales et opposées
en re et rt, car les deux tronçons à r et à (n •— r) panneaux sont
chacun en équilibre.

Cette propriété nous est indispensable. En effet, sans elle, il nous
serait impossible dyétablir, comme nous allons le faire ci-après, une
relation entre les deux phases du calcul des lignes d'influence des
montants surabondants, en ce sens qu'au lieu d'avoir un seul
paramètre z à éliminer, nous en aurions eu deux.

Par la coupure des nœuds re et r/, nous avons rendu libres l'un de
l'autre les tronçons à r et à (n. — r) panneaux. Nous pouvons donc
déterminer comme suit, en quatre étapes, la déformée de l'arc entier
à n panneaux sollicité par deux tractions unitaires des lèvres du
montant r et non scindé en re ni en i\.

1. Déterminer la déformée partielle du tronçon de gauche à r
panneaux, à appui fixe en O et à appui mobile en r; sur un plan de
trace parallèle à la ligne des appuis 0 0 ' de l'arc entier (Jîg* 7, g)*

Cette déformée ne change pas si l'on transporte les deux forces
répulsives z, en re et rt, jusqu'aux lèvres du montant r coupé. On
soumet ainsi celle-ci à deux tractions (1 — z) égales et opposées. Par
suite, on réalise en tous points la sollicitation utilisée lors de la recher-
che de la ligne d'influence de l'effort normal dans le montant r par
application du principe de Maxwell. D'après la formule (V), la défor-
mée de la ferme partielle à r panneaux a donc pour projections verti-
cale et horizontale :
(3o) (i-*)AfV£ et (i-*)Aj:H$.,
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où V£ est la ligne d'influence partielle du montant r d'extrémité de
la ferme partielle pour des charges verticales, HJ., la ligne d'influence
partielle du même montant pour des forces horizontales, A£, le
rapprochement des lèvres du montant r pour des tractions unitaires
de ses lèvres, le montant étant considéré comme montant d'extrémité
de droite de la ferme partielle à r panneaux [formule (17)] et (1 — z)>
les tractions de ces lèvres.

Les lignes d'influence partielles Yf
x et W ont été calculées plus

haut au cours de la première phase (A) [formules (B)].
En particulier, le nœud rt se déplace verticalement vers le bas et

horizontalement vers la droite, respectivement de

(3i) A;? = (I —*) A'; Y;: et A ; ; - ( I - ^ ) A ; : H ^

dont la résultante est dirigée nécessairement suivant la trace du plan
d'appui en rt.

Le nœud re subit en outre, par rapport à /\, un déplacement de
composantes (1 — z) A)f et (1 —z)àr respectivement confondue avec
la direction du montant r (rapprochement de re et rt) et normale à
celle-ci (vers le panneau r -f- 1) [voir formules (12) et (21)].

2. Déterminer la déformée partielle du tronçon de droite
à (n — r)panneaux, à appui O' supposé fixé et à appui mobile
en rt sur la trace du même plan d'appui que celui du nœud ri du
tronçon de gauche. L'appui O' est supposé fixé avant toute
déformation des deux tronçons.

Cette déformée ne change pas si l'on introduit en re et rt les
segments, non sollicités par les tractions unitaires, du montant r
coupé et si l'on transporte les forces attractives z jusqu'aux lèvres
de ces segments. Mais on a encore une fois réalisé la sollicitation
utilisée par application du principe de Maxwell, en vue de la déter-
mination de la ligne d'influence du montant (n— r)' d'extrémité de
gauche de la ferme partielle de droite à (n — r) panneaux. On voit
que la déformée a pour projections verticale et horizontale [voir
formule (i')]

et

où V^V"'0' et H^"r)/ sont les lignes d'influence du montant (n — r)r

d'extrémité du tronçon de droite calculées plus haut au cours de la
première phase [formules (B)]. On tiendra compte des modifications
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énoncées au paragraphe B ci-dessus (a à / ) et l'on fera l'hypothèse
d'un appui fixe à rotule en O'.

En particulier, le nœud (n — r)r subit un déplacement dont les
composantes verticale vers le bas et horizontale vers la gauche ( dans
le tronçon supposé retourné) ou vers la droite (dans le tronçon en
position réelle, non retournée), sont égales respectivement à [voir
formule (i')]

l = Z i±[n—ry V n—r', il-—« = ZA(n—r)' tln—r'. •

Le déplacement résultant est nécessairement dirigé suivant la
trace du plan d'appui en n — r1.

Le nœud n — r' subit en outre, par rapport an — r', un déplace-
ment de composantes zh!$z$'/'rapprochement des nœuds n — r'
et n — r'\ et z à(n-r)f [normalement au montant (n — r)r, vers le
panneau (n — r + i)' des tronçons de droite ou bien vers le
panneau (r — i) des tronçons de gauche]. On se reportera aux
formules (^3) et (25) précédemment établies.

3. Produire une translation d ensemble du tronçon de droite
déformé, après suppression de l'appui provisoirement fixé O',
parallèlement à 0 0 ' pour ramener le nœud n — r1 en coïncidence

i

avec le nœud rt du tronçon de gauche déformé.
En effet, au cours des déformations des tronçons de gauche à r

panneaux et de droite à (n — r) panneaux, considérées aux alinéas 1
et 2 ci-dessus, dans la ferme entière à nœuds re et r< scindés et à
appuis initialement fixés en O et O' avant toute déformation, le
nœud n — rf s'est déplacé suivant la trace du plan dyappui
auxiliaire en r,, par rapport au nœud i\ du tronçon de gauche
déformé. Les composantes, verticale vers le bas et horizontale vers
la droite, de ce déplacement relatif transitoire de n — rr par rapport
à i"t sont égales aux suivantes
(34) - ( A ^ - A : ? ) et _(A£3_AJ?),

mais sont de signes contraires à celles-ci. Elles se détermineront
aisément à l'aide des relations (3i), (33), (17) et (27).

Pour ramener rt et n — r1 en contact, après déformation des
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fermes partielles de gauche et de droite, il faudra donc produire
une translation d'ensemble de celle de droite, dont les composantes
sont données en grandeur et en signe par les expressions (34).

4. Produire une rotation d'ensemble de la ferme partielle de
gauche, autour de Vappui fixe à rotule O, jusqu'à ramener en
contact les deux lèvres de la coupure du nœud re(n — r)'e. Cette
rotation engendrera une rotation d'ensemble de la ferme partielle
de droite, autour de l'appui O' et, en raison de la mobilité de ce
dernier, une translation d'ensemble de cette même ferme partielle
parallèlement à la ligne 0 0 ' des appuis (fig. 7, h).

Si l'on considère en efiet le triangle déformable {Or'i O') dont
les côtés ur. et u'n_r seuls sont invariables, on peut écrire, par
difFérentiation de la formule bien connue

sin ( wn — i) sin( wn-r. -+- i)
.—i — ! ,

la relation finale suivante entre les accroissements infiniment petits
des angles w en O et O'

dWn—r lang(w«—r + A
(35) — ' = \ — t

dwri tang(
n—r. -+- l ) j r . a/

où co est la relation d'ensemble, infiniment petite, du tronçon de
gauche dans le sens trigonométrique. Nous produisons cette rotation.
Il en résultera une rotation d'ensemble a/ du tronçon de droite,
autour de Fappui O', rotation donnée par la formule (35) dans le
sens des accroissements de l'angle en QJ, c'est-à-dire en sens inverse
du sens trigonométrique.

D'autre part, l'angle d, opposé à la portée inclinée OO' = t.
suivant la ligne des appuis, dans le triangle (Or(- O'), décroît donc
de (M + &/), c'est-à-dire que la portée t subit elle-même une
réduction
(36) dfc = (a>-Hü/)*Vi ou öfc=scrt4^L>

jn-r.

où vr. est la distance du nœud rt à la ligne 0 0 ' des appuis.
En résumé, il résulte de la rotation w :

a* Une rotation d'ensemble o, autour de l'appui O, de la ferme
partielle de gauche, dans le sens trigonométrique;

b. Une rotation d'ensemble a/, autour de l'appui O', de la ferme
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partielle de droite, en sens inverse (pour la ferme partielle non
retournée) ;

c. Une translation d'ensemble dt, vers l'appui O et parallèlement
à 0 0 ' , de la ferme partielle de droite, translation de composantes
horizontale (—dt cos i) vers la droite et verticale (-\~dtsini) vers
le bas, avec leurs signes.

Du fait de la rotation o>, les nœuds re et (n — r)'e se rapprochent
donc de (w -j- GO') /,. dans la direction normale au montant r. Ils se
trouvent d'ailleurs sur la même perpendiculaire en re à ce
montant. En effet, les sollicitations z ne perturbent en rien l'état
d'équilibre interne et de déformation des deux fermes partielles. Or,
avant coupure des nœuds re et rt en deux parties, le rapprochement
de ceux-ci, dans la direction du montant r, est le même, qu'il soit
compté à partir de la ferme partielle de gauche ou à partir de la
ferme partielle de droite. Tl en est de même après coupure des
nœuds re et i\. Par conséquent, nous sommes en possession d'une
condition qui va nous permettre de déterminer le paramètre auxi-
liaire z. Cette condition s'exprime

A'j.' et A^JT,')' étant donnés par les formules (12) et (25). Elle n'est
d'ailleurs pas influencée par les translations et rotations de correc-
tions énumérées plus haut dans les alinéas 1,2, 3 et dans le présent
alinéa. Si l'on remplace Âf et A[£i$' par leurs expressions (12)
et (25), l'équation précédente en z peut s'écrire comme suit :

seule forme sous laquelle elle nous servira dans la suite pour
éliminer z des équations de récurrence.

D'autre part, le déplacement relatif des nœuds r€ et rt a pour
composantes normales au montant r : d'une part, dans la ferme
partielle de gauche : (1—-z)dr dirigé vers le panneau (7*4-1) de
cette ferme ; d'autre part dans la ferme partielle de droite : z à{n-ry
dirigé vers le panneau (n— r + i ) ' de cette ferme ou vers le
panneau r de la ferme partielle de gauche. Comme les lèvres de la
coupure du nœud rt ont été ramenées en contact, le déplacement
relatif total des lèvres re et n — r de la coupure du nœud r€
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normalement au montant r, est égal à la somme des déplacements
relatifs précédents, c'est-à-dire égal à

Ce déplacement n'a subi aucune modification du fait des trans-
lations d'ensemble (34) et (36) du tronçon de droite. Par contre,
il a subi la réduction (co -h w') /,• du fait de la rotation w de la ferme
partielle de gauche et de la rotation w/ de la terme partielle de droite,
occasionnée par la première, co et par suite w', seront déterminées par
le fait qu'il faut ramener en contact re et (?i — r)'e, c'est-à-dire par
la relation

(ü) -t- (*>')/r = (l — z)hr-+- zh(n—ry

ou encore, en tenant compte de la formule (35) et de la figure 7 hy

(38) <O = l==i[(i — z)Sr+zB[n-r)'].
llr

G/ et dt sont dès lors déterminés par leurs expressions (35) et (36)
en fonction de w.

La translation totale de correction de la déformée de la ferme
partielle de droite aura pour composantes verticale vers le bas et
horizontale vers la droite, avec leurs signes, respectivement

A? — A£=£ -hdtsini e t A# — Ü-~: — dt cos î.

La déformée de la même ferme partielle subira en outre, par suite
de la rotation d'ensemble co', les corrections verticales — dx' et
horizontales -+- <dy!, xf et yf étant l'abscisse et l'ordonnée du nœud
considéré, prises par rapport à l'appui 0' (fig. 7? a). Ces corrections
seront proportionnelles aux coordonnées x' et y' des nœuds consi-
dérés, tandis que les corrections de translation seront équipollentes
en tous les nœuds.

Quant au tronçon de gauche, sa déformée subit les seules
corrections verticales et horizontales —o)3? et —&)ƒ, du fait de la
rotation d'ensemble w.

5. Résumé des alinéas 1, 2. 3, 4. — En conclusion, pour
déterminer la déformée de la ferme entière à n panneaux produite
par deux tractions unitaires des lèvres du montant quelconque r
coupé, on affectera les projections verticales et horizontales des
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déformées individuelles (3o) et (32) des fermes partielles à r et
à (n — r) panneaux, des corrections suivantes :

Corrections de la déformée individuelle (3o) de la ferme
partielle de gauche à r panneaux :

Correction verticale vers le bas — c*)#
Correction horizontale vers la droite —wy

Corrections de la déformée individuelle (32) de la ferme
partielle de droite à (n — r) panneaux :

Correction verticale vers le bas :

A[.' — A ^ - i -h dt sin i — a/ x'.

Correction horizontale vers la droite :
A// — ^~~~* — dt cos i -+- tx>'y'.

Il est évident que les translations et rotations de corrections des
déformées ne font naître dans les barres de la ferme aucun effort
interne autre que ceux qui y existent déjà du fait des sollicitations
(i — z) et z.

On substituera dans ces corrections les expressions (3i), (33),
(38), (35) et (36) des A, de w, de co' et de dt. Quant aux déformées
individuelles (3o) et (32), on a vu qu'elles s'expriment en fonction
des lignes d'influence du montant r déterminées au préalable au cours
de la première phase du calcul (§ A et B).

Si l'on mesure ces déformées corrigées, à l'échelle du rapproche-
ment des lèvres du montant r coupé, produit par les deux tractions
unitaires de ces lèvres, on obtiendra la ligne d'influence de l'effort
normal dans le montant intermédiaire r considéré tel, qu'il se présente
en réalité, c'est-à-dire comme faisant partie de la ferme entière à
n panneaux. On a déjà montré que le rapprochement des lèvres du
montant r est le même, qu'il soit déduit de la déformation de la
ferme partielle de gauche ou de celle de la ferme partielle de droite.
Il peut donc s'écrire, d'après la formule (2),

Si Pon désigne par Q les lignes d'influence des montants intermé-
diaires pour des forces extérieures verticales unitaires, positives
vers le bas et appliquées aux différents nœuds (#, y)e,i de la
membrure extérieure ou intérieure, et par R les lignes d'influence de
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ces mêmes montants pour des forces extérieures horizontalesy

unitaires, positives vers la droite, on pourra donc écrire :

1. Pour les nœuds (#, y)e,i des membrures extérieure ou
intérieure de la ferme partielle de gauche à r panneaux

y 5

( l — * ) A ' r
r - 4 -

2. Pour les nœuds (x1', ƒ')<*»» des membrures extérieure ou
intérieure de la f orme partielle de droite à (n — r) panneaux :

(n-r)'
(«-r)'= 7

Si Pon remarque que d'après la formule générale (2), on a les
relations suivantes :

A
et si l'on pose encore

(39)

j'n-r.f ?r+l ^ KrOXLr\ _
——j I — Kr U r + 1 I — Z\r5

Jn-r

on peut écrire les équations précédentes sous les formes (C) et (D)
ci-dessous.

En conclusion de la première partie du calcul, nous rassemblerons
en un seul tableau (A) les expressions suivantes que nous avons
posées au cours de notre exposé, en (V), (3'), (3"), (11), (i4)> {li)i
(18), (20) et ( 3 9 ) :
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Dans ces expressions, toutes les lettres w, a, /, o*, e, ƒ, ^, A, m,
n,/), ^, 5?, ƒ ef u, qui sont dépourvues dHndice relatif au panneau
auquel elles se rapportent, doivent porter Vindice r du panneau r
compté à partir de Vappui O de gauche.

Moyennant ces expressions (A), on peut tout d'abord écrire les
équations de récurrence (B) qui relient les lignes d'influence auxi-
liaires des efforts normaux dans les montants suranbondants, ceux-ci
étant considérés comme montants d'extrémités des termes partielles
formées de tous les panneaux qui se trouvent, soit à gauche, soit à
droite des montants successifs envisagés (* ).

(*) Rappelons que nous adoptons les compressions internes comme positives.
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(B)

Pour les nœuds

(a) wr\x--

et

(6) mrUÇ

Pour le nœud /

(C) T*r\

et

(d)

avec

(e)

(o?,. y)ett d e s m o n t a n t s o , i , . . . , r — î ,

^ du montant r,

H^-V^COL'

HS,= VS,= o.

Pour le nœud /> du montant /*,

et

te) nrrH;e =

avec

(*) HSe = -

9r+v,.Vr-l_ (1>rH'-1-XrV^ i

Tr+ÇrV^-lÇrH-l-^H^

- cosao et V?e = H-sin^o.

Ensuite, on peut écrire les équations de récurrence (C) et(D) qui,
une fois connues les lignes d'influence auxiliaires calculées à Paide
des équations de récurrence (B), permettent de déterminer les lignes
d'influence définitives des montants surabondants, dans la ferme
entière à n panneaux :

(C)

Pour les nœuds (a?, j)<?,i des
ferme partielle de gauche.

(a) jjLrQ£=V£

et

montants o,

— OC A r

î, . . . , r de la

TH1SE FOULON.
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Pour

2', l',0'

(a)(ïr)

et

(b) (Sr)

les
i de

nœuds (#', yf)e,i des
la ferme partielle de

^ V J f ^ ' - V ^ + x

montants
droite,

^r

'£s inî')
^ -A-' cos i ).

Les indices e et i de 57, y, x1 et ƒ•', qui interviennent dans les
formules (B), (G) et (D), rappellent que les forces extérieures
unitaires mobiles peuvent être appliquées aux nœuds de la membrure
extérieure ou aux nœuds de la membrure intérieure.

III. — RÉSUMÉ DE LA PREMIÈRE PARTIE.

Nous avons vu plus haut, au paragraphe G, que les formules de
récurrence (B) permettent de calculer directement et successivement
les lignes d'influence particulières des montants (1,2, . . ., n — 1, n)
dans l'hypothèse où ceux-ci sont les extrémités des fermes partielles
successives formées des (1, 2, . . . , n—• 1, n) panneaux de la ferme
entière, qui se trouvent à gauche de ces montants. Les relations (B, e
et h) fournissent d'ailleurs des valeurs de départ à cette méthode par
récurrence.

Les mêmes formules (B) permettent en outre de calculer directe-
ment et successivement les lignes d'influence particulières des
montants (1' , 2;, . . ., n— i', 71'), dans l'hypothèse où ceux-ci sont
les extrémités des fermes partielles successives à appui fixe à rotule
en O' et formées des (1, 2, . . . , n — 1, 71) panneaux de la ferme
entière, qui se trouvent à droite de ces monts.

Parmi ces lignes d'influence, celles des montants n et n!
d'extrémités de la ferme entière, sont seules définitives. Les autres
paraissent dépourvues de toute utilité. Il n'en est rien : elles servent
directement au calcul des lignes d'influence définitives de tous les
montants surabondants.
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En effet, une fois ces lignes d'influence auxiliaires établies, les
formules de récurrence (C) et (D) permettent d'obtenir d'emblée
toutes les ordonnées des lignes d'influence définitives d'un montant
intermédiaire quelconque r, dans l'hypothèse où celui-ci se trouve
dans sa position véritable, c'est-à-dire lorsqu'il fait partie de l'arc
entier à n panneaux, à appui fixe à rotule en O et à appui à rouleaux
de dilatation en (V.

On voit que les lignes d'influence individuelles des fermes par-
tielles, établies préalablement, ne sont pas inutiles. Au contraire,
une légère correction les transforme directement en lignes d'influence
définitives. Rien n'est perdu au cours des calculs.

Par conséquent, la méthode que nous venons d'exposer, tout en
étant rigoureuse, présente plusieurs avantages :

a. Elle ne nécessite aucun calcul qui ne soit directement utilisable
pour l'obtention des lignes d'influence;

b. Elle donne des formules toutes résolues qui permettent le calcul
direct des ordonnées des lignes d'influence;

c. Elle sert, non pas à l'étude de la ferme sous l'effet d'une mise en
charge fixe, mais à la détermination directe des lignes d'influence de
tous les montants surabondants et, par suite, de toutes les autres
barres; elle permet donc une étude complète de la ferme;

d. Elle est applicable à une [ferme d'un nombre quelconque de
panneaux, donc de degré d'hyperstaticité quelconque, et cela sans
nécessiter de plus grandes difficultés que pour une ferme simple à
nombre réduit de panneaux ;

e. Sa simplicité apparaît surtout lors de son application. Celle-ci
ne nécessite aucune résolution algébrique. Elle se réduit simplement
à des opérations qui toutes sont purement arithmétiques et qui se
bornent à substituer à des symboles algébriques leurs valeurs numé-
riques ;

ƒ. Elle conduit à des erreurs relatives très faibles;

g. Elle permet automatiquement des vérifications au cours de son
application. C'est ce que l'on peut voir dans l'exemple numérique
traité dans le chapitre suivant.
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L'étude précédente se rapporte aux montants surabondants. II reste

à calculer les lignes d'influence des barres non surabondantes. C'est
ce que nous allons faire dans la seconde partie de l'exposé.

Remarque, — Les symboles (A) se rapportent au cas le plus
général des arcs à montants et croix de Saint-André. Les seuls qui
interviennent dans les formules de récurrence (B), (C) et (D)
sont 57, 0, 1, L, 71. S. (3, <p, v, co, T, £, Ç, JX, A, 2. x, 0. Nous avons
augmenté ce nombre afin d'éviter toute répétition de calculs : nous
avons mis sous forme de symboles tous les termes qui se présentent
au moins deux fois au cours du calcul des symboles définitifs interve-
nant dans l'expression des formules de récurrence. Cette disposition
paraît à première vue plus compliquée en raison de l'augmentation du
nombre de symboles, mais en réalité, elle est d'application beaucoup
plus simple, car elle réduit les opérations de calcul à leur strict
minimum et ne nécessite plus que la substitution aux symboles algé-
briques de leurs valeurs numériques. Le travail est ainsi entièrement
préparé jusque dans ses moindres détails. D'ailleurs, dans chaque cas
particulier étudié, l'expression des symboles se simplifie si l'on tient
compte des propriétés particulières de la figure géométrique de l'arc.

IV. - DEUXIÈME PARTIE.

Lignes d'influence des efforts principaux dans toutes les barres
non surabondantes (membrures et diagonales).

Lorsque, par la méthode établie au cours de la première partie
du présent chapitre, on a calculé les lignes d'influence des montants
surabondants, on est ramené à l'étude d'un arc isostatique intérieu-
rement, dont le treillis est constitué d'un montant d'extrémité et de
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deux trains de diagonales formant ce que nous appellerons un arc
à losanges (fig- 6, c). C'est d'ailleurs ce que nous avons déjà montré
au début du présent chapitre (paragraphe a et figure 6, a, 6, c, d).
Les lignes d'influence qui restent à déterminer sont celles des mem-
brures et des diagonales.

Leur calcul s'effectue, comme nous avons vu, en appliquant le
principe de superposition : on décompose la mise en charge de la
figure 6 (è) en deux autres, celle de la figure 6 (c) et celle de la
figure 6 {d). La ligne d'influence de l'effort normal dans une barre
quelconque d (membrure ou diagonale) est égale à la somme des
lignes d'influence de l'effort normal dans cette même barre, dans
l'hypothèse où celle-ci fait partie de l'arc à losanges sollicité par les
mises en charge (c) et {d).

La ligne d'influence de la barre quelconque rf, dans l'arc isosta-
tique à losanges sollicité par la force unitaire mobile P (fig. 6, c),
s'obtiendra en appliquant le principe des travaux virtuels (voir
Chapitre I, l e ) . On déterminera utilement la déformée en traçant un
diagramme de Williot. Nous avons montré que celui-ci est très simple
dans le cas actuel : l'application du principe des travaux virtuels ne
nécessite l'action d'aucune force aux lèvres de la barre d supposée
coupée, en raison de la déformabilité de la ferme obtenue après cette
coupure; les barres ne subissent donc aucune déformation longitu-
dinale, ce qui simplifie beaucoup le tracé de Williot.

Il reste ensuite à calculer la ligne d'influence de l'effort normal
dans la barre quelconque d, dans l'arc (d) (fîg- 6) isostatique à
losanges, dans lequel on a appliqué, aux paires de lèvres des coupures
des montants surabondants, les compressions internes variables
égales aux ordonnées successives des lignes d'influence de ces mon-
tants, calculées à l'avance. Dans ce but, il suffira, au préalable, de
solliciter l'arc isostatique à losanges (fig. 6, d) par deux forces uni-
taires opposées appliquées successivement aux paires de lèvres de
chacun des montants 1,2, . . ., n, et de tracer, pour chacune de ces
sollicitations séparées, une figure de Cremona. 11 y aura donc n
figures de Cremona, qui donneront les coefficients d'influence des
efforts internes de chacun des montants, dans toutes les barres non
surabondantes de Parc. On remarquera d'ailleurs que la sollicitation
des lèvres d'un montant quelconque, par deux forces égales et opposées,
n'influence que les barres de l'arc qui sont à gauche de ce montant.
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A droite de celui-ci, tous les efiorts internes des barres sont nuls. Les
coefficients d'influence ainsi obtenus serviront à la détermination des
lignes d'influence de toutes les membrures et diagonales de l'arc (d)
isostatique à losanges pour des forces extérieures P mobiles et uni-
taires. Il suffira, pour chacune des positions de la force extérieure
mobile P = i, de sommer les effets de tous les montants surabondants.

À noter que l'arc est souvent symétrique. Il suffit, dans ce cas,
d'étudier la moitié des barres de celui-ci. On calculera les lignes
d'influence des barres de la moitié de droite de l'arc. A cette fin, on
tracera les figures de Cremona uniquement pour les sollicitations des
montants de cette partie de Tare et seulement dans l'étendue de
celle-ci.

Une fois en possession des lignes d'influence des membrures et des
diagonales dans les arcs isostatiques (c) et (d) à losanges, en les
sommant, on obtiendra les lignes d'influence exactes des mêmes
barres, dans l'arc réel à montants et croix de Saint-André.

Remarque. — 1. Si la ferme est hyperstatique extérieurement,
on opérera encore comme nous l'avons exposé au début du présent
chapitre. On déterminera tout d'abord les lignes d'influence des
efforts normaux dans toutes les barres de la ferme rendue isostatique
extérieurement par suppression des liaisons hyperstatiques exté-
rieures. Une fois ces lignes d'influence connues, on déterminera
aisément celles des liaisons extérieures surabondantes, en appliquant,
soit le principe de réciprocité de Maxwell, soit tout autre procédé
équivalent, le théorème de Castigiiano par exemple. Si l'on applique
le principe de Maxwell, la déformée de la ferme s'obtiendra aisément
à l'aide d'un diagramme de Williot.

Lorsqu'on connaîtra les lignes d'influence des liaisons surabon-
dantes, on aura soin d'afifecter les lignes d'influence des efforts
normaux dans toutes les barres de la ferme rendue isostatique exté-
rieurement, des corrections qui résultent de l'influence des liaisons
extérieures surabondantes sur ces efforts normaux. On obtiendra
ainsi les lignes d'influence définitives de l'arc hyperstatique exté-
rieurement.

2. Nous donnerons, dans le chapitre suivant, une application de la
méthode que nous venons d'exposer.
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V. — POUTRES DROITES EN TREILLIS ARTICULÉ

A MONTANTS ET CROIX DE SAINT-ANDRÉ.

Les formules (A), (B), (C), (D) ont été établies pour les fermes
planes quelconques en treillis articulé à montants et croix de Saint-
André. Elles se simplifient dans le cas particulier où les montants
sont tous parallèles ( è r = o ) ou lorsqu'une des membrures est
rectiligne (at~ const. = i ou ae= const. ).

Dans le cas des poutres droites du même type, la simplification est
beaucoup plus grande (fig. 10). On aboutit d'ailleurs aux formules
que nous avons établies directement pour les poutres droites dans un
autre travail (*). Ces dernières ne sont cependant pas complètes, car
elles n'ont été calculées que pour des charges extérieures verticales.
Au contraire, nous déduirons de la théorie générale des formules
plus complètes résolvant séparément les cas des forces extérieures
verticales et horizontales.

Pour cela, il suffit de faire, dans les formules générales (A), (B),
10):

i = cii= ac= w>i= o, le=li=a, lr=at&ngai, ld=z lg = ?

, , se '
h = e = g-=j, ad = 2 J C — ag=0L, m = n = a,

a r = jo = ^ = —? p— n = a et k = o.

Supposons tous les panneaux d'égale largeur a et soit x le numéro
d'ordre du montant au droit du nœud d'application de la force exté-
rieure mobile P = i, laquelle peut être verticale et positive vers le bas
ou horizontale et positive vers la droite. Il suffira donc de remplacer,
dans les formules générales, x etjr. respectivement par xa et ra.

Nous changerons encore les indices e en s (membrure supérieure)
et nous introduirons les nouvelles notations ^, %, Ï|, viySi cof ̂  et (3. Dès

(*) Étude des poutres à losanges et théorie des lignes d'influence des poutres
droites en treillis à montants et croix de Saint-André {Annales des Ponts et
Chaussées, novembre 1936, Paris.
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lors, les expressions (A) deviennent, toutes transformations faites,

tang3 a crr.

vr.-hü> /v

i

n

sin3c

•+- vn,

•— 1

H,

S

f-

Pr

-+- H r~1 (

r

».

oy_i
ar

ïota

Les formules de récurrence (B) se réduisent aux équations (II) et
(II') ci-dessous, où les notations V ont été changées en N. L'équa-
tion (IF, c) a été déduite de Féquation (17") à Falde des expres-
sions (i3), (7), (2'), (2"), (5), (17) et en remarquant que l'on doit
prendre lri en valeur absolue. En effet, le diagramme de Williot
(fig. 7, ƒ) a été tracé en tenant compte du sens des déformations
longitudinales des barres. On obtient donc les équations de récur-
rence suivantes (1 ) :

Pour le cas des forces verticales mobiles et unitaires :

(H)

Pour xionS= (

(a) sT.N

Pour 5?i~ 7'i,

(*)

Pour xe=re,

(c)

>, 1 ,2 , . . . , r — i et i < r < r i )

N?j = o.

N? = i — - ^ ,

Rappelons que nous avons adopté les compressions internes comme positives.
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et pour le cas des forces horizontales mobiles et unitaires

Pour XiouS= o, 1 ,2 , . . . , r — i et i ^ r < / i .

(a) TSrn.Xê=. p r

GTrHj. = —

Pour Xi= Tj,

(c) TïïrHri= vr. tanga — H^Z} .

Pour a?y= /^,

En combinant les formules (IF, c et d)7 on trouve Péquation de
récurrence suivante :

(III)
cota = i —

OU

M^=I— =

(/• — OH7'-1 cota

pour /'H r cota = Mr,

qui est plus aisée à appliquer et peut remplacer avantageusement
l'équation IF (d). On a, en outre, H° = o et N}a= i comme valeurs de
départ de l'application des formules (II, c), (III) et, par suite, de
toutes les formules de récurrence (II) et (IF).

De même, les formules générales de récurrence (G) se simplifient
et s'écrivent finalement, pour le cas des forces verticales mobiles et
unitaires.

(IV)
= o, i , . . . , r et i<r^n — i,
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et, pour le cas des forces horizontales mobiles et unitaires,

(IV)
u ^ = o, i , 2 , . . . , r et i^

H j , - Ar et H

n — i ,

La première équation générale (D) peut être supprimée dans le cas
des poutres droites et être remplacée par l'équation (IV) ci-dessus,
que l'on appliquera aux tronçons de droite en comptant tous les
éléments du calcul à partir de l'extrémité de droite de la poutre.

Quant à la seconde équation générale (D), relative aux forces
extérieures horizontales, elle devient dans le cas des poutres droiles,

(V)

P o u r X'OVLS= O , I , 2 , . . . , n— r et \<n —

/ \ T*n—r' / T i n — r ' TT71"r' \ Tir

(a) fxrR—=7}7^H—— H^J-f-H?,.,
/ 7 \ r>n—r' / T I / i -r ' rrn—r' \ r r r 7'

(b) H . rR^-=i l r(H^—-H^ + H r > -A
\ ' l / IV ~~~ I

Remarque. — Dans l'expression de Àr, Ĥ —- a été obtenu en
appliquant la formule de récurrence (III) aux tronçons de droite de
la poutre supposés retournés bout pour bout. Le signe deEP-^- donné
par les formules (A), dans Ar, a donc été changé.

VI. — DISCUSSION DE LA MÉTHODE.

On a établi, pour le montant /% les formules de récurrence (B),
(G), (D) et, par suite, les formules (II) à (V), sans faire aucune
hypothèse sur la nature de la ferme à (r — i) panneaux. Il suffit
seulement qu'il y ait un montant (r— i) et que le panneau r soit à
croix de Saint-André. On peut donc les appliquer aux systèmes qui
ne possèdent des montants et croix de Saint-André que dans une
région seulement el qui, en dehors de cette région, sont formés de
tronçons de type quelconque (Pratt, Howe, Warren ou Warren
double) {fig* 11 et 12). Ces systèmes sont d'ailleurs les plus fréquem-
ment employés dans la pratique, surtout sous forme de poutres
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droites. En effet, c'est seulement dans les panneaux centraux que
l'effort tranchant peut changer de signe. Pour plus de clarté, nous
étudierons un cas particulier : celui de la poutre droite de la
figure ii (a) qui présente, en dehors de la région centrale à
montants et croix de Saint-André, des tronçons en treillis du type
Warren double que nous avons appelé à losanges. Nous considé-
rerons seulement le cas des charges extérieures verticales. Le procédé
suivant de résolution serait applicable en tous points aux fermes
quelconques autres que les poutres droites, mais du même type.

On peut traiter la poutre (fig. n , a) comme suit :

a. Calculer les lignes d'influence partielles des montants surabon-
dants (r — i) à k considérés comme montants d'extrémité des deux
tronçons qu'ils découpent dans la poutre entière à n panneaux, ou
seulement du tronçon de gauche dans le cas d'une poutre symétrique.
A cette fin, on appliquera les formules de récurrence (II) et (III).
On calculera tout d'abord la ligne d'influence du montant r. Celle-ci
s'exprime en fonction de celle du montant (r — i) [formule (II)], ce
qui nécessite la connaissance préalable de cette dernière. Or, au cours
de l'exposé de la méthode, nous n'avons fait aucune hypothèse sur la
manière dont elle aurait été obtenue ou sur la configuration de la
ferme à gauche du montant (r — i).

Dans le cas actuel, la poutre formée des (r — i) panneaux de
gauche est une poutre à losanges possédant un montant à chaque
extrémité. Cette poutre est hyperstatique du premier degré. On
pourra calculer d'une manière quelconque la ligne d'influence de
l'effort normal dans le montant ( r—i ) d'extrémité de droite. On
appliquera par exemple le principe de Maxwell en coupant ce montant,
dans la poutre non sollicitée, en appliquant aux lèvres de la coupure
des tractions unitaires, en déterminant la déformée qui en résulte à
l'aide d'un tracé de Williot et en mesurant la projection de cette
déformée sur la direction des forces extérieures éventuelles, à
l'échelle du rapprochement des lèvres du montant coupé.

Connaissant cette ligne d'influence partielle du montant (r — i),
on pourra ensuite de proche en proche, à l'aide des formules de
récurrence (II) et (III), déterminer celles des montants (7% r + 1 , . . . , A").

6. Calculer les lignes d'influence des mêmes montants considérés,
cette fois, comme montants intermédiaires faisant partie de la poutre
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entière à n panneaux. Il suffira d'appliquer la formule (IV) ci-dessus,
dans laquelle Nj.. représente encore la ligne d'influence particulière
du montant r considéré comme montant d'extrémité du tronçon de
la poutre qui se trouve à sa gauche. Cette ligne d'influence particu-
lière a été calculée au préalable ainsi que nous venons de le voir dans
l'alinéa (a) précédent. La branche de la ligne d'influence définitive
du montant /% qui correspond à la partie de la poutre située à droite
de celui-ci, se calculera à l'aide de la même formule (IV), mais en
supposant le tronçon de droite retourné. TNous désignerons par la
notation Q^ les lignes d'influence des montants surabondants inter-
médiaires.

c. Il reste à calculer la ligne d'influence du dernier montant sura-
bondant, c'est-à-dire du montant n d'extrémité de droite de la poutre.
On peut encore l'obtenir en appliquant le principe de superposition
(jig. i i , b et c). La poutre (b) est une poutre à losanges hypersta-
tique du premier degré. La ligne d'influence du montant n s'obtiendra
en appliquant le principe de Maxwell. Nous la désignerons par la
notation N™<*.

La poutre (c) n'est autre que la poutre (b) soumise à une sollici-
tation particulière, variable avec #, au droit des montants (r — i) à k
supprimés. On pourra donc utiliser la même ligne d'influence N™d

pour déterminer l'influence, dans le montant 72, des paires de forces
Q!x~\ Q.X1 • • • i QJCÎ variables avec x.

La ligne d'influence exacte du montant /z, dans la poutre (a) est
égale à la somme des lignes d'influence trouvées pour le montant dans
les deux poutres (c) et (d). Elle a donc pour expression :

(4o)

puisque nous comptons les forces extérieures verticales positives vers
le bas.

d. Dès que l'on connaît les lignes d'influence des montants sura-
bondants, on est ramené à l'étude d'une poutre isostatique intérieure-
ment. Les lignes d'influence des efforts normaux dans les membrures
et les diagonales se détermineront encore par superposition en décom-
posant la mise en charge {fig. n ? a) de la poutre en deux autres
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analogues aux mises en charge (b) et (c). La seule différence est que
Pon coupera en plus le montant surabondant n et que, dans la
poutre (c), on appliquera aux lèvres de cette coupure les compres-
sions internes N£ variables avec x. Cette décomposition est d'ailleurs
identique à celle que nous avons exposée au début du présent chapitre
dans l'étude des fermes à montants et croix de Saint-André.

Quant aux poutres qui, en dehors de la région centrale à montants
et croix de Saint-André, sont formées de panneaux du type N (Jig. 12)
ou du type Warren simple, on emploiera la même méthode que celle
utilisée ci-dessus aux alinéas a, b et d. On appliquera encore les for-
mules (II), (III) et(IV) à la détermination des lignes d'influence des
montants surabondants (r — 1, r, . . ., A" — 1). Le montant k n'est
plus surabondant; le montant n non plus. On sera ramené encore
une fois à l'étude d'une poutre isostatique.





CHAPITRE III.
APPLICATION DES FORMULES DU CHAPITRE PRÉCÉDENT AU CALCUL

RIGOUREUX DES LIGNES D'INFLUENCE D'UN ARC BIARTICULÉ A
MONTANTS ET CROIX DE SAINT-ANDRÉ.

I . — GÉNÉRALITÉS ET CALCUL DES DIMENSIONS DE L'ARC.

Afin de préciser davantage la marche à suivre dans l'utilisation de
la méthode que nous venons d'exposer au chapitre précédent, nous
l'appliquerons à un arc particulier à montants et croix de Saint-
André. Nous calculerons, à l'aide des expressions (A) et des formules
de récurrence (B), (C) et (D), les lignes d'influence rigoureuses des
efforts normaux dans les différentes barres de cet arc.

Celui-ci est appuyé sur deux rotules de niveau. Il possède donc, en
plus de sonhyperstaticité intérieure, une hyperstaticité extérieure du
premier degré. Il est. en outre, formé de huit panneaux et est donc
hypers ta tique intérieurement du huitième degré.

D'autre part, il est constitué comme suit : les nœuds de la mem-
brure inférieure sont situés sur un arc de cercle, d'ouverture totale
de i2O° entre les rotules d'appuis, placées aux nœuds d'extrémités de
la membrure intérieure; la portée de l'arc est de 4om ; les nœuds de
la membrure extérieure sont de même situés sur un arc de cercle de
même rayon et de même ouverture que le précédent, mais qui a subi
une translation verticale égale à 4m j enfin, les montants sont verti-
caux et les largeurs des panneaux sont telles qu'elles interceptent des
angles au centre égaux. Ceux-ci sont donc égaux à i5°. De ces
propriétés, on peut déduire toutes les dimensions géométriques de
l'arc qui nous serviront dans le calcul des lignes d'influence :
abscisses x et ordonnées y des différents nœuds de la membrure
intérieure (indice V) et de la membrure extérieure (indice e), largeur
horizontale c des panneaux (cr=xr — Xr-\*t si r est le numéro
d'ordre du panneau en question), dénivellation d de deux nœuds
successifs (dr = yn —yr-\ = Xre —Xr-i ) ^e ^a membrure intérieure



- 80 -

0 0

o

II

O
o
o
o
o
o
o

V T

CS
co
Os

as

C O

CO
CO
4 O
O
O
L ^

vrj-

* O

C O

as

t ^

as

'S
o
o
o

§
o
o"
CS

h-l

GO

CS
CS

o

Cs

CN

OO

oo

°
o"

CO

co

o

i

o

!_>,
CS

CS
CO

V T

as
Os

CS

V T

0 0

<o
a.
o
o

co

o"

»o
oo

v ^

Z

cr.o
o

CO
ir»

O

V T

as

CS

v T

0 0

cs

cs
oo

V T

O

s

O
o
o

0
0

.

o

cs
as

cs
GO
L>>

0 0

V T

C i
Os

CS

v t

CS

*o

6'
CO

o
v?

o
o

V T

as

cs

cs
as

cs
CO

GO

as
co
o
o

CO

co

[ ^

cs
Cs

cs
oo

co

0 0

as
co
' O

as

L ^

Cs

Cs

as

o

CO
cs

GO

Os
CO

*o
<o"

as
cs

0 0
!>»

V T

0 0
CO

O

CO

co

s

Cs

0 0

V T
|

CC
CO

o
o •
L N

CO

co
I

O

I N

O
C O

1
O

as

cO
OO

o
1

o
Cs

0 0

o"

K I

o

(^
oC O

cs

CO
CO
O

O

CO

C O

t >
CM

as
cs

0 0
L ^

v ^

Cs

CO

• O

CO

CO
as

v - r

V T

V T
CS

V T

^

CS
0 0

cs

ö
cÓ
oo

co"

CO
V T

CO

0 0
• c s
V T

V T

GO"

*o

as
CO

o
as

L N

00
00

oo

*o
as

o

co
' O
CO

t-i
CO

o"

Cs

Cs
L ^

co

o"

CO

cs

V T

V T

o"

CO

o"

CS
CO

co

o"

*o
cs

CO

oco

Q

o

8
o"

<5

o"

V T

V T

as
CO

o"

V T

as

0 0
CO
•o

o"

co

o"

cO

cs

O

o

CO

v 3 -

CO
cs

co

co

cs"

i

cs

CO

oCO

1
1 ^

cs
co

l>»
CO

o"
1

co

cs

V T

V T

o"
1

co

cO

*-*
C O

o"
1

C O

cO

CO

o"

co

cs

V T

V t

O

L ^

co

CO

o"

cs

co
O

CO

*o

1 N

CJS

o"

C O

*o
1—1

~

cO
' O
V T

cs"
as

co

~~

*o
as
cs

v t
as

~~

<o
as
M

vt
as

CO

v t

cs
as

co

co

*o
as

as
o

i N i

co

as
*-•

I

' O

as

f
*o

CC

* O

f
cs

CO .
as

f
<N

CO*

as

o"

*o
t >

cO

as

o"

co

*o
as

cs
CO

1—1

oo*
co
as
o"

CO

oo
as
i—•

CO

co

*o
»o
v t
M "

co

»o
CO
as

co
~"

CO
co
V T

V T

Cs

r >

oC ü

co'
o

cs

as
oo
o
C i

cs

«

cs
cs

a>
co

(M

i
oo
cs

co

CO

cs

o"
1

0 0
as

0 0

o
o"

V T
as

CO

oCO

o"

o
CO

[ ^

CO
' O

o"

v t
CO
0 0

o
o

oo
o"

as
CO
CO

'N
CÓ

1-1

~ "

CO
cO

co'
oco

cs

CO

as
CO

cs

t

il

o

SM

X

CO



- 81 -
ou de la membrure extérieure, longueurs des barres. Ces dimensions
sont consignées dans les premières lignes du tableau I ci-dessous.
On a %ri — xVe, que nous désignerons par xr. Le rayon des arcs de
cercle des membrures et la flèche de la membrure intérieure sont
égaux respectivement à

p = 23m, 094.010 et ƒ = i3m , 547-oo5.

Les montants sont tous de longueur égale à 4"\ que nous désignerons
par /. Les barres des deux membrures d'un même panneau sont
parallèles. En outre, elles sont, toutes deux et dans tous les pan-
neaux, de même longueur, égale à Z; = 6m,o28.747- Enfin, les
abscisses et ordonnées des nœuds de la membrure intérieure et de la
membrure extérieure sont données, en mètres, par les formules

/ 2 sin Ô \ 20 , A \
) [ i \ , y = ( 2 COS 8 — I ) ,

\ / s ; yu v/3̂
où Q est l'angle intercepté par le rayon du nœud de la membrure
intérieure et la verticale médiane de l'arc. Cet angle est mesuré
positivement vers la gauche.

Des dimensions de l'arc, on peut déduire les rapports yri\xr%

yre\xr, (d:c)r, cr>L d,:l, l,d:L lr<r'.l e t ( 7 + dr):cn q u i n o u s s e r o n t

utiles dans la suite du calcul. Z est la longueur commune de tous les
montants. Les valeurs de (Z + dr):cr sont symétriques de celles du
rapport (Z—dr):cn car les valeurs de c sont symétriques, tandis
que celles de d sont antisymétriques par rapport à l'axe vertical
médian de l'arc (Tableau I).

II. — PRÉDÉTERMINATION DES SECTIONS.

La suite du calcul rigoureux des lignes d'influence nécessite la
connaissance des sections transversales des barres.

En vue de prédéterminer celles-ci d'une manière simplifiée, on a
tracé les lignes d'influence approximatives des barres d'une des
moitiés de l'arc dans l'hypothèse courante, seulement pour les
poutres droites, où la ferme de la figure i3 (a) peut être considérée
comme système multiple décomposable en deux fermes isostatiques
intérieurement (fig. i3, b et c). Ces fermes restent, par contre,
toutes deux hyperstatiques extérieurement du premier degré. Elles
sont constituées chacune par les membrures, les montants et les

THESE FOULON.
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diagonales inclinées d'un même côté dans la ferme étudiée (Jig-13, a) ,
ces barres étant prises avec leur section entière. D^ autre part, les
deux fermes composantes {fig* i3, 6 et c) sont supposées sollicitées
par la moitié des charges extérieures qui sollicitent la ferme
réelle. La décomposition précédente de l'arc étudié en deux fermes
plus simples n'est en général pas rigoureuse. Elle le serait, si sous
l'effet des demi-charges qui les sollicitent, ces dernières se défor-
maient identiquement.

Le cas des charges extérieures verticales est déterminant pour le
dimensionnement des sections des barres. Nous n'avons, par consé-
quent., tracé les lignes d'influence approchées que dans cette hypo-
thèse. Nous avons supposé, en outre, que les charges sont appliquées
à la membrure supérieure.

La ligne d'influence approchée d'une des barres des membrures
est égale à la somme des lignes d'influence approchées de la même
barre, dans les deux fermes composantes (fîg> i3, b et c). Il en est
de même de celles des montants. Quant à celles des diagonales, elles
sont seulement égales aux lignes d'influence des mêmes barres dans
la ferme composante (b ou c) qui les contient.

Les deux fermes composantes, quoique beaucoup plus simples
que la ferme réelle à montants et croix de Saint-André, restent malgré
tout hyperstatiques extérieurement du premier degré. On a choisi la
poussée q comme inconnue hyperstatique extérieure des deux arcs,
et l'on a déterminé sa ligne d'influence. Celle-ci dépend encore des
sections transversales des barres. Or, on ne connaît pas ces der-
nières. C'est pour cette raison que l'on a tracé une ligne d'influence
approximative de la poussée q en utilisant les tables établies par
Bresse pour les arcs biarticulés à fibre moyenne circulaire, à appuis
de niveau et à section constante ( ' ) . Les tables de Bresse ont été
établies pour le cas des arcs à âme pleine, mais on peut les étendre,
sans commettre de trop grandes erreurs, au cas des arcs en treillis, à
condition d'assimiler ceux-ci à des arcs à âme pleine de section et de
moment d'inertie équivalents.

Une fois connue la ligne d'influence approchée de l'élément
hyperstatique q, on peut déterminer les lignes d'influence de pre-

( l) BRESSE, Recherches analytiques sur la flexion et la résistance des pièces
courbes, accompagnées de tables numériques, Paris, i854«
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mière approximation des efforts normaux dans les montants, les
membrures et les diagonales.

Nous n'entrerons pas dans le détail du calcul des lignes d'influence,
ni dans celui des sections transversales des barres. Nous nous borne-
rons à donner les résultats de ce calcul. Les valeurs trouvées pour les
sections transversales crr et artegd sont données dans le Tableau II et
sont exprimées en mètres carrés.

III. — CALCUL DES LIGNES D'INFLUENCE EXACTES.

Nous supposerons que les charges extérieures sont appliquées aux
nœuds de la membrure extérieure. Nous traiterons le cas où les forces
extérieures mobiles sont verticales et celui où elles sont horizontales.
Ainsi que nous l'avons vu, l'arc est non seulement hyperstatique
intérieurement, mais il est en plus une fois hyperstatique extérieu-
rement. Comme pour le calcul de prédétermination des sections,
nous choisirons encore comme inconnue hyperstatique extérieure la
poussée q.

Cela étant, nous continuerons à supposer que les sollicitations
restent dans les limites de validité de la loi de Hooke. On pourra
donc appliquer le principe de superposition comme suit à la
recherche des lignes d'influence définitives des efforts principaux
dans toutes les barres de l'arc biarticulé.

Soit b une quelconque de ces barres (fig. i4> #)• Ses l*gnes

d'influence définitives, pour le cas des charges verticales comme
pour celui des forces horizontales, dans l'arc biarticulé de la
figure i4 (#)? s o n t égales aux lignes d'influence de la même barre b
dans l'arc de la figure i4 (b), dans lequel on a substitué à la rotule
de droite la poussée ^(.r>r) développée par cette liaison. Cette
poussée q(X}X] est variable avec la position de la force extérieure
unitaire mobile. On peut ensuite décomposer la mise en charge de
l'arc (fig. i4? b) en deux autres : celles des figures i4 (c et d). Dans
la figure (c), on a remplacé les montants par leurs actions F sur leurs
nœuds d'extrémités, ces actions étant variables avec la position de la
force extérieure mobile qui les développe. De même, on peut décom-
poser la mise en charge de la ferme (fig. i4? c) en deux autres :
celles des figures T4 (e e t / ) . On voit donc que, finalement, les lignes
d'influence définitives des efforts principaux dans une barre quel-
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conque b de l'arc biarticulé étudié {fig* lA, et) sont égales à la
somme des lignes d'influence obtenues, pour la même barre dans les
cas de sollicitation représentés par les figures (d, e e t / ) de l'arc
rendu isostatique extérieurement par suppression de la rotule de
droite et introduction de la poussée variable q^^y

Les fermes {fig. 14? e et ƒ) présentent les caractéristiques sui-
vantes : la ferme (e) est isostatique intérieurement, car les montants
surabondants i à 8 sont supprimés. Nous pourrons donc déterminer
les lignes d'influence d'une barre quelconque 6 en appliquant le
principe des travaux virtuels comme il a été exposé dans le Chapitre I.
Nous y reviendrons d'ailleurs dans la suite, au cours du présent
chapitre. Quant à l'arc de la figure i4 (ƒ)? il est le même que le
précédent, sauf qu'il est sollicité en tous les nœuds par les efforts
internes F, variables avec x et y , développés dans les montants i à 8
par la force extérieure unitaire mobile. Ces efforts F tiennent lieu dé
l'influence des montants surabondants, qui ont été supprimés. Si l'on
a au préalable tracé les lignes d'influence de toutes les barres dans
l'arc isostatique (e), pour les cas où les charges extérieures sont
verticales et appliquées aux nœuds de la membrure intérieure et à
ceux de la membrure extérieure, les lignes d'influence de la barre b
dues aux efforts F s'obtiendront directement à l'aide des précédentes.
On verra plus loin qu'elles peuvent s'obtenir de deux autres façons,
soit à l'aide de tracés de Cremona, soit par une méthode analytique
très simple. Il est à remarquer que l'effort dans la barre b n'est fonction
que des efforts F dans les montants situés à droite de b. Comme, du
fait de la symétrie de Tare étudié {fig* 14̂  a)i il suffit de calculer les
lignes d'influence des barres de la moitié de droite de la ferme, on
n'aura à effectuer les tracés de Cremona que jusqu'au montant
médian (montant 4)- Si l'on a calculé au préalable les lignes d'in-
fluence de la poussée q(X>y^ pour des forces verticales et pour des
forces horizontales, on pourra déterminer celles de la barre quel-
conque b dues à la sollicitation de la figure {d).

De ce qui précède, il résulte que nous pouvons échelonner comme
suit le calcul des lignes d'influence définitives des barres de Parc
biarticulé {fig. i4> #)•

1. Calcul des lignes d'influence des montants surabondants
i à 8 pour des forces verticales et pour des forces horizontales, dans
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Vare Vendu isostatique extérieurement par introduction, à l'extré-
mité de droite, d'un appui à rouleau de dilatation mobile sur un plan
horizontal. On appliquera à cette fin les expressions (Â) et les
formules de récurrence (B), (C) et (D) du deuxième chapitre.

2. Calcul des lignes d'influence exactes de la poussée q^^
pour des forces verticales et horizontales.

3. Calcul des lignes d7influence des barres des membrures et
des diagonales dans l'arc rendu isostatique intérieurement et exté-
rieurement (Jig* i4? <?)•

4. Calcul des corrections de ces dernières lignes d'influence dues
à la mise en charge, variable avec x et y, de la figure i4 (ƒ)•

5. Calcul des corrections de ces mêmes lignes dHnfluence dues
à la mise en charge de la figure i4 (d).

En sommant algébriquement les lignes d'influence calculées en 3,
ha et 5, on obtient les lignes d'influence définitives cherchées pour
l'arc biarticulé.

1. Lignes d'influence exactes des montants surabondants, dans
Parc rendu isostatique extérieurement. — Nous ferons tout d'abord le
calcul exact des lignes d'influence des montants surabondants consi-
dérés comme appartenant à l'arc rendu isostatique extérieurement
par suppression de la rotule de droite et substitution à celle-ci d'un
appui simple à rouleaux de dilatation mobiles sur un plan horizontal
passant par la rotule de gauche.

Rappelons que nous nous bornons à l'étude des efforts principaux,
c'est-à-dire que nous supposons que les attaches sont articulées. En
outre, nous continuons à adopter les compressions internes des
barres comme positives.

La présente partie du calcul exact constitue la résolution pro-
prement dite de l'hyperstaticité intérieure du système. La marche à
suivre de la méthode démontrée au deuxième chapitre a été exposée
à la fin de la première partie de ce même chapitre. Elle consiste à
faire usage des expressions (A) et des formules de récurrence toutes
résolues (B), (G) et (D).

Les symboles (A) se simplifient du fait des propriétés particulières
suivantes de l'arc étudié. Nous avons vu que tous les panneaux
forment des parallélogrammes : les montants sont tous verticaux et
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les membrures d'un même panneau sont parallèles (fig. i5). On
a donc

ar.= ara, a r = - 5 sina r=i, cosar= o, lr= const. = ^m = l,
2

gr=zer= — 5 hr = fr= — i / , e = / 7 i = const. = 6m, 028 .747^=/ / ,
2 3 ,

- — a r d , nr= arg— — 5

Pr=~

On peut encore écrire :
Si cr = xr — ##•-< et d,. == yVe — j v ^ = yr. — yr_i;

fcr = lrd cos ard = Jr, cos arfi = //-, cos arp sin ar^ =

tanga7>

l-hdr
lr& }

_ dr-— )

dr-

tanga r .=

- /

dr

7;'

f £\n cr si —
idllgCTrd ~

i = 0,

l-hdr
...... j(42)

Les deux dernières relations x'r = xr et y'r = y r découlent de la
symétrie de l'arc.

En outre, le plan d'appui de droite du tronçon quelconque partiel
de gauche à r panneaux est horizontal. On a donc, en général,

Enfin, Parc forme une figure géométrique symétrique par rapport à
l'axe vertical médian. De plus, les barres symétriquement disposées
ont des sections transversales égales. Il en résulte que :

(43) yn-z—yn-r et Hfl-^ = - H"~'.

Rappelons que les éléments affectés de l'exposant (') se rapportent au
tronçon à (n — r) panneaux formé des panneaux de l'arc qui se
Irouvent à droite du montant r considéré, ce tronçon étant supposé à
appui fixe à rotule au nœud d'extrémité 8; (fig- i45 #)• D'autre part,
rappelons que la force extérieure unitaire mobile est mesurée positi-
vement vers le bas lorsqu'elle est verticale, et vers la droite lorsqu'elle
est horizontale.

Moyennant les propriétés précédentes, les expressions (A)
s'écrivent :
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(44)

- i dr_i / I I \ <jr„i / /J. /# \
, a r = — — / ƒ 1 J, y = _ ~ f JL .+_ _JL 1

C / 3 \<Jd <Je/ C <Je l* Xr

9rfV^j d
kr — e ) a r = i -h A"r, J r = — 2 1

d d — / _ &r—\ q y d

c xr xr c ' '

JRr

TT



L'équation de récurrence (B, c) est identiquement satisfaite.

Quant à l'équation (B. d), elle se met sous la forme indéterminée -•

C'est pourquoi l'on a déduit une autre formule directement de
l'équation (17") de H£., en tenant compte des expressions (i3), (7),
(i5), (17), (10), (6), (2') et (2") de A£, \tr)h, &>,,, K, y3 , 3,-<, Kg et lrt.
lr et lr. doivent être pris en valeur absolue, car le diagramme de
Williot de la figure 7( / ) a été tracé en tenant compte du sens des
déformations longitudinales des barres du panneau r. Si l'on pose les
nouvelles notations

(45)

— d crr_! If d crr_! 1%

• r = - _ : et Ar=^]

cette nouvelle équation s'écrit

(46)

L'équation (B, ƒ) se simplifie comme suit

(47) OU

Cela étant, dans les cas où l'étude des lignes d'influence pour des
charges verticales est seule nécessaire, les équations de récurrence
(B, a, c, e, f el h) paraissent à première vue seules nécessaires. Mais
il entre dans l'expression du symbole Lr~' de la formule B(a) le
paramètre H r- ! , qui nécessite le calcul de H£zJ et de H^z[ . On peut
cependant établir une formule de récurrence qui pemnet de calculer
directement Hr~' sans passer par Hjrzj et H£z} • En effet, si l'on
effectue la soustraction de l'équation (B, g) et de la nouvelle équa-
tion (46) de Hp. et si l'on pose

(48) Zr— Wr=Qr,

on peut écrire la formule de récurrence suivante entre Hr et Hr-*-4

(49)
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Cette formule permet de simplifier considérablement l'expression du
paramètre JïtT [voir expressions (44)]* Celui-ci s'écrit en effet

En vertu de la symétrie de l'arc, on peut voir aisément, à l'aide des
expressions de £r et de Jïln que l'pn a j?r = — JHw_r_,^. Cette pro-
priété est d'ailleurs évidente si l'on se reporte aux formules (21) et
(23) de S;, et d{n_ry (Chap. II).

On peut encore éliminer le paramètre dZr des expressions (44)> si
l'on tient compte de l'équation de récurrence (47)-

D'autre part, nous supprimerons les notations X,., v,-, cor, ôr, j3r,
6hn Wr, <Dr, Sln Ar, ê,., Jv7-, e r , (5Lr, <Vr et #l rdes expressions géné-
rales (A) du Chapitre II, car elles ne sont d'aucune utilité dans le cas
particulier actuel. Nous emploierons, en outre, les symboles nou-
veaux suivants : A,., v,., £,., (3r, tyr, Sln dr, ^ r , yjr, Wr, xo A,., J r , qui
sont écrits dans les expressions (A') ci-après.

Si, en plus, on tient compte de la symétrie, on peut déduire la
plupart des fonctions (A) relatives aux tronçons de droite de la
ferme, des fonctions analogues relatives aux tronçons de gauche de
celle-ci. On a notamment les relations suivantes, que l'on établit
aisément et dont la plupart sont d'ailleurs vraies dans le cas le plus
général traité au Chapitre II :

(5o)

9n-r= -Î-J Vn-r = - = ^ , Vn-r. =

\*>r V-n-r

Pr-hl »e pr+1

I
X r = — •

Ces diverses observations nous permettent d'écrire finalement les
paramètres (44) sous les formes (A') suivantes, beaucoup plus
simples :



~ 90 —

(A')

JCr=I

Q d '
c

«1

1

A

11

l
c

l

d
x"Jr l

^

v

't ( n

. . . .

C

/

e

r«
xr

H»

r _ d
l

r

d
c

c

c
c

Ç

c
f/

-

K;

d-
oc,

c 'e xr
 1'

d\ye

l j Xr'
r ~ A r

et '̂  —~ •
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Les formules de récurrence (B) et (G) se réduisent aux suivantes

(B')

Pour les

(«)

et

(6)

Pour le

(c)

et

(d)

ou bien

(d)

avec

Pour le

(Y)
et

avec

(A)

nœuds (#, y)e,i des montants o, i, . . ., r — i :

m,

m,

nœud n du

wrH' =

nœud re du

K

ny — rJj— ny •

montant r :

montant r :

—— e *

= o et Vje=i.

( C )

Pour les nœuds (x, y)e,i des montants o, i,
gauche du montant r considéré :

. ., r, à

Quant aux équations (D), elles s'écrivent, si l'on tient compte des
simplifications dues à la symétrie de Parc, c'est-à-dire de la eorres-
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pondance de A et 0, de 1 et /JI, de x et YÎ, et des égalités

(a) V£^=V£=-r, H ^ = - H p :

la p r e m i è r e , p o u r x = .x' = xn-n . . . , 2 , i , o

la deuxième, = r = rn-r, . . . . a, ï, o

Par conséquent, on peut finalement mettre les équations (D) sous les
formes très simples

(D')

Pour
2', 1', 0'

(a)

et

(6)

les
,à

nœuds
droite

\x<
du

R r '

des montants

montant r considéré

= Q±=T

r x>n—r

-r r '

(n - r y , . . . ,

— est une constante pour un même montant.

Les symboles (A') sont tous, sauf ^r et Ar, des fonctions homo-
gènes. D'autre part, ils sont, à part Hr, 5ir, Ar, X'i r̂? A'r, |JLr, Ar

et <£r, des fonctions directes des dimensions géométriques et des sec-
tions transversales de l'arc, qui peuvent être calculées avant l'applica-
tion des formules (B'), (G), (D'). Le calcul de ces paramètres a été
effectué à la machine à calculer et est consigné dans les Tableaux II
et III. Lorsqu'un de ces symboles comporte plusieurs termes, tels W,
T, £, Ç, on a donné dans les tableaux les valeurs des différents termes,
afin que le calcul ne nécessite aucune écriture autre que celle des
résultats fournis parles tableaux. lien sera de même des TableauxIV
et VII ci-après. Les données du Tableau 1 ont été utilisées à cette fin.
On a ainsi réduit à son minimum le travail matériel nécessité par
l'application de la méthode actuelle. En outre, le travail intellectuel
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est des plus aisés : il se réduit exclusivement à des calculs numé-
riques qui sont des plus simples avec la disposition actuelle en
tableaux.

Les valeurs numériques des paramètres ont été inscrites dans les
colonnes successives correspondant à leur indice r. Cet indice
désigne, ou bien le numéro d'ordre du panneau, ou bien celui du
montant considéré.

On a effectué tous les calculs avec six décimales uniquement dans
le but de voir jusqu'à quelle décimale les vérifications ultérieures
seront satisfaites. On verra que ces vérifications ont lieu jusqu'à la
cinquième décimale. Dans le calcul de fermes à montants et croix de
Saint-André par la méthode actuelle, il suffirait donc d'employer un
nombre de décimales supérieur d'une unité à celui que Ton désire
obtenir sans erreur.

a. Première phase de la résolution de Vhyperstaticitè inté-
rieure, — Les éléments V et H qui entrent dans les formules (B')
sont, comme nous l'avons vu au Chapitre II, les équations de récur-
rence des lignes d'influence auxiliaires du montant r d'extrémité de
droite de la ferme partielle à r panneaux, isolée, constituée des
r panneaux de la ferme totale qui se trouvent à gauche du montant r
considéré. La ferme étant symétrique, on peut se passer du calcul des
lignes d'influence V et H analogues aux précédentes, mais relatives
aux montants d'extrémités de gauche des fermes partielles isolées et
constituées des panneaux de la ferme totale qui se trouvent à droite
du montant considéré. En effet, ces dernières lignes d'influence sont,
ou bien symétriques (pour le cas des charges verticales), ou bien
antisymétriques (pour le cas des forces horizontales), de celles des
montants d'extrémité de droite des tronçons symétriques de gauche.
En résumé, elles s'expriment par les relations (a) que nous venons
d'écrire plus haut.

Les lignes d'influence précédentes ne sont pas les lignes d'influence
réelles des montants considérés. Ce sont des lignes auxiliaires qui
préparent le calcul des lignes d'influence réelles, désignées par les
notations Q et R. Les éléments V et H des formules (B') peuvent
donc être regardés comme des paramètres au même titre que les
symboles ( Pi!).

Le Tableau IV reproduit entièrement le calcul des paramètres V£a?
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H£., H/o et, par suite, H'', effectué en appliquant les formules de
récurrence (B', ƒ, d et g). L'équation (B', ƒ) est indépendante des
paramètres H. On l'applique comme suit : on part de VJe=: i [for-
mule (B', h)] correspondant à la ferme réduite seulement au montant o
d'extrémité de gauche, isolé; on calcule ST., = EA -f- V°Oe= £< -f- i,
puis V.{e= i — —5 c'est-à-dire l'effort de compression interne du
montant i d'extrémité de droite du système réduit au premier pan-
neau de gauche de l'arc, cet effort étant dû à une force verticale
unitaire appliquée au nœud ie; ensuite ny2=e2+Vje , et ainsi de
suite jusque Vge. Nous avons également renseigné dans le Tableau IV

les valeurs de — afin d'éviter toute écriture autre que celles du

tableau. On remarquera que les V£e sont tous très peu différents de

l'unité. Le rapport — est très différent de l'unité. 11 en résulte que

l'application de la formule (B', ƒ ) ne présente aucun danger de pro-
duction d'erreurs relatives systématiques, car le paramètre V£ô se
met sous forme d'une différence de deux termes très écartés l'un de
l'autre.

Quant aux paramètres H^, H£. et Hr, on les calcule simultanément
comme suit, en appliquant les formules de récurrence (Br, d et g).
On part des valeurs Hjj.= HJe= H°r=: o [formules (B', e et h)] corres-
pondant encore au système réduit au montant o, isolé, d'extrémité
de gauche de l'arc; on a déterminé au préalable les valeurs de
(j — i j V£if et Çr Vj!z{ ; on calcule successivement A, = -j- — i,

d, A4, Hî; =
 W ' -^ 8 l A l [formule (B', d)], U\e= ^ i 1 , H' = H î a - H},,

E2H
1, -̂ 2 H4, puis A2 = ( ~ — i ) Y\ — yH 1 , et ainsi de suite.

Connaissant Ar, on peut calculer y,. Ce paramètre nous permet
d'appliquer les formules de récurrence (B', a et 6). Celles-ci donnent
les ordonnées successives des lignes d'influence auxiliaires du mon-
tant quelconque r d'extrémité de droite de la ferme partielle de
gauche à r panneaux, r variant progressivement de o à 8. Ces lignes
d'influence se rapportent aux cas où les forces extérieures unitaires
sont, ou bien verticales et positives vers le bas (notations V), ou bien
horizontales et positives vers la droite (notations H).

Nous ne considérerons que le cas d'application des forces exté-
rieures aux nœuds de la membrure extérieure (Tableaux V et VI).

THESE FOULON.
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Dans VJJ., x ne peut prendre que la valeur correspondant au

nœud oe du montant o, c'est-à-dire que Y°x prend seulement la
valeur V° — i. Dans V ,̂, x prend les valeurs correspondant aux
nœuds oe et ie. On calcule VJ à partir de Y°Oe à l'aide de la for-
mule (B', a). Quant à V|e, il a déjà été calculé dans le Tableau IV.
On procédera de même pour VJ,, V;i, . . ., et en général pour V£. Il
suffira d'appliquer la formule (B', a) pour les nœuds oe, ie, ..., r — i

et, pour le nœud re, de recopier la valeur de Yr
7le donnée par le

Tableau IV.
Le procédé de calcul du Tableau VI, qui donne les ordonnées des

lignes d'influence H£, est en tous points analogue au précédent. On
appliquera la formule (B', b) pour les nœuds oe, \e, . . ., r— i et,

• e

pour le nœud re, on recopiera la valeur de H£e donnée par le
Tableau IV.

Les lignes d'influence Yx et H*, du montant 8 d'extrémité de droite
de l'arc sont des lignes d'influence réelles, car elles correspondent à
l'arc réel, c'est-à-dire à l'arc complet.

On constate que, dans le calcul de Yr
x et de H£, les termes Yx~

[

et HÇr4 sont relativement faibles vis-à-vis, respectivement, de xy^r et
de yxr- II e n résulte que l'influence d'une erreur sur V£~' ou UÇ"1

disparaît très rapidement au cours du calcul de V£,, V^+1, . . . ou H£,
H'.+l, . . ., d'autant plus qu'elle est à diviser par les valeurs succes-
sives de sv, qui sont grandes vis-à-vis de l'erreur supposée. Ainsi,
une erreur importante sur un nombre des Tableaux V ou VI ne se
répercute que sur les deux nombres suivants déduits successivement
de celui-là. Par exemple, une erreur de six unités sur la troisième
décimale de H:!= 0,701.689 (Tableau VI, 3e colonne) se transmet
sous forme d'une erreur de neuf unités de la sixième décimale
sur H;]e (3° colonne) et d'une erreur, pratiquement nulle, de moins
d'une unité de la sixième décimale sur HL

D'autre part, Yr
x et Hç étant constitués de la différence de deux

termes très écartés, leur calcul se prête aisément à l'obtention d'une
grande précision.

b. Deuxième phase de la résolution de Vhyperstaticitè inté-
rieure, — La connaissance des paramètres V£c, H£e, H;:, et Hr

(Tableau IV) permet de calculer les paramètres yjr, /rr, pn Ao <Dr
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exprimés dans les formules (A!)* On obtient ainsi le
Pn-r r

Tableau VII dont l'établissement est progressif et ne comporte
aucune difficulté spéciale. Nous avons vu que, par suite de la symé-
trie de l'arc, on doit trouver que les valeurs de —— doivent être,
symétriques [formules (5o)]. On obtient ainsi des vérifications des
calculs précédents.

Les paramètres du Tableau VII entrent dans les équations de
récurrence (G) et (D') des lignes d'influence réelles des montants
surabondants. L'obtention de celles-ci est immédiate si l'on a fait au
préalable le calcul des paramètres V et H. Les calculs précédents ne
sont donc pas inutiles, ainsi que nous l'avons déjà fait remarquer au
chapitre précédent.

On sait que les lignes d'influence réelles (G) et (D') se rapportent
à un arc isostatique extérieurement, à appui simple à droite
(fig. i4> c). Les formules (D;) ramènent pratiquement le problème
à l'application des formules (C), c'est-à-dire au calcul des ordonnées
des lignes d'influence réelles Q£. et R£ qui se trouvent à gauche du
montant r quelconque considéré. Ces simplifications intéressantes
résultent de la symétrie de l'arc : les montants symétriques ont des
lignes d'influence symétriques dans le cas des charges extérieures
verticales et antisymétriques, à une constante —— près dans celui
des forces extérieures horizontales. Ces propriétés sont d'ailleurs
évidentes, tout au moins pour le cas des forces extérieures verti-
cales.

On en déduit le processus suivant d'application des formules (Cr)
et (Df). La formule (C, a) montre que le Tableau VIII des valeurs
de Q£ se déduit du Tableau V des valeurs de V£.

Dans Q^ par exemple, on donne à x successivement les valeurs
correspondant aux nœuds oe et \e. On obtient ainsi les ordonnées

de la ligne d'influence réelle du montant i, qui se trouvent à gauche
de ce montant. On voit que les seules variables avec x sont VJ. et x.
A1 et \j.h sont constants pour toutes les ordonnées, à gauche du
montant i, de la ligne d'influence de ce montant. Il en est de même
d'ailleurs d'un montant quelconque.
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De la même manière, Q£ se déduit de V£ en donnant à x les
valeurs successives œo= o, X\ et x2.

On obtient ainsi

On opérera de même pour les autres montants 3 à 7. On arrive ainsi
au Tableau VIII en forme d'escalier. Quant à la ligne d'influence Q£,
elle est identique à la ligne d'influence V®.. Il suffît donc de recopier
les valeurs de celle-ci.

Le procédé de calcul de RÇ [formule (G', b)\ est en tous points ana-
logue à celui de Qr

v. Il suffit de se rapporter au Tableau VI des
valeurs de H'", et d'introduire, comme coefficient variable de Ar. les
valeurs successives de y correspondant aux nœuds de la membrure
extérieure. On obtient le Tableau IX semblable au Tableau VIII. On
remarquera que, contrairement aux lignes d'influence auxiliaires V£
et H'o les lignes d'influence de Q7 .̂ et R̂ '. ne se déduisent pas l'une de
l'autre mais au contraire s'obtiennent à partir de Vr

v ou H^. Comme
lors du calcul des Tableaux V et VI de ces dernières, on voit que
celui de Q£, et R'' ne peut guère engendrer des erreurs systématiques,
car ces grandeurs se présentent sous forme de soustraction de deux
nombres très différents l'un de l'autre.

On complétera ensuite les Tableaux VIII et IX par la détermination
des ordonnées des lignes d'influence de Q et R à droite des montants
considérés. D'après la formule (D', a) il suffira, pour compléter le
Tableau VIII, de recopier symétriquement les valeurs de Q trouvées
en appliquant la formule (C', a). Ainsi, dans Q£, on recopiera, pour
les cas où la charge verticale unitaire est appliquée aux nœuds 5*, 6e,
r-je et Se (ou 8-5^ = 3'e, 2e, ie et de comptés à partir de l'extrémité de
droite), les valeurs de Q*~5 = Q£ trouvées pour les cas où la charge
verticale unitaire est appliquée respectivement aux nœuds 3e, 2C, ie

et oe. Gomme on a calculé séparément Q?e et Q;!e et comme ils doivent
être égaux, on voit que chacune des lignes d'influence doit satisfaire
à une vérification. Cette propriété est très avantageuse, car elle
permet de s'assurer si l'on n'a pas commis une erreur au cours des
calculs précédents. En général, on doit avoir

O r — on~r
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Toutes ces vérifications sont ici satisfaites jusqu'à la cinquième déci-
male, alors que les calculs ont été faits avec six décimales. Ainsi, si
l'on se bornait à exiger, par exemple dans un calcul pratique, les
lignes d'influence avec trois décimales exactes, il suffirait d'effectuer
les calculs avec quatre décimales.

Rappelons qu'il s'agit ici d'un arc symétrique, mais des vérifica-
tions analogues devraient avoir lieu aussi dansles cas d'arcs dissymé-
triques. La seule différence est que l'on devrait trouver que

où QfEp serait obtenu à l'aide de la formule (D, a) du Chapitre II.
Les lignes d'influence Q des montants symétriques étant elles-

mêmes symétriques, il suffit de compléter le Tableau VIII pour la
moitié des montants. Nous avons choisi les montants 4? 5, 6, 7, 8.
La ligne d'influence du montant 4 est elle-même symétrique.

On complétera de même le tableau IX en calculant, à l'aide de la
formule (D', 6), les ordonnées des lignes d'influence de R7 .̂ à droite

du montant r. Il suffira de retrancher de —— ? qui est une constante

pour toutes les ordonnées complémentaires de la ligne d'influence du
montant r, les valeurs symétriques, mais changées de signes, des
ordonnées de la ligne d'influence du montant n — r = 8 — r, trouvées
à gauche de ce dernier à l'aide de la formule (C, b). Il est nécessaire,
dans le cas actuel, de compléter les lignes d'influence R de tous les
montants, car celles de montants symétriques ne sont ni symétriques
ni antisymétriques. Elles ne sont que antisymétriques aune constante
près. La raison en est que l'arc est appuyé dissymétriquement en ses
deux extrémités au point de vue de l'action des forces extérieures
horizontales; appui fixe à rotule à gauche, appui simple à rouleaux
de dilatation à droite.

Encore une fois, la ligne d'influence R̂ . est identique à H®, obtenu
à la fin du Tableau VI.

Nous avons représenté les lignes d'influence Q et R sur les
figures 16 et 17, en traits longs interrompus. Nous n'avons repré-
senté que celles des montants 4? 5, 6, 7, 8 pour les raisons suivantes :

a. Les lignes d'influence Q des montants symétriques sont symé-
triques.
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b. Les lignes d'influence R des montants symétriques ne sont ni

symétriques ni antisymétriques, mais l'étude actuelle n'est que
partielle. Elle sera complétée ci-après par celle de l'influence de
l'hyperstatieité extérieure de Tare, lequel sera supposé, en dernière
analyse, à deux rotules fixes. Or, il est évident que, dans cet arc, les
lignes d'influence des montants symétriques, pour des forces exté-
rieures horizontales, sont antisymétriques. Il suffira donc de tracer
celles des montants d'une des moitiés de l'arc.

Nous avons cependant tracé en plus les lignes d'influence du
montant 3 pour les deux cas de charges afin de montrer intuitive-
ment, par les figures, les correspondances entre les lignes des
montants des deux moitiés de l'arc.

En outre, on peut supposer que les forces horizontales peuvent
être appliquées, non seulement aux barres et aux nœuds de la
membrure extérieure, mais aussi aux nœuds o; et 8; et le long des
montants o et 8. On aura ainsi, dans le cas des forces horizontales,
des lignes d'influence complètes dans l'hypothèse où la force exté-
rieure unitaire voyage aux différents points du contour extérieur de
l'arc, entre les appuis ot et 8<. Pour compléter de cette façon les
lignes d'influence des montants 3 à 8 trouvées ci-dessus pour le cas
des forces horizontales, il suffit de calculer les points de ces lignes
correspondant aux nœuds ot et 8;.

Or, la formule (B', b) permet d'écrire, pour un montant surabon-
dant quelconque r,

UJrHo,- = (jKO; = °)/,7* Ho; = Ht); ,

HJ. étant nul, il résulte de cette formule de récurrence que

quel que soit r. C'est d'ailleurs évident.
De même, les formules (Df, b) et (G', b) donnent en particulier

lorsque la force unitaire horizontale est appliquée en 8, ou o,, vers la
droite, l'effort R®rr' dans le montant quelconque de numéro d'ordre r
compté à partir de la gauche ou 8 — r1 compté à partir de la droite

JbT ^ rr [ formule ( D', b )],
i p-8-r

ÎT1' = H o r r - ( > ; = o)A8-r = o [formule (C, b)],
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en tenant compte de la relation (5i). Dans la suite, nous désignerons
l'effort RJrr' par la notation plus simple Rg. qui est équivalente à la
précédente. On peut donc écrire

(52) R^=o et Rf.zz;—^,

Or, —— a été calculé précédemment. Les valeurs en ont été données
au Tableau VII. Les relations (02) nous fournissent les derniers
points cherchés, au droit de ot et 8/, des lignes d'influence des
montants surabondants (fig. 17).

Les calculs précédents exposés au présent paragraphe constituent
toute la résolution de Fhyperstaticité intérieure de la ferme étudiée.
On voit que, malgré la complexité du problème posé, à savoir le
calcul d'un système de degré d'hyperstaticité élevé, égal à huit et, en
plus, d'une ferme en arc, la méthode est rapide et surtout d'applica-
tion très aisée. En outre, il est à remarquer que nous avons fait une
étude complète des lignes d'influence de l'arc en ce sens que nous
avons considéré, non seulement le cas où les forces extérieures sont
verticales, mais aussi celui où elles sont horizontales. L'étude du
seul cas où les charges extérieures sont verticales ne comporterait
que la moitié des calculs précédents. Dans ce dernier cas, il suffirait
d'appliquer les formules de récurrence (B^ a, c, d', e, ƒ, A)7

(G', a) = (D', a) et de calculer les paramètres (A') correspondants,
à savoir v, p, 9, a, y, cp, e, 57, &, w, <];> A, ^, 77, A', jm et A.

On a calculé ci-dessus les ordonnées des lignes d'influence au
droit des nœuds de la membrure extérieure. On a, en outre, supposé
que les charges verticales sont transmises au droit de ces nœuds par
l'intermédiaire de traverses. Les lignes d'influence sont donc linéaires
entre ces nœuds (fig. 16). Elles le seraient encore si l'on supposait
que les charges peuvent être appliquées aux différents points des
barres de la membrure extérieure, même entre les nœuds.

Quant aux forces extérieures horizontales, si l'on fait à leur sujet
l'hypothèse de ce dernier mode de transmission, les lignes d'influence
correspondantes sont également formées, entre les ordonnées relatives
aux nœuds de la membrure extérieure, de tronçons de droite (fig. 17).

On a reporté les lignes d'influence dans la direction et positivement
dans le sens des forces extérieures auxquelles elles correspondent
verticalement et vers le bas pour le cas des forces extérieures verti-



- 409 -

cales (Jig* 16), horizontalement et vers la droite pour le cas des
forces extérieures horizontales (Jig. 17). On sait d'autre part que
Ton a considéré les compressions internes comme positives.

2. Calcul des lignes d'influence exactes de la poussée q(x, y), —
a. Considérations générales. — Connaissant les lignes d'influence
des montants surabondants, nous pouvons à présent calculer celles
de la poussée de l'arc, pour le cas des charges verticales et pour celui
des forces horizontales.

On appliquera comme suit le théorème de Maxwell. On choisira
d'abord comme sens positif de la poussée de l'arc celui qui produirait
un rapprochement des nœuds d'appui ot et 8; de ce dernier. Gela
étant, on rendra l'arc isostatique extérieurement en remplaçant
l'appui fixe de droite, par exemple, par un appui simple à rouleaux
de dilatation mobile sur un plan horizontal.

On appliquera ensuite au nœud 8* de l'arc non encore sollicité une
poussée q = — 1 et l'on recherchera la déformée de la membrure
supérieure due à cette sollicitation particulière (fig- 18, a). Les
projections verticale et horizontale de cette déformée, mesurées à
l'échelle essentiellement positive du déplacement horizontal du
nœud 8Z, vers la droite, ne seront autres que les lignes d'influence
cherchées de la poussée, avec son signe (voir Chap. 1, d).

Or, sous l'effet de la sollicitation q = — 1 en 8/, la rotule de gauche
développe en ot une réaction égale et opposée. Il n'existe aucune
réaction verticale extérieure. On peut donc isoler Tare à condition de
le soumettre à la sollicitation de la figure 18 (a). Il n'est pas nécessaire
d'introduire des plans d'appuis horizontaux à condition toutefois que
l'on maintienne oz- et 8; sur leur horizontale initiale. En outre, la
sollicitation précédente est symétrique. L'arc étant également symé-
trique, elle développe dans les barres des deux moitiés de celui-ci
des efforts internes égaux en grandeur et en signe. II suffira donc de
calculer seulement ceux de la moitié de droite.

A cette fin, on divisera le plan moyen de l'arc en régions p, w, a,
&, c, d, e, ƒ, g, h, i, ƒ, A\ /, m, n, o,/>, q, r, s délimitées par les
forces extérieures q = — 1 et par les axes des barres, lesquels
représentent aussi, implicitement, des forces, c'est-à-dire des efforts
normaux intérieurs. On peut tracer une épure de Cremona (fig. 18, è),
à condition d'avoir déterminé à l'avance, par une autre méthode, les
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efforts internes dans les montants surabondants i, 2, . . . . 8 dus à la
sollicitation q =— 1. Mais nous sommes déjà en possession de ces
efforts.

b. Efforts dans les montants surabondants, — Ceux-ci ont en
effet été obtenus au cours de la résolution hyperstatique exposée au
paragraphe précédent du présent chapitre. On a trouvé [seconde
formule (5a)] que l'effort R£'f dans un montant quelconque r dû à une
force unitaire horizontale, dirigée vers la droite et appliquée au

nœud 8/, est égal à —— > dont les valeurs sont consignées au

Tableau VIL Une vérification a lieu à cette occasion : on constate que
les efforts dans deux montants surabondants symétriques dus kq = — 1

sont bien égaux et de même signe. D'autre part, on constate que —
est égal à H*., ce qui devait être vérifié.

c. Tracé de Cremona (fig. 18, b), — En possession des efforts
internes dans les montants surabondants 1 à 8, on peut à présent
tracer l'épure de Cremona de la figure 18(6). A cette fin, on coupera
successivement toutes les barres convergeant aux nœuds successifs et
l'on exprimera graphiquement, comme suit, l'équilibre de chacun
des nœuds, par le procédé expliqué au Chapitre I(a) . On adoptera
notamment un sens de rotation commun dans l'ordre de succession
des coupures des barres. On a arbitrairement choisi le sens indiqué
par les flèches de la figure 18(a).

On est parti du nœud d'extrémité de droite 8j où il ne reste que
deux efforts internes inconnus : les efforts dans les barres 8j et 8^.
On coupe successivement la force q = — 1 en passant de la région v

à la région u, Pefïort interne R8 = — ==+ 0,990.6 en passant de la

région u à la région a, l'effort interne R8* en passant de la région a à
la région d et enfin l'effort interne R8£ en passant de la région d à la
région p. Dans la figure i8(fe) de Cremona, on porte donc successi-

veinent les segments v u représentant l'effort q = — 1 avec son sens,

c'est-à-dire un effort unitaire dirigé vers la droite, et u a = R8 à la
même échelle et dirigé vers le bas. En effet, le montant 8 est com-
primé et pousse donc sur le nœud 8;, Ensuite, on trace par a une
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parallèle à la barre 8^ et, par *>, une parallèle à la barre 8*-, qui se
coupent au point d. Le segment a d représente en grandeur et en
signe, à l'échelle du tracé de Cremona, l'effort R8# dû à la sollicita-
tion q~—i. On voit que cet effort pousse sur le nœud 8;. C'est

donc une compression. De même, le segment d v représentel'effortR**.
Celui-ci tire sur le nœud 8/. C'est donc une traction.

On trace ensuite l'équilibre du nœud Se où il n'existe que deux
efforts internes inconnus. On coupe successivement les barres 8, Sey

et 8^ en passant de la région a à la région a, puis à la région c et

enfin à la région a. Dans le tracé de Cremona, on porte a u dirigé
vers le haut (R8 pousse sur le nœud 8e). on trace par u une paral-
lèle à 8e et par a une parallèle à 8^. Elles se rencontrent en c.

L'effort R8e est représenté par le segment u c en grandeur et signe

(compression) et l'effort R8d par c a (traction).
Puis, on considère le nœud 7; où l'on coupe successivement les

barres 8/, 8^, 7, 7^ et 7; en passant, dans l'ordre, par les régions

vdbehv. vd est déjà porté sur le tracé. On porte à sa suite db

équipollent à a c, puis b e = R7 = — 0,399.96 (vers le haut : R7 tire

sur le nœud 7/). Par e et t\ on trace eh et h v parallèle respectivement
à jg et 7J. Ces segments représentent RV (compression) et R7i (trac-
tion).

De même, au nœud 7 ,̂ on coupe successivement les barres 8, 8^,

8e, 7<? et 7,7 en passant par les régions ebcuge. eb est déjà porté

(vers le bas); on joint b c, équipollent à da et déjà construit; c u est

déjà porté; on trace ensuite, par u et e, ug et g e parallèles respec-
tivement à 7e et 7^, qui représentent R7c (compression) et R7rf (trac-
tion), en grandeur, direction et sens.

On voit qu'on obtient en particulier et indirectement le parallé-
logramme des forces acbda qui n'exprime pas autre chose que
l'équilibre du nœud de croisement des diagonales du panneau 8.
Celles-ci peuvent d'ailleurs être solidarisées ou non en ce nœud. Les
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efforts internes sont les mêmes dans les deux cas; on montrerait très
aisément que les lignes d'influence seraient également les mêmes.

La suite du tracé de Cremona se construit aisément de la même
manière, jusqu'aux nœuds 5; et oe inclus. On est ainsi en possession
des efforts R dans toutes les barres dus à la sollicitation q = — i.

Si l'on trace encore l'équilibre du nœud 4<? en passant, par les

régions sn..., on doit porter d'abord s n = I\.* = — 0,47^.1 dirigé
vers le bas. Ce faisant, on trouve que les points s et n du tracé sont
symétriques par rapport à l'horizontale des points v et u, que nous
avons tracée en traits d'axes. Par conséquent, si l'on continuait le
tracé pour la moitié de gauche de l'arc, on trouverait une figure
symétrique de la figure 18(6), par rapport à l'horizontale de v et u.
On obtiendrait ainsi dans la moitié de gauche de l'arc, des efforts
internes égaux à ceux de la moitié de droite de celui-ci. On a donc

en traçant sn une vérification du tracé de Cremona (fig. 18, b).
Ce tracé fournit toutes les compressions internes R, en grandeur

et en signe, développées dans les barres de la moitié de droite de
Parc. Ces efforts sont consignés dans le Tableau X ci-après, avec les
efforts dans les montants 4̂  5,. . . , 8.

d. Tracé de Williot. — A l'aide de ces efforts R, du coefficient
d'élasticité longitudinale E, des longueurs l et des sections transver-
sales cr des mêmes barres, on peut calculer les raccourcissements À
correspondants de celles-ci. Ces déformations longitudinales sont
données par la formule bien connue

A = = Ë V

Leur connaissance nous permettra, à l'aide d'un tracé de Williot,
de déterminer la déformée de la membrure extérieure et, ainsi, les
lignes d'influence cherchées de la poussée <7(œ,r)« Pour obtenir ces
dernières, nous devrons diviser les déplacements des nœuds de la
membrure extérieure par le déplacement horizontal du nœud 8;. pris
comme échelle. Or, ces déplacements seront tous donnés, ce dernier
y compris, par le même tracé de Williot (Jig- 19, b). L'échelle de
ce tracé est donc arbitraire. Il en résulte que l'on peut calculer les
déformations longitudinales A à un facteur constant près. C'est pour

THESE FOULON. 8
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cette raison que Ton a donné dans le Tableau X les raccourcissements
des barres à un même facteur K près ; le tableau renseigne seulement
les nombres À, qui sont reliés aux déformations À par la relation

A = KX.

Le facteur K dépend notamment de l'intensité de la force q = — i et
du coefficient d'élasticité longitudinale E. Nous avons supposé ce
dernier le même pour toutes les barres. On voit d'autre part qu'il
n'est pas nécessaire de définir les unités dans lesquelles sont exprimées
la poussée q = — i et les forces R dans les barres dues à cette poussée.

Pour tracer le diagramme de Williot, on pourrait partir d'une des
extrémités de l'arc, par exemple o,-, et supposer tout d'abord que le
montant o ne tourne pas. On arriverait finalement à l'extrémité de
droite 8/. On trouverait notamment que le nœud d'appui 8; subit un
déplacement par rapport à Oj, déplacement qui, outre une composante
horizontale, posséderait une composante verticale. Or, en fin de
compte, ce nœud 8/ ne peut que se déplacer sur son plan d'appui,
c'est-à-dire sur l'horizontale de o;. Il faudrait donc après coup affecter
tous les déplacements fournis par le tracé de Williot ainsi construit,
des corrections qui résulteraient de la rotation d'ensemble de l'arc
autour de o; nécessaire pour ramener 8j sur son horizontale initiale.

Mais on peut éviter cette correction en profitant de la symétrie de
l'arc et de sa sollicitation symétrique. En effet, après déformation de
l'arc, le montant 4 est resté vertical. Il n'a donc subi qu'une trans-
lation horizontale par rapport à la rotule fixe Oj. On tracera donc le
diagramme de Williot comme suit, en partant du montant 5.

On prend un point arbitraire 4î (fig- 19, &) comme origine provi-
visoire du tracé de Williot. Le montant 4 restant vertical, le nœud 4e
ne peut se déplacer, par rapport à 4;7 que sur la verticale de celui-ci.
D'autre part, le montant 4 subit un allongement X*. II se déplace donc,
par rapport à 4i> vers le haut d'une distance X/f. On obtient ainsi, dans
le tracé (Jig. 19, &), le point 4e figuratif de la nouvelle position du
nœud 4e après déformation de l'arc.

Ensuite, pour obtenir la nouvelle position 5e du nœud 5e, on portera,
en \e, Ve parallèlement à la membrure 5e et, en 4ó X*<f parallèlement
à la diagonale 5^. Xöe est un raccourcissement. 11 doit être porté dans
le sens 5e4* du déplacement du nœud 5e vers le nœud 4e- Au con-



traire, À*d est un allongement et devra être porté dans le sens 4i^e.
Si Ton élève, aux extrémités des segments Ve et À% les normales à
ceux-ci, on obtient, à la rencontre de ces dernières, le point oe du
tracé de Williot. Le déplacement du nœud 5<,par rapport au nœud 4î

est mesuré, dans le diagramme, par le vecteur 4«5<? en direction, sens
et en grandeur à l'échelle du tracé.

On obtiendra de la même manière le point 5; en portant lSi en 4î
et Kz en l\e et en élevant les normales aux extrémités de ces segments.

On continuera aisément la construction du tracé de Williot jusqu'à
l'extrémité 8e et 8/ de l'arc.

Cette disposition particulière du tracé présente un second avantage :
il n'est pas nécessaire de tracer la partie correspondant à la moitié de
gauche de Tare, car cette partie est symétrique de celle correspondant
à la moitié de droite que nous venons de tracer. Nous avons repré-
senté l'axe de symétrie en trait d'axes. Cet axe est la verticale des
points 4/ et 4<?.

En particulier, le point O( du tracé complet de Williot se trouve
sur l'horizontale du point 8; et est symétrique de celui-ci par rapport
à l'axe de symétrie. Le nœud o/ étant supposé fixé, ne subit aucun
déplacement. On prendra donc le point o/ du tracé de Williot comme
origine de celui-ci. Dès lors, si l'on a préalablement projeté les
points oe, 5j, 6e, 6;, 7 ,̂ 7^ 8e et 8f horizontalement jusqu'à l'axe de
symétrie en 5'tf, 5^, 6^, 6't-,

 n/e< 7^, 8̂  et 8^, les composantes verticales
des déplacements des nœuds o*, oe, ie, 2e, 3e, 4e? 5e, 6e, 7e, 8e et 8/5
par rapport à o/, seront donnés respectivement comme suit en fonc-
tion des segments mesurés sur le diagramme de Williot. Composantes
verticales vers le bas (^> o)

o, p î , 8J7;, 8Ï6Ï, 8j5l, 8Î4Î, 8pï, 8^ , 8^ , %fô, et o.

Composantes horizontales vers la droite ( > o)

et

les h étant pris en valeur absolue et représentant les segments 8̂  8j, etc.
On déduirait de même du tracé de Williot les composantes verti-

cales et horizontales des déplacements des nœuds de la membrure
intérieure.
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Nous avons consigné ces composantes dans le Tableau XI, à la

même échelle que celle des X, ce qui n'est cependant pas indispensable.
On voit que les composantes verticales sont symétriques, tandis que
les composantes horizontales sont symétriques à la constante hSi près,
dans les deux moitiés de l'arc.

TABLEAU XI. — Résultats du tracé de Williot de la figure 19 (6).
Composantes verticales vers le bas et horizontales vers la droite, des déplacements.

Composantes.

Verticales

Horizontales

Composantes.

Verticales

Horizontales

°i

0

0

°i

0

0

2 , 2

IO2,8

Met

96,1

2 i3 ,5

1;

97,5

i35,4

2e

mbrure

188,0

271,25

Membr

I9O,4

216,9

3 e

extèru

255,2

287,9

3 i

ure intéi

257,7

258,3

4 e

'ure.

278,0

279,3

'ieuT'e.

280,9

279,3

255,2

270,7

6e

l88,O

287,35

257,7

3oo,3

7e

96,1

345,1

I9O,4

341,7

8fc,

2 , 2

455,8

7;

97,5

423,2

0

558,6

O

558,6

Ces déplacements sont tous positifs. Si on les mesure à l'échelle
2A8* =558 ,6 du déplacement horizontal du nœud 8;, on obtiendra
les valeurs successives des lignes d'influence </(.T,y) de la poussée de
l'arc, pour les forces extérieures verticales et horizontales et pour les
deux cas où ces forces sont appliquées aux nœuds de la membrure
extérieure ou de la membrure intérieure. Les résultats sont consignés
dans le Tableau XII.

Nous n'avons reporté sur les figures 20 (b et c) que les lignes d'in-
fluence dans le cas où les forces sont appliquées à la membrure exté-
rieure (et sur les montants d'extrémités pour les forces horizon-
tales). Ces figures font ressortir la symétrie propre des lignes d'in-
fluence.
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e. Remarque importante. — II est intéressant d'attirer l'attention

sur les propriétés particulières que revêt le tracé de Williot lorsqu'on
Fapplique aux systèmes à barres surabondantes.

Ainsi, dans le tracé de la figure 19(6), on a obtenu les points 5e

et 5i indépendamment l'un de l'autre. Or, leur position relative doit
être telle que la composante verticale 5̂ 5̂  du déplacement relatif des
nœuds 5e et 5/ soit égale à la déformation longitudinale du montant 5.
Il en sera de même des positions relatives, dans le tracé de Williot,
des points 6e et 6/, ne et 7/, 8e et 8/. On voit donc que, dans le cas
des systèmes à barres surabondantes, le Iracé de Williot doit
répondre à autant de vérifications qu'il y a de barres surabondantes.

Nous avons donné dans le Tableau XIII ci-après : dans la ligne a,

TABLEAU XIII. — Erreurs relatives, en pour 100,
du diagramme de Williot {fig'. 196).

MONTANTS

a

b

C

5

IO ,6

O,O43

O,O94

6

4,9

0,022

o,o65

7

i 3 ; 7

O,O4O

O,229

8

33,9

0,202

33,9

les erreurs relatives du diagramme de Williot par rapport aux défor-
mations mêmes des montants 5, 6, 7 ou 8 considérés; dans la ligne è.
les erreurs relatives par rapport à l'échelle de la déformée (déplace-
ment 2A8*) et, dans la ligne c, les erreurs relatives sur les
ordonnées des lignes d'influence de la poussée (pour des forces verti-
cales appliquées à la membrure extérieure ou à la membrure inté-
rieure) au droit du montant considéré. On constate que les erreurs
relatives sur les déformations des montants sont élevées, mais elles
n'ont aucune importance. Les erreurs relatives par rapport à l'échelle
de la déformée, donnée par le tracé de Williot, sont les seuls critères
de la précision de ce tracé. On voit qu'elles sont très faibles. Il en
est de même des erreurs relatives sur les ordonnées des lignes d'in-
fluence, qui sont, en fin de compte, les seules intéressantes. L'erreur
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sur les ordonnées de la ligne d'influence au droit du montant 8 est
grande, mais elle se rapporte à des ordonnées excessivement petites.
Elle ne présente donc aucun danger.

3. Calcul des lignes d'influence des barres des membrures et des
diagonales, dans Parc rendu isostatique intérieurement et extérieu-
rement (fig. i4? e)' — Nous sommes actuellement en possession des
lignes d'influence de tous les éléments hypersta tiques de l'arc, c'est-
à-dire des éléments hypersta tiques intérieurs, les montants i à 8, et
de l'élément hyperstatique extérieur, la poussée q. Nous allons à pré-
sent calculer celles des autres barres, les membrures et les diagonales,
dans l'arc rendu isostatique intérieurement et extérieurement par
suppression de tous les éléments hyperstatiques. Il s'agit, en résumé,
d'étudier la sollicitation de l'arc de la figure i4(^)-

Cet arc étant isostatique intérieurement et extérieurement, les
lignes d'influence se détermineront en appliquant le principe des
travaux virtuels comme il a été indiqué au Chapitre I ( i, e).

Soit par exemple à déterminer la ligne d'influence de la mem-
brure 7 .̂ On coupera cette barre, on produira un rapprochement A7*
de ses nœuds d'extrémités et l'on recherchera, à l'aide d'un tracé de
Williot, la déformée de l'arc qui en résulte. Les projections verticale
et horizontale de cette déformée mesurées à l'échelle A% ne sont
autres que les lignes d'influence de la barre 7<? dans l'arc rendu iso-
statique, pour des forces verticales et horizontales. Ces diverses opé-
rations ont été effectuées dans les figures 21 (a, 6, c, d).

L'arc rendu isostatique est représenté par la figure 21 (a) dans
laquelle les montants sont supposés inexistants. Si l'on coupe la
membrure 7 ,̂ le système devient déformable. Il comporte notamment
un tronçon (oiOe6e6irji) indéformable, que l'on a hachuré sur le
dessin, et un tronçon (7e8e8;) déformable.

Cela étant, on produit un rapprochement A7c des nœuds 7̂  et 6e que
l'on prend comme unité de mesure du tracé de Williot {fig* 21, d).
Pour construire ce dernier, on procédera comme suit. On le trace
dans l'hypothèse où le tronçon indéformable hachuré est fixé, quitte
à faire après coup les corrections nécessaires. Dès lors, après défor-*
mation de l'arc due à A7% les points du tracé de Williot figuratifs des
positions finales des nœuds (oeo/,. . ., 6e6,'7e) de ce tronçon restent
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confondus avec l'origine du tracé. Nous n'avons noté sur la figure(d)
que les points (oeOi6e6irje) correspondant aux nœuds d'extrémités du
tronçon indéformable et, pour rappeler qu'il s'agit de ce dernier,
nous avons souligné d'un trait les notations en question,

Notons d'abord que le tracé de Williot revêt, dans le cas des sys-
tèmes isostatiques, une forme très simple, caries déformations longi-
tudinales des barres, dues au rapprochement A7c, sont toutes nulles.
Il suffit donc, pour obtenir les différents points du tracé, d'élever
comme suit une succession de perpendiculaires aux directions des
différentes barres.

Pour obtenir le point 7̂  du tracé de Williot, on porte, à partir du
point 6eE= Oj de celui-ci (origine), ùSe parallèle à la barre je et égal à
l'unité choisie pour les lignes d'influence. Ce segment doit être
porté dans le sens du déplacement du nœud "je par rapport au
nœud 6e. Si l'on élève, à l'extrémité de ce segment, une normale à 7?
et, par le point 6; (origine) une normale à 7^, l'intersection de ces
deux normales donne le point 7 .̂ De même, une normale en *]e à 8«-
et une autre en 7/ à 8t- donnent à leur rencontre le point 8/. Enfin,
8e se trouve à la rencontre des droites 7e8e et 7̂ 8̂  normales respecti-
vement à 8e et à 8^. Les déplacements des différents nœuds oe,
ie, . . ., 8e, 8t-, sont représentés en grandeur, direction et sens dans
le tracé de Williot et, à l'échelle A7e = 1 de celui-ci, par les segments

OiOe* . . . , 0^7 ,̂ 0/8^ et o;8/. En particulier, le nœud 8/ s'est donc
soulevé de son plan d'appui. Il en résulte que le tracé de Williot
doit subir des corrections correspondant à la rotation d'ensemble de
la ferme autour de la rotule o; nécessaire pour ramener 8; sur son
plan d'appui.

Si l'on fait tout d'abord abstraction de ces corrections et si l'on
projette horizontalement les points o,-, on ie, . . ., 8̂  et 8; du tracé (d)
jusqu'aux verticales respectives des nœuds correspondants de l'arc,
on obtiendra en (ojo£ . . . &'e 7̂  8"e 8-) une ligne brisée qui, rapportée
à l'horizontale d[a de o;, représentera la ligne d'influence non corri-
gée de la barre 7̂  pour le cas des forces verticales. Elle est négative
car ses ordonnées sont toutes dirigées vers le haut, en sens inverse du
sens positif des forces extérieures. Les corrections de cette ligne d'in-
fluence dues à la rotation d'ensemble co de l'arc sont, en un nœud



quelconque d'abscisse «r, égales à

—77/ & & $'i
u)^ = a8/7~î car 10=-7-^?140 4o

où aS'- est le soulèvement de 8; au-dessus de son plan d'appui
{fig. 21, b) et 4o la portée, en mètres, de Parc, a? étant également
mesuré en mètres. Les corrections sont donc représentées por les
ordonnées de la droite o'-S'- mesurées à partir de l'horizontale oja.
Elles sont positives car elles correspondent à des déplacements vers
le bas, dans le sens des forces extérieures. Elles doivent donc être
ajoutées aux ordonnées de la ligne d'influence non corrigée, qui sont
négatives. Gela revient à transporter l'axe de référence de ojaen 0J8J
et de mesurer verticalement, par rapport à cet axe, les ordonnées
de la ligne brisée (o-'o^, . . . , 8^8J). Ces ordonnées sont toutes diri-
gées vers le bas, donc toutes positives.

Cette propriété peut d'ailleurs se trouver directement. En effet, la
droite oJ8-' n'est autre que la droite figurative de la position de la
ligne des appuis, après déformation de l'arc. Si l'on rapporte à cette
nouvelle position la déformée verticale de l'arc, on aura la ligne
d'influence cherchée. C'est ce qu'exprime la propriété précédente.

Il est cependant plus commode de rapporter la ligne d'influence à
un axe de référence horizontal. C'est pourquoi nous avons opéré
comme suit. Si l'on relève la ligne d'influence par un mouvement de
rotation autour de 8" de manière à amener l'axe de référence en 0̂ 8̂
sur l'horizontale de 8", on obtiendra en (oLoc . . . &e n'e %'e 8',), tracée
en traits pleins, la ligne d'influence rapportée à l'axe de référence
horizontal o'i 8- tracé en traits d'axes. Cette rotation corresponde une
rotation d'ensemble de l'arc autour du nœud 8, supposé fixe. Cette
rotation est égale à GO et a donc pour effet de ramener OJ sur l'hori-
zontale de 8j. Elle est équivalente à la rotation nécessaire pour
corriger le tracé de Williot.

Le nouveau tracé de la ligne d'influence s'obtient d'ailleurs très
aisément en projetant les points du tracé de Williot, d'abord horizon-
talement jusqu'à la verticale du nœud 8;, puis parallèlement à la
droite o\a jusqu'à l'aplomb des nœuds correspondants de l'arc.

Quant à la ligne d'influence de la membrure 7̂  pour le cas des
forces horizontales, on la construira d'une manière en tous points
analogue. Si l'on fait tout d'abord abstraction de la rotation d'en-
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semble de Parc, il suffit de rapporter la ligne d'influence à la verti-
cale du point Oj du tracé de Williot, c'est-à-dire à la verticale o\y de
la ligure 2i(c). Le procédé reviendrait donc à projeter verticale-
ment les points du tracé (d) jusqu'aux niveaux des nœuds corres-
pondants de l'arc.

D'autre part, la rotation d'ensemble w de l'arc produit des cor-
rections

des lignes d'influence pour des forces horizontales, où y est l'or-
donnée, en mètres, d'un nœud quelconque de l'arc. Ces corrections
sont donc proportionnelles à y. La rotation w a lieu dans le sens de
celle des aiguilles d'une montre. Elle produit donc, aux différents
nœuds de l'arc, des déplacements horizontaux vers la droite, c'est-
à-dire dans le sens positif des forces extérieures horizontales. Les
corrections dues à co sont donc positives. Pour en tenir compte auto-
matiquement, sans devoir corriger le tracé de Williot, on opérera
comme suit. On portera horizontalement, sur la figure (ft), une
abscisse y-lc égale à l'ordonnée du nœud 4^ o n mesurera, à cette
abscisse, le segment vertical Y7e intercepté par les droites o • 8; et o'̂ a,
on portera ensuite ce segment dans la figure (c) sur l'horizontale du
nœud 4<? et à partir de l'axe de référence oty. On obtiendra ainsi le
point 4- Les points de la ligne d'influence de la membrure 76>, pour le
cas des forces horizontales, se trouveront dès lors très aisément en o\,
o'ei . . ., 4e ? • • • ? 8̂  et S'i en projetant les points Oj, oe, . . ., 4<?J • • • ? &e
et 8j du tracé de Williot, d'abord verticalement jusque l'horizontale
du nœud o< et ensuite parallèlement à la droite ô  4 jusqu'au niveau des
nœuds correspondants de l'arc. Cette ligne d'influence corrigée est
de nouveau rapportée à l'axe de référence o\y.

On voit que la méthode précédente d'obtention des lignes d'in-
fluence pour des charges verticales et pour des forces horizontales est
très simple et a l'avantage d'éviter la correction du tracé de Williot.
Cette méthode est entièrement graphique. Elle ne nécessite donc pas
de combinaison de calculs mixtes, analytiques et graphiques, qui
demandent toujours plus de temps que des calculs entièrement gra-
phiques et sont moins précis à cause des erreurs de mesure et de
report.
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Le procédé de détermination des lignes d'influence des barres 7,-,

*]d et rjg est semblable au précédent. Il est renseigné par les mêmes
notations et les mêmes types de traits dans les figures 22 et 23. En
particulier, les tronçons de gauche de Parc qui restent indéformables
sont hachurés sur les figures (a) de l'arc.

Nous nous sommes borné au tracé des lignes d'influence des mem-
brures et des diagonales d'un seul panneau. Elles rendent compte
suffisamment à elles seules, de l'allure des lignes d'influence des
divers types de barres de l'arc. Celles des autres barres s'obtien-
draient d'ailleurs d'une manière tout à fait analogue.

Nous possédons actuellement les lignes d'influence des montants
surabondants, dans l'arc rendu isos ta tique extérieurement, celles de
la poussée {fig- i4? d) et celles des membrures et des diagonales
dans Parc rendu entièrement isoslalique {fig* i4> ƒ)• H reste, pour
obtenir les lignes d'influence dans l'arc biarticulé, à faire les correc-
tions de ces dernières dues aux effets des montants surabondants et
de la poussée, ainsi que les corrections de celles des montants dues à
la poussée.

Nous effectuerons ces corrections en deux stades : tout d'abord
celles des lignes d'influence des membrures et des diagonales dues
aux effets des montants ; ensuite, celles des membrures, des diago-
nales et des montants daes aux effets de la poussée. Tous ces effets
sont d'ailleurs variables avec la position de la force extérieure uni-
taire mobile, verticale ou horizontale. Ils doivent être évalués à l'aide
des lignes d'influence des montants et de la poussée.

4f. Calcul des corrections, dues aux montants, des lignes d'in-
fluence des membrures et des diagonales trouvées pour l'arc rendu
entièrement isostatique. Lignes d'influence exactes dans l'arc rendu
seulement isostatique extérieurement. — II s'agit de la sollicitation
de la figure i4 (ƒ)• Soit par exemple à déterminer les corrections
des lignes d'influence des barres 7 ,̂ 7,-, 7^ et 7^ du panneau 7. Si
l'on fait une coupe dans ce panneau, on voit que les efforts normaux
dans ses barres sont uniquement fonctions des efforts normaux dans
les montants 8 et 7 qui se trouvent à sa droite. En vue d'établir les
corrections, nous calculerons donc au préalable les efforts normaux
développés dans les barres 7 ,̂ 7;, 7^ et jd par une compression
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interne unitaire du montant 8 et ceux développés dans les mêmes
barres par une compression interne unitaire du montant 7. Ces
efforts sont, somme toute, des coefficients d1 influence, que nous
désignerons par exemple sous la forme a- et a- , a!, par

° r r 7e,hg,d 1c,i,g,d' _ 7 7 r

exemple, représentant le coefficient d'influence du montant 8 sur la
membrure 7 .̂

Cela étant, ces coefficients d'influence peuvent s'obtenir de trois
manières :

a. Ils peuvent être déduits directement des tracés de Williot
(fig* 21, d; 22, d et g; 23, d) déjà construits lors de la détermi-
nation des lignes d'influence des barres nej 7^ ^ et rjd dans Tare
rendu entièrement isostatique.

En effet, l'influence individuelle d'une compression unitaire du
montant 8, sur la barre 7̂  par exemple, est égale à l'influence, sur la
même barre, de deux forces unitaires de compression des nœuds 8̂
et Si d'extrémités du montant 8 dans l'arc dépourvu de montants.
Or, ces forces unitaires aux nœuds sont verticales et sont, l'une
en 8e dirigée vers le haut, donc négative, l'autre en 8,- dirigée
vers le bas, donc positive. Le coefficient d'influence n'est donc autre
que la différence des ordonnées en 8/ et 8e des lignes d'influence de
la barre 7<? pour des charges verticales appliquées à la membrure
intérieure et à la membrure extérieure. Plus simplement, ce coeffi-
cient d'influence peut être mesuré directement sur le tracé de
Williot (fig- 21, d) comme différence entre les déplacements verti-
caux des nœuds 8; et 8e, cette différence étant mesurée positivement
vers le bas et à l'échelle A7c= 1 du tracé. Dans le cas actuel, a*, dési-
gné sur la figure 21(0?) est donc négatif. Dans le cas actuel, il n'est
pas nécessaire de tenir compte de la correction du tracé de Williot
due à la rotation d'ensemble de l'arc, car cette correction est la même
aux deux nœuds 8; et Se et s'élimine donc dans la différence. Dans le
cas général où les montants ne sont pas verticaux, ai serait mesuré
par la composante du déplacement relatif des nœuds Se et 8; paral-
lèle au montant 8, positivement dans le sens d'un écartement de ces
nœuds, ce déplacement étant pris dans le tracé de Williot corrigé.
Cette correction peut s'obtenir très simplement, comme nous avons
vu dans le Chapitre I,



On obtiendra de même les coefficients d'influence oâ et od
sur les tracés de Williot des figures 21 (d)\ 22 (d et g) et 23 (d).

b. On peut les obtenir à Vaide d'un tracé de Cremona. — On
tracera d'abord (Jîg> 18, c) en (v = u, a, b, c, d, e, g, h) l'épure de
Cremona, en traits pleins, correspondant à deux compressions uni-
taires des nœuds Se et 8; agissant seules. Cette épure donnera en ug,

ge, eh et hv les coefficients d'influence respectifs câ~ en grandeurs
et en signes.

De même, on pourra greffer sur la même épure un second tracé de
Cremona ( V = u', g , ef, h1) [en traits interrompus sur la figure 18 (c)]
correspondant à deux compressions unitaires des nœuds ^e et 7$
agissant seules. A noter que, du fait de cette sollicitation particu-
lière, les barres du panneau 8 ne subissent aucun effet. Ce deuxième

tracé de Cremona fournit en u'gf, g'e', e'h' et h'vf les coefficients
d'influence respectifs cd en grandeurs et en signes.

c. Ils peuvent être obtenus analytiquement. — Nous avons vu,
dans le Chapitre II (Jig- 7, c), que si l'on développe des efforts
unitaires en r, et en rei le panneau r réagit sur le panneau (r — 1),

en r — 1 et r — 1 , avec des efforts — dirigés suivant le montant (r—1 )
et de sens relatif opposé à celui des efforts unitaires en r,- et re. Si
ces derniers sont attractifs, les forces _ en r— 1 et r— 1 sont répul-
sives. Inversement, si les premiers sont répulsifs, les seconds sont
attractifs. Cette propriété est indépendante de l'existence ou non du
montant r — 1 . Elle est donc vraie aussi dans le cas où l'on a
supprimé tous les montants surabondants de la ferme. Pour les
barres du panneau r—1 et des panneaux à gauche de celui-ci, on
peut donc remplacer la sollicitation de la figure 24 (#), par celle de
la figure 24 (b).

S'il s'agit par exemple de déterminer les coefficients d'influence du

montant r sur les barres du panneau r—1, il résulte de ce qui

précède qu'ils sont égaux à ceux du montant r — 1 sur ces mêmes

barres (fîg. 24, c) multipliés par le facteur/ — — h où TT, a été déter-
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miné précédemment au cours du calcul des symboles généraux (A).
Or, les coefficients d'influence d'un montant quelconque k sur les
barres du panneau k à sa gauche se déterminent très aisément, soit
par une décomposition graphique simple, soit en écrivant les
équations d'équilibre aux nœuds ke et k{. Les coefficients ainsi trouvés
ne sont d'ailleurs autres que les efforts &* [formules (2')] changés de
signe et où l'on remplace l'indice r par l'indice k.

Si, au contraire, il s'agit de déterminer les coefficients d'influence
du montant r sur les barres du panneau r— 2, il suffira de continuer
l'application de la propriété précédente (fig- 24) au delà du pan-
neau (r — 1). Les coefficients d'influence cherchés ne sont autres
que ceux du montant r — 2 sur les barres du panneau (r — 2)
immédiatement à sa gauche, multipliés par

Par ce procédé, on pourra déterminer aisément et progres-
sivement les coefficients d'influence d'un montant quelconque dans
toutes les membrures et les diagonales qui se trouvent à sa gauche.

Dans le cas particulier actuel, nous avons trouvé [formules (A')]
que les symboles 7: sont tous égaux à l'unité. Par conséquent, d'après
ce qui précède, les coefficients d'influence du montant 8 sur les barres
du panneau 7 sont égaux et opposés à ceux du montant 7 sur les
barres du même panneau. D'autre part, ces coefficients d'influence
sont, d'après les formules (2') où l'on tient compte des simplifi-

cations gr — er= -~ e t hr ~ fr = ~

4 d = - 4 d = + tjf =+1,198.573
et

«̂  = — a l =-4- -f =-4-2,259.789.

Les coefficients d'influence des montants sur les membrures sont, en
valeur absolue, constants pour toutes les membrures extérieures et inté-
rieures de Tare, car /<• et l sont constants. Quant aux coefficients d'in-



fluence des montants sur les diagonales, ils sont égaux klg: l ou la • l-
Or, les valeurs de ces rapports sont déjà calculées et renseignées dans
le Tableau I. L'obtention de tous les coefficients est donc immédiate.
Quant à leurs signes, ils sont alternativement positifs et négatifs dans
les panneaux successifs et opposés pour les membrures et les diagonales
d'un même panneau.

D'autre pari, pour les barres d'un panneau quelconque, les coef-
ficients d'influence de tous les montants à droite de ce panneau sont,
pour une même barre, égaux en valeur absolue, pour les diagonales
comme pour les membrures. Il en résulte que Ton pourra déterminer
comme suit les corrections des lignes d'influence des membrures et
des diagonales, dues aux lignes d'influence des montants surabon-
dants. Dans un tableau spécial, on écrira une ligne contenant les
valeurs de la ligne d'influence Q*, puis une ligne des valeurs Q£—Q*,,
ensuite, une ligne des valeurs Q*.— Q.7t-4- Q£« et ainsi de suite. On
construira de même un tableau formé des lignes successives R£,
R£—RJ., R®,— RJ.+ Wy Ces lignes s'obtiennent très aisément
l'une quelconque à partir de la précédente, surtout si l'on fait usage
d'une machine à calculer Ces tableaux étant établis, les correc-
tions des lignes d'influence des barres du panneau 8 s'obtiendront,
dans le cas des forces verticales, en multipliant la ligne Q£ par les
coefficients d'influence respectifs des barres considérées. Pour la
barre 8e, par exemple, on multipliera la ligne Q*. par le coefficient
constant a-. On opérera de même dans le cas des forces horizontales.

Quant aux corrections des lignes d'influence des barres du
panneau 7, elles s'obtiendront, pour les forces verticales, en multi-
pliant la ligne (Q*.— Ql) parles coefficients d'influence du montant 8
sur les barres considérées. Il en sera de même pour le cas des forces
horizontales. Ces corrections ont donc pour expressions

-i,5o7.187 (QS-QJ), -H2,259.789 (Q«-Q£), H - I J I 9 8 . 5 7 3 ( Q 8 - Q 7 ) ,

respectivement pour les barres ye et i5 7^, 7^ et pour le cas des
charges verticales;

—1,507.187 (R8 — RJ.), -+-2.259.789 (R»—R].), -hi,i98.573(R8— RJ),

respectivement pour les barres 7ecU-, "#, 'Jd et pour le cas des forces
horizontales.
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On opérera ainsi de suite jusqu'au panneau 5 inclus. Il suffit en

effet de tracer les lignes d'influence de la moitié de droite de l'arc,
celui-ci étant symétrique, dans le cas où il est biarticulé.

Nous nous sommes borné à corriger les lignes -d'influence des
barres 7*,, 7;, 7^, 7^, les seules que nous ayons tracées au paragraphe
précédent. Le calcul de ces corrections est consigné an Tableau XIV.

Si l'on affecte de ces corrections les lignes d'influence des
membrures et des diagonales dans Tare rendu entièrement isosta-
tique {fig. 21, 22 et 23), on obtient les lignes d'influence des
barres nej 7,-, nd et 7^ dans l'arc hyperstatique intérieurement,
rendu seulement isostatique extérieurement par substitution à la
rotule de droite d'un appui simple sur plan horizontal. Ces lignes
d'influence sont tracées en traits long interrompus sur les figures 21,
22 et 23.

Remarque. — Notons que les trois modes précédents de déter-
mination des coefficients d'influence conduisent évidemment aux
mêmes résultats. Les erreurs relatives des procédés (a) et (6), qui
sont graphiques, par rapport au procédé analytique, qui est rigou-
reux, ne dépassent pas 1 pour 100.

5. Corrections, dues à la poussée, des lignes d'influence des
montants, des membrures et des diagonales de l'arc rendu isosta-
tique extérieurement {fig* 14? d). Lignes d'influence définitives dans
l'arc biarticulé. — Les lignes d'influence de toutes les barres étant
connues dans le cas de la ferme rendue isostatique extérieurement, il
suffit, pour obtenir les lignes d'influence définitives, c'est-à-dire
celles de l'arc biarticulé, d'affecter les premières, des corrections
dues aux lignes d'influence de la poussée (fig. 14? d).

A cette fin, il suffit de déterminer à l'avance les efforts internes
développés dans les membrures, les diagonales et les montants par
une poussée y == + 1. Or, ces efforts, qui sont en quelque sorte des
coefficients d'influence, sont égaux et opposés à ceux qui ont été
établis à l'aide du tracé de Cremona de la figure \&{b) lors du calcul
des lignes d'influence de la poussée. Us sont donc égaux aux coef-
ficients d'influence R, changés de signe, renseignés au Tableau X.

Les corrections cherchées seront donc immédiates. Celles des
ordonnées de la ligne d'influence d'une barre quelconque, membrure,
diagonale ou montant, pour le cas des charges verticales, seront

THESB FOULON.
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égales aux ordonnées correspondantes de la ligne d'influence de la
poussée q pour le même cas des charges verticales, ces ordonnées
étant multipliées par le coefficient d'influence de la poussée q = + i
sur la barre correspondante. Quant aux corrections de la ligne
d'influence de la même barre pour le cas des forces horizontales,
elles seront de même égales à la ligne d'influence de q multipliée
par le même coefficient d'influence.

Ces corrections ont été calculées au Tableau XV pour le cas des
charges verticales et au Tableau XVI pour le cas des forces hori-
zontales.

En ce qui concerne les montants, il suffira de reporter ces correc-
tions à partir des lignes d'influence tracées en traits longs inter-
rompus pour le cas de l'arc isostatique extérieurement (y£g\ i6et 17).
On peut aussi reporter directement les lignes d'influence définitives
préalablement calculées dans le Tableau XVII en ajoutant aux
Tableaux VIII et IX des lignes d'influence des montants de l'arc
isostatique extérieurement les corrections respectives des TableauxXV
et XVI. Ces lignes d'influence définitives sont renseignées au
Tableau XVII et tracées en traits pleins et gras sur les figures 16 et 17.

Pour le cas des charges verticales, les lignes d'influence des
Tableaux VIII et XV relatives à deux montants symétriques, sont
elles-mêmes symétriques. Il en sera donc de même des lignes d'in-
fluence résultantes, c'est-à-dire des lignes définitives.

Pour le cas des forces horizontales, les lignes d'influence partielles
du Tableau IX ne présentent aucune symétrie ni antisymétrie, tandis
que les corrections du Tableau XVI sont symétriques pour deux mon-
tants symétriques. D'autre part, les lignes d'influence définitives
doivent satisfaire, dans ce cas, à la condition d'être antisymétriques
pour deux montants symétriques, l'arc définitif, c'est-à-dire l'arc
biarticulé, étant entièrement symétrique, intérieurement et extérieu-
rement. On constate, à l'aide du Tableau XVII, que ces vérifications
sont satisfaites jusqu'à la quatrième décimale, ce qui est précis en
raison des tracés graphiques dont on s'est servi au cours du calcul.

Quant aux membrures et aux diagonales, leurs lignes d'influence
définitives s'obtiendront de même en reportant les corrections
renseignées aux Tableaux XV et XVI, à partir des lignes d'influence
tracées pour l'arc rendu isostatique extérieurement {fig. 21, 6, c;
22, 6, c, £, ƒ et 23, 6, c). Elles peuvent aussi se déterminer en
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reportant, à partir des lignes d'influence tracées pour l'arc rendu
entièrement isostatique, les corrections totales dues aux montants
surabondants et à la poussée, c'est-à-dire la somme des corrections
des Tableaux XIV et XV ou XIV et XVI. Ces corrections totales sont
renseignées au Tableau XVIII.

Les lignes d'influence définitives, dans Tare réel à deux rotules,
ont été tracées en traits pleins et gras dans les figures 16, 17, 21, 22
et 23.

IV. — COMPARAISON SOMMAIRE DES LIGNES D'INFLUENCE EXACTES

ET DES LIGNES D^INFLUENCE DANS L ' A R C BIARTICULÉ.

A titre de comparaison avec les lignes d'influence rigoureuses, on
a tracé, en traits courts interrompus, sur les figures 16, 17, 21, 22,
23 et 20, les lignes d'influence approchées qui ont été établies au
début pour le cas des forces verticales en décomposant l'arc en deux
arcs isostatiques intérieurement (Jig. i3). Ces lignes d'influence
approchées nous ont servi pour la prédétermination des sections
transversales des barres. Rappelons que nous avons déterminé la
ligne d'influence approchée de la poussée q en assimilant la ferme en
treillis à une ferme en âme pleine et en appliquant les tables de Bresse,
établies pour des arcs circulaires et de section constante. Or, les
appuis de l'arc se trouvent en des nœuds de sa membrure inférieure
et non sur sa fibre moyenne. De plus, les montants étant verticaux,
la section et le moment d'inertie réels sont très réduits aux environs
de l'appui. Si l'on tient compte, en plus, du fait que l'arc n'est pas de
hauteur constante, normalement à la fibre moyenne, on conçoit que
l'assimilation à un arc circulaire de section et de moment d'inertie
constants paraisse assez écartée de la réalité. Or, malgré ces approxi-
mations, on voit que la ligne d'influence approchée de la poussée
n'est pas très écartée de la ligne d'influence exacte {fig- 20, b).
L'erreur maximum sur les ordonnées atteint 8 pour 100, par excès.
L'erreur sur la surface de la ligne d'influence de q n'est que de
3,6 pour 100 par excès.

D'autre part, les erreurs sur les lignes d'influence des montants,
des membrures et des diagonales sont relativement faibles, du moins
sur les ordonnées les plus importantes. Elles sont les plus faibles
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(même comme erreurs absolues) sur les ordonnées maxima. En outre,
elles sont le plus souvent par excès, donc dans le sens de la sécurité,
de sorte que la méthode approchée peut être considérée comme satis-
faisante pour un calcul de prédétermination des sections et même au
point de vue de la sécurité, mais non de l'économie, pour un calcul
définitif.

Il serait intéressant de voir quelle est l'influence sur les lignes
d'influence des montants, des membrures et des diagonales, de
l'erreur qu'entraîne la ligne d'influence approchée de q. On pourrait
ainsi se rendre compte plus exactement de l'approximation due à la
décomposition proprement dite du treillis hyperstatique en deux
autres isostatiques. Mais cette discussion demanderait le tracé des
lignes d'influence approchées, dans l'arc rendu isostatique extérieu-
rement. Elle exigerait un exposé s'écartant trop de l'objet principal
du présent chapitre, qui est de faire une application de la méthode
développée au chapitre précédent.



CONCLUSION.

Nous avons fait, dans les chapitres précédents, une application du
principe de réciprocité de Maxwell à un système de degré d'hypersta-
ticité intérieure élevé. L'arc traité était en même lemps hyperstatique
extérieurement. On a vu que le principe de Maxwell s'applique
également dans ce cas. Il peut être utilisé dans l'étude des lignes
d'influence de tous les éléments hyperstatiques, aussi bien extérieurs
qu'intérieurs, pourvu que les systèmes étudiés restent indéformables
après coupure par rapport à l'élément hyperstatique considéré.

Mais nous avons vu dans le Chapitre I que le principe de Maxwell
n'est en somme qu'un cas particulier du principe des travaux virtuels.
Celui-ci est tout à fait général. Considéré sous sa forme la plus
habituelle, il s'applique plus particulièrement aux systèmes qui
deviennent déformables après coupure par rapport à l'élément dont
on recherche la ligne d'influence. Une application en a d'ailleurs été
exposée au Chapitre III, à l'occasion du tracé des lignes d'influence
des efforts normaux dans les membrures et les diagonales des arcs à
losanges, obtenus par suppression des montants surabondants des
arcs à montants et croix de Saint-André.

Dans un travail précédent, qui a été primé en ig34 au Concours
des Bourses de Voyage du Gouvernement belge et, en IQ35, au Con-
cours pour le « Prix Scientifique Interfacultaire Louis Empain »,
nous avons fait une étude plus détaillée du mode d'application du
principe des travaux virtuels aux systèmes isostatiques à losanges.

Dans le même travail, nous avons établi des équations toutes réso-
lues des lignes d'influence des efforts normaux dans les barres des
systèmes à losanges hyperstatiques du premier degré.

Nous avons en outre fait une étude directe des lignes d'influence
des poutres droites à montants et croix de Saint-André, pour le cas
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des charges verticales. Cette étude vient de paraître dansles Annales
des Ponts et Chaussées (Paris), ainsi qu'il a été dit plus haut.

D'autre part, la présente Thèse traite le cas le plus général et le
plus complexe des arcs à montants et croix de Saint-André, non
seulement dans l'hypothèse des charges verticales, mais aussi dans
celle des forces horizontales.

On voit ainsi que nous avons étudié progressivement les systèmes
de degré d'hyperslaticité de plus en plus grand, jusqu'au cas le plus
complexe envisagé dans le travail actuel.

La thèse actuelle a été établie au cours de mon séjour à Paris,
en IQ35-36. Celui-ci n'a été possible que grâce à l'octroi d'une bourse
de voyage du Gouvernement belge, du Prix Empain pour la
section des sciences appliquées ainsi que d'un important subside
du Patrimoine de VUniversité de Liège. Qu'il me soit permis
d'exprimer à ces trois Institutions l'hommage de ma profonde
reconnaissance.

Je tiens aussi à témoigner toute ma gratitude à M. F. CAMPUS,

Professeur à l'Université de Liège, qui, après m'avoir suggéré l'étude
des poutres en treillis à croix de Saint-André, n'a cessé de s'intéresser
au développement de la thèse actuelle, à M. le Professeur H. BÉGHTW,

dont j'ai eu l'avantage d'être l'élève et auprès de qui j'ai toujours
rencontré un bienveillant accueil, ainsi qu'à MM. SUQUET et GRELOT,

respectivement Directeur et Sous-Directeur de l'Ecole Nationale des
Ponts et Chaussées, dont l'appui bienveillant a encouragé la publi-
cation, dans les Annales des Ponts et Chaussées, du Mémoire sur les
poutres droites en croix de Saint-André.

Vu et approuvé :

Paris, le 3i juillet 1937.

LE DOYEN DE LA FACULTÉ DES SCIENCES,

GH. MAURA1N.

Vu et permis d'imprimer :
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