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PREMIERE THESE.
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ETUDE SUR LES FAMILLES NORMALES
ET LES FAMILLES QUASI-NORMALES
DE FONCTIONS MEROMORPHES.

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire se divise en deux parties. La premiére partie est consacrée
4 Térude d’un probleme proposé par M. MoNTEL, sur la recherche des conditions de
normalit¢ d’une famille de fonctions holomorphes ne prenant pas la valeur zéro et
dont une dérivée ne prend pas la valeur un, et 4 I’étude des problémes analogues
dans le sens considéré par M. Vauron (voir n® 15). La méthode utilisée pour traiter
ces probléemes est la méthode directe de M. VarLroNn. Dans la deuxiéme partie, nous
¢tudions les familles de fonctions méromorphes, en suivant la voie ouverte par les
travaux de M. AHLFORs.

Dans le premier chapitre, nous établissons un théoréme général sur le comporte-
ment d’une fonction holomorphe dans le cercle unité, théoréme qui nous sert de
base fondamentale dans la premiére partie. Ce théoréme est une généralisation d’un
théoréme de M. VaLirow, et est énoncé sous une forme nouvelle; il est démontré en
modifiant convenablement sa méthode.

Nous obtenons, dans le Chapitre II, certains résultats sur le probléme de M. Mox-
TEL: Il existe des familles de fonctions holomorphes admettant dans un certain sens
deux valeurs exceptionnelles, qui ne sont ni normales, ni quasi-normales et vérifient
des inégalités analogues i celles que fournit le théoréme de ScuorTky. Une branche
quelconque du logarithme d’une fonction holomorphe dans le cercle unit¢, ne prenant
pas la valeur zéro et dont une dérivée ne prend pas la valeur un, est majorée par
une fonction déterminée, holomorphe dans le méme cercle. Des résultats analogues
sont obtenus, dans le sens indiqué par M. VaLron. -
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Dans le Chapitre III, nous étudions certains cas particuliers. Nous considérons
une fonction F(z) holomorphe, ne s’annulant pas dans le cercle unité, et nous sup-
posons que l’équation

2 4RFTIR) =1

n’a pas de racines. Une méthode de M. Miraxpa, nous permet de parvenir i une
limitation de |F ()|, dont nous tirons un critere de famille normale. Cette limitation
de |F ()| est améliorée par les méthodes de M. MiLroux, qui fournissent une inégalité
qui se réduit en particulier, 4 des constantes numériques prés, au théoréme de SCHOTTKY-
Laxpav. Des limitations du module d’une fonction holomorphe vérifiant les conditions
considérées par M. VALIRON, sont aussi obtenues.

Le théoréme démontré dans le premier chapitre, qui n’est que le théoréme bien
connu de M. Broch, sous une forme générale, permet d’obtenir des extensions de
théorémes de cet auteur, elles font I'objet du Chapitre IV. Une conséquence immeédiate
de ce théoréme est la suivante: Une fonction Z = f(3) holomorphe dans le cercle
unité, ayant la propri¢t¢ que, (I') étant une couronne arbitraire de centre origine et
d’épaisseur supérieure 4 un nombre positif donné M, la fonction inverse de f(z) re-
streinte au cercle unité, ne posséde que k& — 1 branches au plus, holomorphes dans
() fendue suivant argZ — w(I), est majorée par une fonction déterminée holo-
morphe dans ce cercle. Nous déduisons de 1i, un crittre de famille quasi-normale,
comprenant un énoncé de M. BrocH. Nous obtenons dans ce sens, d’autres résultats
qui précisent les théorémes donnés dans le Chapitre II

Dans la deuxi¢me partie, nous parvenons & certains critéres de famille quasi-
normale, 2 quelques proprié¢tés d’une suite exceptionnelle d’OsTROWSKI, au voisinage
d’un point irrégulier, et & certaines généralisations de théorémes de M. AnLrors ').

En terminant cette introduction, j’exprime ma respectueuse reconnaissance a M.
le Professeur GEORGES VALIRON pour m’avoir suggéré d’entreprendre ces recherches
et pour m’avoir aidé de ses conseils et de ses critiques pendant toute la durée de ce
travail.

') Une partie des résultats donnés dans ce Mémoire a été communiquée a PAcadémie des
Sciences de France (séances du 10 mai 1937, du 12 juillet 1937, du 7 février 1938, du 28 mars 1938).
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O

PREMIERE PARTIE.
FAMILLES DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

CuarrTre L.

Théoréme général sur le comportement d’une forction holomorphe
dans le cercle unité.

1. Dans ce chapitre, nous allons établir le théoréme suivant qui nous sert de
base fondamentale dans cette partie. Ce théoréme est une généralisation d’un théoréme
de M. VaLron [11, €] ?); il s’tablit par une méthode analogue. La démonstration
se fait en distinguant deux cas suivant que le nombre N défini ci-dessous, est supé-
rieur ou inférieur 4 une certaine constante. Dans le premier cas, les méthodes sont
celles de M. VaLRoN pour traiter les fonctions entieres [11, 4, #]; dans le deuxi¢me
cas, les méthodes sont celles de M. Brocm [2, a], sous une forme modifiée due &
M. Vaimrox [11, d].

TheoREME L. — II existe des mombres positifs W (k), «(k), B(k), &'(k), B,(k),
jouissant des propriétés suivantes. Si

est une fonction holomorphe pour |z| < 1, qui n'est pas majorée par

3
4

k—1 o
B[S+ 3] T e ey
=0 n=0

ow S est un mombre positif arbitrairement donné, on peut trouver k domaines D, (f, »)
(G=1, 2, ..., k) contenus dans le cercle 3| < v =r(f, k), avec a(k) <r < 1, et
M(r, f) > S, dans lesquels f(3) se comporte comme suit:

1°. f(3) est univalente dans D,(f, ») et représente ce domaine sur la couronne
fendue

—;—M(T, nN<la< ";—‘M(”, 1)) larg Z — o| <= (o arbitraire).

2) Les numéros figurant enire crochets renvoient 4 PIndex bibliographique.

Cuuaxg. 2
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2°. Si 1 Ln Lk dans D, (f, ), Pargument de f*(z) varie de moins de 3,

et Pon a

o < B < of1og MO DT
H,,f(z)*<2’ B'(k) < H, <\J(k)[1og ___S__J ,

H, dépendant de n, k, f(3), et 7.
3% St 1 Ln Lp, on adans D (f, o)

I

-5 <

4P

()l < &, (YM(r, )] log MG S )]

2. Supposons d’abord que f(z) soit holomorphe pour [z} £ 1 et désignons par
E le maximum des nombres

2
—n 4

Crle b
alors
3
(1) ey L Ee*" (n=o0, 1, 2, ..., ).
Si E < 1, f(z) est majorée par
) St

Nous supposerons désormais que E X\ 1. Soit N=N(f) le plus grand des entiers 7
pour lesquels (1) est une égalité et écrivons

0= (%) 5 (LY,

o %

et
(%)’:(I+<—z@) — 1 4 p% zo+P(P )( Zao)’_*_“_
,,_}_P(P—I) (P—k-{-l)( )+(z__—_z\) 'RP<§__-;&,)’

Z % %

EX 1. On aura

o = (L) e+ Fn @ + (22) @+ -

3

4 (‘ %Y g+ ($52) 26 )
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ou
(4) X(z5 200 = XN 6N+P1‘Z’+PRP(‘ ; z°) ,
et ou

) ee)= 5y 3~y L ETEING D L VR )

-~

pour s =1, 2, ..., k. Pour vérifier (5), il suffit de poser

p=¢—N, o(@=@—N)(@@g—N—-—1...(¢—N—s+1),

et d’observer que

e An)=3 (—1y LD ETFD NN Ly L (NH—0glg—1) - (g—si+1).

j==0 ]

3- Nous allons chercher des bornes supérieures de |X(z, z,)| et de lg (z.)], et
établir des formules pour f(3) et f*'(3).

LemMMeE 1. — §i
1 S
_3NTd 78
ey o ® R—Z N
(6) ki=r,=¢ [ < Ter
on a
s(k—+2)
I 10 +2 8
@ 1X(z5 )l <(k——T—T)!_c Y(1ok)PN E M(r,, /),

pourvu que N X\ (10k) .
OnaR(v)=osip=o0,1,2, ...,k et d’aprées la formule de TavLoR, on
constate aisément que

R, < gt gy (x4 oD
sip >k et

R, (v)] < QE]_"{;]QM(I — o)

si p<<oetsi|v] <1 Dapres (1), et en vertu de la définition de N, on a

3 3
4

c
Nxp | o Nep Nt

5Y
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Donc eu égard 4 (4) et & (6),

(8) Xz 2] < (k"_f;), (34+28)
ou

log 4, = (N + p)' — N' — 2y~ *+plo°( 8)+(k+x>loop,
et ou

mlm

08B, ~(N—£)" —N" 4 36N —p-Hrog (1= 01 )b og(p-+h)

Considérons 'expression

sS4
On a -
() N+ ) — NF— TpN T =T (N4 0p) T <o
ol o < 6 < 1. Posons
s
(10) M = partie entiére de 10kN" |
alors
s 5
ML 10kN® <N, M >—(w0k)N'.
On a
A, 3 2 -3
log 5! <(2MAN+p)* —(M+N+p)* — - MN 14 (k+1)log2,
+p

et O, 0" désignant des nombres compris entre o et I,

3 i T
r r

@M+N+p)T =M+ N+4p* =3 MN

x'-

=2 MM N p 4 00) ¢ —
< Mir+ Ny - N

3 ap N
=—3 W o

— 3 T roky
< 322 (10k).
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Par suite,

1ogA’M+P < — i2_%(1016)2 + 14+ ¢+ 1)log2 << — ~
A 32 8

Donc

o M I M

2 AqMﬂ) <2 4+ —F 2 Ayps
- = 1—¢ 87
et eu égard 4 (9),

s(k—o—zz

lAP<¢¢(Iok)"“N L

=

s(k+12)

AM...P < et 2k+x (IO k)k+z N 8 ,

M

1

2

d’oti
s(k+2)

(11) iAP < &*(10k)*N &,
P=l

Considérons maintenant I’expression

-
P-!
On a

(1) (N=p)' =N T “pN F=— T p (N —0p) " <,

ol o <8 <1. M étant défini par (10), on a

3
4

B
log =22 < (N — 2 M — p)

3 T
7 3 -y
T —(N—M—p)* 3 MN 424 (b 1) log>,

et 6, 6’ désignant des nombres compris entre o et I,

3. 3 1
N —2M—p)* —(N—M—p)" + > MN*

|-

—(N—M—p—0M) %

I

3 MiNT
4

I

—(N—M) 4

NS

< 2-MIN~

-p-[w

S
______i 2 Y _
=— 3N -0 M

< — ;%(lok)z.
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1l s’ensuit que

lo B”.“P<— -—-«(rok) 24 (k4 1)logz < — 5.

Mp

OnaN=iM-4jiXN1,j<M,et

i =Z +Z(S—B(IM+P)+XBAI+P ZB + pyxBM“‘P_i_ZBM"'P’

en supposant que i > 1. Eu égard 4 (12), on voit que

5 (k+2)

N
(13) ZBP < & (10k)** N ¢
=i

L’inégalité¢ (7) résulte donc de (8), (11), et (13).
LemME 2. — §i

on a

55 k42

(14) !gs(z-o)‘ < (k + I)' 4k Bherot (IOI‘)SHNS ko ‘M(rcn f)’

pour s = 1, 2, ..., k, pourvu que N X\ (10k)’.
Considérons k points 7;}. sur le cercle ] =r,, tels que

» S k+2
gsi —_— zol — N 8 k+1
S 10kj
pour j =1, 2, ..., k, et posons
4=
] Zo

La formule (3) fournit les relations

dg.)+die. )+ - +4ak) =19, z)
Gs) dg,()+de. &)+ - +dak) =2 ),

..............................

b

dg,(z) + he. )+ 0 F i) = 2.Es W)
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Is

0@ 0= (L) 10— @~ (%) 2@ v

D’aprés le Lemme 1, on a
1 Tok?
I‘PI(Z,, Z)l <m25 (1o M(r,, f).
Résolvons les équations (15) par rapport 4 g (z,). On a

gx ((o) - Zk A; (Px (C;’ zo)’

5 kE+2

! (1ok) N8+ |

]'L'
N (=)

Par suite,

S k42

1 k 10k 2 NTS k1
g, (@) < gy 4 € (10 kY NE M, ).
Ecrivons les premitres & — 1 équations de (15), sous la forme

dig,(z,) + &g, )+ - F+ g (z) =9,&, L)
& g.z)+d_ ¢, + -+ diaiz) =92,C . 2),

2, ) =9, &% %o) - (i—z—{")g, (zo)-

0.0 2 < Gy BH ¢ (10 M,y £

En résolvant (16) par rapport 4 g,(%,), on trouve d’une maniére analogue que

10k+2

. G < gyr 4K (0 Ry NP M, )

En général, posons

90 (B %) = 9,(% %) — ((;—() 2. (o)
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pour s =1, 2, ..., &k — I. Supposons que l'on ait montré I'inégalité
I 1)k ,10k?
(17) “P:(Cp ) <(_k+—17!_2 P S (10k)M(r,, f),

et l'inégalité (14), pour s = s. Alors (17) est encore vraie pour s = s - 1. En re-
solvant les équations

di+1g‘+1 ((o) + e + dlfgk({o) - ’,D,+,(Zx) zo)’

..........................

di_:igs-ﬂ (Z.o) + te + d:_sgk(zo) - ?S+I (Ck—s’ 10)7

par rapport a g, (%), on a

k—s

g5+1 (7(0) = Z A;$+l) chs—o-( (Z} b (o))

ou =

( | ]'k s{s+1) ki
-1 s+1 8  k+1
|4; l<(j—1)!(k—s——j)‘.(wk) N .

Il s’ensuit que (14) est encore vraie pour s = s - 1. Cette inégalité est ainsi vraie
en général.

LeEMME 3. — Si

Ri=ro=c¢ " ,  F&)=M@, N
on a
2 \V I
@®) fO=(L) f@i ek Wb G W <ig
dans le cercle .
L= 2| a2
(©) ITI < NI

pourvu que N > (10k).

D’apres la formule (3) et les Lemmes 1 et 2, si

A

< 1 i.}‘i’__ ’
T A e ok N

[(_—zo

=

ou A< 1, o0n a

f&R)= (%) FiCHI I X TCENIA

0 ) <A+ N e
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Par suite, si A = 1/11, 0n a |2 (3, %) < 1/10. On constate d’autre part, que Pex-
pression

I : j10k? 2
_.(mzwk‘e *(10k)

. ;o \ k2
est inférieure a ¢*°°.

LeMME 4. — S¢
EERCR
kol =Tr,=¢ ' ) !f<(o\‘ = ‘M(ro, ),
on a
I : I
(19) %\—,Tg =149, @<
pour s == 1, 2, ..., k, dans le domaine

k
% <1, largz — argz,| <£2 :g,.z)f, ,

@ (—5)<

pourvu gue N X (10)°°%.

Le domaine (A) est intérieur au cercle (C), si

5 k42

— = 41
(20) NN ST S 0 (2k o 2) 7.
Ceci a lieu dés que N dépasse un certain rang, car

s k42 1
—gEFr T2
Cela posé, les fonctions g,(z) étant des fonctions holomorphes, les inégalités (14)
sont encore vérifiées, si on y remplage z, par z, pourva que || L 7,. Dapres les

formules (5), on a

£ =z — NfR)
Dans le domaine (4), on a

JACH
@<

En posant

) _
N = SR A

il suit du Lemme 2 que

o, (0] < =,

Cuuana. 3
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dans (A), si

(21) e (k—_l_{——f-)—!—4k"e‘°"2(lok)’N§’I:‘"Lf‘x < a,.
On a

214, = 7" () — 2 N2/ () + NV + 0/ Q).
En posant

SR
N ! + 9.(z)

on voit que

[0, (0 < =,
dans (), si (21) a lieu et si
‘; 2" < 2kzkemk2(lok);N%:i%4z < x,
(kFr4 2’
I «
2% 4 N < 2’ .
En général, soient « , «,, ..., «,, k nombres positifs, tels que

o<°‘, <7'2<"’ <“k<l;

si N est assez grand, on aura

e (i g) () o () = M<a,

pour ¢ =1, 2, ..., k — 1. Supposons que 'on ait, dans (A),
()
2 KR g, Ll < e,
(23) i0) +o@ @ <e,
pour s =1, 2, ..., s — 1. Alors d’aprés la formule (5), et le Lemme 2, on

aisément que l'inégalité

o, () <,

aura encore lieu dans (A), pour s =5, si 'on a

3 5! sksk 1ok? LY+? Ngsi E—rf - f_s_
(24) CHFETE (10k) <5
et si
(25) 3a,_ 2 L5

2

voit
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Il est ainsi évident que (23) est vrae pour s=1, 2, ..., k, si (24) a lieu pour
s=1,2, ..., k, et si (25) est vérifiée pour s = 2, 3, ..., k. En prenant
a 1
v 2" = ¥, = —
3 LR 2 Y k 10 ’
pour s =2, 3, ..., k, on voit que les conditions (22), (24), et (20) sont vérifices
dés que
20052
(26) N (10y* .

4. Le domaine (A') défini par

(- 3)<

est aussi intérieur au cercle (C) deés que (26) a lieu. D’autre part, les points de (A)

-

A

%o

: k
< (I —1-—11\7), larg x — arg z,| <(~2—~}'\~,4J,

sont 4 une distance de la frontiére de (A'), au moins égale 4 [z !//N. Dans (A"), on a
d’apres le Lemme 3,

IIe

(] <51 < 3 £

Les formules de Caucny fournissent les inégalités

(27) ¥R < 403 () (2N,
valables dans (A). En vertu de la définition de N, et comme on suppose que EX\1,
on a S

5 3 A

7 1% _iN4 "_N4
(28) SR lenzs I =Ee¥ e 0 et
donc
4
(29) N £7(0glf@)"
et si z est dans (A), on a d’aprés (27) et (29)
4—\)

(30) I (@) < 40 kv 1f &I (r4log If(2,)]) -

5. Considérons un nombre réel arbitraire w, et posons

o — g 4 L= TEf&)

N , Zo = 1,¢'%.
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Si 'on suppose que

larg f(z,) — o] L 7,

on aura
9, — 0 L 5
Désignons par A(9 ) la portion de (A), définie par
C o —ol <> 1=r%
(1) étant donné dans le Lemme 4. Lorsque z décrit A(p,), la fonction
A"
z .
(—7) fz)
o /
représente A () conformément sur la couronne fendue

(1) (1—2) Ve <1z <y wsZ—e <=

Considérons le domaine A(w) défini par
A(w) TGN <A <SG RgZ—ol <.

Les points de A (») sont & une distance de la frontiére de (31) supérieure 2 |f(z,)|/10.
Donc, Z appartenant 3 A(w), on a sur la frontiére de A(o),

2 — (&) e} > V&L

Le théoréme de RoucHE montre que Péquation

(32) Z—fx)=o

qui s’écrit d’aprés le Lemme 3,

%Z o (-_) f(\o ( ) fZ)e& z,) =0,

a une racine et une seule dans A(9 ). L’équation (32) définit une fonction 7 =g, (Z),
holomorphe dans A(w), qui est une branche de la fonction inverse de f(z). Consi-
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dérons un nombre o',

o' — 0| L r.
=4
De la méme maniére, on voit que I’équation (32) définit une fonction z = g, (%)

holomorphe dans

™~
)
2

A@) TURI<A< IR gZ— o] <

g restant dans la portion de (A) définie par

' ’ ™
A(9) P —ol <>
ou

=9

o — o_l_w'—legf(zo)_

Montrons que g,,(Z) est le prolongement analytique de g,(Z). Supposons par exem-
ple, ® = w -+ h, b > o, et considérons l'arc s défini par

1

1\ ,
izl=(7) b 0, <o <o,

qui appartient 4 la partie commune 4 A(o ) et a2 A(p!). Sur cet arc, on voit, eu
égard au Lemme 3, que Pon a

I < Y@< G

et

g f@) — ol L NJp— ol + arglx + G ) < 5+ 50 <5

a8 /() — o] L Nlp — @]+ farg[1 + 2 I < -+ 55 <5

Donc les fonctions g (Z) et g ,(Z) prennent les mémes valeurs sur un arc corre-
spondant & s. Elles coincident partout dans la partie commune 4 A(o) et 4 A(w").

En donnant 4 e successivement les valeurs w -—{-;—Z—(] =0, 1, 2,3, 4 5, 6),

ou en faisant tourner le rayon o autour de l'origine dans le sens positif par exemple,



22 CHI-TAI CHUANG.

on prolonge g (Z) dans la couronne

I | T, ”
(33) G <IZ <R

fendue suivant un rayon w, et 'on obtient une branche 7 == ¢ (Z|w) de la fonction
inverse de f(z), holomorphe dans cette couronne fendue. En faisant tourner le
rayon o d’un angle 2k= autour de origine, on obtient successivement % branches
=g le) =1, 2, ..., k) de la fonction inverse de f(z), holomorphes dans
cette couronne fendue. Ces branches sont évidemment distinctes, car dans la portion
de la couronne (33), définie par

7
co<argZ<w—]——’7,

les valeurs de g,(Z w) et de g.(Z|w) sont respectivement dans les portions de (A),
difinies par

et ces portions sont distinctes. Les domaines D, (w) décrits par les valeurs de g (Z£]w)
ne se recouvrent pas l'un sur Pautre. f(z) est univalente dans D, () et le représente
sur la couronne fendue (33). Lorsque z décrit la frontére de D,(w), f(3) décrit celle
de la couronne fendue (33). D’autre part, on voit aisément que D,(w) est contenu
dans la portion de (4), définie par

. 27 03 ™ . 2w 3 = 13
— == S TG RN N A T L
.+ -yt , v v<e<a+(—-Dy+owNvtn
donc Pargument de z varie de moins de 3=/N dans D;(w). D’aprés le Lemme 4, on
voit que Pargument de f(zx) (s =1, 2, ..., k) varie de moins de 3% dans D,(w).
Le Lemme 3 montre que dans D,(w), le module de 7 est compris entre les nombres

1 1

"1 10 \V 1 10\"V
— ) —_—) 7,
4 11 °? 2 9 °
En prenant la moyenne geométrique 7’ de ces deux nombres, on a, eu égard au
Lemme 4,
I

— <

2

R
N Q) ‘ <2

dans D, (w).
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Les résultats obtenus jusqu’ici fournissent un énoncé analogue au Théoréme I,
en supposant que le nombre N vérifie la condition (26).
6. Supposons maintenant que 'on ait

N < (10)** .

Posons

P — (Io)zookz .

D’apres un lemme de M. VaLwron (11, d}, ¢,, ¢,, ..., ¢,p,_, €tant les coefficients de
f(), il existe un entier m,

oLm< 2P,
tel que
(34) Icnl é IcmlelSk(ZP_m+[)(n—’n)7 n=20,1...,m,
(35) ICJ é |cm,6xsk(zP._m)(u_m), n=m, m + I ..., 2P — 1.
On a d’alleurs, m £ N.
Lc nombre m peur étre égal & une des valeurs o, 1, ..., £ — 1. Mais dans ce

cas, E étant le nombre défini dans le n° 2, on a, eu égard a (35),

2 R
E £ x| <™ 3 e,

1=0

donc f(z) est majorée par

R St - — — - -

Nous supposons que f(z) n’est pas majorée par cette expression, alors m X\ k. Cela
posé, établissons les lemmes suivants:

LemMME 5. — S
e
() R<e T,
on a
37) XP ¢,z < Ef 7%,
(38) ZP"(" —1) ... (n—s4 1), < Ef R,

pour s =1, 2, ..., k.
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On a, en effer,
3

! > n(n—i) ... (n—s+1)c"(”"[< > n’]cnl](\""<E2‘(2P)‘e‘”’)4!;\””‘(1—{—2 Qp) ,
n=2P no=2 P p=t

avec

log @, = (2P 4 p)* — (2P)* — —frp(zP)—_z + slogp.

Cette expression est analogue 4 Iexpression log 4, considérée dans la démonstration
du Lemme 1. En appliquant inégalit¢ (11), il s’ensuit que

518+1)

i Q, L e¥(10s)y7" (2 P) ¢ .

p=1
On constate que Pexpression

s{s+1)

2°(2 Py e<21’>%(1 + e”(10s)y™(2P) ® )

est inférieure 4 €, ce qui établic (38). (37) se démontre d’une maniére analogue.
LemMMe 6. — Si

(S) e—x;k(zl’—m)—:oké [(Iée—xjk(zf’—m)—ok
on a
(39) fQ=c "t +o@)h  h@I<,

(40) 1@ =m(m—1) ... (m— s+ e, " [1+9,)], kEI< g‘; :

pour s =1, 2, ..., k.
Dans la couronne (S), on a, eu égard 4 (34) et 4 (35),

m—1

D n(n—1) ... (n—s41)c "’

Nu=Q

<|m(m——l) (m__s_i_l)szm-—,i"'z_’(cxsk(zP—m+x)an—m

<m(m—1) .. (m—s+1)e, 27D M,

P:I
Z:Z—[ n(n—1)...(n—s4+ 1), "L
Limm—1) o (m— s+ 16,0 S (15— my [HPm g

n=m-1

2P_m—1 kP
<jm(m—1) ... (m—s+4 1), " D ¢’

Pt



ETUDE SUR LES FAMILLES NORMALES ET LES FAMILLES QUASI-NORMALES, ETC. 25

On a d’antre part, eu égard 4 (35),
E < IC‘,\I é Icm]elsuzp—m)(‘\"’")
<: km‘chluP_mNP—m)é; km'e-“kpe”khp‘mV.

Donc, d’aprés le Lemme 5, en observant que la couronne (S) est contenue dans le
cercle (I'), on a

o0

D> n(n—1) .. (n—s+1)e 7| <|m(m—1) ... (m—s1)c, 3"l M e PR PR

n=2P

<|m(m—1) ... (m—s-1)c, " *le= ",

dans (S). Par suite on a dans (S),
PUDY = mlm— 1) .. (n— s+ Do, 1 + 6, ()

o e 1
(<22 e < .
b= 30
(39) séuablit d’une maniére analogue.
7. Considérons la couronne contenue dans (§), définie par

() P

et soit z, un point sur le cercle

L iskePomgk
kl_ro-_clgz m7,

tel que

Gzl = M(r,; f)-

(39) et (40) fournissent 4 fortiori dans (S)), les formules

(1) f=(E) f@n+iwwh e ol< s,

LK)
@) e re = R MRI<g

pour s =1, 2, . ., k. Ces formules étant valables dans (5), on a sur sa frontiere,

@I < = & [f &)

Cuuane
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Les points de (S,) sont 4 une distance supérieure d

I e—-l;k(:]’—m)—-c)k ,

de la frontiere de (S). En appliquant les formules de Caucny, on trouve les inégalités
(43) @1 < 29 e f (R,
valables dans (S,). Observons que l'on a
(44) M(r,, f) 2 leylrd > Er) > e
8. Lorsque g décrit la couronne (§,), le point

(45) (f—)mf )

décrit m fois la couronne

(46) R <2 <If R

Soit @ un nombre réel arbitraire et posons

o — arg f(g ;
=%, + — _7::—”("0')” ) Ro = 1,70,

arg f(z,) demeure fixe. La fonction (45) représente conformément la portion de (S),
définie par

b1
A(,) =l <
sur la portion de (46), définie par
larg Z — o] < —in

Eu ¢gard a (41), on voit de la méme maniére que dans le cas précédent, que f(3) re-
présente conformément une portion de A(g)), sur le domaine

A ) TN <A <@ g Z —of < -,

et on prolonge la branche 7 = g (Z]w) de la fonction inverse de f(z), ainsi obtenue,
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dans la couronne

(47) I <12 < V@,

fendue suivant un rayon o, en donnant successivement 4 , les valeurs

Peed
W

M+P4

(P =0,1, 2 3 4, 5, 6))

ou en faisant tourner le rayon o autour de l'origine dans le sens positif, par exemple.
En faisant tourner le rayon  d’un angle 2m = autour de lorigine, on obtient m bran-
ches z =g (Z|w) (i=1, 2, ..., m) de la fonction inverse de f(g), holomorphes
dans la couronne (47) fendue suivant w. Ces branches, ainsi que les domaines corre-
spondants D, (o) décrits par leurs valeurs, sont distinctes. Mais dans ce cas, on voit
aisément que la valeur finale de g, (Z|w) coincide avec la valeur initiale de g (Z|w);
ces branches se permutent entre elles, lorsque Z tourne autour de lorigine.

On voit que 'argument de z varie de moins de §=/2m, dans D, (), et d’apres
le Lemme 6, il s’ensuit que I'argument de /(%) varie de moins de 3=, dans D,(w).
Dans ce domaine, le module de z est compris entre les nombres

L £
1 10 "‘r 1 10\”
— — ) ..
4 II o’ 2 9 °

r’ Crant la moyenne géométrique de ces nombres, on a, dans D (w), eu égard i (42),

1 _ MR
T+ <lag <> B
-_gvec sy —= ——— — — R — s — — — _ —
H_m(m—l)...(m—5+1)
s T f” .

9. En combinant les résultats obtenus dans ces deux cas, on voit que lon a cet
¢nonce:

Il existe des nombres positifs 1(k), a(k), b(k), c(k), ¢'(k), c,(k), jouissant des
proprietés suivantes. Si

f&R) = im"

Ne=O

est une fonction holomorphe pour |z| < 1, qui n’est pas majorée par

3

48) [+ et

320
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on peut trouver Lk domaines D,(f, o) (i=1, 2, ..., k) contenus dans le cercle
IRl <7 =r(f, k), avec a(k) <r <1 et M(r, f) > b(k), dans lesquels f(3) se com-
porte comme suit:

1% f(z) est univalente dans D (f, ) et représente ce domaine sur la couronne
fendue

; M(r, ) <|ZI <—M(r, f),  fargZ—o| <= (o arbitraire).
2°. Si 1 L n Lk, dans D (f, w), Pargument de f*'(3) varie de moins de 3= et
Pon a

o+

I /") : 2 pog '
-5 < Hf(i)_) <2 (k) < H <c(k)[r +log M(r, /)]’

H  dépendant de n, k, f(3), et r.
3°. St 1 Ln ZLp, on a dans D,(f, o),

42
R < ¢, (B M(r, )[1 + log M(r, )] .

Cet ¢énoncé est établi pour les fonctions f(g) holomorphes dans le cercle [z] <1,
et sur sa circonférence. Pour passer au cas ou f(3) est holomorphe dans z| < 1,
considérons une suite de nombres positifs :

I
< < < <, < <Ly gt

f(e,z) est holomoiphe pour iz} £ 1. Si f(p,%) est majorée par (48), quel que soit
¢, f(z) Vest aussi. Dans le cas contraire, pour une valeur ¢ , f(p,z) n’est pas
majorée par (48). En considérant la fonction ¢(3) = f(¢,%), et en modifiant conve-
nablement les nombres a(k), c(k), ¢,(k), on voit que I'énoncé est vrai en général.
Soit enfin, S un nombre positf arbitrairement donné. En considérant la fonction

@ =B,

on passe de cet énoncé au Théoréme I. Ce théoreme est ainsi démontré.

Remargue. — Dans la démonstration, on a constaté que dans D (f, o), le module
de z est compris entre r/5 et r, et que son argument varie de moins de 3w/k.
D’autre part, les branches z = g,(Z]w») de la fonction inverse de f(z) sont lices
entre elles. Dans le premier cas, ces branches s’obtiennent successivement 4 partir
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d’une branche initiale, en faisant tourner Z autour de lorigine et dans le deuxieme
cas, ces branches se permutent entre elles lorsque Z tourne autour de lorigine.

CuarrTre 1L

f.es valeurs exceptionnelles des fonctions holomorphes.

10. Dans une conférence donnée en 1934 4 la Societ¢ Mathématique suisse,
M. MonTEL a proposé I'étude des conditions de normalit¢ d’une famille de fonctions
holomorphes ne prenant pas la valeur zéro et dont une dérivée ne prend pas la va-
leur un [7, b]. Ce probléeme a été traité par MM. Bureau [3], Miranpa [6], et Va-
LIROXN [11, e]. Si on pose avec M. VaLIroN,

F(z) = ¢%,
des calculs simples montrent que I’¢quation

F@) = 1

prend la forme

(49) S+ P =1,

ot P, est un polynome de degré v — 1. Nous sommes donc conduits & considérer
les fonctions f(z) pour lesquelles I’équation (49) n’a pas de racines. Nous allons étu-
—dier cértiines ‘équations de ce genré et établir 1a proposition suivante:
TutortMe II. — Soient k, p, d des entiers positifs, a,(a,540), a, (j==1, 2, ..., 5)

des constantes données, W(f, f'y ..., f*) un mondme de degré d ayant le coefficient a_,
P(f ooy fP) un polynome de degré inférienr & d ayant les coefficients a , et m

un entier positif donné. Posons
2

A=14mfoglaf+53 [
Si 1_0
Q=737

est holomorphe dans [zl < 1, et si I'équation

(50) AU fy s SY+HPU S, ] =10
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n’a que m racines au plus dans g} < 1, on a

(50 QI < (4+ 3 ) e b p, ),

=0

pour ] < 1. Q(iz|, k, p, d) désigne une fonction indépendante de f(3).
D’aprés le Théoréme I, ot Pon prend S = 1, ou bien f(3) est majorée par

(52) (1 + S l) 3 et

1=0

et on a déja une limitation de |[f(z)], ou bien on peut trouver %k domaines D,(f, )
dans lesquels f(z) et ses dérivées possédent les propriétés énoncées. Considérons ce
second cas et soit D un des domaines D, (f, o). Par hypothése, I’ensemble des
équations

3) fGR) 4+ 2imxt - logll 4 log (1+ -5-):0,

ol T est un entier arbitraire, et ol les déterminations des logarithmes ont été choisies
en un point, n’a que m racines au plus. f(%) représente D sur la couronne fendue

(s9) M N << MG, g2 <=

et lorsque z décrit la frontiere de D, f(z) décrit celle de (54). Il est donc visible
que si

(ss) M(r, f)> 16(m + 1)=

(54) comprend au moins 2(m - 1) des points 2i%7, correspondant aux valeurs
+ (=1, 2,..., m-1) de 7, et pour ces valeurs, on a

(56) f@ + 2ime > Z M(, f),

sur la frontiére de D.
Pour étudier les racines de (53), cherchons des limitations du module des fonc-
tions

log 11, log(l -f—TI:—),
lorsque z est dans D. On a

H(f)f; L )f"k))anfdo(f’)d' (fmylk) do+d; + +dk =d?

log N = loga, + i d; log f*.

te=0
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Prenons en un point z, dans D, les déterminations réduites pour loga,, et logf“.
D’aprés les premiére et seconde parties du Théoréme I, on voit aisément que si

M(r, f)>e

on a, dans D,
7) llog 11} < [log ja,}| 4 K log M (r, /),
K ne dépendant que de k et d. Comme

P(f, [ -y )= Y aforlfy o (Y0, e e, 4 o e, <4

les trois parties du Théoréme I montrent que si

i2

M(r, ))> K, + K53 |

1=t

ol

K,, K, ne dépendant que de %, p, et d, on a dans D,
P I
(58) lﬁ" < -
En prenant au point z, dans D, la détermination réduite pour

(s 2).

__{58) fournit une limitation du module de cette fonction dans D. . . .
Les conditions (55), (57), et (58) sont donc vérifies, si

i
a

.

(59) M(r, )> 16(m + )7+ e+ K, + K53

aQ

Pour chacune des valeurs -+ 7, I’équation

fR)+ 2imt=o0

admet une racine dans D. D’aprés le théoréme de RouchE, on voit eu égard i (56),
(57), (58), et (59), que I'équation (53) a une racine dans D, pour chacune des va-
lears 4 7,, si

M(r, f)> CA,

A étant le nombre défini dans Pénoncé du Théoréme II, et C ne dépendant que de
k, p, et d. Par suite, 'équation (50) aurait plus de m racines dans [z] < 1. Donc,
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d’aprés I’hypothése, on a

M(r, f) < C 4.
Puisque 7 > « (k) = o, d’aprés le Théoreme I, on a, a fortiori,

M(«, ) < CA.
Ceci et (52) donnent l'inégalité

. -
M(x, ) <C(4+ S kl),
valable dans tous les cas.
Moyennant cette inégalité, les formules de Caucuy fournissent des bornes de

[f(R)I/i! pour [} £ «" = «/2. On trouve que
_y @

pour [z| L x', C' ne dépendant que de %, p, et d.
Appliquons cette inégalit¢ 2 la fonction

QD= o +z2(0 —«)),  Rl=2"

On a
(’) ket ] (v)
pour 7| £ a, ot
L
RN

L et p étant des entiers ne dépendant que de %, p, et d. Eu égard 4 (60), (61) nous
donne

k—_y | £(5) /2 ke
(62) SR <t (1 2u),

pour &' LRl L1 — (1 — «')’ = «. Appliquons (60) 4 la fonction
O =f 10— k=4,

'Slfu)(()l < C'(A + *zﬂ(ﬂ') ,

1=0

On a

pour [ L &', ot
Az < G‘T_——‘;,—'" A.
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Eu ¢égard & (62), on trouve que

ESI/ARCY) 4LC" -
TZ—oA il < (1 — a')zl‘ﬂ(k—x—) <A =+ Z Iﬂ'i) ’

pour 1 — (1 — =) LR L1 — (1 — ).

En procédant de proche en proche, on voit que 'on a en général,

2"LC'* :
“ l‘. < (I i ‘x,)(x—x)p+(1+2+...+5—_;—)~(il)~ (

4+ 3l),

=0

pour 1 — (1 — ')~
forme (51).

LRkl L1 — (1 — '), ce qui fournit une inégalitt de la

(63)

TnioreME II'. — Dans les conditions du Théoreme II, f(X) est majorée par

o
A

3

k—1 oo by

gy DA+ 3 16) 3
¢(k, p, d) ne dépendant que de k, p, et d.

En effer, cdans la démonstration du théoréme précédent, on a vu que si Pon
avait

M(r, 1) > CA4,

C ne dépendant que de k, p, et d, 'équation (50) aurait plus de m racines dans
|z} < 1. Prenons dans le Théoréme I, S = C 4. f(3) est donc majorée par

i=0

W (caF S £

car, dans le cas contraire, on aurait

M(r, /)> CA4,

et Péquation (50) aurait plus de m racines dans [z] < 1. f(3) est donc majorée
par (63).

11. Le Théoréme II permet d’établir le suivant:
Tatoreme III. — O(f, f,

ey SOy et P(S, f, ooy fP) étant les polynomes de-
finis dans le Théoréme I, la famille des fonctions f(z) holomorphes dans un domaine
(D), o, pour chaque fonction f(z) de la famille, I'équation

(64)

UG f oy Y+ PU S5, )] =1
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wa que m racines au plus, m étant un entier positif donné, est quasi-normale d’ordre
k — 1 au plus dans ce domaine.

Considérons un point z, dans (D) et décrivons un cercle () ayant pour centre
Z, €t pour rayon &, et intérieur au domaine (D). En appliquant le Théoreme II i la

fonction f(z, 4+ 87), on a, dans (¥),

65) @i < (4 + 3Gl (55550 d),

1=0

2

"

a 4
a,i’

og -

o

A=t log el 4o S

6”1

g et v, ne dépendant que des formes de I et de P.
Soit B(z,, 1) le maximum des nombres

I (zo)
il

(it=o0,1, ..., k—1),

t 7, etant fixe, soient B(g,, f,) les nombres correspondants pour une suite quelcon-
que de fonctions f,(z), contenue dans la famille f(z). Supposons d’abord que les
nombres B(z,, f,) soient bornés par un nombre K, quel que soit n. Dans ce cas.
les fonctions f, (z) sont bornées dans leur ensemble dans tout domaine complétement
intérieur 4 (D). En effer, d’aprés (65), les formules de CaucHy donnent, dans le
cercle |z — 3| L 8/2, linégalité

1 _I_*if“’(z)l <a(s _l_zf“’(zo)')

ol A est indépendant de f(g) et de z,. Considérons un autre point z, dans (D), et
joignons z, 4 z, par une courbe (), une ligne polygonale par exemple, intérieure a
(D). Désignons par 3, la plus courte distance d’un point arbitraire sur (T'), 4 la fron-
tiere de (D). 7 érant un point sur (T), on a

_ (i) (1) ?’
(66) Zlfn (Ol < \KI _I_Tlf" 3 )l) ,
pour |z — %] £ 8/2. Prenons sur (), s points {,(I=1, 2, ..., $), 3, =%, 5, =2,
tels que [, — ,,[ <d8/)2(I=1,2,....5 —1). En appliquant (66) successive-

ment aux points 5,, on trouve que

S (45 ),

k==t
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pour § — z,| £ 9/2,

(1) k1 | F()
S EQ (s 4 SR,

1=0 =0

prnr 7 —— 7| 2 8/2, et ainsi de suite,

(67) -+ Z e («)l < A’&x 4+ Z\:“f”(io)l)

=0

pour K — 2| £ 3/2. Puisque par hypothése, [/ (z)|/i! est inférieur 4 K, on voit que
les fonctions f,(5) sont bornées dans leur ensemble pour [ — z/| £ /2. Comme gz,
est arbitrairement choisi, on sait dans ce cas, que les fonctions f, () sont bornées cans
leur ensemble dans lintérieur de (D). On peut extraire de f, (3), une autre suite con-
vergeant uniformément dans Uintérieur de (D), vers une fonction holomorphe, d’apreés
un théoréme bien connu de M. MoNTEL.

Supposons maintenant que les nombres B(z,, f,) ne soient pas bornés. Compte
tenu du cas qui vient d’érre traité, il suffic évidemment de considérer Phypothése, ou

lim B(z,; f,) = o=

Considérons la suite de fonctions,

2.(0) = B«-—(f; (f})— :

B €gard "¥(67); ces fonctions sont bornées dans leur “ensemble dans l’mterlem de
(D). On peut extraire de 9,(z), une autre suite que nous désignons encore par 7, (),
convergeant uniformément dans lintérieur de (D), vers une fonction holomorphe
©(z)- On constate aisément que ¢(z) n’est pas identiquement nulle. En effet, si
B(z,, f.) = |f.(zo)l, ceci est évident. En général, pour au moins une suite partielle
0,.(z) de 9,(x), on 2 Bz, f.) = If]GINB (b Lk —1). Si 9()=0, ¢"'(z)
rend vers 0, ce qui est évidemment impossible, car |V (z,)| = h!.

Il est ainsi manifeste que, dans (D), les seuls points irréguliers de la suite f, (z)
sont les zéros de ¢(z). Si 9() ne s'annule pas dans (D), f,(z) tend uniforménient
vers Vinfini dans Iintérieur de (D). Supposons que ¢ (%) ait des zéros dans (D). Dans
ce cas, on peut montrer que @(z) est un polynome de degré k— 1 au plus. Il suffit
de montrer que o (z) = o. Supposons que ¢*(z) 5£ o. Soit z, un zéro de ¢(z) in-
térieur & (D); décrivons deux cercles ¢ , 6, ayant z, pour centre commun, et inté-
rieurs 4 (D). Soit (S) la couronne ainsi formée. On suppose que (S) ne contienne
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pas de zéros de +“'(R) (i = o, 1, 2, ..., k). Considérons la suite de fonctions

G,x) = e [U(B,9,, B,o, ..., B,oY)+P(B,o,, B,w,, ..., B,z
ot B, = B(z,, f,), déduites du premier membre de I’équation (64), en y remplacant
f pat B,o,. Par hypothése, G, (3) ne prend que m fois au plus, la valeur un dans
(5). Dautre part, le degré de NI étant supérieur 4 celui de P, il est évident que G, (7)
ne prend pas la valeur zéro dans (S) dés que n dépasse un certain rang. On sait que
dans ce cas, la suite G, (z) est normale dans (S) [7, a]. Mais, considérons un cercle
¢ situé dans (S), et concentrique 4 & . 9(z) s’annulant en z_, sa partie réelle R ()
prend des valeurs positives et des valeurs négatives sur 6:Ro(3’) > o, R%(3") < o.
Dés que n dépasse un certain rang, on a Ro ()>Ro(z')/2, Ro, (') <R»(K")/2-
On voit que G _(3') »> o0, et G(3") »> 0, et par conséquent, la suite G, (3) n’est
par normale dans (S). Nous avons donc une contradiction et il s’ensuit que ¢(z) est
un polynome de degré & — 1 au plus.

Ainsi, dans tous les cas, on peut extraire d’une suite quelconque contenue dans
la famille f(3), une autre suite convergeant uniformément dans lintérieur de (D),
sauf en k — 1 points au plus. Le théoréme est démontré.

Remarque. — Dans la démonstration, on a suppos¢ implicitement que le domaine
(D) ne contient pas le point & Pinfini. Si (D) contient le point & Dinfini, il est évident
que la famille f(z) est d’ordre % au plus.

12. Appliquons ces résultats & ’étude du probleme de M. MoxTer. Considérons
une fonction F(z) holomorphe dans [z| << 1, ne s’annulant pas dans ce cercle et soit
T(F, F', ..., F*) un polynome homogéne de degré s en F, F', ..., F” ayant
des coefficients constants. Supposons que I'équation

T(F, F', ..., F¥) =1

n’ait que 2 racines au plus dans [zl << 1. En posant F = ¢/, le polynome T prend
la forme

AW, ),

W étant un polynome en f7, ..., f*, ayant des coefficients constants. Soient N{f, ..., f*)
et P(f, ..., f*) définis par les mémes conditions que dans le Théoréme II. Nous
dirons que le polynome T vérifie la condition H(k, p, d), si I'on a

W, o, Y=, (Y A PO, L O,

Daps ce cas, on peut appliquer les Théorémes II et II' 4 la fonction sf. On a donc
les propositions suivantes:

TutortMe IV. — Soient T(F, F’, ..., F*) un polynome homogéue de degré s
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en F, F'y ..., F" wérifiant la condition H(k, p, d), et m un entier positif donné.
Posons

la I a. iz

!

sA=1+m-+ log——dié-}-cs’di; !
S i j=1

a,
Si F(3) est holomorphe et ne sannule pas dans |z] < 1, si Uéquation
T(F,F, ..., F9) =1

w'a que m racines au plus dans [z| < 1, et si log F(3) est une branche quelconque du
logarithme de F (%),

on a

log FI < (4 + 3 lel) 2(kb &, £, ),

1=0

pour |z < 1. @(R|, ky p, d) désigne une fonction indépendante de log F(3).
TrkorEME IV'. — Dans les conditions du Théoréme IV, log F(3) est majorée par

ot p D(4+S )5,

=0

p(k, p, d) ne dépendant que de k, p et d.

En se rapportant i Dégalité (49) (n° 10), on voit que l'on a les corollaires
suivants:

CoRrOLLAIRE I. — Soit F(z) une fonction holomorphe dans |3\ <1, ne prenant pas
la valeur zéro et dont la dérivée F¥ (2)(v X\ o) dordre v ne prend pas la valeur un.

log F(z) étant une branche quelconque du logarithme de F (%), on a, pour [z| < 1,

llog F ()] < (1 + [log F (o)) (R, v)-

Q([zl, v) désigne une fonction indépendante de log F (7).
CoroLLAIRE 1'. — Dans les conditions du Corollaire 1, log F(3) est majorée par

(1 4 log F)) 3 e 2,

¢, ne dépendant que de v.

Ces résultats fournissent donc 4 la fois, une limitation du module de F(g), et
une limitation de son argument.

13. L’application du Théoreme III, nous donne la proposition suivante:
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TutorévMe V. — T(F, F', ..., FY) étant le polynome défini dans le Théoréme IV,
et m un entier positif donné, si unme famille de fonctions F () holomorphes dans un do-
maine (D) fini et simplement connexe, ne sannulent pas dans ce domaine, et si pour
chaque fonction F(z) de la famille, I'équation

T(F, F', ..., F") = i

n’a que m racines au plus dans (D), la famille log F(z) est quasi-norma’e d’ordre
k—1 au plus dans (D), log F(z) étant une branche quelconque du logarithme de F ().
Si k=1, la famille log F(3) est normale et on voit que la famille F(%) est
aussi normale. Ce cas est déja trait¢ par M. VaLron [11, ¢]. Mais si 2> 1, les cir-
constances sont différentes. Considérons par exemple, la famille des fonctions holo-
morphes F(z) dans un domaine (D), ne s’y annulant pas et telles que I’équation

(FF” — Flz)n + aF:n-—mF'm + ban —_ 1

n’ait pas de racines. n, m(n > m) sont des entiers positifs, et a, & des constantes.
En posant F = ¢/, cette équation prend la forme

(68) e’"f(f""+ af””—{— b) — 1.
On aic k= 2.
Considérons ’équation différentielle

(69) S Haf" b =o.

Si a = o. cette équation admet les solutions

(70) f= (=" X ot

Supposons a £ o, et écrivons 1’équation sous la forme

i

, o b\
W= (L)
en posant # = f'. Les branches de la fonction

I

(4
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sont holomorphes dans le cercle

m

A

o — N L—
2

.

b
H |)| > 2,7

Cherchons Pintégrale u,(z) de cette équation, prenant la valeur A au point z,. On
voit aisément que le rayon d’holomorphie de cette intégrale peut étre aussi grand que
Pon veut, pourvu que [A| soit assez grand. En effet, d’aprés la théorie de calcul des
limites, on voit que u, (z) est holomorphe dans le cercle

Rl

j——

e

Rlal'ln
lx — 2] <<R{1—¢ *7% ),

R éuant arbitraire (voir par exemple, Goursat, Cours d’analyse mathématique, t. II,
5¢ édition), ce qui démontre notre assertion, puisque m < n.
Considérons un domaine fini (D) et prenons un point z, dans ce domaine. La
famille
L0z
N R
FRy=e"
appartient & la famille F(), dés que [x| est assez grand. Mais cette famille n’est pas
~ ~ - — A ! —_— b 1
normale en 7, car F;(z,) = 1 est bornée, et F;(z)) ==X n’est pas bornée, lorsque
[\ croit. Méme si on supprime de la famille F, les fonctions ¢/, f étant une solu-
tion de I’équation (69), il reste une famille non normale dans (D). Pour le voir, il
suffit de considérer les fonctions
< (x—20)?
a4,

| (ou;'(()d(-r
4 ’

4, , nombre positif. On constate sans peine, que si 4, croit assez rapidement avec [,
le premier membre de (68), relatif & ces fonctions, est en module inférieur 4 un,
dans (D). Pour les mémes raisons que ci-dessus, cette famille est non normale en z,.
Pour le cas. ol a = o, on voit d’une maniére analogue, que la famille F(z) est non
normale, moyennant l'introduction des fonctions (70).

La famille F(z) est donc non normale dans (D), si (D) est fini, par suite elle
n’est pas quasi-normale dans (D), puisque F(Z) ne prend pas la valeur zéro. Nous
avons ainsi des familles de fonctions, ni normales, ni quasi-normales, mais qui d’aprés
les résuliats précédents, vérifient des inégalités analogues 4 ce qui est fourni par le
théoréeme de ScHOTTKY.

Cette méthode permet de traiter des cas plus généraux, mais le probleme n’est
pas encore épuise.
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14. Dans certains cas, lorsque (D) est le plan complet privé du point 4 Iinfini,
la famille F() est normale dans (D). Considérons par exemple le cas, ou # )\ 3,
m > 1(n>m), ab %~ o. Daprés le théoréme de BoreL, les seules fonctions de la
famiile F(z) sont les fonctions entitres ¢/, ou f virifie Péquation (69). En posant
u=f  on a

W (Y + au()" + b=o.
Cette relation est vérifie par les constantes

1

ww=(-2)

a

Supposons maintenant que au(z)” 4 b 5% o, et considérons d’abord le cas ot lon
aurait

au(z,;" 4+ b = o,
pour un point z,. Ce cas est impossible. En effet, on a
w (e )7 R)F man(x)" ] =o.

Puisque #’'(3) %5 0, et u’ — o0, Oon voit que a =0 si m =1, et b=o0 si m>1
A ? 0. ’ b ’
contrairement 4 I'hypothése. Donc au(3)” 4 & ne s’annule pas, et 'on a

Pir
au ()" 4 b = &, W () =—¢"%,
d’ot1 on déduit aisément la relation

Pix) __ b

¢ n{m—1)
(_ I)m(ﬂZ a)mn ) = Pv(z)mn enz(n—l)P\(),

a

identit¢ de BoreL, qui est impossible. Les seules fonctions de la famille F(3) sont
donc les fonctions

} e(— :%)m <

qui forment une famille normale.

15. M. VaLirow a traité les familles de fonctions holomorphes ne prenant pas
la valeur ztro et dont une dérivée est bornée en module par un nombre donné,
aux points ou la fonction prend la valeur un [11, ¢ f]. Il a donné des propo-
sitions, qui comme il a indiqué¢, peuvent se rattacher 4 une théorie genérale de
M. Amnrrors [1, ¢]. On peut traiter les problemes de ce genre d’unc maniére analo-
gue i celle employée pour le probleme de M. MoxteL. Considérons une fonction
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F (%) holomorphe dans un certain domaine, ne prenant pas la valeur zéro et dont la
dérivée F¥(z) d’ordre v est bornée en module par un nombre donné L, aux points
ot F(z) prend la valeur un. En particulier, si v = 1, L = o, F () est une fonction
sans zéros et F(g) — I n’a que des zéros multiples. Si Pon pose F = ¢/, on voir,
eu égard 2 (49) (n° 10), que f possede Ja propriété suivante: Aux points ol f(z)
prend une quelconque des valeurs 2iw=, T, entier arbitraire, on a

(71) Y P f s SO L

Nous sommes donc conduits & considérer les fonctions f(3) ayant une telle proprié¢té.

TutoriMe VI — Soient O(f, f ..., %) e P (f, f, ..., f\!') les polynomes
déja considérés dans le Théoréme II, M, L des nombres positifs, et v, (n=o0, 1, ..., ),
une suite de nombres donnés veérifiant les conditions

lim I'Uﬂ! = o ivn-n' > !funl’ ivn-Hl - ivn| é M (n=0,1,..., o).
Posons
. L _;— o ftlj %z
B=1+4 )+ M+ () +o2 2L
o =110 |
hY)
fR) = e

n=0

est holomorphe dans |z} < 1, et si aux points de |7| < 1, sauf au plus en k—1 points
dépendant de v, ou f(3) prend une quelconque des valewrs v, , on a

Wy [y oo s fDHFPU Sy ooy (<L

alors

fI< (B+ 3 lel) @ & b ),

pour Iz} < 1. Q(Rl k, p, d) désigne une fonction indépendante de f ().
D’aprés le Théoreme I, ot 'on prend § = 1, ou bien f(z) est majorée par

(72) (1 + k) e

i=0 Nm=0

ou bien on peut trouver & domaines D,(f, o) vérifiant les conditions de ce théoreme.
Bornons nous i ce cas. f(g) représente D, (f, ») sur la couronne fendue

%M(r, H<IZ <=M, f, jargZ—o| <=

Cuuane. 6
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D’aprés les hypotheses, il est évident que si
I _— I
—4——]\'.'[(?’,/[)>“‘voi, ‘4 M<r?f)>M7

cette couronne comprend au moins un des points v,. En choisissant convenablement
®, On peut supposer que ce point ne se place pas sur la droite arg Z = w - =. Soit
v, ce point. f(3) prend la valeur v, dans chacun des domaines D (f, ), donc

"o

d’aprés 'hypothése, pour au moins un point g, dans Pun des domaines D, (f, w),

on a
m, 4+ Py < L,
11, et P, désignant les valeurs de Il et de P, en g . Ecrivons cette inégalité sous la
forme
P
(73) ln°|l1 + "'!'-'19‘1 <L

=1 i aO
K , et K, ne dépendant que de k, p, et d, on a
LA

|0 2’

puis on a une inégalit® au sens contraire a (73), si

T

L d

e > (L)

o

K ne dépendant que de k. Il s’ensuit donc que

M(r, f) < CB,

C ne dépendant que de k, p, et d, et B étant le nombre défini dans Iénoncé du
théoréme. Puisque » > (k) = «, on a & fortiori,

M(a, 1) < CB,
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et eu égard 4 (72), on a dans tous les cas,
k—1
M(a, f) << Cx(B +Z}Cz') 3

C, ne dépendant que de k, p, et d. A partir de cette inégalité, on compléte la démon-
stration du théoréme, en procédant de proche en proche comme dans la démonstration
du Théoréme II

© TutoreMme VI'. — Dans les conditions du Théortme VI, f(3) est majorée par

ko o
(o D(B+3 1) e,
@ (k, p, d) ne dépendant que de k, p, et d.

Pour établir ce théoréme, il suffit d’appliquer le Théoréme I 4 la fonction f(z),
en y prenant S= C B, ou C est un nombre ne dépendant que de %, p, et d, obtenu
dans la démonstration du théoréme précédent.

16. A partir du Théoreme VI, on peut établir le suivant:

TrEOREME VIL. — I(f, £y ooy ), P(fy f'y ey fP), M, L, &t v, (n=0, 1, ..., %),
dtant définis comme dans le Théoréme VI, la famille des fonctions f(Z) holomorphes dans
un domaine (D), dont chaque fonction f(X) posséde la propriété gw’anx points de (D),

sauf au plus en k — 1 points dépendant de v, ot f(3) prend une quelconque des wva-
leurs v, on a

CE Sy s S PSS, s <L

est quasi-normale d’ordre k — 1 au plus dans (D).

Soient z, un point de (D) et (y) un cercle ayant pour centre z, et pour rayon
o et intérieur & (D). D’aprés le Théoréme VI, on a dans (y),

V@M<(Fﬂ_§8w?ym)g(kaJ,hpﬂg,

i=0 )
(74) ;
SP'L ‘E- (o4 I a. 2
B = i =L
s+ M+ () oS
v, p; ne dépendant que des formes de 1 et de P.
Désignons par C(z,, f) le maximum des nombres
@)
|f_1('(_o__)_| (i=o0,1,...,k—1I),
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et considirons une suite quelconque de fonctions f, (3), contenue dans la famille f().
A partir de (74), on constate comme dans la démonstration du Théoreme III, que si
les nombres C(z,, f,), z, ¢tant fix¢, sont bornés, les fonctions f, (3) sont bornées dans
leur ensemble dans Pintérieur de (D) et que si C(z,, f,)=> oo, les fonctions

G 7)) = — ;f‘ﬁ'(”). Y
‘.’u(‘\.) - (4.('(0-’}?,)

sont bornées dans leur ensemble dans Pintérienr de (D). Dans le premier cas, on
peut extraite de f, (z) une suite convergeant uniformément dans Pintérieur de (D,
vers unc fonction holomorphe. Dans le deuxiéme cas, on peut extraire de g (3), ure
suite que nous désignons encore par 9, (3) convergeant uniformément vers une fonc-
tion holomorphe ¢(g) distincte de la constante zéro. Les seuls points irréguliers de
f.(x) sont les zéros de ¢(z). Il suffit donc de montrer que ¢(;) n’a que £ —1 zéros
distincts au plus dans (D). Ceci est immédiat, si ¢'*/(;)=o0. Supposons que +*'(z)s%0
et que ¢(z) Sannule en k points distincts z; G=1, 2, ..., k), intérieurs a (D
Décrivons pour chacun des points 7, deux petits cercles 6}, ¢} ayant z; pour centre

commun, a}' intéricur a c’].' et ¢

J

intérienr 4 (D). Soient (S)) les couronnes ainsi for-
mées. Nous supposors que les cercles 67 soient extérieurs les uns aux autres et que
les fonctions ¢ () (1 = o, 1, 2, ..., k) ne sannulent pas dans 5" et sur sa cir-
conférence, sauf en z.. Lorsque z décrit 675 Z = ¢ (3) décrit une courbe extérieure
a un cercle [Z] £ ¢, et en supposant que 5} soit assez petit, la courbe décrite par
Z = 9(3), lorsque g décrit ¢, est intérieure 4 un cercle |Z; <o', (¢" <3'"), ¢/, &
étant indépendants de j. Il est visible que le domaine décrit par Z = ¢ (3), lorsque z
parcourt (S;), comprend la couronne

o 2] <L

Comme 9, (3) tend uniformément vers ¢(z), on voit que le domaine correspondant
décrit par Z = ¢ () comprend aussi cette couronne, dés que # dépasse un certain
rang. On peut supposer que 7 soit suffissament grand pour que lon ait dans (),
PPN >a (=01, ..., k) et PP <<b (=0, 1,...,p) a b éant des
nombres positifs. Lorsque 3 parcourt (S)), le domaine décrit par f, () = C(3,. f.)
,(z), comprend la couronne

C(z,» f)o <121 < CR&,y fu)e

Par suite, dés que # dépasse un certain rang, f, (z) prend des valeurs v, de la suite
donnte, en des points I, intérieurs & (§). Par hypothése, pour un des points

Z;, (J=1,2,...,k%),o0na

(fus for oo L)+ PU for - SIS L,
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ce qui est évidemment impossible, lorsque # croit indéfiniement, car le degré de M est
suptrieur 4 celui de P, et on a |f7(L) > C(z,, f)a (i=o, 1, ..., k), e
PG < Czyy f)b (=0, 1, ..., p). Le théoréme est établi.

17. Considérons une fonction F(3) holomorphe dans 3| < 1, ne s’annulant pas
dans ce cercle, et ayant la propriété qu’aux points de [g|<1, sauf peut-étre en k—1
points, ou F(z) prend la valeur un, on a

|T(F', F", ..., F"M < L,

L étant un nombre positif donné, et T un polynome de degré s en F', F”, ..., F”,
avec des coefficients constants. En posant F = ¢/, T prend la forme

s

Zeff‘l)‘j(f’, N A

j=0

ot W, sont des polynomes en f', ", ..., ™ Nous dirons que T vérifie la condi-

tion K (%, p, d), si I'on a

Z‘If,-(f’, £y oo fYsuf, oo Y+ PO, L, S,

Il et P étant définis dans le Théoréme II. Dans ces conditions, on peut appliquer les
Théorémes VI et VI, 4 la fonction f, avec v, = 2i7n, et M = 2=,

Tutorime VIIL. — Soient T(F', F"', ..., F*) un polynome en F', F"', ..., F¥
vérifiant la condition K(k, p, d), et L un nombre positif donné. Posons

;
E

Si F(z) est holomorphe et ne sannule pas dans g} < 1, et si aux points de |3 <1,
sauf peut-étre en k — 1 points, ou F () prend la valeur un, on a

pmit (L) +03

a.
1
]a?| j=t ao

|T(F, F', ..., F")| <L,

log F () étant une branche guelconque du logarithme de F (),

log F(x) =3 ¢,z

=0

on a

fog FGI < (B+ 3 /) 2(R, & p, )

i=0

pour [} < 1. Q(z|, k, p, d) désigne une fonction indépendante de log F(X).



46 CHI-TAI CHUANG.

Tutoriéme VIII'. — Dans les conditions du Théoréme VIII, log F(z) est majorce

par
N
& (k, p, d.)(B-{- S c,!);e" <,

1==0

@ (k, p, d) ne dépendant que de k, p, et d.
En considérant (71) (n° 15), on voit que 'on a les coroliaires suivants:
COROLUAIRE 1. — Soit F(Z) une fonction holomorphe dans 3| < 1, ne preaant pas
la valeur zéro et domt la dérivée F™(3) d’ordre v(v 2\ 1) est bornde en module par un
nombre positif donné L, aux points situés dans | < 1, ou F(3) prend la vaieur un.
log F (g) étant une branche quelconque du logarithme de F(3), on a, pour |3| < 1,

.

log F()} << [1 + L 4 jlog F(o)]Q{, ».

Q{'zi, +) désigne une fonction indépendante de log F (7).
CoroLLAIRE 1'. — Dans les conditions du Corollaire 1, log F(3) est majorée par

=, (1 + jad + [log F (o)) f_ ot

@, ne dépendant que de v.

18. L’application du Théoréme VII, nous donne le suivant:

Trtoreme IX. — T(F', F", ..., FY) étant le polynome défini dans le Théo-
reme VIII, et L un nombre positif donné, si une famille de fonctions F(z) holomorphes
dans un domaine (D) fini et simplement connexe, ne s’annulent pas dans ce domaine, et
si chaque fonction F(z) de la famille posséde la propriété qu’aur points de (D), sauf
peut-étre en k — 1 points, on F (%) prend la valeur un, on a

|T(F', F", ..., F¥) < L,

la famille log F () est quasi-normale d’ordre k — 1 au plus dans (D), log F{3) étant
une branche quelconque du logarithme de F ().

Si k= 1, la famille log F(g) ainsi que la famille F(z) sont normales dans (D)
et nous sommes dans un cas déja trait¢ par M. VaLron [11, ¢ f]. Si &> 1, les
exemples considérés dans le n® 13, montrent que la famille F(z) peut ére ni nor-
male, ni quasi-normale dans (D).
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CuariTre IIIL

Etude de cas particuliers.

19. Considérons dans le cercle |z} << 1, v 4 1 fonctions holomorphes données
a(x) =o0, 1, ..., V), ol a (z) ne sannule pas dans ce cercle, et soit F(Z) une
fonction holomorphe ne s’annulant pas dans [z| < 1, ol I’équation

4, FYR) + 4, F* @+ + o QF @ +4@QFR) =1

n’a pas de racines. Nous nous proposens de chercher une limitation de |F(3)|. Ce
probléme peut étre traité par les méthodes employées dauns le chapitre précédent,
comme I’a montré M. Variron [11, ¢]. Nous allons étudier ce probléeme par une mé-
thode donnée par M. Miranpa [6], qui permet de parvenir 4 une limitation de |F ()}
plus précise, et nous améliorons cette limitation de |F(3)|, par les méthodes données
par M. Mirroux [5]. ‘

20. Rappelons d’abord quelques formules de M. Nevanrmwna [8]. F(z) érant
une fonction holomorphe dans [z| < 1, M(r, F) son module maximum pour [zl =7,
et m(r, F) sa fonction caractéristique, on a pour o <r << R < 1,

75) log [F(re™) £ x T Im(R, F) — Ié—_—'“_—: (R ).

d’otr il résulte en particulier que

(76) log M(r, F) £ X" m(R, F).

Si F(z) ne s’annule pas dans |5] <1, on a

F® 1 +
7 m(r, T)éAP+BPlogR~:7+ C,log V' (R, F),

4,, B,, C, ne dépendant que de p, o

g V(R, F) = m(R, F)+ m(R, %)
78«
( V(R, F)=2m(R, F) — log|F(0)| = 2m<R, —‘F-) + log |F (o).

Ces formules se déduisent de théoremes de M. Nevavvinna. Dans la suite, nous
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avons besoin d’un théoréme de M. Borer, précisé par M. Bureau, sous la forme
suivante [3]:
Si U(r) est une fonction réelle positive non décroissante pour o < r < 1 et si

U(r) £ 5 + 5,log —— + a,log U(R),

auec
r, <<r<R<i1, & 2\ o, s, N\ 25, > 8,
on a
U(r) L (o, + 1)+ 5,(6, + 3)log - ,
pour

I
I>R>r>r, r> 1 ——.
2

Nous appelerons ce théoréme, lemme de Bureau.

21. Nous allons considérer, avec M. MIraxDA, plusieurs cas préliminaires, et dé-
montrer les lemmes suivants:

Lemve 1. — Soient dans le cercle |z <1, v 1 (v 2\ 0) fonctions holomorphes
données a,(2) (i=o0, 1, ..., v), o a,(3) ne Sannule pas, et F{z) une fonction ho-
lomorphe ne sannulant pas dans ce cercle. Si dans i3] < 1,

Sa@Fr £y,

on a pour 0o <r << R<I1,0 L0275,

(79) !IogiF(rei°)}I'<R_I_r[c'|]og|F(o)!i+czlééM(R, Zx‘)—)—}-c}gM(R, %;-)log R-:-i-;] ,
¢, ¢, ¢, ne dependant que de v.
Considérons 1’équation différentielle
Sa@u =@, Q=3 a@F@,
et soient v;(x) (j =1, 2, ..., v) le systtme fondamental d’intégrales de I’¢quation

sans second membre, vérifiant les conditions initiales uY~"(0) = 1, et 4! (0) = o,

sihs#j—1(bh=o0,1,...,v—1) Soient A(3) le déterminant de Wronskr des
#;(2), et A;() le mineur de u?~"(z) dans A(). Posons

@(4,()
2,(DAR) F

V0= 318, K@= f
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On a
FRO=4@+ Xdu@,  d=Fi() — (),

(voir par exemple Goursat, Cours d’analyse mathématique t. 11, 5° édition). On dé-
duit de cette relation, que

+ V1 + ) o)! Vool +
n(r, F) £ 10g () + 310 [T ' 4 S 16g 17 (o)
p=1 F(O) p=r

(80) v
A m(r, )+ 23 mlr, 1)+ log 377,

On a d’aprés (77),

-
log

wF(p) (0)
F(o)

En supposant que r )\ 1/2, on a

I
R—r

+ C,V(R, F).

‘é4+%@

log |7 (0)| £ log M(r, §) +- log 27p!.

D’autre part, comme par hypothése, |®(z)| £ 1, on voit sans peine que, E(r) ¢tant
le plus grand des nombres

lOg M(f, i“) ) lgg M (1’, —;—) ; l(;g M(?’, u;-h)), (=1, 2, ..., v; b=0, 1, ..., v—1I),

0

I;g M (7, ¥) ainsi que les trois derniers termes dans (80) sont inférieurs 4 CE(r)+C',
C et C' ne dépendant que de v. Donc, eu égard a (80),

I

m(r, F) <log|F(o)] + «, + «, E(r) + &, log x—— ~+ =, log ¥ (R, F),

pour 1/2 L7 < R<1, «, «,, «, « ne dépendant que de v °). Il suit de ceci et
de (78), que

1
R—r7r

V(r, F) << ilog |F(o)|f + 20, 4 2a,E(r) 4 22, log + 2« lc_;g V (R, F).

3) Nous désignerons par «, o, ..., B, B/, ... des nombres ne dépendant que de v.

CHUANG. .
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A partir de cette inégalité et en appliquant le lemme de Bureau, on trouve que

I

(81) V(r, F) <o + o |log |[F(o)]| + «, E(R) + &, log p—,

pour r, <7 <R <1, r, ne dépendant que de v. Ceci fournit des bornes de

m(r, F) et de m (1‘, ) En remplacant dans (81), » par r 4 —;—(R — 1) et dans

I

F
(76), R par la méme valeur, on obtient des bornes de log M (7, F), et de logM(r, %)

Il en résulte que

I

(82)  Jlog|F(re®| < 5~ | o 4 al flog [F (o)}l +  E(R) + « log F‘;—,],

pour r, <r < R <1, 0 L8 < 2m
La fonction E(r) peut &étre limitte au moyen des fonctions a (3). D'apres les
conditions initiales que vérifient les intégrales u (), on a d’abord

e
. a
A(f{ =g 0 %R y

log Aff(r, T) < M(r, a‘ ) .

[

autre pa n sait qu s fonctions # " (7) admettent une fonction majorante.
D’aut rt, o t que les fonct "(z) admettent une fonct orante. En
posant

Cr) = Z}M(r, _;L) ,

on a
r

- I I —vRC(R)
M(r,ul)él—v——f-—v—(l—?) )

I

log M(r, «y < v C(R)log w——+ log 2.

Ces inégalités fournissent de suite une limitation de E(r). Il est ainsi ais¢ de voir, en
¢gard 4 (82), que (79) est au moins vraie pour 7, < r <R < 1, 0 L8 < 2. Pour
compléter la démonstration, posons 7 = RZ; et soit G(J) la fonction correspondant
a F(z). D'aprés ce qui vient &tre établi, G(Z) vérifie une inégalit¢ (I) analogue 4
(79), pour r, <r' <R <1, 0 LH < 2% Dans (I), on peut faire R" =1 et en
modifiant les constantes ¢,, ¢, ¢, (I) est encore valable pour o <(r' <1, 0 LH" < 27.
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En prenant en particulier »* — r/R, on voit que (79) est vraie pour o <7 < R <1,
0 £ 9 < 2=, ce qui compléte la démonstration du Lemme 1.

LeMME 2. — Soient dans le cercle ] < 1, v -4 1 (v 2\ 0) fonctions holomorphes
données a,(z) (1 =0, 1, ..., v), ot a (3) ne Sannule pas, et F(3) une fonction ho-
lomorphe ne sannulant pas dans ce cercle. Si dans Iz} < 1,

S a@F IR N

I=O

on a pour o <r << R<1,0L0 < 2x,

(83) ‘|1°glF(’e'°)'{<Ri—r[cx‘lloglF(o){{—{—czlggM(R Y }:M( ~—)l 2 ]

o -
1=0 R—r

€5 €,y €, me dépendant que de .
® () érant définie dans la démonstration du lemme précédent, on a

(o F)2x( 7).

et, eu égard 4 (77) et & (78), on trouve que

-~

V(r, F) <10g [F(0)] + B, + 8, E (") + b, log 5 + &, 1og (R, F),

E(r)= im (r, a).

1=0

En appliquant le lemme de Bureau, et en observant que

m(r, a) £ log M(r, a)) + lgg M(r, Z' ) ,
on voit comme dans la démonstration du lemme précédent que (83) est vérifiée pour

r, <<r <R <1, 0Lt < 2% La démonstration se compléte en considérant la fonc-
tion F(RY), la scule différence étant que, ici, dans I'inégalité que vérifie la fonction

F(RY), on t viog =3 ce t rec le derni
(RO), 2 un terme ¢,vlog —-; ce terme peut se grouper avec le dernier terme

de (83), en observant que longe— < log —R_I———r

LeMME 3. — Soient dans le cercle 7| <1, v 4 1 (v 2\ 0) fonctions holomorphes
données a,(x) (1=o0, 1, ..., v), ot a,(x) ne sannule pas, et F(3) une fonction ho-
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Lomorphe ne s’annulant pas dans ce cercle. Posons

A(r) = lgg M(r, a) + lo+gM<7', -i_) ,  AM)=1+ iM(r, _hﬂ) ’

o o/

St dans 7] < 1,

GO
@R —1

on a pour o < r < R<1,0L0<2x,

L1, e@ =Y aFR),

(84) ilog {F(r e"o)_i[ < R _I_ ;[C; ilog ]F(O)E} + ¢, AR) + ¢, 4’ (R) log 7 _2__ r] )

C.s €,y C, ne dépendant que de v.

Si |®(z) > 1, pour |zl < R, il suffit d’appliquer le Lemme 2 4 la fonction
F(RY), et (84) se déduit de (83). Au contraire, supposons que l'on ait |@(z )l < 1,
Iz,] << R. Alors dans |z| <R,

[0 — 1] <P (z) — 1y
B <1+ 22,
et il suffit d’appliquer le Lemme 1 & la fonction F(RZ)/(1 + 2¢°).
22. Etablissons maintenant le théoréme suivant qui est une généralisation d’un
théoréme de M. Varrow [11, €]:
TatoriMeE X. — Soient dans le cercle |3l <1, v+ 1 (v D\ 0) fonctions holomor-

phes dounées a () (i=o0, 1, ..., V), on a (3) ne sannule pas, et F () une fonction
holomorphe ne s’annulant pas dans ce cercle. Posons

A(r) = log M(r, a,) + log M(r, 1), am=143u (r, é’-) :

o - i==i °

Si dans |z| <1, Uéquation
S @) F*(R) = 1

n’a pas de racines, on a pour o < r < R<1,0 L8 <27,

(85) [ogiF (re")| < ! cflog IO + ¢, AR) + ¢, 4 (Ryog 2],

Ly €y C, me dépendant que de v.
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D’aprés les Lemmes 1 et 3, il est loisible de supposer qu’il existe des points 3’,

" dans gl <R, R, =7+ %(R — 7), tels que

o q)r((n) |
(86) [® DI > 2, ‘(D(~ —)_—__Il >,
® (%) étant définie ci-dessus. Posons

Ry=r+-—(R—7), R3=r+%(R—r).

On a d’apres (75) et (86),

o () (Y e( o),
(88) m(Rs, d)i]) <<%—j—§f>zm(1€3, ® — 1)

Considérons avec M. Bureau, lidentité

1 (b

()na

(89) m(r, %)<m( L5 F)+m( z,-—(FI’—,)—I—-m(R,,(Dq), )—{—1002.

En désignant par E" (r) le plus grand des nombres
m(r’ 4;)) m("’ a:) (i=o0,1,...,V),

on trouve, eu égard & (77), que les deux premiers termes dans le second membre de
(89) sont inférieurs a '

(90) «, 4+« E"(R) + 2, lot,R z + = log ¥ (R, F)

et que

m(R,,r)AA +AlogR +AlogV(R;,<D—-1)
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En vertu de (87), et de (88), on a

® — 1 R, + R, Moo
m(R 55) < (RER) [+ Ae 5

+ 4 log R'i—“F, + 4/log m(R,, 4,)] ,

—

(91)

4., 4,, 4., A, érant numériques. On 2
2 3 4

(92) m(R, ®) Lm(R, F) 4 m (Rs’ ;) )

ou le dernier terme est inférieur 4 Pexpression obtenue en remplagant dans (90), R

par R,. (89), (90), (91), (92) et (78) donnent l'inégalité

i [} I ! ! " ! ¥ I ’ +°
V (s, Fy<log|F (0)i+grye [« F 2 E" (R) 47} log g %, log (R, ) |.
Les formules de Caucuy montrent que

F’(R)<IogR i -}—ZIOGM(R a)),

1=0

d’ol, on a 4 fortiori,

1=0

VG, F)<log|F(o)+ = [ 13 log M(R, a3+ log 1+ log F(R F)]
Cette inégalité est établie en supposant que ® (%) vérifie dans 3j < R,, les conditions
(86). Si ces conditions ne sont pas toutes vérifies, le Lemme 1, ou le Lemme 3,

suivant les cas, nous fournit une limitation de }log]F (re"e);}, par suite une limitation

de V(r, F). On voit que dans tous les cas,
©3) V0 FY< g5 | 2108 F)IHH,4(R)+5, 4 (Rlog 3+ o5 V(R F)],

.
pour 0 < r << R < 1. En prenant le log des deux membres de cette inégalité, on a
une inégalit¢ de la forme

log ¥ (r, F) < o(R) =+ 3 log p—— =+ log [log ¥ (R, F)).
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L’application du lemme de Bureau 4 la fonction lgg V(r, F), nous donne
log 7 (1, F) < 69(R) + 80 log 5=,

pour 4/5 < r< R<C1. En donnant & r dans cette inégalité, la valeur R':r-{-i—_;_r,
et 3 R dans (93), la méme valeur, et en substituant la borne ainsi obtenue de

lgg V(R', F), dans (93), on trouve que

' ’ 2
P(r, F) < gy | B log F ] + 81 4(R) + 84 (Rylog 52— ],
pour 4/5 < r <R < 1. Cette inégalitt et (76) montrent que (85) est au moins
vraie pour 4/5 <r < R <1, 0 £9 < 2%. La démonstration est complétée, en con-
sidérant la fonction F(R i). Le théoréme est établi.
23. On peut passer de ce théoréme 4 un énoncé analogue a la forme classique

du théoreme de Scrortky. En effet, si |[F(0o)| X\ 1, il découle de (85) que

(04) og |F (e < rg—pyr | & 108 1F (@) + 6, AR) + ¢, 4’ Ry log -]

Supposons que |F(o)| < 1, et soit w un rayon quelconque du cercle |z = . Si
|[F ()| n’est pas toujours inférieur 4 1 sur p., alors en tracant w 4 partir de 'origine,
on arrive 4 un premier point z, ou [F(z )| = 1. En appliquant (94) & la fonction
Flz, 4+ (R — [ ])], on voit que cette inégalité subsiste lorsque |F(0)] < 1. On a
donc le théoréeme suivant:

TritoriEME X'. — Dans les conditions du Théoreme X, on a pour o <r <R<1,
o8 ax,

(05) log IF(re)| < s [ . 08 IF (] + 6, AR + 6, 4 Ry log 2],

€.y G,y €, me dépendant que de v.

Observons que 1/F(Z) vérifie une inégalité analogue.

24. A partir de ce théoréme, on peut établir la proposition suivante qui est une
généralisation d’un théoreme de M. Miranpa [6]:

TuktoriME XI. — Soient dans un domaine (D), v+ 1 (v 0) fonctions holomor-
phes données a,(x) (i==0, 1, ..., v), non toutes identiquement nulles et u(3), v(3)
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deux fonctions données holomorphes dans ce domaine, telles que

S 0,@ () # v ().
Une famille de fonctions F(z) holomorphes dans (D), ot F(3) — u(3) ne s’annule pas
et on I'équation
> aQF (@) = v
n’a pas de racines, est normale dans (D).
Sans restreindre la généralite, on peut supposer que a,(z) 5% o. Posons

GR)=FR)—u®®:-

Il suffit de montrer que la famille G(z) est quasi-normale dans (D), car G(3) ne
s’annule pas. Soit z, un point quelconque de (D), distinct d’un zéro de a,(3) et d’un
zéro de

o) = v(R) — > 4,() 4" ().

i=0

Au voisinage de z,, @,(3) et ¢(z) ne s’annulent pas et 1’équation

AL 2\

?:o Q) ") =1
n’a pas de racines. On sait que dans ce cas, on peut éwablir & partir du Théoréme X',
que la famille G(g) est normale en z, [11, ¢]. Donc la famille G(g) est quasi-normale
dans (D). '

25. Les méthodes de M. MiLLoux nous permettent d’améliorer la limitation de

{F(3)|, obtenue plus haut. M. MiLLoux appelle pseudo-distance de deux points 7', 7
dans [z] < 1, la quantité

@ =% -

Si 'un des points 7', et 7’' coincide avec lorigine, la pseudo-distance se réduit 2 la
distance euclidienne. Une propri¢té de (3', 3”') est qu’elle ne change pas, lorsqu’on fait
une transformation homographique du cercle unit¢ sur lui-méme. 7’ étant fixé, le lieu
des points intérieurs au cercle unité, dont la pseudo-distance 4 7' est égale 4 une
constante ¢, est un cercle; 7’ s’appelle son centre non euclidien et p son pseudo-rayon.
Rappelons d’autre part, un théoréme de M. MiLroux , précisé par M. ScamipT [10],
sous la forme suivante:
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Soit F (%) une fonction holomorphe dans le cercle unité, et de module inférieur a 1.
On suppose le module de F () inférieur & m sur un arc de courbe issu de Porigine et
gagnant la frontiere du cercle. Alors dans le cercle |z} = 7, on a I'inégalite

. 1
log iF(x)] < -ﬁ—(l — ) log m.

Cela pos¢, considérons 'inégalité (95). En y posant r = 1/2 et R = 2/3, on a

(96) log IF() < ¢/10g [F(@)] + €, 4 (=) + /' (5-) ,

pour |z} £ 1/2. Soit z, un point dans ] < 1, et soit (¢) le cercle de centre non
euclidien z_ et de pseudo-rayon 1/2. Nous allons chercher d’abord une limitation de
|F(z)] dans (¢). En faisant la transformation

¢+ 2,
1+1z,

(¢) se transforme en [{| = 1/2, F(3) en G({), et expression

:{:

PRACIAIC

cn

3 b,(0) 6" (%).

1=0

Pour obtenir &,((), il suffit d’observer que ces deux expressions sont identiques, quelle
que soit la fonction F(z). En posant successivement

— 7 .
F(z):(_z%) =v (=12 ...,v—1),
I —2z3,

et en faisant les calculs, on constate que bv_}.(Z) est une expression de la forme

. X;':av-r + )‘izaV—z + e + )\jv ao .
(r — kY G=1,2...,v—1),

v—j

ott les fonctions X sont inférieures en module i des nombres ne dépendant que de v.
On a d’autre part,

— _ (0
b, =a,, b, = =Ry a,.

CHuANG. Py
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Appliquons (96) & G(%). En supposant que les fonctions «,(z) soient holomor-

phes pour || £ 1, et en observant que dans [{| £ 2/3, |1 4 {z,| est compris eatre
des limites numériques, on trouve que

log |G.(1)] < ¢/ 16816 (0)] + €1 (1) + vlog o | o &/ 4'(2),

pour [{| £ 1/2, Cest 4 dire que, dans (c),

I

(67)  loglF@| < ellog IF &l + [ 4(0) + vlog o | + ')

—_ |7
|‘\o|

" " " i
¢/, ¢, ¢! ne dépendant que de v.

Soit r un nombre compris entre 1/2 et 1, et soit M le maximum de |[F(3)]
pour [z| = 7. |F()| atteint son maximum en au moins un point 3’ sur [g| = 7. Sui-
vant la méthode de M. MiLLoux, considérons le plus grand cercle de centre non eucli-
dien 7' 4 Dintérieur duquel on a

log W) < — @, FRQO¥R) =1,

Q étant un nombre positif convenablement choisi, et considérons sur ce cercle, un
point z, ol log W ()] soit ¢égal 4 — Q. Comme [¢ | intervient dans (97), il importe
de connaitre une borne supérieure de 7 |. En faisant au besoin une rotation, nous
supposouns que z' = r. Nous choisissons pour €, la quantité obtenue dans le sccond

membre de (96), lorsqu'on y remplace A(—z—) et A’(%) par A(1) et 4'(1):

@ = ¢, log [F(0)] + ¢, 4(1) + ¢, 4' ().

On a log W) > — Q dans gl L 1/2. Si log |[W(r)! N\ — Q, on a d¢ja une limi-
tation de log |F(3)| dans |g] L r; supposons donc que log |W(r) << — Q. Il existe,
par suite, des points dans [z] £ 7, ot log |W ()| = — Q. Soit d& e minimum de la
pseado-distance d’un point quelconque de cet ensemble de points, au point r. Pour -au
moins un point 7, de cet ensemble, on a (3,, r) =3 et log |W(z,) = — Q. Evi-
demment
1
TS
b —2,
f o——
2
d’ot
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Considérons le cercle (o) de centre non euclidien r et de pseudo-rayon 9. Il peut ar-
river qu’il existe dans (s), des points ou log |[W ()] = — @. Dans ce cas, soit &' Ila
pseudo-distance minimum de cet ensemble au point et soit () le cercle de centre
non euclidien 7 et de pseudo-rayon d'. Dans lintérieur du cercle (s'), on a donc
toujours log [W ()] << — @, et sur sa circonférence, on a au moins un point g/ tel
que log |W (z,)] = — Q. Cherchons une borne supérieure de [z}|. Le cercle (¢") coupe
Paxe réel en un point x 4 la droite de . On a g} £ x. Or,

r — ——
X — 7 2

1-——xr< ’

r
[ ———
2

ce qui nous donne

I — x> %(r—r)’.

Donc, on a toujours un cercle (¢) de centre non euclidien 7, et de pseudo-rayon
3, tel que dans Pintérieur de (o),

(98) log |W(x)| < — @,

en un point z, sur la circonférence de (s),

(99) log |W(z,)] = —
et 'on a
(100) 1—-3>%(1 — 1), I —](0]>—§—(1 —r).

Si 8 £ 1/2, (97) fournit une limitation de log|F(z)| dans [z] &£ . Supposons
que & > 1/2. La transformation

_t+r
= 14 L7

ransforme le cercle () en [{[ =3, et W () en W, (). |¥,(X)| étant égal a2 1/M i
Porigine, et ne s’annulant pas dans [{] <C 1, il existe un arc de courbe issu de Lori-
gine et gagnant la frontiére du cercle, sur lequel |W, ({)| est inférieur 4 1/M. Eu
égard 2 (98) on peut appliquer le théoréme de M. MiLLoux 4 la fonction W, (87')e"
avec m = ¢”/M. En y prenant r = X, on a

. I— I— 12 I —
logl‘l,(C)|<—[I— - ]SZ— - logM < — - log M,
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pour K| = 23 Sment ¢, 'homologue de 7z, et % le point le plus proche de Z_, sur
[Z = A3. En choisissant A tel que la pseudo- dlstance (%y5 L)) soit égale 4 1/2, alors
I—2A>1—3, et on a eu égard 4 (100),
log W (D) < — i(—lz:;—r) log M.

Z, étant 'homologue de £ , on a en particulier
(ro1) log [F(x)) > 2. = Diog M

Dautre part, la pseudo-distance (3, z,) étant égale a 1/2, on a d’aprés (97), (99)
et (100),

(r02) log |F(z) < ' 1og |F(@)| + &' 4(x) + vlog 2| ++ &/ 4 ().
Comparant (101) et (102), il en résulte que

l0g [F| < 1= [, 0g IF@) + efa @) +>10g; & 14+ 4m)],
pour k| L7, ¢, ¢,, ¢, ne dépendant que de v. On a supposé que les fonctions a,(x)

soient holomorphes pour [z} £ 1. Pour passer au cas général, il sufhit d’appliquer ce
résultat 4 la fonction F(RZ). On voit que 'on a en général,

log |F (r )| < [ e, 198 [F(@)] + .} (B + viog |+ e, 4B,

pour o << r << R <1, 0 £6 < 2% D’une maniére analogue, on voit que 'on a

I I '
o8 {7 et < R — 9 ey B H s g o a0,

pour o <7 <R <1, 0 £8 < 2% On a donc enfin le théoréme suivant:
TatortMmE XII. — Dans les conditions du Théoréme X, on a pour o<r <<R<1,
0o L8 2w,

log [F(re”)| < -, [cﬂlog F) + ¢,}4(R) + vlog -R—;-rg + c;A'(R>] ,

¢, ¢, ¢, ne dépendant que de .
TutortMe XII'. — Dans les conditions du Théoréme X, on a pour o <r <R<1,
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0 L8 < 2%,

I

log |F(re")| < g |, 16g [F(@)] + &, [ 4(R) + vIog 5] + ¢, 4 ®) ],

¢,y €,y ¢, ne dépendant que de v.

En particulier si v =o0, 4,(x)=1, on retrouve 4 des constantes numériques
pres, le théoréme de ScHoTTKY-LANDAU [4].

CoroLrarE 1. — Une fonction F () holomorphe dans [z| <C 1, ne prenant pas la

valeur ¢ro et dont la dérivée F¥(z) d’ordre v ne prend pas la valeur un, vérifie li-
négalité

I
I —7

. i ' I

o8 E (el << 1 (e + cllog IF ()] + ¢, log 1)

pour o < r <1, 0 L0 < 2% ¢, ¢, c, ne dépendant que de v.
CoOROLLAIRE 1'. — Dans les conditions du Corollaire 1, on a

I
I —7

log F(re") < = (e + 2,108 IF (@) + ¢, log )

I —7
pour o < v < 1,0 L0 < 2% ¢, ¢, c, ne dépendant que de v *).

~ 26. Soient a,(x) (i =o, 1, ..., v) des fonctions données holomorphes dans le
cercle [z < 1, ot @ (%) ne s’annule pas, et soit L un nombre positif donné. Consi-
dérons une fonction F(z) holomorphe dans |z} < 1, ne s’y annulant pas et ayant la
propriété qu’aux points situés dans [z} < 1, ot F(z) prend la valeur un, on a

la, QF" @)+ a,QF" @+ - +a_ QF R +4,&| < L

Les méthodes de M. MiLLoux permettent aussi d’obtenir une limitation assez précise
de |F(z)|. Pour le montrer, nous allons d’abord établir par les méthodes employées
dans le chapitre précédent, la proposition suivante:

Trtorime XIII. — Soient données dans le cercle |z < 1, v+ 1 (v 1) fonctions

holomorphes a,(z) (1 =0, 1, ..., v), a (3) ne sS’annulant pas, et soit L wun nombre
positif donné. Posons

B(r)=1 +LT‘M(r, aL) + iM(r, i‘—)

4) M. MiLLoux a donné récemment des théorémes analogues, sous des conditions plus larges
(Comptes Rendus, 206, 1938, p. 1080-1082).
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St F(g) est holomorphe et me s’annule pas dans 1zl < 1, et si aux points situés dans
Kkl < 1, ot F(X) prend la valeur un, on a

V—1

S 0,0 F* (0) + a, (oi <L

1=0

(103)

alors, pour o <r < R<1,0L0< 2%, ona
log F(re®)] <! log F ()] + B [2( %+ +) -

Q(-%-, v) désigne une fonction indépendante de F ().

Ce théoreme s’établit d’une maniére analogue a celle employée dans les cas traites
aux n° 15 et 17. En posant F = ¢ et en faisant les calculs, on voit que (103) en-
traine la condition suivante: Aux points de |zj <{ 1, ot f(z) prend une quelconque
des valeurs 2iwT, T étant un entier arbitraire, on a

la,(Qf @) + PIF & [ R, -5 PN <L,

P désigne un polynome de degré inférieur 4 v, en f'(z), '), ..., f*(), dont
les coeflicients sont des combinaisons linéaires de a,(z) avec des coefficients constants.
Supposons d’abord que les fonctions a,(z) soient holomorphes pour §z| £ 1. En ap-
pliquant le Théoréme I, pour & = 1, &4 la fonction f(z), on voit comme dans la dé-
monstration du Théoréeme VI, que

M=, f) < C[if (o)l + B(1));

a ¢tant le nombre fourni par le Théoréme I, C un nombre ne dépendant que de v,
et B(1), la valeur de la fonction B(7) pour r=r1. Si Pon prend f(z)=f (z)-+log F(0),
ot f,(0) = o, et ou log F(o) est la détermination réduite, on a donc,

log|F ()| < C'[|log|F (o)If 4+ B(1)],

pour x| L«. En appliquant ceci, de proche en proche, aux fonctions, F[7 4 z(1—a)],
il =2; Flz, + (1 — «)}, k| =% =1 — (1 — a)*; etc,, on trouve que

§log ?F(()ii < [ilog lF(o)ji 4 B(I)] QR v),

pour 'zl <C 1. Enfin on passe au cas ou les fonctions «,(z) sont holomorphes pour
Izl << 1, en appliquant ce résultat 4 la fonction F(RC).
TutoreEME XIII'. — Dans les conditions du Théoréme XIII, on a pour o<r<R<1,
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log [F(r¢*)] < [1og|F (o)l + BRI (&> v) -

r . R
!.l<~R—, v> désigne une fonction indépendante de F(Z).

Ceci s’¢tablit de la méme maniére que ci-dessus. La fonction 1/F(3) vérifie une
inégalité analogue.

27. Ce théoreme fournit un critere de famille normale qui est une généralisation
d’un théoréme de M. VaLwron [11, ¢, f]:

TruEtorEME XIV. — Soient données dans un domaine (D), v+ 1 (v 2\ 1) fonctions
holowmorphes a () (i =o0, 1, ..., v), a,(R) % o, et soient L un nombre positif donné,
et (%), v() deux fonctions données holomorphes dans ce domaine, telles que u(z)s%=v ().
Considérons une famille de fonctions F(z) holomorphes dans (D), telles que F () —u ()
ne s’y annulent pas, et telles quw’qux points de (D), o F(z) = v(), on ait

Z 2, QF(R) + a,() < L.

Dans ces conditions, la famille F(3) est normale dans (D).
Posons
FR)—u()
GR) = — ~
O=30 =@

et soit z, un point quelconque de (D), distinct d’un zéro de a4 (z), et d’un zéro de
#(z) — v(3). Au voisinage de z,, G(z) est holomorphe, ne s’annule pas, et a la
propriété qu’aux points ou G(g) prend la valeur un, on a

@@ —1@]6" @ + 3 56" @ + b @ <L,

ou b (%), b,7%) sont des fonctions holomorphes données. D’aprés le Théoréeme XIII,
on voit que la famille G(z) est normale en z_ . Par suite, la famille F(z) — u(g) est
aussi normale en z,. Donc la famille F(3) — u(z) ainsi que la famille F(z) sont
normales partout dans (D).

28. A partir du Théoréme XIII', on peut améliorer la limitation de |F(3)| par
la méthode de M. MiLLoux, sans aucun changement dans la démonstration. Mais

I
observons que dans ce cas, le terme v log

°R—r
On voit que 'on a les théorémes suivants:
TrtoriMe XV. — Dans les conditions du Théoréme XIII, on a pour o <r <R <1,

n’entre pas dans le résultat final.
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log'F(re®)| < 4 }:r [c.Jlog 'F(o)! + ¢, B(R)],

c,, ¢, ne dépendant que de v.
TuatortMe XV'. — Dans les conditions du Théoréme XIII, on a pour o <r<R<1,
o L6 < am,

—— ¢, log [F(o)| 4 ¢, B(R)],

log [F(re®)) <

¢,y ¢, ne dépendant que de v.

CoROLLAIRE 1. — Une fonction F(3) holomorphe dans |3| < 1, ac prenawt pas la
valeur zéro et dont la dérivie F* (z) dordre v(» X\ 1) est bornée en module par un
nombre positif donné L, aux points situés dans |gj < 1, ou F(3) prend la valeur un,
vérifie inégalité

I
I —7

ilog |F(r e‘O)I! < [co + ¢, }log 'F(o)| + chv],
pour o <r < 1,0 L8 < 2%, ¢, ¢, c, ne dépendant que de v.
COROLLAIRE 1'. — Dans les conditions du Corollaire 1, on a

log [F(re®| < [c, - ¢,log|F ()| + ¢,

pour o v < 1,0 L8 < 2%, ¢, ¢, c, ne dépendant que de v.

En particulier pour v=1, L=o0, on obtient des inégalités que vérifie une fonc-
tion F (%) holomorphe dans |3| < 1, sans zéros et tzlle que F(z) — 1 nait que des
zéros multiples. Ces inégalités sont entierement analogues 4 celles qui sont fournies
par le théoréme de ScHOTTKY-LANDAU.

CuarrTre IV
Le domaine riemannien couvert par les valeurs d’une fonction holomorphe.
29. Le Théoréme I permet d’obtenir certaines extensions de théorémes de M. BLocH

{2, a, b] et de M. VaLron [11, d]. En prenant dans ce théoréme S = 4 M, M
¢tant un nombre positif donné, on voit que on a Pénoncé suivant:
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TriorEMe XVI. — § Z=f(3) est une fonction holomorphe dans le cercle Iz <1,
=30z,

et si correspondant @& toute couronne (U') de centre origine, et d’épaisseur supérieure @
M, il existe un nombre o (U) tel que la fonction inverse de f(%), restreinte au cercle
Iz| < 1, me possede que k — 1 branches au plus, holomorphes dans (T) fendue suivant
arg Z = o (T'), f(3) est majorée par

3

k1 w
(S8

1=0 =0

B

v, ne dépendant que de k.

Ce théoréeme est une généralisation d’un théoréme de M. VaLirow [11, d].

On déduit de ceci le théoréme suivant qui comprend un énoncé de M. Broch
[2, &}

TrtoriMe XVIL — St Z=f(g) est une fonction holomorphe dans le cercle |z] <R,

f(() = :Z_:oc,;(", Ck # o,

et si R est plus grand que les nombres
L .
A(2) () . .
kN ’ ENTAT 1=0,1I, ..., — 1
lexl N ’
v, ne dépendant que de k, on peut trouver une couronne de cemtre origine, et d’épaisseur
supérieure & M, telle que o étant un nombre arbitraire, la fonction inverse de f(%), re-
streinte au cercle || <R, posséde au moins k branches holomorphes dans cette couronne
fendue suivant arg Z = o.
M. VaLiron a donné une proposition analogue plus précise [11, ¢].

L’énoncé XVII découle de XVI. En effet, f(R?) étant holomorphe dans [g| <1,
d’aprés le Théoréme XVI, dés que R vérifie la condition

3
h—1 e
k i k4
Rle) > v (M+ 3R] e,
i=0
on peut trouver une couronne vérifiant les conditions énoncées dans le théoréme.
Cette inégalité est évidemment réalisée, si R vérifie la condition donnée dans le Théo-
réme XVIL

Cnuane. 9
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THhOR}:ME XVIIL — Soit Z = f(3) une famille de fonctions holomorphes dans un
domaine (D). (T) étant une couronne arbitraire de centre origine, et d'épaisseur supé-
rieure @ un nombre positif donné M et f(z) étant une fonction quelconque de la famille,
supposons qu’il existe un nombre o (T, f) tel que la fonction inverse de f(3), restreinte
aw domaine (D) ne posséde que k — 1 branches au plus holomorphes dans (T) fendue
suwivant arg Z = o (T, f). Dans ces conditions, la famille () est quasi-normale d’ordre
k— 1 au plus dans (D).

Soient f(3) une fonction de la famille et (y) un cercle intérieur a (D), ayant 3,
pour centre et § pour rayon. La fonction f(z, 4+ 87) holomorphe dans [z} < 1, vé-
rifie les conditions du Théoréeme XVI. On a donc dans le cercle (v),

P <e M+ I R ml); _K:f'“

1=0 =)

A partir de cette in¢galité, on peut évidemment procéder comme dans la démon-
stration du Théoreme III. On voit que, z, étant fix¢, C(3,, f) désignant le maximum
des nombres

G
il

(i=0, 1, ..., k—1),

et f (z) ¢étant une suite quelconque de fonctions de la famille f(z), oa bien les nom-
bres C(z,, f,) sont bornés, et alors la suite f,(z) est bornée dans l'intérieur de (D),

ou bien lim C(g,, f,)=> c. Dans ce cas, on peut extraire de la suite
EI PN

A — [

?n(\) - 7 ("; f ’

A\o? n)

une autre suite que nous désignons encore par o (7), qui converge uniformément

dans Pintérieur de (D), vers une fonction holomorphe ¢ (z) non identiquement nulle.

Il nous reste 4 montrer que 9(g) n’a que k¥ — 1 zéros au plus dans (D).

Supposons que ¢ () posséde k zéros g, (j = 1, 2, ..., h), intérieurs & (D), 3;

h

I b , . .

étant d’ordre m , et Zm/ = k. Dés que o est assez petit, on peut écrire dans le
=t

cercle g — 7' Lo

vy

1) =4, =g+, 4 o, 7, @<

Choisissons les nombres ¢, (j=1, 2, ..., h) tels que sur chacun des cercles [y —z |=¢,,
le module maximum de 9 (z) ait la méme valear 4. Soit { un point sur g —z =3,
ou l'on a |ro(7 M= 4. g, Ctant un de ces zéros, on peut supposer, en rempiagant au
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besoin { par z, + %, que z; est lorigine. On a donc

I
30’

() = a; M+ 4’;’(()}? a; 7 0, ;\'r’, @<

pour ] Lo, et |3(X) = 4. Considérons la couronne

(S) e, LRI Lg;

dans laquelle on a

T \" . 1
— (X % (=) ”
2@ ={3) 2@ +1@ 1@<
i

Nous sommes donc dans un cas exactement analogue 4 celui considéré dans la deu-
xitme partie (e la démonstration du Théoréme I. On voit que la fonction inverse de

(), restreinte & ¢ "o, < |z| < 9, posséde m; branches holomorphes dans la cou-
ronne

. I I
() s 4 <12 < 4,
fendue suivant arg Z = o, o étant arbitraire. Dans (), on peut écrire

w@=(5) el 2@ M

(5

J

Puaisque ¢, (z) tend uniformément vers (), il est évident que

I
D‘,‘((? n)| < To °

dés que # dépasse un certain rang. Pour les mémes raisons que ci-dessus, la fonction
inverse de 9, (%), restreinte 4 ¢7p, < [z] < p;, posséde m; branches holomorphes
dans () fendue suivant argZ = w, o arbitraire. En considérant tous les points
z;, j=1, 2, ..., h), il sensuit que dés que ~ dépasse un certain rang, la fonction
inverse de ¢, (), resteinte 4 (D), posseéde au moins k branches holomorphes dans
(%) fendue suivant arg Z = o, « arbitraire. Par suite, la fonction inverse de f,(3),

restreinte a (D), posséde au moins k branches holomorphes dans la couronne

+ C&or )4 <12 < - CR» ) 4,

fendue suivant arg Z = w, o arbitraire. Ceci est évidemment contraire & Phypothése,
car lim C(z,, f,) = 0. Donc o(3) n’a que k — 1 zéros au plus intérieurs & (D) et
73>

le théoréme est établi.
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Ce théoréme est une généralisation d’un théoréme de M. Varwox [11, d], et il
comprend un énonc¢ de M. Brocu [2, b).

30. On peut ¢tendre ces résultats dans le sens du Théoréme II, ou du Théo-
réme VI. On a les théorémes suivants:

Trutortme XIX. — Soient T (f, f, ..., f*) et P(f, f'y ..., f*) les polynomes
définis dans le Théoréme II, et M, m entier, des nombres positifs donnés. Posons

i 2

A4d=1 —{-m—i—M—[—%]og[ao!!-{—cii;’_i_

J=t1! "o

Soit

o
Z=fR=2cx
=
une fonction holomorphe dans |3l < 1. Supposons que & toute couronne (I') de centre
origine et d’épaisseur supérieurve @ M, corresponde un nombre w(T) tel que pour toute
brawuche de la fonction inverse de f(3), restreinte a zi < 1, holomorphe dans (I') fendue
suivant arg Z = w (L), sauf peut-éire pour k — 1 branches, I'équation

(104) ML S fDHPUS, o [ =1

w'ait que m racines au plus dans le domaine décrit par cette branche. Alors f(3) est
majorée par
5

k—1 > T
o(k, b, d)(A + > ICJ)Z@“ )

¢(k, p, d) ne dépendant que de k, p, et d.

Prenons dans le Théoréme I, S = C 4, 4 désignant toujours le nombre défini
dans le Théoreme XIX, et C étant un nombre qui ne dépend que de %k, p, et d, et
qui sera bientot determiné. Si f(3) n’est pas majorée par

)

(105) \@(S+Z k)3T

la fonction inverse de f(%), restreinte a [z} < 1, possede k branches holomorphes
dans la couronne

() TMOD <A< MG, Mo N>,

fendue suivant arg Z = o, o arbitraire. Dés que C> 4, ’épaisseur de cette couronne
est suptrieure 2 M. Soit (T) le nombre correspondant qui existe par hypothese. Il
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. - - ™ . .
peut arriver que o (I) ait une des valeurs + —. En tous cas, on voit aisément
2

que si

M(r, j)> 16(m + 1)=,

la couronne (I') fendue suivant arg Z = o (T) comprend au moins m - 1 points

29w~ correspondant aux valeurs =, (I = 1, 2, ..., m - 1), 7, entiers; sur les fron-
tieres des domaines E[f, o(I)] (i=1, 2, ..., k) décrits par les branches =g [Z]u(T)]
(1 =1, 2, ..., k) correspondantes de la fonction inverse de f(3), on a

f@) — 2ims| > < M(r, ),

pour chacune des valeurs =,. On peut évidemment procéder comme dans la démon-

2
a
7
reslof]
J=t a,

C’ ne dépendant que de k, p, et d, 'équation (104) a plus de m racines dans chacun
des domaines E [f, »(T)], contrairement 4 'hypothése. Donc, si 'on prend C =4+ C,
f(z) est majorée par (105), ce qui établit le Théoréme XIX.

TutoriME XX. — H(f, [y -y ), Py f'y -oos 1'P), M, et m étant définis
comme dans le Théoréme XIX, soit Z = f(x) une famille de fonctions holomorphes dans
un domaine (D), et jouissant de la propriété suivante. Si (T') est une couronne de centre
origine, et d’épaisseur supérieure a M, et si f(X) est une fonction de la famille, il existe
un nombre o (U, f) tel que pour toute branche de la fonction inverse de f(3), restreinte
a (D), holomorphe dans (T) fendue suivant arg Z = (T, f), sauf peut étre pour
k — 1 branches, I'équation

(106) ML fy o, NP Sy, D] =1

w'ait que m racines au plus dans le domane décrit par cette branche. Alors la famille
f(&) est quasi-normale d’ordre k — 1 au plus dans (D).

Soient f(z) une fonction de la famille et (y) un cercle intérieur a (D), ayant
pour centre z, et pour rayon 9d. En appliquant le Théoreme XIX, 4 la fonction

f(z, -+ 37), on voit que Pon a dans (y),

stration du Théoréme II, et on voit que si

M(r, f) > C’[: 1+ m —+ [log la, sl
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¢ et v ne dépendant que des formes de I et de P. On peut procider, a partir de
cette inégalité, comme dans la démonstration du Théoréme IH, et on voit qu’il ne
nous reste qu’a démontrer ceci: f,(z) étant une suite de fonctions de la famille f(3),

fR)= C&eo» 1)2.(R),  lim C(z, f) = oo

si 9,(3) tend uniformément vers une fonction holomorphe ¢(z) =% o, dans lintérieur
de (D), alors 9(z) n’a que k — 1 zéros au plus dans (D).
St ¢¥(z) = o, ceci est ¢vident. Supposons que ¢ (z) 5£ o, et que w(z) ait k

b

zéros 3, (j =1, 2, ..., b) dans (D), g, étant dordre m et s—ml = k. Dans la dé-
J=1I

monstration du Théoréme XVIIL, on a vu que dés que n dépasse un ceriain rang, la

fonction inverse de ¢,(z) posséde m branches holomorphes dans la couronne

_;‘A < ‘Z] <‘;’Aa

fendue suivant arg Z=w, «© arbitraire, en outre les domaines £ (5, , ) (i=1, 2. ... m )
1 R /
décrits par ces branches sont situés dans la couronne

o, <R — 1zl <<,

On peut évidemment choisir p ~pour que dans cette couronne, on ait [2"(z)|> a

(=0, 1, .y B), 5@ <b (I=0, 1, ., k1), et o)<V (=0, 1, ..., p),
dés que n dépasse un certain rang, a4, b, b’ ¢tant des nombres positifs.
Soit z, un point du domaine E, (9,, ), et soit log s (x)(I L k), la branche

i

du logarithme de ¢!V ui admet en la détermination réduite. On voit sans
? 2 0?

peine que dans E, (9,, ), |log 0" (z)| est inférieur 4 un nombre positif B indépen-

dant de #u, I, 1, j, et w, pourva que # dépasse un certain rang. En effet, cette branche

est donnée par

g (l-H)
log 9" (z,) + / \,,(()“) %

et dans cette intégrale, on peut choisir pour le chemin d’intégration, un arc de courbe
d’une longueur inférieure 4 un nombre posiuf fixe, décrit par la branche correspon-
dante 7 = o] '(Z]w) de la fonction inverse de o _(3).

La fonction inverse de f,(z), restreinte & (D), posséde donc au moins k branches
holomorphes dans la couronne

(107) 4 CGor 14121 < - Cy £ 4,



ETUDE SUR LES FAMILLES NORMALES ET LES FAMILLES QUASI-NORMALES, ETC 7r

fendue suivant arg Z = o, o arbitraire, et dans les domaines E, (f,, ®) décrits par

ces braﬂches, on a lfs:l)(z-)l > C(io’ fn)a (I - O’ I ... ) k)’ I 111) (z)l < C((o’ fn)b'
(l=0,1,...,p) ¢t

llog £ ()| < log C(z,, f,) + B (=01, ..., &),

log /() étant une branche du logarithme de f¥(z), et # étant pris suffisamment
grand. Lorsque z décrit la frontitre de E, (f,, o), f,(z) décrit celle de la couronne
fendue (107).

A partir de ces résultats, on peut évidemment procéder comme dans la démon-
stration du Théoréme II. On voit que dés que # dépasse un certain rang, [’équation
(106) pour f () a plus de m racines dans chacun des domaines E (f,, w), ce qui
est contraire 4 I’hypothése, dés que C(z,, f,) 4 > 4 M. Le Théoréme XX est ¢érabli.

31. D’une maniére analogue, on voit que 'on a les théorémes suivants:

TutoriMe. XXI. — Soient U(f, f, ..., f*) et P(f, f, ..., ') les polynomes
définis dans le Théoréme II, et M, L des nombres positifs donnés. Posons

B= I+M+(_L_)d T

ao
Sot

une fonction holomorphe dans 3| < 1. Supposons que a toute couromne (V) de centre
origine et a’épaisseur supérieure 4 M, corresponde un nombre o (L) tel que pour toute
branche de la fonction inverse de f(%), restreinte a [g| <1, holomorphe dans (U) fendue
suivant arg Z = o (I'), sauf peut-étre pour k — 1 branches, on ait

W, o ooy S 4 PG fr oy [P < L

en un point du domaine décrit par cette branche. Alors f(z) est majorée par

k—y Py i
@ (k, p, d) (B +5 15,1);5,.4 o

@ (k, p, d) ne dépendant que de k, p, et d.

TatoriMe XXIL — T(f, £, ..oy f*) P fy -ooy fP), M, et L étant définis
comme dans le Théoreme XXI, soit Z = f(3) wune famille de fonctions holomorphes
dans un domaine (D), et jouissant de la propriété suivante. Si (T) est une couronne de
centre origine et d’épaisseur supérieure & M, et si f(3) est une fonction de la famille,
il existe un nombre o (T, f) tel que pour toute branche de la fonction inverse de f(3),
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restreinte @ (D), holomorphe dans (T) fendue suivant arg Z == o (T, f), sauf peut-étre
pour k — 1 branches, on ait

“l(f’ f” ] f(k))_{— P(.f’ f’) MR | f‘P))I <L’

en un point du domaine décrit par cette branche. Alors la famille f(3) est quasi-normale
dordre k — 1 au plus dans (D).

ReMARQUE. — Dans les Théorémes XIX, et XXI, on peut faire varier les coefhi-
cients a, et a; (j=1, 2,...,9) de T et de P avec la couronne (T), pourvu que les
nombres 4 et B restent respectivement inférieurs 4 des nombres positifs donnés 4,
et B,. Dans ce cas, f(g) est majorée par la série obtenue en remplagant respective-
ment A et B par A4, et B, dans la série correspondante. Sous les mémes conditions,
on peut faire varier les coefficients a, et a (j =1, 2, ..., 5) dans les Théore-
mes XX et XXII, avec la couronne (T) et avec la fonction f(z).

32. Ces résultats fournissent des énoncés sur les fonctions F(z) considérées dans
les n® 12 et 17. Nous nous bornons 4 donner les théorémes suivants:

TatoreME XXIIL — Soient F(3) une fonction holomorphe dans 7| < 1, ue pre-
nant pas la valeur €ro, log F(3) une branche du logarithme de F(3), F¥(z) (vx 1),
la dérivée d’ordre v de F (%), et M, m entier des nombres positifs donnés. Si & toute
couronne (T) de centre origine et d’épaissenr supérieure & M, correspond un nombre
o (T) tel que pour tout domaine (D) situé dans 3, <1, et représenté comformeément par
log F(z) sur (I) fendue suivant arg Z = o (¥'), F¥(3) ne prenne que m fois au plus
la valeur un dans (D), log F(3) est majorée par

3

oy (1 m + M Jlog F(o)) 5" 7,

p, ne dépendant que de v.

TutorEME XXIV. — Soient F(z) une fonction holomorphe dans 3l < 1, ne pre-
nant pas la valeur zéro, log F (%) une branche du logarithme de F(%), F¥ () (v X 1)
la dérivée d'ordre v de F(3), et M, L des nombres positifs donnés. Si & toute couronne
(T) de centre origine et d’épaissenr supérieure & M, correspond un nombre o (T) tel que
pour tout domaine (D) situ¢ dans || <C 1, et représenté conformément par log F(z) sur
() fendue suivant arg Z = w (1), on ait |[FM ()] < L, en un point dans (D), ou
JER) X 1, log F(7) est majorée par

@, (1 + M+ L” + log F(o)]) Zeﬁ(,

%, ne dépendant que de v.

Ore a aussi des critéres correspondants de famille normale.
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DEUXIEME PARTIE.
FAMILLES DE FONCTIONS MEROMORPHES.

Cnarrtre 1.

Critéres de famille quasi-normale.

1. Dans ses travaux [1, @, b, ¢], M. AHLFORs a étudi¢ les domaines dans lesquels
une fonction méromorphe prend des valeurs appartenant 3 une région donnée. Z=7{(z)
étant une fonction méromorphe dans un cercle |zl £ R, E une région fermée, finie
ou non, dans le plan Z, et A les domaines dans Izl <R, ou f(z) prend des
valeurs appartenant 4 E, M. ABLFORs a class¢ les domaines A en deux espéces dif-
férentes: les domaines A qui se ferment dans [z] << R, et les domaines A qui s%-
tendent jusqu’a la circonférence |zj = R. Un domaine A se fermant dans z] <R,
est un domaine dont tous les points et dont tous les points de la frontiére sont
des points intérieurs 4 |z < R. Un domaine A qui s’étend jusqu’d la circonférence
|xf=R a au moins un point frontitre sur [z = R. Dans un domaine A se fer-
mant dans [z| < R, les points intérieurs et les points frontiéres correspondent i
ceux de E, et f(3) prend chaque valeur située dans E, le méme nombre fini de
fois. Si ce nombre est égal 2 un, A est un domaine d’univalence de f(z), correspon-
dant 4 E. Ces notions s’¢tendent aux fonctions méromorphes dans un domaine (D).
Nous dirons que f(z) a p domaines A se fermant dans (D), correspondant 4 E, s’il
existe p’ L p domaines 4; se fermant dans (D), tels que f(3) prenne dans A,, n,

fois chaque valeur située dans E, et > #, = p. = étant la projection stéréographique
de E sur la sphere de Riemann (§) de centre Z — o, et de rayon 1, nous dirons
que f(z) a p domaines se fermant dans (D), correspondant 4 I, si ceci a lieu pour E.

2. Considérons dans un domaine (D), une famille de fonctions méromorphes
fR) et soient E,, E,, E, trois régions simplement connexes et extérieures les unes
aux autres, dans le plan Z. Supposons que chaque fonction f(z) de la famille ait au
plus p, domaines se fermant dans (D), correspondant & E; (i=1, 2, 3), les p, étant
des entiers positifs. M. AnLrors a montré que si p, = p, = p, = o, la famille f(3)
est normale dans (D) [1, ¢]. A partir de ce théoréme, on constate sans peine que la
famille f(z) considérée est quasi-normale dans (D). En effer, f,(z) ¢tant une suite
quelconque contenue dans la famille f(3), le procédé habituel des extractions succes-

Cuua 6. "
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sives, permet d’extraire de la suite f, (3), une autre suite qui n’admet que s<Zb 4p,p,
points de Juira, dans (D). La famille f(3) est ainsi quasi-normale d’ordre p.+0.+0p,
au plus dans (D). Les considérations ci-dessous permettent en outre de préciser la
valeur de cet ordre. D’une maniére analogue, on voit que E, (i =1, 2, ..., 6)
étant six régions simplement connexes extérieures les unes aux autres dans le plan Z,
et f(z) une {amille de fonctions méromorphes dans un domaine (D), si chaque fonc-
tion f(z) de la famille n’a que p, domaines d’univalence au plus dans (D), correspon-
dant &4 E, i =1, 2, ..., 6), la famille f(g) est quasi-normale dans (D). Son ordre
ne dépasse pas la somme des nombres p,. Ceci s’établit & partir d’un théoréme qui
est une consequence d’une proposition de M. AHLFORS [1, c].

3- Nous allons considérer les fonctions f(z), méromorphes dans un domaine (D),
et qui vérifient la condition suivante: o ¢étant un nombre positif, pour tout cercle X,
de rayon g sur la sphére de Riemany (S), f(3) n'a que ¢ domaines au plus se fer-
mant dans (D), correspondant & = . Ces fonctions ressemblent aux fonctions méro-
morphes g¢-valentes. On peut établir la proposition suivante:

Tutorbme 1. — Soient Z = f(3) une famille de fonctions méromorphes dans un
domaine (D), q un entier positif, et ¢ le plus petit des nombres (z/3) — < et (z/q) —¢
(e arbitrairement petit). Si pour tout cercle X, de rayon ¢ sur (S), chaque fonction f(%)
de la faiille a g domaines au plus se fermant dans (D) et correspondant & =, la
famille f(3) est quasi-normale d’ordre q au plus dans (D). l

Puisque o £ (=/3) — ¢, on peunt évidemment décrire sur (S), d’une infinité de
maniére, trois cercles X , X, X de rayon p, extérieurs les uns aux autres. Il suit de
Phypothése et de ce qui vient ¢we considéré, que la famille f(3) est quasi-normale
d’ordre 3¢ au plus cans (D). D’une suite quelconque contenue dans la famille £(3),
on peut exiraire une autre suite f, (3) convergeant uniformément dans lintéricur de
(D), vers une fonction méromorphe F(z) sauf en s £ 3¢ points irréguliers. Pour
préciser la valeur de s, montrons d’abord que la fonction limite F(z) est méromorphe
dans (D). Soit 7, un des points irréguliers. D’aprés une proposition de M. AHLFORs
[1, a], si F(3) admettait au point 7, une singularit¢ essentielle, F(z) aurait une in-
finit¢ de domaines A se fermant au voisinage de z,, correspondant 4 un au moins
des cercles X, X, X .. Soit X, par exemple, ce cercle et soient E, la région corre-
spondante dans le plan Z, et A (=1, 2, ..., h) k(k > ¢) domaines se fermant
au voisinage de 7, correspondant & E, . F(3) prend dans A, n fois z-aque valeur

S~ . .

situ¢e dans E , ct Zn; = k. Entourons A par une courbe I' voisine de &, et ne
J—-

passant pas par les points des domaines correspondant & E et 4 F(g), et par les

poles de F(z). f,(3) convergeant uniformément vers F(g), dés que n dépasse un cer-
tain rang, les courbes décrites par F (%) et par f, (%), lorsque £ parcourt I, sont &
une distance de E , supérieure 4 un nombre positif. Considérons un point « dans E| .



ETUDE SUR LES FAMILLES NORMALES ET LES FAMILLES QUASI-NORMALES, ETC. 75

L’intégrale de Caucny
I B M GO
2:% rif.l(l)—l h

montre que f, () prend dans A, #, fois la valeur 2, dés que z est suffisamment
grand. Comme f, (z) ne prend pas sur T, de valeurs situées dans E , elle a »; do-
maines se fermant dans le domaine intérieur 2 T, et correspondant 4 E . En passant
de A, 4 A,, il sensuit que f,(z) a plus de ¢ domaines se fermant au voisinage de
%,, correspondant & E , ce qui est contraire i I’hypothése. F(z) est donc méromor-
phe dans (D). Elle peut se réduire, en particulier, 4 une constante finie ou infinie. .

Nous allons montrer que s £ ¢. Supposons que lon ait s\ ¢ - 1 et soient
Z;y ¢ -+ 1 points irréguliers de la suite f,(z). Soient «, la valeur de la fonction limite
F(7), en g, et «; I'image de o, sur (§). On voit aisément que 'on peut décrire un
cercle X de rayon g, sur (S), extérieur aux points «; (i =1, 2, ..., ¢ 4 1). On
peut le constater par exemple, de la maniére suivante: Sans restreindre la généralité,
supposons que «' soit le centre de projection. Tragons sur (S), un demi-grand cercle
(=}, ;) passant par a«;, o, puis un demi-grand cercle («,, «)) passant par «, a! et
ainsi de suvite, pour chacun des points «, ..., o, . Il est évident que lon peut
décrire un cercle X, dans une au moins des régions limitées par ces demi-grand cer-

0
images sur (S) des courbes décrites par F (z) et par f (), lorsque 7z parcourt un
cercle 5, assez petit autour de z,, sont voisines de «; et extérieures 4 2. Or, f,(3)
prend dans o, des valeurs situées dans X, il s’ensuit que f,(z) a des domaines se
fermant dans o, correspondant 4 X . En passant de z, 4 z,,,, on voit que f, () a
plus de ¢ domaines se fermant dans (D), correspondant 4 X , contrairement a [hy-
pothése. Donc s £ g, et le théoréme est démontré. l

4. Moyennant une certaine condition, on peut prendre p = (n/3) — ¢ dans le
Théoréme 1. Pour ’établir, nous démontrerons ce lemme:

LemMe 1. — Si f,(3) est une suite exceptionnelle d’Ostrowskl de fonctions meéro-
morphes exceptionnelle en un point a ) et si f,(g) converge uniformément autour de a
vers une fonction méromorphe en a, distincte d’'une constante, chaque fonction f, (z) prend
dans | — a| <, toute valeur, dés que n > n(c).

On suppose que la valeur « de la fonction limite f(z) en &, est finie. Si cette
valeur est infinie, il suffit de considérer la suite 1/f, (3). Décrivons un cercle ¢ concen-
trique et intérieur au cercle | — a| = ¢, et assez voisin de a, pour que f(z) ne
prenne pas la valeur «, sauf en @, et n’ait pas de poles, dans ¢ et sur sa circonfé-

cles. Par suite, X est extérieur aux points «;. Dés que # dépasse un certain rang, les

5) [9]. OSTROWSKI.
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rence. Das que 7 > n (<), 'intégrale de Caucny

LI G A CO R
sim ) 7 2

montre quc le nombre des zéros de f,(z) — =« dans ¢, est égal 4 la somme du nom-
bre des poles de f,(z) dans ¢ et de lordre de a par rapport a f(z) — «. Donc
f,(x) — « a au moins deux zéros dans ¢. En supposant que #n (c) soit assez grand,
les courbes décrites par f(3) et par f (z), lorsque z parcourt la circonférence de ¢,
sont extérieures 4 un petit cercle |Z — «| £ 4. Par suite, f (z) prend dans ¢ au
moins deux fois, chaque valeur située dans |Z — x| £ n. Décrivons maintenant un
cercle ¢’ concentrique a ¢, et assez voisin de a, pour que la courbe décrite par f(z),
lorsque 7 parcourt ¢, soit intérieure au cercle [Z — x| <. Dés que n>n.(e), f,(3)
posséde Ja méme propriété. Or, f, (z) étant une suite exceptionnelle d’OsTROWSKI en
a, on peut supposer que #,(¢) soit sufisamment grand pour que f,(3) ait au moins
un péle dans ¢’. Par conséquent, f, (3) prend dans ¢’, au moins une fois chaque va-
leur extérieure 4 |Z — 2| £ n. En désignant par u(¢) le plus grand des nombres
n,(€) et n)(e), il S’ensuit que f, (3) prend dans |{— 4] <{e¢, toute valeur, dés que
n > n(z).

Nous dirons qu’une fonction f(z) méromorphe dans un domaine (D), vérifie la
condition (C ) dans (D), s’il y a au plus ¢ domaines complétement intérieurs 4 (D),
tels que dans chacun de ces domaines, f(z) prenne toute valeur.

TatoreME I'. — Soient Z = f(3) une famille de fonctions méromorphes dans un
domaine (D), et y vérifiant la condition (C)). Si pour tout cercle de rayon (%/3) — e
sur (S), chaque fonction f(z) de la famille a q domaines au plus se fermant dan (D)
et correspondant a ce cercle, la famille f(%) est quasi-normale d’ordre q au plus dans (D).

D’une svite quelconque de fonctions, contenue dans la famille f(3), on peut

extraire, comme dans la démonstration du théoréme précédent, une autre suite f, (3)
convergeant uniformément vers une fonction F(;) méromorphe dans (D), sauf en s
points irréguliers dans ce domaine. Quitte a considérer une suite partielle de £, (3),
on suppose que la suite f,(z) est exceptionnelle au sens d’OsTrowskl, en chacun de
ses points irréguliers. Si la fonction limite F(3) est une constante, les considérations
utilisées dans la démonstration du théoréme précédent montrent de suite que s £ ¢.
Si F(z) est distincte d’une constante, il découle du Lemme 1, et de 'hypothese, que
s £ g. Le théoreme est établi.

5. Considérons dans un domaine (D), les fonctions méromorphes f(z) ayant la
proprilté suivante: X, étant un cercle arbitraire de rayon 3, tracé sur (S), f(z) n'a
dans (D) que ¢ domaines d’univalence au plus, correspondant 4 = . Pour obtenir un
théoréme analogue au Théoréme I, nous avons besoin des lemmes suivants:

LemuMe 2. — Soient Z = f(z) une fonction méromorphe dans un domaine (D), E une
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région simplement connexe dans le plan Z, et E_, E, deux régions simplement connexes
appartenant a E, extérieures U'une a lautre. Si A est un domaine simplement connexe
correspondant a4 E et se fermant dans (D), et si m_, m, désignent respectivement le
nombre des domaines d’univalence de f(3) situés dans A, et correspondant & E , E,, on
am -+ m, X\ 2.

Considérons avec M. AHLFORS, la région simplement connexe E,, formée par E ,
E,, et par une bande joignant E , E,; cette bande &
pris sur la frontiére de E, 4 un arce, pris sur celle de E,. Soit A , un domaine situé
dans A, et correspondant 4 E . Si A, est un domaine d’univalence, on a évidem-

.., située dans E, va d’un arce,

ment m -} m, >\ 2. Dans le cas général, supposons que m - m, . 1, et montrons
dans ce cas, que A, serait multiplement connexe. En effet, désignons par A , A! A7, ...,
et A,, A’, A” ..., les domaines distincts situés dans A , et correspondant respecti-
vement & E , et 4 E,, par @ les domaines correspondant & b ,,

arcs correspondant 4 e , e,. Par hypothése, parmi les domaines A , A], ..., et A,

et par ¢, ¢ les
A, ..., il y a au plus un domaine d’univalence. Soit A par exemple, un tel do-
maine. Si un tel domaine n’existe pas, la démonstration se fait d’une maniére ana-
logue. Sur A, on a un arce,. En sortant par cet arc, on entre dans un domaine
B,,- £, sétend jusqu’d un arce, de la frontiere d’un des domaines A,, A, ... . Soit
A, ce domaine. Puisque A, n’est pas un domaine d’univalence, sur sa frontiére, on a
un autre arce,. En sortant par cet arc, on entre dans un domaine { , qui s’étend
jusqu’d un arce, de la frontitre d’un des domaines A, A’, .... Ce domaine n’est
pas A . Soit A' ce domaine. Sur sa frontitre, on a un autre arce,. En sortant par
cet arc, on entre dans un domaine &, qui s’étend jusqu’d un arcs, de la frontiere

est évidemment multiple-
ment connexe. Supposons que ce domaine soit A,. En sortant par un autre arce, de

!

d’un des domaines A, AL, ....

Si ce domaine est A,, A

sa frontiére, on entre dans un domaine 8, qui s’étend jusqu’d un arce, de la fron-
tiere d’un des domaines A!, A7, .... Si ce domaine est A’, A est multiplement
connexe. Supposons que ce domaine soit A", et ainsi de suite. Ainsi, pour que A,
ne soit pas multiplement connexe, il faut que 'on ait chaque fois, un domaine A",
ou un domaine AY, distinct des précédents. Or, le nombre des domaines A, A!, ...,
et A, A, ... est fini, il Sensuit que A, est multiplement connexe. Mais ceci est
contraire aux hypothéses. En effet, dans un domaine limité par un contour intérieur
de A, f(z) prend toute valeur extérieure 4 E ,, par suite des valeurs extérieures a
E. A, appartient 4 A et A est supposé simplement connexe; f(z) prend donc dans A
des valeurs extérieures 3 E, ce qui est absurde. On a donc m - m, X\ 2.

LemMe 3. — Soit Z = f,(3) une suite de fonctions méromorphes qui est une suite
exceptionnelle d’OSTROWSKI en un point a, et qui converge uniformément autour de a vers
une fonction méromorphe en a, et soient E, (1 =1, 2, ..., h; b2\ 4) h régions sim-
plement connexes extérieures les unes aux autres dans le plan Z. Si m (n) désigne le
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nombre des domaines d’univalence de f, (3) voisins de a, et correspondant & E,, on a

b
D m () X h— 1, dés que n dépasse un certain rang.

d==1

Supposons d’abord que h = 4, et distinguons deux cas suivant que la valeur «,
en a, de la fonction limite f(3) de f,(x) est extérieure aux régions E , E,, E, E,
ou appartient 4 une des ces régions. Considérons le premier cas. Decrivons autour
de a, un petit cercle ¢ assez voisin de @, pour que sur ¢, les valeurs de f(3) et de

) ’ ) A
f.(®), n suffisamment grand, soient voisines de «, et extérieures aux E,, E,, E,, E,.
Joignons E,, E, par une bande b,, et E,, E, par une bande b, telles que les re-
gions E,,, E  ainsi formées soient simplement connexes, extérieures 'une a l'autre, et

. , . . o
extérieures 4 z. Dés que n dépasse un certain rang, f,(x) a des domaines A, A,
correspondant & E,,, E, , se fermant dans c. Soit A, un de ces domaines. Si A est
simplement connexe, on a dans ce domaine m, (n)~m,(n) \ 2, d’aprés le Lemme 2.
Si A, est multiplement connexe, il y a un A se fermant dans un domaine limité
par un contour intérieur de A ,. Si A/, est simplement connexe, on a dans ce do-
maine m;(n) 4 m, (#) X 2. Si A est multiplement connexe, on a un A, se fermant
dans un domaine limit¢ par un contour intérieur de A . Comme le nombre des do-

3

maines A, et A est fini, on obtient de cette maniére, un A, ou un A, qui est sim-
plement connexe. Soit A, ce domaine, par exemple; on a m (n) 4 m (n) X\ 2, dans
A,,. Il existe au moins un A, se fermant dans le domaine (d) limit¢ par le contour

de A, et par le cercle ¢. Si A est simplement connexe, on a m (n) - m, (1) X 2,
4
dans A . Par suite > m,(n) X 4 dans ¢. Supposons que A,, soit multiplement con-

=3
nexe, et distinguons deux cas: Il peut arriver que tous les points intérieurs au con-
tour extérieur de A soient dans (d). Alors on voit de la méme maniére que ci-dessus,

4
que > m (n) N 4. Il peut arriver que A, soit dans un domaine limit¢ par un con-

i=t
tour intérieur de A . Dans ce cas, on a un A, se fermant dans le domaine (d")
limité par le contour extérieur de A et par ¢. Si A, est simplement connexe, on a

4
> m,(n)\4. Si A, est multiplement connexe, on distingue encore deux cas, suivant
do=1
que tous les points intérieurs au contour extérieur de A sont dans (d'), ou que A,
J

est dans un domaine limité par un contour intérieur de A . Dans le premier cas, on

4
a > m;(n) > 4. Dans le deuxi¢me cas, nous continuons de la méme maniére. Le

i=1

4
nombre des domaines A, et A, étant fini, on voit que lon a » m,(n) X\ 4 dans ¢
i=t

Considérons maintenant le deuxiéme cas, ou la valeur « de la fonction limite
f(R), en a, appartient 4 Pune des régions E,, E,, E , E,. Soit E, par exemple, cette
région. Dés que # dépasse un certain rang, les valeurs de f,(3) correspondant aux
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points du cercle ¢, sont voisines de a, et extérieures aux E,, et E . f (z) 2 au moins
un domaine A, se fermant dans ¢. On voit de la méme manitre que ci-dessus, que
f.(x) a un domaine simplement connexe 4, ou un domaine simplement connexe A
se fermant dans ¢. Distinguons deux cas:

1°. Supposons que ce domaine soit A . Dans A, on a m, (n)-m, (n) X 2. Soit
(d) le domaine limit¢ par le contour de A, et par ¢. Sif,(z) prend dans (d), des
valeurs de E,,, on a un domaine A! se fermant dans (d). Si A, est simplement con-

4_
nexe, on a » m (n)N4. Si A’

', est multiplement connexe, nous distinguons deux cas

=1

comme ci-dessus, suivant que tous les points intérieurs au contour extérieur de A

1
122

sont dans (d), ou que le domaine A est dans un domaine limit¢ par un contour in-

4
térieur de A},. Dans le premier cas, on a > m,(n) X 4. Dans le deuxiéme cas; nous
T==1

considérons le domaine (d") limité par le contour extérieur de A’ , et par ¢. En pro-
cédant ainsi de proche en proche, il est évident que nous arrivons soit 4 l'inégalité

4
D m, () X 4, soit 4 un domaine (d) limité par une courbe y correspondant i la

=1

frontiere de E ,, et par ¢, dans lequel f,(z) ne preud pas de valeurs de E . Dans

(d"), on a au moins un domaine A correspondant & E| et se fermant dans (d").
4

. T T ) .

Si A, est un domaine d’univalence, on a Y m (#) X 3. Supposons que A, ne soit

=1

pas un domaine d’univalence. Joignons E, 2 E, par une bande b, extérieure aux E,,

E, et aux b,, b,. b, va dun arc ¢ pris sur la frontiere de E,, 4 un arc e; pris

129 Y5 31

sur celle de E!.MSur’la frontiére de A/, on a au moins deux arcs & correspondant
4 ¢;. En sortant par ces arcs, on entre dans des domaines 8, correspondant 4 b, .
Les domaines 3, ne peuvent se fermer dans ("), car f,(z) ne prend pas de valeurs
de E,, dans (d7). D'autre part, sur ¢, f,(z) prend des valeurs voisines de « appar-
tenant & E,, donc les domaines §, s’¢tendent tous jusqu’a la courbe y. On a donc
au moins un domaine (d,,), dans (d'7), limit¢ par une partic de la frontiére de A,
par deux courbes correspondant 4 la frontiére de b, , et par une partie de la courbe

Y. Dans (d,,), on a au moins un domaine A, correspondant & E, et se fermant.dans
2
4
(d,). Si A, est un domaine d’univalence, on a > m,(n) X 3. Dans le cas contraire,

i=1
joignons E, 4 E, par une bande b,, extérieure aux E[, E et aux b, b , b .5,
va d’'un arce, pris sur la frontiére de E, 4 un arc pris sur celle de E,. Sur la fron-
tiere de A,, on a au moins deux arcse; correspondant 4 e,. En sortant par ces arcs,
on entre dans des domaines $ , correspondant i b,,. Les domaines {,, s’¢tendent
jusqu’d la partic de la frontiere de (d,,) sur y. On a donc au moins un domaine
(d,.) dans (d ), limit¢ par une partic de la frontitre de A, par deux courbes

correspondant 4 la frontitre de b, et par une partie de y. Dans (d,,), on a au
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moins un A, se fermant dans ce domaine. Si A, est un domaine d’univalence, on a

4
D m;(n) > 3. Dans le cas contraire, nous continuons de la méme maniére. En pro-

i1

4.
cédant ainsi de suite, on voit que 'on a > m (n) X 3, dans c.
=1
° . . o N
2° Supposons maintenant que f,(z) ait un domaine simplement connexe A se
fermant dans ¢. On a m (n) 4 m (7) X 2, dans A . Dans le domaine (d) limité

par le contour de A_, et par ¢, on a au moins un domaine A, se fermant dans ce

4— . .
domaine. Si A, est simplement connexe, on a » m (n) X\ 4. Si A, est multiplement
=1

connexe, on distingue deux cas suivant que tous les points intérieurs au contour exté-
rieur de A,, sont dans (d), ou que A est dans un domaine limit¢ par un contour
2

4
intérieur de A ,. Dans le premier cas, on a > m,(n) X\ 4. Dans le deuxitme cas, il

i=1

4
. \ ) 0
suffit de procéder comme dans 1°% et on a > m (n) X 3.
=1
Le lemme est ainsi établi, pour b = 4. Pour compléter la démonstration, suppo-
sons que le lemme soit établi pour h = h, et montrons qu’il est encore vrai pour
h=bh—+4 1. En effet, soilemt E, E,, ..., E,, E, , b4 1 régions simplement
connexes, extérieures les unes aux autres dans le plan Z. Par hypothése, on a

b h+1
D m,(n) X h— 1. Dong, si m,_(n) ’est pas nul, on a Y m,(#) X b. Supposons

i=1 f=1

b1
que m,, (n) =o. Si m(n) X1 pour i =1, 2, ..., b, on a encore > m ()b
=1
Supposons que m,(n) par exemple, soit nul. Considérons les quatre régions E,_,,
E,_,, E,, E,, . Daprés ce qui vient étre démontré, on a m,_,(n) 4 m,_ (n) X 3.
Par suite, 'un au moins des nombres m, ,(n) et m,_ (n) est X\ 2. Soit m,_ (n) ce
nombre, et considérons les régions E , E,, ..., E E,, E, .. Par hypothése, on

h—22

a hizm‘(n) >N b — 1, donc }i[mi(n) = bzxm,.(n) N b+ 1. Le lemme est ainsi dé-

montré.

TutortME IL. — Soient Z = f(%) une famille de fonctions méromorphes dans un
domaine (D), q un entier positif, et o le plus petit des nombres (w/4)—¢ et (z/q) —¢
(e arbitrairement petit). Si pour tout cercle X, de rayon p pris sur (S), chaque fonction
fR) de la famille, a g domaines d’univalence au plus situés dans (D) et correspondant
& X, la famille f() est quasi-normale dordre q au plus dans (D).

Puisque ¢ £ (%/4) — ¢, on peut décrire sur (S), six cercles £, =, ..., %, de
rayon p, extérieurs les uns aux autres. Pour cela, il suffit de décrire d’abord quatre
cercles de rayon p, extérieurs les uns aux autres, dont les centres sont sur lintersec-
tion de (S) avec le plan Z, et puis deux cercles de rayon p, ayant pour centres les
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deux poles de (S). D’aprés les considérations du n° 2, et d’aprés ’hypothése, on peut
donc extraire d’une suite quelconque de fonctions, contenue dans la famille f(g), une
autre suite f,(z) convergeant uniformément vers une fonction F(%), dans (D), privé
de s £ 64¢ points irréguliers. Quitte 4 considérer une suite partielle de f, (3), on peut
supposer que f,(3) soit exceptionnelle au sens d’OsTROWsKI, en chacun de ses points
irréguliers z,. D’aprés M. Anrrors, si F(z) admettait en z,, une singularité essen-
tielle, F(z) aurait une infinit¢ de domaines d’univalence, au voisinage de z;, et corre-
spondant 4 'un au moins des cercles 2, X, ..., . A partir de ceci, on constate,
comme dans la démonstration du Théoréme I, que la fonction limite F(z) est méro-
morphe dans (D). Montrons que s £ ¢q. Supposons d’abord que ¢ £ 4. Dapres le
Lemme 3, dis que n dépasse un certain rang, le nombre des domaines d’univalence
de f, (%), au voisinage de z,, et correspondant aux cercles = , X, ..., ¥ est su-

périeur ou égal & 5. Donc, par hypothése, 55 £ 6¢q, s L g -+ —?—, c’est-d-dire que

s £ q. Supposons maintenant que ¢ > 4. Puisque p £ (m/¢) — ¢, on peut décrire
sur (S), ¢ 4 2 cercles de rayon g, extérieurs les uns aux autres. D’aprés le Lemme 3,
le nombre des domaines d’univalence de f, (), voisins de z,, et correspondant 4 ces
cercles, n’est pas inférieur & ¢ 4 1. Par suite (¢ + 1)s Lg(9-+2), s Lqg+ -g_(*l:,
donc 5 £ ¢. Le théoréme est démontré.

6. Moyennant la condition (C)), on peut préciser ce théoréme, sous la forme
suivante:

TueorEME II'. — Soient Z = f(3) une famille de fonctions méromorphes dans un
domaine (D), et y vérifiant la condition (C). Si pour tout cercle de rayon (m/4) — <
pris sur (S), chaque fonction de la fawmille a q domaines dunivalence au plus dans (D),
et correspondant & ce cercle, la famille f(3) est quasinormale d’ordre q au plus
dans (D).

Considérons la suite f, (z) obtenue dans la démonstration du théoréme précédent.
Supposons d’abord que la fonction limite F(z) de f,(z), soit une constante «. L’-
mage sphérique de « est extérieure 4 au moins cinq des cercles £, 2, ..., =, con-
sidérés ci-dessus. Soient X, X, X, X quatre de ces cercles. Dans la premiére partie
de la démonstration du Lemme 3, on a vu que f,(z) a au moins quatre domaines
d’univalence, voisins d’un point irrégulier, et correspondant 4 X, X, X, X, dés
que n dépasse un certain rang. Donc, si s désigne le nombre des points irréguliers de
la suite f,(z), on a par hypothése, 45 £ 449, s £ q. Si F(x) est distincte d’une con-
stante, on a s £ g, d’aprées le Lemme 1, et d’aprés P’hypothése. Donc dans tous les
cas, s £ q.

CHuANG. 11
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Cuarrrre II.

Généralisations de thécrémes de M. AHLFORS.

7. Les méthodes de la théorie des familles normales permettent d’obtenir des gé-
néralisations de théorémes de M. AHLFORS [1, ¢]. Mais les résultats obtenus sont
moins précis que les théorémes correspondants de M. AHLFoRrs, dans ce sens que
les formes explicites des nombres R, Q, et Q' trouvés ci-dessous, resteront inconnues.

Tatortme I — Soient E , E,, E_ trois régions simplement connexes, exiérieures
les unes aux autres dans le plan Z, p , p,, p, (p, L p, L p,) trois entiers positifs, et
ayy @y ...y a (sNp, -+ 1), s 1 nombres tels qu’il wexiste pas de fonction ration-

nelle, quotient de deux polynomes de degré p, au plus, ayant & I'origine un developpe-
ment de la forme

(1) fR=a+az+ - Fa+ .
Il existe un nombre
R=R(E, E,, E, p,s P,y P;» 51 @5 -+ &, 5)

tel que toute fonction Z = f(3) méromorphe dans |3 L R, et ayant a lorigine un déve-
loppement de la forme (1), ait au moins p - 1 domaines se fermant dans 7| <R,
corresporndant & E , ou p, -} 1 domaines se fermant dans |7| < R correspondant & E,,
ou p, ~+ 1 domaines se fermant dans || <R, correspondant & E_.
J

Supposons que le nombre R n’existe pas. Alors il existe une suite de fonctions
f.(®) vérifiant les conditions suivantes: f,(z) est méromorphe pour [z £ n, admet &
Porigine un développement de la forme (1), et posséde p, domaines au plus, se fer-
mant dans [} < n, et correspondant 4 E, ( = 1, 2, 3). D’aprés les considérations
du n® 2, cette suite de fonctions est quasi-normale d’ordre p, 4 p, 4-p, au plus dans
|z} <#. Le procéd¢ des extractions successives et du passage a la suite diagonale, nous
permet d’extraire de la suite f (z) une autre suite que nous désignons encore par
f..(z), convergeant uniformément vers une fonction f(z), dans tout domaine fini, sauf
en un nombre fini de points irréguliers. f(z) est méromorphe en tout point & distance
finie. f(z) ne peut ére la constante infinie. En effer, soit ¢ un petit cercle ayant Uori-
gine pour centre et ne passant par les points irréguliers de la suite f,(z). Si f(z) est
la constante infinie, dés que = dépasse un certain rang, le théoréme de RoucHE
montre que f,(x) 2 au moins s 4 1 zéros dans ¢. Soit M un nombre assez grand
pour que au moins deux des régions E,, E,, E, soient contenues dans |Z] <M, et
supposons que 7 soit sufhsamment grand pour que |f, ()} > M sur ¢. f,(z) a donc
au moins s 4 1 domaines se fermant dans ¢, correspondant 4 chacune de ces deux
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régions. Mais pour au moins 'une de ces régions, f,(z) possede p, domaines au plus,
se fermant dans [g| < #, et correspondant 4 cette région. Nous avons donc une con-
tradiction. De la méme maniére que dans la démonstration du Théoréme I, on voit
que f(g) n’admet pas au point oo, une singularité essentielle.

Il en résuite que f(z) est une fonction rationnelle R (). Supposons d’abord que
R(z) soit distincte d’une constante. Soit | <C 4 un cercle quelconque. Nous allons
montrer que dés que n dépasse un certain rang, f,(z) a au plus p, pdles dans g| < 4.
Si la valeur 4 Pinfini de R(Z), est finie, ceci est immédiat, car dans ce cas, si f, (3) a
plus de p, poles dans x| < 4, et si n dépasse un certain rang, f, (z) aurait plus de p,
domaines se fermant dans [g| < #, et correspondant i chacune de deux au moins des
régions E; (i = 1, 2, 3). Si la valeur de R(Z) i linfini, est infinie, R(3) a plus de
zéros que poles. Soit 3} < 4, A4 > A4, un cercle contenant tous les zéros et les
poles 4 distance finie, de R(z) et ne passant pas par les points irréguliers. Dés que »
dépasse un certain rang, la différence entre le nombre des zéros de f,(3) et le nombre
des poles de f,(z), dans Iz| <C 4’, est égal & cette différence pour R(Z). Par suite, si
f,(z) a plus de p, péles dans [z} <C 4, elle a plus de p, zéros dans g]<4’. Comme
la valeur de R(z) 4 linfini, est infinie, on voit que f,(3) aurait encore plus de p,
domaines se fermant dans [g| <C n, et correspondant a chacune de deux au moins des
régions E, (i = 1, 2, 3). D’'une mani¢re analogue, on voit que f,(z) a au plus p,
zéros dans [z} < 4, dés que n dépasse un certain rang.

Sans restreindre la généralité, nous pouvons donc supposer que f,(3) a k zéros
et k' pbles, k L p,, k' L p,, voisins des zéros et des poles de R(z) et des points
irréguliers, et que f, (z) n’a pas d’autres zéros et poles que ces points dans [z} << 4,
dés que n dépasse un certain rang. Soient a,(n) (1=1, 2, ..., k) et b ()
(j=1, 2, ..., k") respectivement ces zéros et poles de f, (z). Formons les poly-
nomes

PR=k—am®]k—a()]... x—a®)
0D =k—bMIz—0b,m)] ... [x— b))

et

P (2) et Q,(%) tendent uniformément vers deux polynomes P(3) et Q(), de degré
an plus égal 4 p_, lorsque » croit indéfiniment. La suite de fonctions

Q.()
P+

qui n’ont pas de zéros et de poéles dans |g| << 4, tend uniformément vers une fonc-
tion entiére dans tout domaine fini, et cette fonction entiére n’a pas de zéros. Comme
f.(@®) tend vers une fonction rationnelle, cette fonction entiére est donc une constante
C. Par suite, Q,(z)f,(x) tend uniformément vers CP(z). A lorigine, en passant 3
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la limite, on a

Q(0)f(0) = CP(o)
Q' (0)f (o) + Q(0)f"(0) = CP'(0)

ot f9(0) = ! a, (j=o0,1,2 ...,5). Si Qo) o, ces relations montrent que la
fonction P(z)/Q(z) admet & 'origine un développement de la forme (1). Si Q(0)=o,
supposons que Q(0) = Q'{0) = .-+ = Q% (0) = o, Q¥ (0) =£ o, alors

P(O) = P'(O) = ce. = P‘l““(o) - O.

Daus ce cas, on voit & partir de la (A 4 1)®™e de ces relations que P(3)/Q () admet
4 Porigine un développement de la forme (1). Nous avons donc une contradiction.

Supposons maintenant que R(Z) soit une constante C. Dans ce cas, on peut en-
core former la suite Q, (z)f,(x) qui converge uniformément vers C Q(), ce qui nous
conduit 4 une contradiction. Ainsi, nous avons dans tous les cas, une contradiction.
Par suite le nombre R existe.

TutorkMe IV. — Soient E , E,, E_ trois régions simplement connexes, extérieures
les unes aux autres dans le plan Z, p , p,, p. (p, L p, L p,) trois entiers positifs, et

a,, a cy @, Pt I nombres. Il existe des nombres Q, Q' ne dépendant que de

o) PR

E,E,,E,p, P,y 8y @ -ony @y, et 7, tels que

fR)=a,+azx+ "'+‘ZP2(P’+

étant une fonction méromorphe dans 7| < 1, et ayant p_domaines au plus, se fermant
dans g| < 1, et correspondant & E, (i = 1, 2, 3), et T(r, f) étant sa fonction caracte-
ristique, on ait pour r < I,

T(r, f) < @ + @ log T:f ,

ou |Z| désigne le minimum des modules des péles de f(%), dans 7| <r.
Si les nombres @, Q' n’existent pas, il existe une suite de fonctions f, (z) véri-
fiant les conditions ¢noncées dans le théoréme, telles que

(2) T(r, £)>n ( + log L) :

.

[Z.] étant la valeur correspondante de [5], pour f, (). Nous extrayons de la suite f, (),
upe autre suite que nous désignons encore par f, (), convergeant uniformément vers
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une fonction méromorphe f(z), dans |z <C 1, sauf en un nombre fini de points irré-
guliers z,. On constate aisément que f(z) est distincte de la constante infinie. Soit
k| =1, r <r < 2r, voisin de g| = 7, et ne passant pas par les points irréguliers,
et par les poles de f(3). Le nombre des podles de f, (z) dans z|] <<7' est borné. En
effet, soient z, les points irréguliers de f,(z) dans || <<7’, et «, les valeurs corre-
spondantes de f(g), en ces points. Décrivons autour des points z,, des cercles ¢, assez
petits pour que f(z) n’ait pas de péles sur ces cercles. Dés que n dépasse un certain
rang, les valeurs de f(), ainsi que celles de f,(g), correspondant aux points sur ¢;,
sont voisines de a,, et extérieures 4 deux au moins des régions E,, E,, E,. Evidem-
ment, il suffit de montrer que le nombre des pdles de f,(x) est borné dans les cer-
cles ¢,. Soit ¢, un de ces cercles et supposons que ce nombre est non borné dans ;.
Si la valeur «, de f(3), en z,, est finie, on voit aisément que f,(z) aurait plus de p,
domaines se fermant dans ¢, et correspondant 4 chacune de deux au moins des ré-
gions E, E,, E . Si a, est infinie, le nombre des zéros de f,(z) dans ¢;, serait aussi
non borné, et f, () aurait encore plus de p, domaines se fermant dans ¢, et corre-
spondant 4 chacune de deux au moins des régions E,, E,, E . Il sensuit que le
nombre des poles de f,(z) dans [g' L 7, est borné. On a donc

N(r, f) < C'log —:— .

Deés que # dépasse un certain rang, on a

m(f’, fn) < C'
Par suite,
T(', f,) < C+ C'log—— .

Sn

T(r, f,) étant non décroissante et r < r’ < 27, on a 2 fortiori

T@m<00+miy

(&
inégalité¢ incompatible avec (2). Les nombres Q, Q' existent donc.

Paris, mai 1938.

Cui1-Tar CHuUANG.
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