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PREMIÈRE THÈSE.

ÉTUDE SUR LES FAMILLES NORMALES
ET LES FAMILLES QUASI-NORMALES

DE FONCTIONS MÉROMORPHES.

INTRODUCTION.

Le présent Mémoire se divise en deux parties. La première partie est consacrée
à l'étude d'un problème proposé par M. MONTEL, sur la recherche des conditions de
normalité d'une famille de fonctions holomorphes ne prenant pas la valeur zéro et
dont une dérivée ne prend pas la valeur un, et à l'étude des problèmes analogues
dans le sens considéré par M. VAURON (voir n° 15). La méthode utilisée pour traiter
ces problèmes est la méthode directe de M. VALIRON. Dans la deuxième partie, nous
étudions les familles de fonctions mèromorphes, en suivant la voie ouverte par les
travaux de M. AHLFORS.

Dans le premier chapitre, nous établissons un théorème général sur le comporte-
ment d'une fonction holomorphe dans le cercle unité, théorème qui nous sert de
base fondamentale dans la première partie. Ce théorème est une généralisation d'un,
théorème de M. VALIRON, et est énoncé sous une forme nouvelle; il est démontré en
modifiant convenablement sa méthode.

Nous obtenons, dans le Chapitre II, certains résultats sur le problème de M. MON-
TEL: II existe des familles de fonctions holomorphes admettant dans un certain sens
deux valeurs exceptionnelles, qui ne sont ni normales, ni quasi-normales et vérifient
des inégalités analogues à celles que fournit le théorème de SCHOTTKY. Une branche
quelconque du logarithme d'une fonction holomorphe dans le cercle unité, ne prenant
pas la valeur zéro et dont une dérivée ne prend pas la valeur un, est majorée par
une fonction déterminée, holomorphe dans le même cercle. Des résultats analogues
sont obtenus, dans le sens indiqué par M. VALIRON. •
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Dans le Chapitre III, nous étudions certains cas particuliers. Nous considérons
une fonction FQ$ holomorphe, ne s'annulant pas dans le cercle unité, et nous sup-
posons que l'équation

n'a pas de racines. Une méthode de M. MIRANDA, nous permet de parvenir à une
limitation de |F(^)|, dont nous tirons un critère de famille normale. Cette limitation
de |F(^)| est améliorée par les méthodes de M. MILLOUX, qui fournissent une inégalité
qui se réduit en particulier, à des constantes numériques près, au théorème de SCHOTTKY-

LAXDAU. Des limitations du module d'une fonction holomorphe vérifiant les conditions
considérées par M. VALIRON, sont aussi obtenues.

Le théorème démontré dans le premier chapitre, qui n'est que le théorème bien
connu de M. BLOCH, SOUS une forme générale, permet d'obtenir des extensions de
théorèmes de cet auteur, elles font l'objet du Chapitre IV. Une conséquence immédiate
de ce théorème est la suivante : Une fonction Z = f(%) holomorphe dans le cercle
unité, ayant la propriété que, (F) étant une couronne arbitraire de centre origine et
d'épaisseur supérieure à un nombre positif donné M, la fonction inverse de f(j) re-
streinte au cercle unité, ne possède que k — i branches au plus, holomorphes dans
( r ) fendue suivant arg Z = w (r), est majorée par une fonction déterminée holo-
morphe dans ce cercle. Nous déduisons de là, un critère de famille quasi-normale,
comprenant un énoncé de M. BLOCH. NOUS obtenons dans ce sens, d'autres résultats
qui précisent les théorèmes donnés dans le Chapitre IL

Dans la deuxième partie, nous parvenons à certains critères de famille quasi-
normale, à quelques propriétés d'une suite exceptionnelle d'OsTROwsKi, au voisinage
d'un point irrégulier, et à certaines généralisations de théorèmes de M. AHLFORS X).

En terminant cette introduction, j'exprime ma respectueuse reconnaissance à M.
le Professeur GEORGES VALIROK pour m'avoir suggéré d'entreprendre ces recherches
et pour m'avoir aidé de ses conseils et de ses critiques pendant toute la durée de ce
travail.

*) Une partie des résultats donnés dans ce Mémoire a été communiquée à l'Académie des
Sciences de France (séances du 10 mai 1937, du 12 juillet 1937, du 7 février 1938, du 28 mars 1938).
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PREMIÈRE PARTIE.

FAMILLES DE FONCTIONS HOLOMORPHES.

CHAPITRE I.

Théorème général sur le comportement d'une fonction hoîomorphe
dans le cercle unité.

i. Dans ce chapitre, nous allons établir le théorème suivant qui nous sert de
base fondamentale dans cette partie. Ce théorème est une généralisation d'un théorème
de M. VALIRON [ I I , e] 3 ) ; il s'établit par une méthode analogue. La démonstration
se fait en distinguant deux cas suivant que le nombre N défini ci-dessous, est supé-
rieur ou inférieur à une certaine constante. Dans le premier cas, les méthodes sont
celles de M. VALIRON pour traiter les fonctions entières [ n , a, b]; dans le deuxième
cas, les méthodes sont celles de M. BLOCH [2, a], sous une forme modifiée due à
M. VALIRON [ I I , d].

THÉORÈME I. — / / existe des nombres positifs *(*) , a ( i ) , p(*), $'(k), ^ ( * ) ,
jouissant des propriétés suivantes. Si

est une fonction hoîomorphe pour \%\ < i , qui nest pas majorée par

ou S est un nombre positif arbitrairement donné, on peut trouver k domaines D1 (f, co)
(i = i, 2, . . . , k) contenus dans le cercle \i\ < r = r(ƒ, h\ avec a(&) << r < 1, et
M(r, ƒ) > S, dans lesquels f QQ se comporte comme suit:

i°. f(£) est univalente dans D,(f, w) et représente ce domaine sur la couronne
fendue

- ^ M(r, ƒ) < | Z | < « - M(r9 ƒ), |arg Z — o> |< TU (O> arbitraire).

2) Les numéros figurant entre crochets renvoient à PIndex bibliographique.

CHUANG.
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2°. Si i ^ n ^L k, dans Dt(f, «)J Vargument de fn)(x) varie de moins de 37^
et Von a

4

T< rco

Hu dépendant de «, 4, ƒ (O? ^ r-
3°. 5i 1 ̂  « ^ p, on a dans Dt (ƒ, w)

2. Supposons dJabord que
Ie maximum des nombres

alors

(O
Si E < i, / ( O est majorée par

soit holomorphe pour

j_

Tri C 3

et désignons par

( n = o , i , 2, . .

( 2 )

Nous supposerons désormais que £" X i. Soit N=N(f) Ie plus grand des entiers n
pour lesquels ( i ) est une égalité et écrivons

et

- o . . . (p-k + i)/i-

où k ^ 1. On aura

(3)
ZOO = ( ^ ^ , (O

\o
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OÙ

(4)

et où

(5) ^ O ^ É C -
)=0

p o u r j = i , 2 , . . . ,

P = q-N,

et d'observer que

O =

O ' ^ - ^ ^ ; + I ) ,V(AT+I) ...
J '

&. Pour vérifier (5), il suffit de poser

oXq) = (q - N)(? - N - l ) . . . (q - N - S + l) ,

J *

3. Nous allons chercher des bornes supérieures de
établir des formules pour ƒ(;{) et fs) (^).

LEMME 1. — Si

et de et

(7)

pourvu que N ^ Çio ky.
On a i? (z;) = o si

constate aisément que

si p > fe, et

= o, 1, 2, . . . , £ , et d'après la formule de TAYLOR, on

si /) < o et si \v\ < ï. D'après (1), et en vertu de la définition de N, on a

_3_ 2.
4 xr 4
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Donc eu égard à (4) et à (6),

(8)

où

log A = (A/" -f- pY — AT4 ~pN * -\- p log t i + ——r- j -f- (fe + i) log j>,

et où

Considérons l'expression

6=1

On a

(9) ( + /V f/
4 3 2

où o <^ 6 <[ 1. Posons

(10) M = partie entière de
alors

On a

4

et 9, 9' désignant des nombres compris entre o et i,

3 3

— Af
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Par suite,

Donc

A.

T

et eu égard à (9),

I)log2

d'où

00

Considérons maintenant l'expression

On a

(12) (AT - pf - j-p N"* = - j^p\N - 9/0""*" < o,

où o <C ô < i . M étant défini par ( io ) , on a

BM L L _j_

BM+P 4

et 6, 6' désignant des nombres compris entre o et i,

(N — iM — py — (N— M — py 4 - X M N 4

4

4

4

4 — (AT — M — p~ 9 M) 4 |

T — (N — M)'^\



C H I - T A I C H U A N G ,

II s'ensuit que

T>

lo g i 2 + (* + i)log2

On a JV = %M + /, i ^ i, ƒ < M, et

en supposant que z '> i. Eu égard à (12), on voit que

(13) Z 3 , <«8*(ioAO^iST»-.
p=l

L'inégalité (7) résulte donc de (8), (11), et ( I J ) .
LEMME 2. — Si

on a

04) fcCOK 7nÊ-rfr4'*ll«I0a'< - M(r,
o,

5 = 1, 2, . . . , k, pourvu que N ^
Considérons jfe points £. sur le cercle = ro , tels que

S k-t-2

N

pour ƒ = 1, 2, . . • , &, et posons

La formule (3) fournit les relations
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OÙ

D'après le Lemme i, on a

Résolvons les équations (15) par rapport à £,

OU

5 fe^

Par suite.

.COI

Écrivons les premières & — 1 équations de (15), sous la forme

ou

& O = ?-fc O
On a

En résolvant (16) par rapport à £ 2 ( O J
 o t l t r o u v e d'une manière analogue que

f).

En général, posons
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pour 5 = 1 , 2, *. . , k — i. Supposons que Ton ait montré l'inégalité

et Tinégalité (14)5 pour 5 = 5. Alors (17) est encore vraie pour s = s -f- 1. En ré-
solvant les équations

par rapport à £J+I(O> o n a

où

II s'ensuit que (14) est encore vraie pour s = 5 -f- 1. Cette inégalité est ainsi vraie
en général.

LEMME 3. — Si

= M(ro,f),

(18) /(O

dans le cercle

pourvu que N ^ (10 kj'.
D'après la formule (3) et les Lemmes 1 et 2, si

I 0 * 2 ,

où 1 < 1, on a
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Par suite, si A = i / n , on a
pression

< I / IO . On constate d'autre part, que l'ex-

est inférieure à £2OÎ£\
LEMME 4. — Si

i

10

pour s — 1, 2, . . . , k, dans le domaine

< 1, |arg ^ — arg

pourvu que. N ^ (io)""""2.
Le domaine (1) est intérieur au cercle (C), si

(20) e-'^

Ceci a lieu dès que N dépasse un certain rang, car

N' ' '

8 fc -{- 1 + J ^ F ^ "

Cela posé, les fonctions ^ , ( 0 e t a n t ^es fonctions holomorphes, les inégalités (14)
sont encore vérifiées, si l'on y remplace ^ par 1, pourvu que |^| ^ ro. D'après les
formules (5), on a

Dans le domaine (A), on a

En posant

il suit du Lemme 2 que

/(O
7(0

CllUÀHG.



l8 C H I - T A I C H U A N G .

dans (A), si

On a

En posant

on voit que

dans (A), si (21) a lieu et si

2 1

En général, soient oti, a2 , . . . , aA, k nombres positifs, tels que

0 < * : < * 2 < • * • < *k < l ;

si N est assez grand, on aura

c»)
pour a — i? 2j . . . , k — 1. Supposons que Ton ait, dans (A),

(25) f
pour j = 1, 2, . . . , 5 — 1. Alors d'après la formule (5), et le Lemme 2, on voit
aisément que l'inégalité

I
aura encore lieu dans (A), pour s = 5, si l'on a

(24) *!
 (fe 4-' o», ^ v ^ o f c r -

et si

(25) 3*,_.a'^-J-
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II est ainsi évident que (23) est vraie pour 5 = 1, 2, . . . , jfc, si (24) a lieu pour

s = 1, 2, . . . , k, et si (25) est vérifiée pour 5 = 2, 3, • . . , fc. En prenant

5 _ _ a f I

3 *,_, 2 - — , *k - — ,

pour 5 = 2, 3, . . . , kj on voit que les conditions (22), (24), et (20) sont vérifiées

dès que

(26) i\rxcio)2OOS\

4. Le domaine (A') défini par

/ 3 t
est aussi intérieur au cercle (C) dès que (26) a heu. D'autre part, les points de (A)

sont à une distance de la frontière de (A'), au moins égale à \^J/N. Dans (A')5 on a

d'après le Lemme 3,

Les formules de CAUCHY fournissent les inégalités

(27) r(0l

valables dans (A). En vertu de la définition de N, et comme on suppose que

on a - — —
_L _L

O 8 ) I/Oül ^ \CN^T\ =EeN e ^ ^ 9
donc

(29) JV^ 7 0ogl/(O!)3 >

et si ^ est dans (A), on a d'après (27) et (29)

(30) r coi < 40 * v ! i/coi (14 iog wol)

5. Considérons un nombre réel arbitraire o>, et posons
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Si l'on suppose que

larg ƒ ( O — H ̂  *>
on aura

I?- -

Désignons par ^(©J la portion de (à), définie par

(A) étant donné dans le Lemme 4. Lorsque ^ décrit A ^ ) , la fonction

représente A(<pr) conformément sur la couronne fendue

(31) (1 ~ ^ ) N l/(Oi < \Z> < [/(O!. ' a r g Z - W| < *.

Considérons le domaine A(o>) défini par

A (o>) ~- I/COI < lzi < -T '̂ fco>l' |arg Z - w| < T" •

Les points de A(co) sont à une distance de la frontière de (31) supérieure à |/XOI/ICK

Donc, Z appartenant à A(w), on a sur la frontière de

> !O

Le théorème de ROUCHÉ montre que l'équation

(32) Z

qui s'écrit d'après le Lemme 3,

a une racine et une seule dans A(<pt). L'équation (32) définit une fonction ^ = ga
holomorphe dans A(co)? qui est une branche de la fonction inverse de ƒ(;(). Consi-
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dérons un nombre w',

|o>' — (Ù\ </_ — .
4

De la même manière, on voit que l'équation ( 3 2 ) définit u n e fonction X.= £&*
holomorphe dans

AO') ~\KO\ <\Z\<-Y'/COI. l a r gZ-« ' \<^ ,

^ restant dans la portion de (A) définie par

où

Montrons que g^{Z) est le prolongement analytique de £Q(Z). Supposons par exem-
ple, co' = co -)- &? fe > o, et considérons Tare 5 défini par

k l = ( y ) k.l, ? ,<¥<? : ,

qui appartient à la partie commune à A(<p:) et à A (s/). Sur cet arc, on voit, eu
égard au Lemme 3, que l'on a

et

- »| ^ N\v - ?,| + |arg[i

Donc les fonctions £U(Z) et gm<{Z) prennent les mêmes valeurs sur un arc corre-
spondant à s. Elles coïncident partout dans la partie commune à A(w) et à A(w').

En donnant à . successivement les valeurs « + ; ^ ( ; = o, l f 2 , 3, 4, 5, 6),

ou en faisant tourner le rayon OJ autour de l'origine dans le sens positif par exemple,
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on prolonge g^(Z) dans la couronne

(33) ~

fendue suivant un rayon a*, et Ton obtient une branche ^ = ^ I

inverse de / (^) , holomorphe dans cette couronne fendue. En faisant tourner le
rayon o> d'un angle 2 kiz autour de l'origine, on obtient successivement k branches
^ =z ̂ (Zjtó) (i = i, 2, . . . , & ) de la fonction inverse de /(^) , holomorphes dans
cette couronne fendue. Ces branches sont évidemment distinctes, car dans la portion
de la couronne (33), définie par

« < arg Z < o> -f- — ,

les valeurs de ̂ (Zjcu) et de £.(Z|eo) sont respectivement dans les portions de
définies par

et ces portions sont distinctes. Les domaines Z)t(w) décrits par les valeurs de •
ne se recouvrent pas l'un sur l'autre. f(pQ est univalente dans Z)t(°

J) e t ^e représente
sur la couronne fendue (33). Lorsque ^ décrit la frontière de D.((Ù), / ( Y ) décrit celle
de la couronne fendue (33). D'autre part, on voit aisément que -D((w) est contenu
dans la portion de (A), définie par

• 1 • v N 2 N ^ ^ ^ T ^ - i i i v ' N 2 N N

donc l'argument de ;( varie de moins de 3 rs/N dans JD;(OJ). D'après le Lemme 4, on
voit que l'argument de f{S)(X) ( 5 = 1 , 2, . . . , k) varie de moins de 3 77 dans ^ ( w ) .
Le Lemme 3 montre que dans D,(w), le module de ̂  est compris entre les nombres

1 i°\ i V

9) r°'

En prenant la moyenne géométrique r' de ces deux nombres, on a, eu égard au
Lemme 4,

1

dans D.(V).
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Les résultats obtenus jusqu'ici fournissent un énoncé analogue au Théorème
en supposant que le nombre N vérifie la condition (26).

6. Supposons maintenant que l'on ait

Posons

D'après un lemme de M. VALIRON [ I I , d\ co, ct, • . . , czl

), il existe un entier m,

étant les coefficients de

tel que

(34)

(35) c\ Z. \c e^- n = m, i? . . . , 2P — 1.

On a d'ailleurs, m X N.
Le nombre m peut être égal à une des valeurs o, 1, . . . , k — 1. Mais dans ce

cas, if étant le nombre défini dans le n° 2, on a, eu égard à (35%

donc / (^) est majorée par

Nous supposons que f(j() n'est pas majorée par cette expression, alors m
posé, établissons les lemmes suivants:

LEMME 5. — Si

k. Cela

(O
on a

(37)

(38) n{n— 1 ) . . . ( n — 5 +

— 1, 2, . . . , A.
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On a, en effet,

^ n(n—i) ... {n—s-\-\)t^~s

avec

Cette expression est analogue à l'expression log A considérée dans la démonstration
du Lemme i. En appliquant l'inégalité ( n ) , il s'ensuit que

On constate que l'expression

est inférieure à ep, ce qui établit (38). (37) se démontre d'une manière analogue.
LEMME 6. — Si

(S)

(39)

(40)

,«ï-i0* ^ , , ^ e-i5

— 1) . . . Cm — s - j - i)cm^"""![i + <?, h>,(0l<7T,

pour 5 = 1, 2, . . . , k.
Dans la couronne (S), on a, eu égard à (34) et à (35),

n ( « - i ) . . . ( n -

|« (m - 1) . . . ( » - s + + n -

< |m(m - 1) . . . (m - s +
>- •
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On a d'autre part, eu égard à

I . I
\Çm\C

l>l(2P-mHP-m) y I I — I J J L P ISfe<2P—m)2

Donc, d'après le Lemme 5, en observant que la couronne (S) est contenue dans le
cercle (r), on a

H = 2P

n(«— 1 ) . . . (n-

dans (5). Par suite on a dans (5),

r(ï) = m(m - 1) . . . {m - s + i)c„,<—[1 + <p,(O],

s'établit d'une manière analogue.
7. Considérons la couronne contenue dans (S), définie par

et soit 0̂ un point sur la cercle

tel que

(39) et (40) fournissent à fortiori dans (S,), les formules

(41) KO =

(42)

, Ol

rn(m — i) . . . (m — 5 -f-

pour 5 = ij 2, . . , £. Ces formules étant valables dans (5), on a sur sa frontière3

CHXJANG



26 C H I - T A I C H U A N G .

Les points de (S:) sont à une distance supérieure à

de la frontière de (S). En appliquant les formules de CAUCHY, on trouve les inégalités

(43) | / V | ( O I < 2 v ! » *

valables dans (5f). Observons que Ton a

(44) M(r0, ƒ) ̂  M r;v >

8. Lorsque ^ décrit la couronne (SJ, le point

(41)

décrit w fois la couronne

(46) ^

Soit w un nombre réel arbitraire et posons

a r g / ( O demeure fixe. La fonction (45) représente conformément la portion de (Sr),
définie par

sur la portion de (46), définie par

|argZ— w| <~K.
4

Eu égard à (41), on voit de la même manière que dans le cas précédent, que f(i) re-
présente conformément une portion de ̂ ((pj, sur le domaine

A («) ~ I/"(O! < \A< -j- \fQO\, larg Z - o>|< ~ ,

et on prolonge la branche ^ = gi (Z | w) de la fonction inverse de /"(^), ainsi obtenue,
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dans la couronne

(47) |if(oi<R<|«a

fendue suivant un rayon o, en donnant successivement à w, les valeurs

to + ^ X ^ = °> *> 2' 5' 4> 5' 6)>
ou en faisant tourner le rayon co autour de l'origine dans le sens positif, par exemple.
En faisant tourner le rayon ^ d'un angle imiz autour de l'origine, on obtient m bran-
ches ^ = ^ ( Z | O J ) (i = i, 2, . . . , m) de la fonction inverse de / ( O Î holomorphes
dans la couronne (47) fendue suivant w. Ces branches, ainsi que les domaines corre-
spondants J5t(

w) décrits par leurs valeurs, sont distinctes. Mais dans ce cas, on voit
aisément que la valeur finale de £m(Z|w) coïncide avec la valeur initiale de gl{Z\<ù)\
ces branches se permutent entre elles, lorsque Z tourne autour de l'origine.

On voit que l'argument de ^ varie de moins de 5 TT/2 W, dans Dt (w), et d'après
le Lemme 6, il s'ensuit que l'argument de fs)(j0 varie de moins de 377, dans ZX(OJ).

Dans ce domaine, le module de x. e s t compris entre les nombres

r * IOYr
7 7 ) r°-

r' étant la moyenne géométrique de ces nombres, on a, dans ö , ^ ) ? eu égard à (42),

1

W — fn(m— 1) . . . (w — i + 1)

9. En combinant les résultats obtenus dans ces deux cas, on voit que l'on a cet
énoncé :

// existe des nombres positifs l(k)9 ^z(è), b(k)y c(k), c'(è), cp(Jt), jouissant des
propriétés suivantes. Si

est une fonction holomorphe pour |;(| < 1, qui n'est pas majorée par

(48)
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on peut trouver k domaines D.(f, w) (i = i, 2, . . . , Jfe) contenus dans h cercle
\l\ < r = r(f, 4), avec a(k) < r < 1 et M(r, ƒ) > b(k), dans lesquels f(i) se com'
porte comme suit:

i°. f 00 est univalente dans £,(/> &>) et représente ce domaine sur la couronm
fendue

- i M(r, f) < \Z\ < -^-Af (r, ƒ), jarg Z - t o | < r. (a> arbitraire).

2°. Si 1 ^.n ^.kj dans Dt(f, o>), Vargument de }["](%) varie de moins de 3 - et
Von a

?M dépendant de n, ky

3° Sz 1 ^ « ^ j?

2, *'(*) < ^ < c(*)[i + log

log f

Cet énoncé est établi pour les fonctions/^) holomorphes dans le cercle j ^ l ^ 1 ?
et sur sa circonférence. Pour passer au cas où ƒ(-) est holomorphe dans |̂ | < 1,
considérons une suite de nombres positifs

-J- < Pi

/(piiv) e s t bolomoiphe pour ] |̂ ̂  1. Si /(pn^) est majorée par (48), quel que soit
P»5 f 00 l'est âussi. Dans le cas contraire, pour une valeur pM, /"(p«O n'est pas
majorée par (48). En considérant la fonction <&(£) = /(p«0? e t e n niodifiant conve-
nablement les nombres #(fe), c(^), c.(Jk\ on voit que l'énoncé est vrai en général.

Soit enfin, S un nombre positif arbitrairement donné. En considérant la fonction

on passe de cet énoncé au Théorème L Ce théorème est ainsi démontré.
Remarque. — Dans la démonstration, on a constaté que dans Dt(f, <o), le module

de ^ est compris entre r/$ et r, et que son argument varie de moins de 3 TC/L
D'autre part, les branches ^ = £.(Z|co) de la fonction inverse de f(%) sont liées
entre elles. Dans le premier cas, ces branches s'obtiennent successivement à partir
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d'une branche initiale, en faisant tourner Z autour de l'origine et dans le deuxième
cas, ces branches se permutent entre elles lorsque Z tourne autour de l'origine.

CHAPITRE IL

Les valeurs exceptionneiles des fonctions holomorphes.

io. Dans une conférence donnée en 1934 à la Société Mathématique suisse,
M. MONTEL a proposé l'étude des conditions de normalité d'une famille de fonctions
holomorphes ne prenant pas la valeur zéro et dont une dérivée ne prend pas la va-
leur un [7, b\ Ce problème a été traité par MM. BUREAU [3], MIRANDA [6], et VA-

LIRON [ I I ? e\ Si l'on pose avec M. VALIRON,

des calculs simples montrent que l'équation

prend la forme

(49)

où Pv est un polynôme de degré v — 1. Nous sommes donc conduits à considérer
les fonctions ƒ (^) pour lesquelles l'équation (49) n'a pas de racines. Nous allons étu-

-* Î̂Ff*'cerTâînêŝ rêquatîonŝ ~dë cëTgennTet "établir Ta^proposïtîorT suivante : ^ ~ ™~̂
THÉORÈME IL — Soient k, p, d des entiers positifs, aQ(ao^éo\ a} (ƒ—i, 2, ..., <i)

des constantes données} î l ( / , ƒ', . . . , fw) un monôme de degré d ayant le coefficient ao>

P(/j f\ . . . , fp)) un polynôme de degré inférieur à d ayant les coefficients a , et m
un entier positif donné. Posons

a

Si

/
j=l

est holomorpbe dans fcl <[ 1, et si Y équation

(50) ef[H (ƒ, ƒ ' , . . . , ƒ « ) + ? ( ƒ , ƒ ' , . . . , ƒ " ) ] = 1
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na que m racines au plus dans |^| < i, on a

(50 1/(01 < U + Z kl) Û(W. *• Py <9>

1̂1 < i. ü(kl? ?̂ £) *0 désigne une fonction indépendante de
D'après le Théorème I, où Ton prend S = i, ou bien ƒ (^) est majorée par

et on a déjà une limitation de |/"(OI> ou bien on peut trouver k domaines £\.(/, <o)
dans lesquels ƒ (;() et ses dérivées possèdent les propriétés énoncées. Considérons ce
second cas et soit D un des domaines £>,(ƒ, o). Par hypothèse, l'ensemble des
équations

{53) KO + 2i-r + log II + log ( i + | ) = o,

où T est un entier arbitraire, et où les déterminations des logarithmes ont été choisies
en un point, n'a que m racines au plus. f(j) représente D sur la couronne fendue

(54) ~ M (r, ƒ ) < | Z | < -L M(r, ƒ ), jarg Z | < TV

et lorsque ^ décrit la frontière de D, ƒ (^) décrit celle de (54). Il est donc visible

que si

(55) J l f ( r , / ) > 16 (» + i ) *

(54) comprend au moins 2(m -f- 1) des points 2i%ry correspondant aux valeurs
+ T1 (7 = 1, 2, . . . , m -f- O de T, et pour ces valeurs, on a

{56) ^

sur la frontière de D,
Pour étudier les racines de (53), cherchons des limitations du module des fonc-

tions

logü, log(i +-£) ,

lorsque ^ est dans D. On a

n ( ƒ , ƒ , . - . , ƒ " ) = *<f'W?' • • • ( n d k , do + dt+...+dk = d,



ÉTUDE SUR LES FAMILLES NORMALES ET LES FAMrLLES QUASI-NORMALES, ETC.

Prenons en un point io dans D, les déterminations réduites pour logao, et lo
D'après les première et seconde parties du Théorème I, on voit aisément que si

on a, dans D,

(57)

M(r,f)>e

|log n | < (log K|j + ÜTlog M(r, j),

K ne dépendant que de k et d. Comme

P(f, r , . . , ƒ < » ) = î * ƒ " ' ( f T " . . . ( ƒ < > >
;='

les trois parties du Théorème I montrent que si

KJ, K2 ne dépendant que de k, p, et dy on a dans D,

(58)
n

En prenant au point ^0 dans D, la détermination réduite pour

_lirnîtation du module.d_e„cette fonction daas ü__- . -
Les conditions (55), (57), et (58) sont donc vérifiées, si

(59) M(r, f) > i6(m + i )w + « + ^ + j r a * |

Pour chacune des valeurs + T{ , l'équation

admet une racine dans D. D'après le théorème de ROUCHÉ, on voit eu égard à (56),
(57)? (j8)> e t (j^)? que l'équation (53) a une racine dans D, pour chacune des va-
leurs ^ T , , si

Af(r, / ) > C ^ ,

f̂ étant le nombre défini dans l'énoncé du Théorème II, et C ne dépendant que de
Jk, ƒ>, et d. Par suite, l'équation (50) aurait plus de m racines dans |̂ | < 1. Donc,
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d'après l'hypothèse, on a
M(r, f)<CA.

Puisque r > <x(k) = a, d'après le Théorème I, on a, à fortiori,

Ceci et (52) donnent l'inégalité

valable dans tous les cas.
Moyennant cette inégalité, les formules de CAUCHY fournissent des bornes de

|/"(;>CÜ|/**' P o u r kl ^ a ' ™ a /2- O° trouve que

(60)

pour [̂ | ^_ x', C' ne dépendant que de £, ?̂, et à.
Appliquons cette inégalité à la fonction

ƒ,00 =
On a

(«0
pour '^| ^ a', où

L et £/. étant des entiers ne dépendant que de ky p, et à. Eu égard à (60), (61) nous
donne

( 6 2 )
s *! (1 —

pour a' ^ |^| Z_ i — (i — a')2 = QL[ . Appliquons (60) à la fonction

On a

pour |̂ | ^ a', où
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Eu égard à (̂ ~)> o n trouve que

pour i — (i — a')2 ^ k| ^ I — (i — *')3.
En procédant de proche en proche, on voit que Ton a en général,

y ILJM <- 2 ^ ü _ / A . y k s\
^ - - jl fi a*\U—I)H-I-U-I-2H—i-5-iHfe-O \ ' A ; f ƒ '

pour i — (i — a')'"1 ^ k| ^ i — (i — a')5, ce qui fournit une inégalité de la
forme (51).

THÉORÈME II'. — Dans les conditions du Théorème II, ƒ(;() est majorée par

k7 p, d) ne dépendant que de k, p , et d.

En effet, dans la démonstration du théorème précédent, on a vu que si Pon
avait

M(r,})>CA,

C ne dépendant que de À", p, et d} l'équation (50) aurait plus de m racines dans
k| <i i- Prenons dans le Théorème I; S = C A. fQQ est donc majorée par

c A

car, dans le cas contraire, on aurait

M(r,f)>CA,

ex Téquation (50) aurait plus de m racines dans k| < 1. / (^ ) est donc majorée
par (63).

i l . Le Théorème II permet d'établir le suivant:
THÉORÈME III. — 11(/, ƒ', . . . , ƒ*>) et ?(ƒ, ƒ', . . . , ƒ») #*«* /« polynômes dé-

finis dans le Théorème II, la famille des fonctions f(jQ holomorphes dans un domaine
(Z)), oûj pour chaque fonction fQQ de la famille, Véquation

( 6 4 ) ef[U(f, ƒ ' , . . . , /"») 4 . PC/ , / ' , . . . , ƒ " ) ] = 1

CHUANG. C
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na que m racines au plus, m étant un entier positif donné, est quasi-nor m al e d'ordre
k •— i au plus dans ce domaine.

Considérons un point i0 dans (D) et décrivons un cercle (y) ayant pour centre
%0 et pour rayon S, et intérieur au domaine (D). En appliquant le Théorème II à la
fonction / ( ^ 0 -f- <5ç), on a, dans (y),

(65) 1/(01

A' = i + m-\-

et jx. ne dépendant que des formes de ri et de P.

Soit B(£oy / ) le maximum des nombres

t\
( i = o, i , . . . , k — i ) ,

et ^ étant fixe, soient 5 ( ^ 0 , ƒ„) les nombres correspondants pour une suite quelcon-
que de fonctions /ttC0> contenue dans la famille ƒ(;(). Supposons d'abord que les
nombres 5 ( ^ 0 , /M) soient bornés par un nombre AT, quel que soit n. Dans ce cas,
les fonctions fn(jQ sont bornées dans leur ensemble dans tout domaine complètement
intérieur à (D). En effet, d'après (65), les formules de CAUCHY donnent, dans le
cercle \i — io\ Z^ 8/2, l'inégalité

où A est indépendant de ƒ ( 0 et de ^o . Considérons un autre point ^ dans (Z)), et
joignons ^ à ^ par une courbe (F), une ligne polygonale par exemple, intérieure à
(Z>). Désignons par S, la plus courte distance d'un point arbitraire sur ( r ) , à la fron-
tière de (D). £ étant un point sur (F), on a

(66)

pour |^ — ^ j ^ ^ / 2 . Prenons sur (F), s points ^ ( 1 — i , 2, . . . , i), *Ct—^0<, ^Î = ;C^Î
tels que |£ I+I — ̂ | <[ V 2 (/ = ï, 2, . . . . 5 — i ) . En appliquant (66) successive-
ment aux points *n on trouve que
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pour |~ — ^ | Z, fy2,

Mn- \T — Y ̂  ^ S/2, et ainsi de suite,

pour |̂  — Ko\^z^/2* Puisque par hypothèse, [/^ (^O)|A ! est inférieur à K^ on voit que
les fonctions fn(%) sont bornées dans leur ensemble pour (̂  — ^ | Z_ 1/2, Comme ^
est arbitrairement choisi, on sait dans ce cas, que les fonctions j n (^) sont bornées dans
leur ensemble dans l'intérieur de (D). On peut extraire de /„(0> une autre suite con-
vergeant uniformément dans l'intérieur de (£)), vers une fonction holomorphe, d'après
un théorème bien connu de M. MONTEL.

Supposons maintenant que les nombres B(jio, fn) ne soient pas bornés. Compte
tenu du cas qui vient d'être traité, il suffit évidemment de considérer l'hypothèse, où

Considérons la suite de fonctions,

gaYiï a (^7), ces Fonctions sont bornées dans leur ensemble dans l'intérieur de
(D). On peut extraire de ©„(O? u n e autre suite que nous désignons encore par ?n(0?
convergeant uniformément dans l'intérieur de (D), vers une fonction holomorphe
<p(0* On constate aisément que <p(̂ ) n'est pas identiquement nulle. En effet, si
B&01 fJ = I/«(OI» cec^ e s t évident. En général, pour au moins une suite partielle
»..(O de ? . 0 û , on a B ( t o , ƒ„,) = \^}(Ko)\/h\ { h ^ k - i ) . Si 9 ( 0 s o , ^ ( 0
rend vers o, ce qui est évidemment impossible, car ly^C^)! = hl.

Il est ainsi manifeste que, dans (D), les seuls points irréguliers de la suite fn(jÔ

sont les zéros de <p(;Q. Si cp(^) ne s'annule pas dans (D), /„(^) tend uniformément
vers l'infini dans l'intérieur de (D). Supposons que cp(^) ait des zéros dans (D). Dans
ce cas, on peut montrer que <p (^) est un polynôme de degré k — 1 au plus. Il suffit
de montrer que ©{fe)(;() = o. Supposons que <p{1t) QQ =^a o. Soit ^o un zéro de <pQQ in-
térieur à (-D); décrivons deux cercles etJ G2 ayant ^o pour centre commun, et inté-
rieurs à (D). Soit (5) la couronne ainsi formée. On suppose que (S) ne contienne



C H I - T A I C H U AN G.

pas de zéros de o(^(^) (i •= o, J, 2, . . . , /;). Considérons la suite de fonctions

où 5rt = 5 ( ^ , / t t) , déduites du premier membre de l'équation (64), en y remplaçant
f par Br<ùn. Par hypothèse, Grt(^) ne prend que m fois au plus, la valeur un dans
(S). D'autre part, le degré de Tl étant supérieur à celui de P, il est évident que Gn(Û
ne prend pas la valeur zéro dans (5) dès que n dépasse un certain rang. On sait que
dans ce cas, la suite GH(&) e s t normale dans (S) [7, a]. Mais, considérons un cercle
c situé dans (S), et concentrique à <ri. <p(̂ ) s'annulant en ^o, sa partie réelle R<f(%)
prend des valeurs positives et des valeurs négatives sur <r :£©(:( ' )> 0, RvÇX') < o .
Dès que n dépasse un certain rang, on a i? ?M ( O > ^ ? (O/2> i?<pn(^' ')<^?(t")/2-
On voit que Gn(^') «->-00, et G(^")«->o, et par conséquent, la suite Gn(x) n'est
par normale dans (5). Nous avons donc une contradiction et il s'ensuit que o(^) est
un polynôme de degré k — 1 au plus.

Ainsi, dans tous les cas, on peut extraire d'une suite quelconque contenue dans
la famille f(x), une autre suite convergeant uniformément dans l'intérieur de (D),
sauf en k — 1 points au plus. Le théorème est démontré.

Remarque, — Dans la démonstration, on a supposé implicitement que le domaine
(D) ne contient pas le point à l'infini. Si (JD) contient le point à l'infini, il est évident
que la famille f(£) est d'ordre k au plus.

12. Appliquons ces résultats à l'étude du problème de M. MONTEL. Considérons
une fonction F(^) holomorphe dans ] |̂ <^ 1, ne s'annulant pas dans ce cercle et soit
T(F, F', . . . , KiVI) un polynôme homogène de degré s en F, F', . . . , F(v), ayant
des coefficients constants. Supposons que l'équation

T(F, F', . . . , f<•>) = 1

n'ait que m racines au plus dans |̂ j < 1. En posant F = t\ le polynôme T prend
la forme

W étant un polynôme en ƒ', ..., fv\ ayant des coefficients constants. Soient ïï(/', ..,, fik))
et P( / ' , . . . , fip)} définis par les mêmes conditions que dans le Théorème IL Nous
dirons que le polynôme T vérifie la condition H(ky p, d\ si Ton a

nr (A . . . , n = n(/', . . . , /(l)) + P(f\ . . . , f^\

Dans ce cas, on peut appliquer les Théorèmes II et II' à la fonction sf. On a donc
les propositions suivantes:

THÉORÈME IV. — Soient T(F, F ' , . . . , Fiv)) un polynôme homogene de degré s
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en F, F ' , . . . , F(v), vérifiant la condition H{Jk, ƒ>, d), ef w w« ewh'er positif donné.
Posons

sA—i-\-m-\-
a.

Si holomorphe et ne s'annule pas dans \%\ < i , 5z Véquation

T(F, F', . . . , F<") = 1

«'a çf/e w racines au plus dans |^| << i, et si log F(^) e^ une branche quelconque du
logarithme de

on a

pour fcj < 1. û(|^|, 4, p, d) désigne une fonction indépendante de

THÉORÈME IV'. — Dans les conditions dît Théorème IV, l ogF(^ ) est majorée par

P? ^) ^ e dépendant que de k1 p et d.

En se rapportant à l'égalité (49) (n° 10), on voit que Ton a les corollaires
suivants :

COROLLAIRE I . — Soit F (^) une fonction holomorphe dans | ^ |<^ i , ne pre?iant pas

la valeur TJ>TO et dont la dérivée F w (^ ) (v ^ o) d7ordre v ne prend pas la valeur un.

logF(^) étant une branche quelconque du logarithme de F ( ^ ) , on a, pour |^| <d 1,

î '0 àfà%nt une fonction indépendante de
COROLLAIRE I ' . — Dans les conditions du Corollaire 1, log F(^) est majorée par

pv ne dépendant que de v.
Ces résultats fournissent donc à la fois, une limitation du module de

une limitation de son argument.

13. L'application du Théorème III, nous donne la proposition suivante:

et
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THÉORÈME V. — 7"(F, F ' , . . . , Flv)) étant le polynôme défini dans le Théorème IV,
et m an entier positif donné, si une famille de fonctions F(x) holomorphes dans un do-
maine (D) fini et simplement connexe, ne s'annulent pas dans ce domaine^ et si pour
chaque fonction F{x) de la famille, Véquation

T(F, F', . . . , F{v)) = 1

n'a que m racines au plus dans (D)? la famille log F(^) est quasi-normah d''ordre

h—1 au plus dans (£>), l ogF(^ ) étant une branche quelconque du logarithme de F(x).

Si k = 1, la famille log F(^) est normale et on voit que la famille F(j) est
aussi normale. Ce cas est déjà traité par M. VALIRON [ I I , e\ Mais si & > 1, les cir-
constances sont différentes. Considérons par exemple, la famille des fonctions holo-
morphes F(£) dans un domaine (Z))5 ne s'y annulant pas et telles que l'équation

(FF" — F'2)n - f aF2n-mFm -f- bFzn = 1

n'ait pas de racines, n, m(n^> m) sont des entiers positifs, et <3, b des constantes.
En posant F — e^, cette équation prend la forme

(68) cMf(f" + afm + b ) = 1.
On a ici k — 2.

Considérons l'équation différentielle

(69) ƒ'" -4- af + b = o.

Si 0 = 0, cette équation admet les solutions

(70) f=(-i>y~- + ^ + c'.

Supposons a ^ o, et écrivons l'équation sous la forme

en posant u — ƒ'. Les branches de la fonction
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sont holomorphes dans le cercle

Cherchons l'intégrale ux(j() de cette équation, prenant la valeur \ au point ^0. On
voit aisément que le rayon d'holomorphie de cette intégrale peut être aussi grand que
Ton veut, pourvu que |X| soit assez grand. En effet, d'après la théorie de calcul des
limites, on voit que ux(jQ est holomorphe dans le cercle

II!

R étant arbitraire (voir par exemple, GOURSAT, Cours d'analyse mathématique^ t. II,
5e édition), ce qui démontre notre assertion, puisque m <C n.

Considérons un domaine fini (Z)) et prenons un point %Q dans ce domaine. La
famille

appartient i la famille F(x), dès que [k\ est assez grand. Mais cette famille n'est pas
normale en ~o, car FxQ{0) — i est bornée, et F\ (^o) — "X n'est pas bornée, lorsque
\k\ croît. Même si Ton supprime de la famille F, les fonctions ^ , f étant une solu-
tion de l'équation (6$\ il reste une famille non normale dans (D). Pour le voir, il
suffit de considérer les fonctions

t v o ,

Ax, nombre positif. On constate sans peine, que si Ax croît assez rapidement avec |X|,
le premier membre de (68), relatif à ces fonctions, est en module inférieur à un,
dans (D). Pour les mêmes raisons que ci-dessus, cette famille est non normale en ^o.
Pour le cas. où a — o, on voit d'une manière analogue, que la famille FQ$ est non
normale, moyennant l'introduction des fonctions (70).

La famille F(^) est donc non normale dans (Z)), si (D) est fini, par suite elle
n'est pas quasi-normale dans (D), puisque FQû ne prend pas la valeur zéro. Nous
avons ainsi des familles de fonctions, ni normales, ni quasi-normales, mais qui d'après
les résultats précédents, vérifient des inégalités analogues à ce qui est fourni par le
théorème de SCHOTTKY.

Cette méthode permet de traiter des cas plus généraux, mais le problème n'est
pas encore épuisé.
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14. Dans certains cas, lorsque (D) est le plan complet privé du point à l'infini,
la famille F(x) est normale dans (D). Considérons par exemple le cas, où « ^ 3 ,
m \> 1 (w > m), ab yéz o. D'après le théorème de BOREL, les seules fonctions de la
famille F(^) sont les fonctions entières e ,̂ où ƒ vérifie l'équation (69). En posant
f* = ƒ', on a

u'(O" + a*(OM + * = o.

Cette relation est vérifiée par les constantes

Supposons maintenant que a u {X)m -f- £ ̂  o, et considérons d'abord le cas où l'on
aurait

pour un point ^o. Ce cas est impossible. En effet, on a

Puisque «'(^) ^ o, et ?*'0(o) = o, on voit que a — o si m = 1, et i = 0 si
contrairement à Thypothèse. Donc azi(^)m -[- i ne s'annule pas, et l'on a

d'où on déduit aisément la relation

( - 1)"' (m aT

identité de BOREL, qui est impossible. Les seules fonctions de la famille F(i) sont
donc les fonctions

qui forment une famille normale.
15. M. VALIRON a traité les familles de fonctions holomorphes ne prenant pas

la valeur zéro et dont une dérivée est bornée en module par un nombre donné,
aux points où la fonction prend la valeur un [11, g, ƒ]. Il a donné des propo-
sitions, qui comme il a indiqué, peuvent se rattacher à une théorie générale de
M. AHLFORS [ I , C\ On peut traiter les problèmes de ce genre d'une manière analo-
gue à celle employée pour le problème de M. MONTEL. Considérons une fonction
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holomorphe dans un certain domaine, ne prenant pas la valeur zéro et dont la
dérivée F (v)(^) d'ordre v est bornée en module par un nombre donné Z, aux points
où FÇi) prend la valeur un. En particulier si v n= i, L = o, F(%) est une fonction
sans zéros et F(jQ — i n'a que des zéros multiples. Si Ton pose F = d, on voit,
eu égard à (49) (n° 10), que f possède la propriété suivante: Aux points où / ( ^ )
prend une quelconque des valeurs 2 iuT, T, entier arbitraire, on a

(70 ir + w , r , ..-,n\<L.
Nous sommes donc conduits à considérer les fonctions fQQ a)Tant une telle propriété.

THÉORÈME VI. — Soient ü(f, ƒ', . . . , fh)) et P (/, f, . . . , f&) les polynômes

déjà considérés dans le Théorème II, M, L des nombres positif's, et vn ( n : = o , 1, ...,oo)?

une suite de nombres donnés vérifiant les conditions

lim = 00, \vn \vn\ ^ M (n = o9 1 , . . . . 00 ) .

Posons

Si
Kl)

/co =
/Î5^ holomorphe dans

dépendant de vn, où

alors

1, ĉ  Ĵ flwx points de |^| <^ 1, 5a*i/ a^ j?/w5 en k — 1 points

prend une quelconque des valeurs vn, on a

|n(ƒ,ƒ' , ...,

|^| < 1. û( |^j, i , p, d) désigne une fonction indépendante de

D'après le Théorème I, où l'on prend S = 1, ou bien / ( ^ ) est majorée par

ou bien on peut trouver k domaines /),-(/"> w ) vérifiant les conditions de ce théorème.
Bornons nous à ce cas. / (^) représente D.(fy co) sur la couronne fendue

\Z\< -L M(r, |arg Z -
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D'après les hypothèses, il est évident que si

7
4

cette couronne comprend au moins un des points vn. En choisissant convenablement

o>, on peut supposer que ce point ne se place pas sur la droite arg Z = o> -(- iz. Soit

vn ce point. / ( ^ ) prend la valeur vf dans chacun des domaines Dt(f, <<>), donc

d'après Phypothèse, pour au moins un point ^o dans l'un des domaines D , ( / Î O>),

on a
|n0 -f- PJ < L,

1IO et Po désignant les valeurs de n et de P, en ^o. Écrivons cette inégalité sous la

forme

(75) | |

D'après les propriétés i°, 2°? 30, du Théorème I, on voit aisément que si

if i, et JRT2 ne dépendant que de i , p, et rf, on a

1 "cl < 2 '

puis on a une inégalité au sens contraire à (73), si

K ne dépendant que de fe. Il s'ensuit donc que

C ne dépendant que de k7 p, et d, et J5 étant le nombre défini dans l'énoncé du
théorème. Puisque r > a (^) = oc, on a à fortiori,

/) < CB,
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et eu égard à (72), on a dans tous les cas,

Cx ne dépendant que de k, p9 et d. À partir de cette inégalité, on complète la démon-
stration du théorème, en procédant de proche en proche comme dans la démonstration
du Théorème IL

THÉORÈME VI'. — Dans les conditions du Théorème VI, ƒ (^) est majorée par

7?(&, p, d) ne dépendant que de k, p, et d.

Pour établir ce théorème, il suffit d'appliquer le Théorème I à la fonction f(&),
en y prenant 5 = C 5 , où C est un nombre ne dépendant que de k> p, et d9 obtenu
dans la démonstration du théorème précédent.

16. À partir du Théorème VI, on peut établir le suivant:
THÉORÈME VIL - U(f, f', ..., ƒ<*'), P(f,f', -,fp)), M, L, et vn ( n=o , i, .... oo),

étant définis comme dans le Théorème VI, la famille des fonctions fQQ holomorphes dans
un domaine (D), dont chaque fonction ƒ(;() possède la propriété qu'aux points de (D),
sauf au plus en k — 1 points dépendant de vn, où / ( ^ ) prend une quelconque des va-
leurs vn, on a

est quasi-normale d'ordre k — 1 au plus dans (-D).
Soient ^0 un point de (D) et (y) un cercle ayant pour centre

S et intérieur à (£)). D'après le Théorème VI, on a dans (y),
et pour rayon

(74)

B'=i + kl + M+( -^)
\ \Uo\ '

p.. ne dépendant que des formes de II et de P.
Désignons par C(ço, ƒ) le maximum des nombres

J!
(i = o, i, . . . , k — i) ,
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et considérons une suite quelconque de fonctions fn(^), contenue dans la famille ƒ (-) .
À partir de (74), on constate comme dans la démonstration du Théorème III, que si
les nombres C(^Q, fn\ ^o étant fixé, sont bornés, les fonctions / t t ( 0 sont bornées dans
leur ensemble dans l'intérieur de (D) et que si C(^ o , fv) *** oo, les fonctions

sont bornées dans leur ensemble dans Tintérieur de (D). Dans le premier cas, on
peut extraire de fn(\)

 u n e su* t e convergeant uniformément dans l'intérieur de ( D ' ,
vers une fonction holomorphe. Dans le deuxième cas, on peut extraire de yH(&)> une
suite que nous désignons encore par ®U(X) convergeant uniformément vers une tonc-
tion holomorphe ç(^) distincte de la constante zéro. Les seuls points irréguliers de
fn(Û

 s o n t ' e s 2^ r°s de ? ( \ ) . Il suffit donc de montrer que o(~) n'a que k — 1 zéros
distincts au plus dans (D). Ceci est immédiat, si «Jk)(^) = o. Supposons que o{k\^)^o
et que <?(£) s'annule en k points distincts ç. (ƒ — 1, 2, . . . , &), intérieurs à (D\
Décrivons pour chacun des points ^., deux petits cercles a'., a'.' ayant r. pour centre
commun, crf intérieur à G'.' et G", intérieur à ( i)) . Soient (S.) les couronnes ainsi for-
mées. Nous supposons que les cercles G" soient extérieurs les uns aux autres et que
les fonctions o{l\%) (i = o, 1, 2, . . . , & ) ne s'annulent pas dans ?" et sur sa cir-
conférence, sauf en ^,. Lorsque ^ décrit G'! ; Z = ^ ( 0 décrit une courbe extérieure
à un cercle \Z\ ^L p", et en supposant que a! soit assez petit, la courbe décrite par
Z — ?(v), lorsque \ décrit c ' , est intérieure à un cercle \Z\ <^ p', (p' <^ p"), p', p"
étant indépendants de ƒ. Il est visible que le domaine décrit par Z — 9(0? lorsque ^
parcourt ( S ) , comprend la couronne

Comme <pB(0 tend uniformément vers ç(^), on voit que le domaine correspondant
décrit par Z ~ ? t t( \) comprend aussi cette couronne, dès que n dépasse un certain
rang. On peut supposer que n soit suffissament grand pour que l'on ait dans (S.),
i?!;!(OI > ^ 0' = o, i, . . . , *) et 1^ (01 < * 0' = o, 1, . . . , p), a, b étant des
nombres positifs. Lorsque ^ parcourt (S.), le domaine décrit par /M(^) = C(^o , ƒ„)
?,. CO» comprend la couronne

Par suite, dès que n dépasse un certain rang, / „ ( \ ) prend des valeurs vu de la suite
donnée, en des points Z; intérieurs à (5 ;) . Par hypothèse, pour un des points

*j U = ^ 2> • ' « 7 k \ O n a
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ce qui est évidemment impossible, lorsque n croît indéfiniement, car le degré de II est
supérieur à celui de P, et on a \f?(£;)\> Cfa, fn)a Ci = o, i, . . . , *), et
L/l°(£;OI < C(Zo> f«)b (* = °> *» • • • > /O- L e théorème est établi.

17. Considérons une fonction F(%) holomorphe dans |̂ | < 1, ne s'annulant pas
dans ce cercle, et ayant la propriété qu'aux points de |^|<[i, sauf peut-être en k — 1
points, où F(i) prend la valeur un, on a

|^(F , t , . . . , t )| < L,

i étant un nombre positif donné, et T un polynôme de degré s en F', F" , . . . , F(y),
avec des coefficients constants. En posant F = e^ T prend la forme

p - y ( / ' , r , • • • , / ( v ) ) >

où W sont des polynômes en f\ f", . . . , /(v). Nous dirons que T vérifie la condi-
tion K(kj p7 d\ si Ton a

y w.(f' f" ? / tv^ ^ Rff\ • /(feî) + -PC/'? • • • > /(i>))î

II et F étant définis dans le Théorème IL Dans ces conditions, on peut appliquer les
Théorèmes VI et VI', à la fonction ƒ, avec vn — liizn, et M = 2 z .

THÉORÈME VIII. — Soient T(F\ F", . . . , F(v)) H» polynôme en F , F", . . . , F{v)

vérifiant la condition K(k, p, d), et L un nombre positif donné. Posons

—+(H)*+ - I
Si F(^) «t holomorphe et ne s'annule pas dans |^| < i, e£ 5Î ÖMX points de |̂ | <[ i r

5âîw/* peut-être en k — i points, où F(^) j?rewi /# valeur un, on a

\T(F', F", ..., F»)\<L,

log F(O ^ « t wwe branche quelconque du logarithme de

1. û(|^|, i, py d) désigne une fonction indépendante de log F(^).
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THÉORÈME VIII'. — Dans les conditions du Théorème FUI, log F(*) est majorée

par

zs(k, p, c

sr(/e, p, d) ne dépendant que de k, p, et d.

En considérant (71) (n° 15), on voit que Ton a les corollaires suivants:
COROLLAIRE I . — Soit F(^) une fonction holomorphe dans |^| < 1, ne prenant pas

la valeur %éro et dont la dérivée F(v)(^) d'ordre v(v X, 1) est bornée en module par un
nombre positif donné L, aux points situés dans \z\ <^ 1, ou F(^) prend la valeur un,
l o g F ( x ) étant une branche quelconque du logarithme de F(^) , on a, pour |r| << ï,

|log F(Oi < [1 + V + v).

j, \ ) désigne une jonction indépendante de log
COROLLAIRE I ' . — Dans Us conditions du Corollaire i, logF(^) est majorée par

33"v ne dépendant que de v.

18. L'application du Théorème VII, nous donne le suivant:
THÉORÈME IX. — T( f ' , F ' , . . . 3 F (w) étant le polynôme défini dans le Théo-

rime VIII} et L un nombre positif donnée si une famille de fonctions FQQ holomorphes

dans im domaine (D) fini et simplement connexe, ne s'annulent pas dans ce domaine, et

si chaque fonction F(&) de la famille possède la propriété qu'aux points de (D), sauf

peut-être en k — 1 points, où F(^) prend la valeur un, on a

| T ( F , F", . . . , Fiv))\<L,

la famille l ogF(^) est quasi-normale d'ordre h — 1 au plus dans (D), log F(%) étant

une branche quelconque du logarithme de F (^) .

Si h = I, la famille log F(x) ainsi que la famille F(^) sont normales dans (D)

et nous sommes dans un cas déjà traité par M. VALIRON [ 1 1 , 5 , / ] . Si k > 1, les
exemples considérés dans le n° 13, montrent que la famille F(^) peut être ni nor-
male, ni quasi-normale dans (D).



ÉTUDE SUR LES FAMILLES NORMALES ET LES FAMILLES QUASI-NORMALES, ETC. 4 7

CHAPITRE III.

Étude de cas particuliers.

19. Considérons dans le cercle |^| < i, v -(- i fonctions holomorphes données
ai(X) (* = °? XJ •*• ? v)> o u a

0 ( 0 n e s'annule pas dans ce cercle, et soit FQ$ une
fonction holomorphe ne s'annulant pas dans \%\ <^ i, où l'équation

n'a pas de racines. Nous nous proposons de chercher une limitation de |F(^)|. Ce
problème peut être traité par les méthodes employées dans le chapitre précédent,
comme Ta montré M. VALIRON [ I I , e]. Nous allons étudier ce problème par une mé-
thode donnée par M. MIRANDA [6], qui permet de parvenir â une limitation de |F(Of
plus précise, et nous améliorons cette limitation de |F(^)|, par les méthodes données
par M. MILLOUX [5].

20. Rappelons d'abord quelques formules de M. NEVANLINNA [8]. F(jQ étant
une fonction holomorphe dans [̂ | <^ 1, M(r, F) son module maximum pour |^| = r,
et w(r, F) sa fonction caractéristique, on a pour o < r < J J < i ,

(75) log \F(re»)\ ^ |-ÉrH*> F) ~ J^~m(R' jr) •

d'où il résulte en particulier que

(76) logMÇr, F)^~^rm(R, F).

Si F(^) ne s'annule pas dans |^| < 1, on a

(77) m(r,-Ç-)^At + Bt log ̂ ^ + Cf log V(R, F),

A , Bp1 Cp ne dépendant que de p, où

V(R, F) = m(R, F) +

( 78 ) / x
V(R, F) = 2«(«, F) - log|F(o)| = 2m\R,±-] + log|F(o)|.

Ces formules se déduisent de théorèmes de M. NEVANLINNA. Dans la suite, nous
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avons besoin d'un théorème de M. BOREL, précisé par M. BUREAU, SOUS la forme
suivante [3]:

Si Î7(r) est une fonction réelle positive non décroissante pour o <^ r <f 1 et si

U(r) £* + *, l o g j ^ + », log
avec

ro<r<R<i, *Xo, *,-±
on a

pour

i > # > r > r o , r > i ' - ^ - .

Nous appelerons ce théorème, lemme de BUREAU.

21. Nous allons considérer, avec M. MIRANDA, plusieurs cas préliminaires, et dé-
montrer les lemmes suivants:

LEMME I . — Soient dans Je cercle \%\ < 1, v -f- 1 (v N^ o) fonctions holomorphes

données a^z) ( Î == o, i , . . . , v), où #o(;() ne s'annule pas, et F(^) une fonction ho-

lomorphe ne s*annulant pas dans ce cercle. Si dans |^| <^ 1,

on a pour o < r < i? < 1, o ^

ci7 c2y c ne dépendant que de v.

Considérons l'équation différentielle

Z fl.- (O w(v"" = <îJ (0 , * ( 0 = t ai (0 ̂ {v-° (0 ,
Î = O tsaaO

et soient u}(%) (): = 1, 2, . . . , v) le système fondamental d'intégrales de l'équation
sans second membre, vérifiant les conditions initiales «^"^(o) = 1, et u{-s] (o) = o,
si h yé j — 1 {h = o, 1, . . . , v — 1). Soient A(^) le déterminant de WKONSKI des
w*(0> e t ^/(O ^e mineur de u^~l](ji) dans A(^). Posons
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On a

= KO

(voir par exemple GOURSAT, Cours d'analyse mathématique t. II, 5e édition). On dé-

duit de cette relation, que

(8o)

On a d'après (77),

-h

log

I v_ t •+-

r, 4») -f-

F(o)

'9 uj) + l o§ 3 v ' •

F"1 (o)
j[±—r+ CtV(R, F).

F(o)

En supposant que r ̂  1/2, on a

log l^(o) | ^ log M(r, +) + log 2 ^ ! .

D'autre part, comme par hypothèse, Î OOI ^ JJ o n v o ^ s a n s peine que, £ ( r ) étant
le plus grand des nombres

, - i - ) , logM(r, ^fc)), (/=i,2, ...t v; i=o, I, . . . ,^-I) ,

log Af (r, A) ainsi que les trois derniers termes dans (80) sont inférieurs à CE(f)-\~ C,
C et C ne dépendant que de v. Donc, eu égard à (80),

«(r, F) < bg |F(o)| + a, -f «2£(r) + «, log j±— + «4 log V(R, F),

pour 1/2 ^ r < i? < 1, a i ? a2, a , a4 ne dépendant que de v 3 ) . Il suit de ceci et
de (78), que

F(r9 F) < |log |F(o)|| + 2«f + 2aa£(r) + il o g ^ i — + 2«4 tog F(iî, F).

Nous désignerons par a, a', . . . , p, p', . . . des nombres ne dépendant que de v.

CHUANG.
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Â partir de cette inégalité et en appliquant le lemme de BUREAU, on trouve que

(81) FÇr, F) < < + < jlog |F(o)|| + «;£(*) + <log R-±— ,

pour ro < Y < R < i, ro ne dépendant que de v. Ceci fournit des bornes de

mÇr, F) et de w l r , -p- j . En remplaçant dans (81), r par r -| (i? — t) et dans

(76), i? par la même valeur, on obtient des bornes de log M(j, F), et de log Ml r, -=- | .

Il en résulte que

(82) jlog |F(re'9)|| < jh-J\_< + <|log!F(o)|! + «

pour r0 < r < R < 1, O ^ 0 < 2 T T .

La fonction £( r ) peut être limitée au moyen des fonctions at(X). D'après les
conditions initiales que vérifient les intégrales u (;(), on a d'abord

A 00 = e

D'autre part, on sait que les fonctions uth) (£) admettent une fonction majorante. En
posant

on a

lo+g M(r, «;«) < v C ( 5 ) log ] f I _ + log 2.

Ces inégalités fournissent de suite une limitation de £(r). Il est ainsi aisé de voir, eu
égard à (82), que (79) est au moins vraie pour ro < r < i? < 1, O ^ 9 < 2 T C . Pour
compléter la démonstration, posons ^ = R ̂ , et soit G (?I) la fonction correspondant
à F(^). D'après ce qui vient être établi, G(C) vérifie une inégalité (I) analogue â
(79)7 Po u r r

0 < r ' < ^ f <C ï? ° ^ 8' < 277. Dans (I), on peut faire R' = 1 et en
modifiant les constantes ct, c„, c , (I) est encore valable pour o<^r'<^i,
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En prenant en particulier r' = r/R, on voit que (79) est vraie pour o < r <^R < 1,
o ^ 6 < 2 7T, ce qui complète la démonstration du Lemme 1.

LEMME 2. — SozewJ dans /g «rck j ^ | < 1, v -J- 1 (v ^ o) fonctions holomorphes

données # , ( 0 (i = o, 1, . . . , v), ow # 0 ( 0 we s'annule pas, et F (^ ) wwe jonction ho-

lomorpbe ne s'annulant pas dans ce cercle. Si dans î | < 1,

ow ö powr o

(83) |log|F(r

c ] } ^2, c ne dépendant que de v.

®(X) étant définie dans la démonstration du lemnie précédent, on a

et, eu égard à (77) et à (78), on trouve que

où

En appliquant le lemme de BUREAU, et en observant que

m(r, a,) ̂  log Af (r, fl0) + log u(r, -J-) ,

on voit comme dans la démonstration du lemme précédent que (83) est vérifiée pour
ro < r < i? <C ij o ^ 6 <^ 2 - . La démonstration se complète en considérant la fonc-
tion F ( # £ ) ? la seule différence étant que, ici, dans l'inégalité que vérifie la fonction

F(RK), on a un terme c 2 vlog-^- ; ce terme peut se grouper avec le dernier terme
K

de (83), en observant que log -p- < log -p—
T

LEMME 3. — Soient dans le cercle |^| < 1, v - j - 1 (v ^ o) fonctions holomorphes

données # :0O (i = o, 1, . . . , v), où ao(%) ne s'annule pas, et F(%) une fonction ho-
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l amorphe ne s'annulant pas dans ce cercle. Posons

A(r) = logM(r, aJ + logAtlr, ~) , A'(r) = i + £M(T, M

Si dans \%\ <^ i ,

o?z a pour o <^ r <^ R

(84) |log|F(re«).| < (o)|| - f -c2

c2, c, M« dépendant que de v.

Si 1 ^ ( 0 1 ^ I Î P o u r l\! < ^5 il suffit d'appliquer le Lemme 2 à la fonction
Q, et (84) se déduit de (83). Au contraire, supposons que Ton ait 1^(^)1 <C J?

< i?. Alors dans |-| < R,

et il suffit d'appliquer le Lemme 1 à la fonction F(J?Q/( i -f- 2e2).

22. Établissons maintenant le théorème suivant qui est une généralisation d'un
théorème de M. VALIRON [ I I , e]:

THÉORÈME X. —- Soient dans le cercle |̂ j <^ 1, v -\- 1 ( v \ o ) fonctions bolomor-
phes données ^ , ( 0 C1 = °? XÎ • • • 5 v)> oî* a

0 (^) w^ s'annule pas, et F ( 0 wwe fonction
holomorphe ne s'annulant pas dans ce cercle. Posons

A(r) = log M(r, a0) + log M(T, -i-) , ^'(r) = i + £ M (r, ±\ .

Si dans |^| <] 1, l'équation

racines, on a pour o < r < ^ <] 1, o ^ 0 <^ 2 77,

(85) |log |F(r eifl);j log |F(o c2A (R) + Cj A' (^) log ̂ 4 ^ ] ,

dépendant que de v.
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D'après les Lemmes i et 3, il est loisible de supposer qu'il existe des points ^'

l" dans |̂ | < R, Ri = r -) (i? — r), tels que
4

(86) >

étant définie ci-dessus. Posons

= r - r).

On a d'après (75) et (86),

Considérons avec M. BUREAU, l'identité

" T " ^ >' F *
On a

m log 2.

En désignant par E" (r) le plus grand des nombres

(i = o, 1, . . . , v),

on trouve, eu égard à (77), que les deux premiers termes dans le second membre de
(89) sont inférieurs à

(90)

et que

, F)

m ' * - O-
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En vertu de (87), et de (88), on a

m

A\ loB JT

(92)

j ' , ^ étant numériques. On a

, *) ^ m(#}, F)

où le dernier terme est inférieur à l'expression obtenue en remplaçant dans (90), R2

par i?3. (89), (90), (91), (92) et (78) donnent l'inégalité

V(r,

Les formules de CAUCHY montrent que

F)].

E" (jg < log -
*** ^ 3

± log M(i?, «,),

d'où, on a a fortiori,

, F)] .

Cette inégalité est établie en supposant que O(^) vérifie dans |̂ j < Rï, les conditions
(86). Si ces conditions ne sont pas toutes vérifiées, le Lcmme 1, ou le Lemme 3,
suivant les cas, nous fournit une limitation de log |F(rei6)]j, par suite une limitation
de V(r, F). On voit que dans tous les cas,

(.93)

pour o < r < iî < 1. En prenant le log des deux membres de cette inégalité, on a
une inégalité de la forme

bg V(r, log ̂ - r + log [bg V(R, F)].
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L'application du lemme de BUREAU à la fonction log V(ry F), nous donne

log FÇr, F) < 69(R) + 80 Iog^4r7 >

pour 4/5 < V < i ? < i . En donnant à r dans cette inégalité, la valeur R' = r-\

et à i? dans (93), la même valeur, et en substituant la borne ainsi obtenue de

log V(R\ F), dans (93), on trouve que

pour 4/5 < r < J ? < 1. Cette inégalité et (76) montrent que (85) est au moins
vraie pour 4/5 < r < i? < 1, o ^ Ö < 2 T C . La démonstration est complétée, en con-
sidérant la fonction F(U^). Le théorème est établi.

23. On peut passer de ce théorème à un énoncé analogue à la forme classique
du théorème de SCHOTTKY. En effet, si |F(o)| X 1, il découle de (85) que

(94) log

Supposons que |F(o)| <C 1, et soit [x un rayon quelconque du cercle |̂ | == r. Si
|F(^)| n'est pas toujours inférieur à 1 sur [/., alors en traçant y* à partir de l'origine,,
on arrive à un premier point ^0 où |F(^) | = 1. En appliquant (94) à la fonction
F[lo + s(i? — IvolJ], on voit que cette inégalité subsiste lorsque |F(o)| < 1. On a
donc le théorème suivant:

THÉORÈME X'. — Dans hs conditions du Théorème X, on a pour o<
o Z, 9 < 2 TU,

(95) log \F(r e*)\ < (R J_ f y [^ log |F(o)| + c2 ̂ (i?) + Cj ̂ ' (i?) log ̂ -

^ t , ^ j c, «e dépendant que de v.

Observons que i/F(^) vérifie une inégalité analogue.
24. À partir de ce théorème, on peut établir la proposition suivante qui est une

généralisation d'un théorème de M. MIRANDA [6]:
T H É O R È M E XL — Soient dans un domaine ( D ) , v -f- 1 (v ^ o ) fonctions holomor-

phes données av(jQ (J = °) J Î • • • Î V )J ^ O « fowto identiquement nulles et uQû, v ( ^ )
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deux fonctions données holomorphes dans ce domaine, telles que

Une famille de fonctions F(X) holomorphes dans (D), où F(%) — u(i) ne s'annule pas
et où Véquation

n'a pas de racines, est normale dans (D).
Sans restreindre la généralité, on peut supposer que ao(;f) # o. Posons

II suffit de montrer que la famille G(^) est quasi-normale dans (£)), car G(^) ne
s'annule pas. Soit %o un point quelconque de (D), distinct d'un zéro de ao(%) et d'un
zéro de

1=0

Au voisinage de ^ # o(0 et o(^) ne s'annulent pas et l'équation

n'a pas de racines. On sait que dans ce cas, on peut établir à partir du Théorème X',
que la famille G(^) est normale en %o [ n , e]. Donc la famille G(^) est quasi-normale
dans (£>).

25. Les méthodes de M. MILLOUX nous permettent d'améliorer la limitation de
jF(^)|, obtenue plus haut. M. MILLOUX appelle pseudo-distance de deux points ^', ^"
dans \i\ < 1, la quantité

Ci'? 1") = — =̂

Si l'un des points ^f, et z!' coïncide avec l'origine, la pseudo-distance se réduit à la
distance euclidienne. Une propriété de (^', ^") est qu'elle ne change pas, lorsqu'on fait
une transformation homographique du cercle unité sur lui-même, x! étant fixé, le lieu
des points intérieurs au cercle unité, dont la pseudo-distance à ^ est égale à une
constante 0, est un cercle; x! s'appelle son centre non euclidien et p son pseudo-rayon.
Rappelons d'autre part, un théorème de M. MILLOUX , précisé par M. SCHMIDT [IO],

sous la forme suivante:
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Soit F(X) une fonction hoJomorphe dans le cercle imité, et de module inférieur à / .
On suppose le module de F(j$ inférieur à m sur un arc de courbe issu de Vorigine et

gagnant la frontière du cercle. Alors dans le cercle |̂ j = r, on a Y inégalité

-ri1 — r) loS nu

Cela posé, considérons l'inégalité (55). En y posant r = 1/2 et R = 2/3, on a

(96) log |F(0| < c[ log |F(o)| + c'2A (—} + cl A'

pour |̂ | ̂ _ 1/2. Soit ^o un point dans |̂ | <] 1, et soit {c) le cercle de centre non
euclidien ^ et de pseudo-rayon 1/2. Nous allons chercher d'abord une limitation de

(0* ^ n faisant 'a transformation

{c) se transforme en \C\ — 1/2, F(^) en G(C), et l'expression

en

Pour obtenir è(. (£), il sufïit d'observer que ces deux expressions sont identiques, quelle
que soit la fonction F(^). En posant successivement

= V O' = I, 2, . . . , V — I) ,

et en faisant les calculs, on constate que £v -(£) est une expression de la forme

(ƒ = 1, 2, . . . , v —

où les fonctions "X sont inférieures en module à des nombres ne dépendant que de v.
On a d'autre part,

CHUANG.
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Appliquons (96) à G(£). En supposant que les fonctions # t (0 soient holomor-
phes pour |̂ | ^ i, et en observant que dans \K\ ^1 2/3, |i -f- ̂ lo\

 e s t c o mP r i s entre
des limites numériques, on trouve que

log\G(C)\ < c;b

pour |£| ZL 1/2, c'est à dire que, dans (c),

(97) log \FQO\ < c'ilog

c'/, c[, c'! ne dépendant que de v.
Soit r un nombre compris entre 1/2 et 1, et soit M le maximum de

pour |̂ | •— r. |FC0! a t t e i n t s o n maximum en au moins un point ^ sur |̂ | = r. Sui-
vant la méthode de M. MILLOUX, considérons le plus grand cercle de centre non eucli-
dien ^ à l'intérieur duquel on a

i°g 1̂  OOK-Û, F(ov(o=i,

Ü étant un nombre positif convenablement choisi, et considérons sur ce cercle, un
point ô où log ]^(\.)l s o^ ̂ Sa^ ^ — ^* Comme |^o| intervient dans (97), il importe
de connaître une borne supérieure de |̂ o|. En faisant au besoin une rotation, nous
supposons que ^ = r. Nous choisissons pour Q, la quantité obtenue dans le second

membre de (96), lorsqu'on y remplace Al—\ et A'[ — ) par ̂ (1) et ^ ' ( 1 ) :

On a log |W0Oi > — ̂  dans ^ Z, 1/2. Si log \W(r)\ \ - Q, on a déjà une limi-
tation de log IF OOI dans |̂ | ^ r; supposons donc que log |W(r)j <C — ̂ . II existe,
par suite, des points dans |̂ | Z_ r, où log|Vf(^)| rz= — &. Soit S le minimum de la
pseudo-distance d'un point quelconque de cet ensemble de points, au point r. Pour -au
moins un point ^o de cet ensemble, on a (^o, r) — S et log|W(^o)! = — Ü. Évi-
demment

1

d'où

* - s > -f 0 - 0-
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Considérons le cercle (s) de centre non euclidien r et de pseudo-rayon S. Il peut ar-
river qu'il existe dans (a), des points où log |W(^)| = — Q. Dans,ce cas, soit V la
pseudo-distance minimum de cet ensemble au point r et soit (V) le cercle de centre
non euclidien r et de pseudo-rayon S'. Dans l'intérieur du cercle (V), on a donc
toujours log 1^(01 <C — Û, et sur sa circonférence, on a au moins un point x!0

 t el
que log I^COI = — ^* Cherchons une borne supérieure de |̂ '0|. Le cercle (V) coupe
Taxe réel en un point x à la droite de r. On a |^| ̂  x. Or?

* - r

ce qui nous donne

1 — xr r
1

2

— x > -2-(i — r)2 .
4

Donc, on a toujours un cercle (<J) de centre non euclidien r, et de pseudo-rayon
S, tel que dans l'intérieur de (a),

iog|v(0K-o,

en un point ô sur la circonférence de (s),

{99) log|W(0| = - U ,
et Ton a

(IOO) ï-^J-Ç!-,), I_W>X(I_f)».

Si S ̂  1/2, (97) fournit une limitation de log |F(^)| dans |̂ | ̂  r. Supposons
que S > 1/2. La transformation

transforme le cercle (a) en |£| = S, et W(^) en W^C). \^\(^)\ étant égal à i/M à
Forigine, et ne s'annulant pas dans |£| < i, il existe un arc de courbe issu de l'ori-
gine et gagnant la frontière du cercle, sur lequel jWj (Ç)| est inférieur à i/M. Eu
égard à (98) on peut appliquer le théorème de M. MILLOUX à la fonction W
avec m = eü/M. En y prenant r = A, on a

< - [1 - L ^ ] " - ̂ ^logM < _ L^AiogM,
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pour |£| ̂  >A Soient £o l'homologue de ^o, et î , ,1e point le plus proche de Ço, sur
|£| = XS. En choisissant X tel que la pseudo-distance (£0, £r) soit égale à 1/2, alors
1 — X > 1 — S, et on a eu égard à (100),

^ étant l'homologue de ^ , on a en particulier

(IOI)

D'autre part, la pseudo-distance
et (100),

(io2) log

Comparant (101) et (102), il en résulte que

^ ) étant égale à 1/2, on a d'après (97), (99)

I

— r

pour |̂ | ̂  r, c i, c2, c ne dépendant que de v. On a supposé que les fonctions a^QQ
soient holomorphes pour fci ̂  1. Pour passer au cas général, il suffit d'appliquer ce
résultat à la fonction F(R^). On voit que Ton a en général,

log |F(rO

pour o <i r <^ R < i, O ^ 6 < ^ 2 T : . D'une manière analogue, on voit que Ton a

pour o < r < J ? < i , O ^ Ô < 2 T V . On a donc enfin le théorème suivant:
THÉORÈME XII. — Dans les conditions du Théorème X, on a pour o <

o^O < 21c,

Ci 5 ^ j c- ne dépendant que de v.
THÉORÈME XII ' . — Dans les conditions du Théorème X, on a pour o
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log

£i 5 C
2 J c

3
 nt dépendant que de v.

En particulier si v = : o , a
Q(z) = J> o n retrouve à des constantes numériques

près, le théorème de SCHOTTKY-LANDAU [4].
COROLLAIRE I . — Une fonction F(%) holomorphe dans \%\ < 1, ne prenant pas la

valeur %éro et dont la dérivée F(v}(^) d'ordre v «e £r««d j?#j la valeur un, vérifie l'i-

négalité

|| ct|log|F(o)||

o <^ r <^ 1, o ^ 8 <^ 2TZ, c0, c i , c2 ne dépendant que de v.
COROLLAIRE I ' . — Dans les conditions du Corollaire i, on a

log .F(r «»)| < I 4 7 (co + C, log |F(o)| + c2 log r ^ -

pour o < r < i , o ^ 8 < 2 7T, co , cty cz ne dépendant que de v 4 ) .

26. Soient d{(jQ {i = o, i, . . . , v) des fonctions données holomorphes dans le
cercle |^| <C i? où uo(jQ ne s'annule pas, et soit L un nombre positif donné. Consi-
dérons une fonction F(jQ holomorphe dans |^| < i, ne s'y annulant pas et ayant la
propriété qu'aux points situés dans |̂ j <^ 1, où F(j() prend la valeur un, on a

K (0 FM (0 + as (0 ^-" (0 + • • • + av_t (0 F' (0 + «v (0| < L.

Les méthodes de M. MILLOUX permettent aussi d'obtenir une limitation assez précise
de I-FOOI* Pour le montrer, nous allons d'abord établir par les méthodes employées
dans le chapitre précédent, la proposition suivante:

THÉORÈME XIII. — Soient données dans le cercle |^| < i, v - j - i (v ^ i ) fonctions

holomorphes fl£(0 (t = o, i, . . . , v), ao(^) ne s'annulant pas, et soit L un nombre

positif donné. Posons

\ O ' i= I ^ O '

4) M. MILLOUX a donné récemment des théorèmes analogues, sous des conditions plus larges
(Comptes Rendus, 206, 1938, p. 1080-1082).
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Si f ( 0 est holomorphe et ne s'annule pas dans fc| < i, et si aux points situés dans
|^| < i, où F(x) prend la valeur un> on a

alors, pour o <ir < R < i , O ^ 6 < ^ 2 7Î, on a

°)|! < | | l o g | F ( o ) | | + B(R) j û ^ ,

I ? v î désigne une fonction indépendante de

Ce théorème s'établit d'une manière analogue à celle employée dans les cas traités
aux n° 15 et 17. En posant F = e^ et en faisant les calculs, on voit que (103) en-
traine la condition suivante: Aux points de |̂ j < 1, où f(%) prend une quelconque
des valeurs lircr, T étant un entier arbitraire, on a

P désigne un polynôme de degré inférieur à v, en / '(^), /""(O* • • • 3/vï(0>
les coefficients sont des combinaisons linéaires de at(X) avec des coefficients constants.
Supposons d'abord que les fonctions a.{^() soient holomorphes pour \z\ ̂ L 1. En ap-
pliquant le Théorème I, pour k = i5 à la fonction f(jQf on voit comme dans la dé-
monstration du Théorème VI, que

M(*,/)<C[|/(o)|+ £(')],

a étant le nombre fourni par le Théorème I, C un nombre ne dépendant que de v?

et B(i\ la valeur de la fonction B(r) pour r = i . Si l'on prend /(O~/iCO-H°gF(p\
où /X 0 ) = °> c t °ù l°gF(o) est la détermination réduite, on a donc,

|log|F(öl|<C'[|log|F(o)|| + B(i)],

pour | ^ ! ^ « . En appliquant ceci, de proche en proche, aux fonctions, FJj^-f^f1—«)]»
Kol = aJ F[l, + ^C1 — «,)]» k.l = », = 1 — (1 — *)2; etc., on trouve que

|log|FCÛl| < [ilog|^(o)j| + 5(i)]û(fô v),

pour !̂ | <[ 1. Enfin on passe au cas où les fonctions a{(pQ sont holomorphes pour
fc| <C 1, en appliquant ce résultat à la fonction F(R^).

THÉORÈME XIII'. — Dans les conditions du Théorème XIII, on a pour o <
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-p- , v\ désigne une fonction indépendante de

Ceci s'établit de la même manière que ci-dessus. La fonction i/F(%) vérifie une
inégalité analogue.

27. Ce théorème fournit un critère de famille normale qui est une généralisation
d'un théorème de M. VALIRON [ I I , ey ƒ]:

THÉORÈME XIV. — Soient données dans un domaine (D), v -f- 1 (v X 1) fonctions
holomorphes at{^) (i = o, 1, . . . , v), ao(^) Ê É O, et soient L un nombre positif donné,
et w(^), v(X) deux f onctions données holomorphes dans ce domaine, telles que u(j$^kv(£).
Considérons une famille de fonctions F(^) holomorphes dans (JD), telles que F(jQ — ti(jQ
ne s'y annulent pas, et telles qu'aux points de (Z)), où F(^) = v(x)> on ait

'Kti + aAl)

Dans ces conditions, la famille F(j) est normale dans (Z)).
Posons

G(O =

et soit ^o un point quelconque de (D), distinct d'un zéro de ao(^), et d'un zéro de
uQQ — v(s)- Au voisinage de ^o, G(^) est holomorphe, ne s'annule pas, et a la
propriété qu'aux points où G(^) prend la valeur un, on a

«0 (0 [f (0 - u (0] Gw (0 + 1 K (0 G1"-» (O +

où bfa), bv(X) sont des fonctions holomorphes données. D'après le Théorème XIII',
on voit que la famille G(^) est normale en ^o. Par suite, la famille F(X) — ^ ( 0 est
aussi normale en ^o. Donc la famille F([) — w(^) ainsi que la famille F(^) sont
normales partout dans CD).

28. À partir du Théorème XIII', on peut améliorer la limitation de |F(^)| par
la méthode de M. MtLLOUx, sans aucun changement dans la démonstration. Mais

observons que dans ce cas, le terme v log ~ n'entre pas dans le résultat final.

On voit que l'on a les théorèmes suivants :
THÉORÈME XV. — Dans les conditions du Théorème XIII, on a pour o <^r <^R<^iy
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o^O < 2-x,

|log'F(r«'e)'| < ^ ^ - f [*,|log'F(o)i] + c2B(R)],

ct, C2 ne dépendant que de v.
THÉORÈME XV'. — Dans les conditions du Théorème XIII, on a pour

O ^ 6 < 2 TU,

log \F(re*)\ < g^[ct log |F(o) | + c2B(R)l

cs, c2 ne dépendant que de v.
COROLLAIRE I . — Une fonction F(^) holomorphe dans |^| < 1, ^ prenant pas la

valeur zéro et dont la dérivée F{v)(%) d'ordre v(v ^ 1) «5f èor»t;g e?z module par un
nombre positif donné L, aux points situés dans |^| <^ 1, 0^ ^"(\) pTtnà la valeur un,
vérifie l'inégalité

^ + c, |log'F(o)|j + c^

pour o <C r < i, 0 ^ 6 ^ 2 7 : , coj c i, c2 ne dépendant que de v.
COROLLAIRE I ' . — Dawi les conditions du Corollaire 1, on a

log |F (r «l9)i < ^ [c, + c, log |

pour o << r < i, o ^ 9 <[ 2x, c0, cr, c2 we dépendant que de v.
En particulier pour v = i, L = o, on obtient des inégalités que vérifie une fonc-

tion F(jQ holomorphe dans |^| < 1, sans zéros et rrlle que F(%) — 1 n'ait que des
zéros multiples. Ces inégalités sont entièrement analogues à celles qui sont fournies
par le théorème de SCHOTTKY-LANDAU.

CHAPITRE IV.

Le domaine riemannien couvert par les valeurs d'une fonction holomorphe.

29. Le Théorème I permet d'obtenir certaines extensions de théorèmes de M. BLOCH

[2, a, b] et de M. VALIRON [ I I , d\ En prenant dans ce théorème 5 —4M, M
étant un nombre positif donné, on voit que Ton a l'énoncé suivant:
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THÉORÈME XVI. — Si Z = fQQ est une fonction holomorphe dans le cercle j ^

et si correspondant à toute couronne (F) de centre origine, et d'épaisseur supérieure à
M, il existe un nombre to(F) tel que la fonction inverse de f(X)y restreinte au cercle
\z\ <^ i, ne possède que k — i branches au plus, bolomorphes dans (F) fendue suivant
arg Z = Û)(F)J f(i) est majorée par

p-j ne dépendant que de k.

Ce théorème est une généralisation d'un théorème de M. VALIRON [ I I , d].

On déduit de ceci le théorème suivant qui comprend un énoncé de M. BLOCH

[2, *].
THÉORÈME XVII. — Si Z=f(i) est une f onction holomorphe dans le cercle

et si R est plus grand que les nombres

( t = o , i , . . . , * — i ) ,

)j-\ ne dépendant que de lit, on peut trouver une couronne de centre origine, et d'épaisseur
supérieure à M, telle que o> étant un nombre arbitraire, la fonction inverse de f(£)y re-
streinte au cercle |^| < R} possède au moins k branches holomorphes dans cette couronne
fendue suivant arg Z = w.

M. VALIRON a donné une proposition analogue plus précise [ n , c\
L/énoncé XVII découle de XVI. En effet, f (Ri) étant holomorphe dans |^| < i,

d'après le Théorème XVI, dès que R vérifie la condition

on peut trouver une couronne vérifiant les conditions énoncées dans le théorème.
Cette inégalité est évidemment réalisée, si R vérifie la condition donnée dans le Théo-
rème XVII.

CHUANG.
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THÉORÈME XVIII. — Soit Z = /"(O ttne famille de fonctions holomorphes dans un
domaine (Z)). ( r ) étant une couronne arbitraire de centre origine, et d'épaisseur supé-
rieure à un nombre positif donné M et f(x) étant une fonction quelconque de la famille,
supposons qu'il existe un nombre w(F? ƒ) tel que la fonction inverse de /(^), restreinte
an domaine (£)) ne possède que k — i branches au plus holomorphes dans (F) fendue
suivant arg Z — w(F, ƒ). Dans ces conditions, la famille f($) est quasi-normale d'ordre
k — i au plus dans (-D).

Soient / (^) une fonction de la famille et (y) un cercle intérieur à (Z)), ayant ^o

pour centre et S pour rayon. La fonction /(^o -f- S^) holomorphe dans fc| < i, vé-
rifie les conditions du Théorème XVI. On a donc dans le cercle (y),

À partir de cette inégalité, on peut évidemment procéder comme dans la démon-
stration du Théorème III. On voit que, ^0 étant fixé, C(~o, ƒ) désignant le maximum
des nombres

(t = o, i, . . . , k — i),
i\

et fv {z} étant une suite quelconque de fonctions de la famille ƒ (^), ou bien les nom-
bres C(^o? fn) sont bornés, et alors la suite fn(£) est bornée dans Fintérieur de (D),
ou bien lim C(^o, /n) »-*- oo. Dans ce cas, on peut extraire de la suite

une autre suite que nous désignons encore par ©M(0J ^ converge uniformément
dans rincérieur de (D), vers une fonction holomorphe cp(̂ ) non identiquement nulle.
Il nous reste à montrer que 9 (^) n'a que k — 1 zéros au plus dans (D).

Supposons que o (^) possède fe zéros ^ (ƒ = 1, 2, . . . , fc), intérieurs à (D), ̂ ;-

étant d'ordre m ;, et J ] w = fe. Dès que ô  est assez petit, on peut écrire dans le

cercle \i — ^ Z, ??,

? (0 = *, U ~ Î ;P ̂  + ^ QOh *; * °> I*, (Öi < 3^ •

Choisissons les nombres p ( y = i , 2, ..., fe) tels que sur chacun des cercles |̂  —^| = p T

le module maximum de © (j$ ait la même valeur A, Soit £ un point sur j ^ — ~J = p T

où Pon a |©(s)| ~ A. 1 étant un de ces zéros, on peut supposer, en remplaçant au
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iesoin ^ par ;( -f~ >̂ ( î u e %.• e s t l'origine. On a donc

pour 1̂1 ̂ _ p., et |?(£)j = A Considérons la couronne

(5,-) e-'p/^kl^P/
dans laquelle on a

Nous sommes donc dans un cas exactement analogue à celui considéré dans la deu-
xième partie ce la démonstration du Théorème I. On voit que la fonction inverse de
o(^), restreinte à e~2G. < |^| < p., possède m. branches holomorphes dans la cou-
ronne

4 2 '

fendue suivant arg Z = o>} o> étant arbitraire. Dans (S.), on peut écrire

Puisque 9M(^) tend uniformément vers cp(^), il est évident que

1
j\\t )\ \ I o ?

dès que n dépasse un certain rang. Pour les mêmes raisons que ci-dessus, la fonction
inverse de 9^(0? restreinte à e~2p. <C \%\ <C P*> possède m. branches holomorphes
dans (2) fendue suivant arg Z = o*, o> arbitraire. En considérant tous les points
^ (ƒ = 1, 2, . . . , h)) il s'ensuit que dès que n dépasse un certain rang, la fonction
inverse de <pK(0> resteinte à (D), possède au moins h branches holomorphes dans
(2) fendue suivant arg Z = w, co arbitraire. Par suite, la fonction inverse de /w (^) 5

restreinte à (£)), possède au moins k branches holomorphes dans la couronne

— C(^o, fn)A < \Z\ < — C(^o, /„)^,
4 2

fendue suivant arg Z = o>, co arbitraire. Ceci est évidemment contraire à l'hypothèse,
car lim C(^ o , fn) = oo. Donc 9 ^ ) n'a que A — 1 zéros au plus intérieurs à (Z)) et

le théorème est établi.
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Ce théorème est une généralisation d'un théorème de M. VALIROX [ I I , d], et il
comprend un énoncé de M. BLOCH [2, b\

30. On peut étendre ces résultats dans le sens du Théorème II, ou du Théo-
rème VI. On a les théorèmes suivants :

THÉORÈME XIX. — Soient !!(ƒ, ƒ', . . . , fh)) et P ( / , ƒ', . . . , fp}) les polynômes
définis dans le Théorème II, et M, ni entier, des nombres positifs donnés. Posons

| | ^ |

Soit

une fonction holomorphe dans (3J < 1. Supposons que à toute couronne (F) de centre

origine et d'épaisseur supérieure à M, corresponde un nombre to(F) tel que pour toute

branche de la fonction inverse de ƒ(;{), restreinte à ,~] < 1, holomorphe dans (T) fendue

suivant arg Z = w (F), sauf peut-être pour k — 1 branches, Véquation

(104 ) ef [ ï l ( / , ƒ ' , . . . , ƒ<*') + P(f, ƒ ' , . . . , / O ] = 1

nait que m racines au plus dans le domaine décrit par cette bratiche. Alors / ( ^ ) est

majorée par

c (k7 p, d) ne dépendant que de k, p, et d.

Prenons dans le Théorème I, S = C Ay A désignant toujours le nombre défini
dans le Théorème XIX, et C étant un nombre qui ne dépend que de k, p, et d, et
qui sera bientôt déterminé. Si ƒ (^) n'est pas majorée par

(105) M*

la fonction inverse de ƒ(;(), restreinte à |^| < 1, possède k branches holomorphes
dans la couronne

(O ~'M(r, ƒ) < \Z\ < ^-M{r, f), M(r, f) > S,
4 2

fendue suivant arg Z = w, o> arbitraire. Dès que C > 4 , Tépaisseur de cette couronne
est supérieure à M. Soit ^ ( F ) le nombre correspondant qui existe par hypothèse. IL
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peut arriver que w(F) ait une des valeurs + . — . En tous cas, on voit aisément

que si

la couronne (F) fendue suivant argZ = a>(F) comprend au moins m -J- 1 points

2 Î " T correspondant aux valeurs T/ (/ — i, 2, . . . , m -(- i)5 rt entiers; sur les fron-

tières des domaines £[ƒ, w(F)] ( i = i , 2, ..., k) décrits par les branches ^ — ^ [ ^

(i = i, 2, . . . , k) correspondantes de la fonction inverse de /OO? o n a

pour chacune des valeurs x i. On peut évidemment procéder comme dans la démon-

stration du Théorème II, et on voit que si

M(r, f) >
m

jlog ± NI
; = i Uo -J

C ne dépendant que de 4, p, et i, l'équation (104) a plus de m racines dans chacun
des domaines E\f\ co(r)], contrairement à l'hypothèse. Donc, si Ton prend C = 4~|- C',
f{jO est majorée par (105), ce qui établit le Théorème XIX.

THÉORÈME XX. — n (ƒ,ƒ', . . . , / l ) ) , P(f, ƒ', • • • , /* J), M, et m étant définis

comme dans le Théorème XIX, soit Z — fQQ une famille de fonctions holomorphss dans

un domaine (D), et jouissant de la propriété suivante. Si (F) est une couronne de centre

origine, et d'épaisseur supérieure à M, et si f(j§ est une fonction de la famille, il existe

un nombre <o(F, f) tel que pour toute branche de la fonction inverse de / ( ^ ) , restreinte

à (D), holomorphe dans (F) fendue suivant arg Z = w(F, ƒ), sauf peut être pour

k — 1 branches, Y équation

(\oG\ efmff f f{k)}4-P(f f' f^YI — 1

«'fli7 çwe m racines au plus dans le domaine décrit par cette branche. Alors la famille

fOù e$t quasi-normale d'ordre k — 1 au plus dans (D) .

Soient f(i) une fonction de la famille et (y) un cercle intérieur à (D), ayant
pour centre ^0 et pour rayon S. En appliquant le Théorème XIX, à la fonction

on voit que l'on ;

1/(01 < ?(*, h

f' = ! _|_ m 4- M + log U-
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jx et y ne dépendant que des formes de n et de P. On peut procéder, a partir de
cette inégalité, comme dans la démonstration du Théorème III, et on voit qu'il ne
nous reste qu'à démontrer ceci: fn(£) étant une suite de fonctions de la famille ƒ(;(),

si ?„ (O t e n d uniformément vers une fonction holomorphe 9 ( ^ ) ^ 0 , dans l'intérieur
de (D), alors <f>(jO n'a que k — 1 zéros au plus dans (D).

Si y{k) QO = o, ceci est évident. Supposons que cp(i>)(^) ^ o, et que ^(^) ait k
h

zéros £ (; = 1, 2, . . . , h) dans (Z>), ^ étant d'ordre m et 7 ^ ~ k. Dans la dé-

monstration du Théorème XVIII, on a vu que dès que n dépasse un certain rang, la

fonction inverse de on(^) possède m branches holomorphes dans la couronne

fendue suivant arg Z^=w, ta arbitraire, en outre les domaines E (QH , W) ( Î ^ = Ï 5 2. ,.., m )
décrits par ces branches sont situés dans la couronne

On peut évidemment choisir p pour que dans cette couronne, on ait |^°(X)I 7> a

(/ = o, 1, ..., k), i ^ ( 0 | <b(l = o,i, ..., i + 1), et | ? l ; ) ( O I < è ' (/ = o , \ , ..., p),
dès que n dépasse un certain rang, a, &, è' étant des nombres positifs.

Soit ^ un point du domaine E% (*pn, c*>), et soit logo[l
ZÎ(^)(Z ^ &), la branche

du logarithme de 9^}(^), qui admet en ^o, la détermination réduite. On voit sans
peine que dans Et (<pn, co), jlog cp(j} (^)| est inférieur à un nombre positif B indépen-
dant de «, /, i, ƒ, et OJ, pourvu que « dépasse un certain rang. En effet, cette branche
est donnée par

et dans cette intégrale, on peut choisir pour le chemin d'intégration, un arc de courbe
d'une longueur inférieure à un nombre positif fixe, décrit par la branche correspon-
dante ^ = <p~r(Zj(o) de la fonction inverse de ?nC().

La fonction inverse de ƒ„(-(), restreinte à (D), possède donc au moins k branches
holomorphes dans la couronne

\- Cfc, Q A < |Z|< -i
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fendue suivant arg Z — o>, w arbitraire, et dans les domaines Et (fn, o>) décrits par
ces branches, on a |£»ÇOI > Cfe0, ƒ > (/ = o, i, .. . , A), |/J»(O| <
(/ = o, i, . . . , p), et

|log/lJ)(OI < log Cfe, ƒ„) + -B (Z = o,

l°g/!,'J(O ^ t a n t u n e branche du logarithme de /^(;(), et n étant pris suffisamment
grand. Lorsque ^ décrit la frontière de Et(fn, o>), / n (^) décrit celle de la couronne
fendue (107).

À partir de ces résultats, on peut évidemment procéder comme dans la démon-
stration du Théorème IL On voit que dès que n dépasse un certain rang, l'équation
(106) pour /TC(O a p ' u s de m racines dans chacun des domaines £",(ƒ«* ^ c e (îu^
est contraire à l'hypothèse, dès que C(^o, An)^ > 4M. Le Théorème XX est établi.

31. D'une manière analogue, on voit que l'on a les théorèmes suivants:
THÉORÈME. XXL — Soient U(f, ƒ', . . . , f{k)) et ?(ƒ", ƒ', . . . , flp)) les polynômes

définis dans le Théorème II, et M, L des nombres positifs donnés. Posons

—1
a A

Soit

une fonction holomorphe dans |^| <C 1. Supposons que à toute couronne ( f ) de centre

origine et d'épaisseur supérieure à M, corresponde un nombre w(F) tel que pour toute

branche de la fonction inverse de ƒ(;(), restreinte à |^| <^ 1, holomorphe dans (P) fendue

suivant arg Z — w(F), âw/7 peut-être pour k — 1 branches, on ait

en un point du domaine décrit par cette branche. Alors ƒ(^) est majorée par

zs(k, p, d) ne dépendant que de k} p, et d.

THÉORÈME XXIL — n (ƒ,ƒ', . . . , / ( M ) , ? (ƒ , f, . . • , f{p)), M, et L étant définis

comme dans h Théorème XXI, soit Z = / ( ^ ) une famille de fonctions holomorphes

dans un domaine (Z)), et jouissant de la propriété suivante. Si (F) est une couronne de

centre origine et d'épaisseur supérieure à M, et si ƒ(:() est une fonction de la famille,

il existe un nombre 00 (F, ƒ) tel que pour toute branche de la fonction inverse de



C H I - T A I C H U A N G .

restreinte à (Z)), holomorphe dans (F) fendue suivant arg Z ™ w(F, f]y sauf peut-être

pour k — i branches, on ait

en un point du domaine décrit par cette branche. Alors la famille f(£) est quasi-normale

d'ordre k — i au plus dans (D).
REMARQUE. — Dans les Théorèmes XIX, et XXI, on peut faire varier les coeffi-

cients ao et a- (; = i, 2, . . . , c) de 11 et de P avec la couronne (F), pourvu que les
nombres A et B restent respectivement inférieurs à des nombres positifs donnés At

et Bt. Dans ce cas, f(j§ e s t majorée par la série obtenue en remplaçant respective-
ment A et B par Ax et Bt dans la série correspondante. Sous les mêmes conditions,
on peut faire varier les coefficients ao et a ( ƒ = 1, 2, . . . , ? ) dans les Théorè-
mes XX et XXII, avec la couronne (F) et avec la fonction ffa).

32. Ces résultats fournissent des énoncés sur les fonctions F(j) considérées dans
les n° 12 et 17. Nous nous bornons à donner les théorèmes suivants:

THÉORÈME XXIII. —Soient F (^ ) une f onction holomorphe dans \%\ < 1, ne pre-
nant pas la valeur ^érot log F(^) une branche du logarithme de F(~) , F(v)(^) ( v ^ i ) ,
la dérivée d'ordre v de F (^ ) , et M, m entier des nombres positifs donnés. Si à toute
couronne (F) de centre origine et d'épaisseur supérieure à M, correspond un nombre
w(F) tel que pour tout domaine (D) situé dans j^j < 1, et représenté conformément par
log F(X) sur (F) fendue suivant arg Z = w(F), F(v)(^) ne prenne que m fois au plus
la valeur un dans {D), log FQQ est majorée par

Pv (1 + m + M + |log F(o)|) | V V ,

fv ne dépendant que de v.

THÉORÈME XXIV. — Soient FQQ une fonction holomorphe dans j ^ | < 1, ne pre-

nant pas la valeur %éro, log F(^) une branche du logarithme de F(^), F tv)(^) (v X 1)
la dérivée d'ordre v de F (^ ) , et M, L des nombres positifs donnés. Si à toute couronne

(F) de centre origine et d'épaisseur supérieure à M, correspond un nombre CÙ (F) tel que

pour tout domaine CD) situé dans \i\ < 1, et représenté conformément par log FQQ sur

(F) fendue suivant a r g Z = G>(F), on ait |Ffv)(^)| < L, en un point dans (Z)), ou

| \ 1, log F (x) est majorée par

57V (1 -f- M ~\- Lv -\~ (log F ( o ) i ) y~ g«4 ^*

M e dépendant que de v.

On» a aussi des critères correspondants de famille normale.
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DEUXIÈME PARTIE.

FAMILLES DE FONCTIONS MÉROMORPHES.

CHAPITRE I.

Critèi*es de famille quasi-normale.

I. Dans ses travaux [i, a9 b, c], M. AHLFORS a étudié les domaines dans lesquels
une fonction méromorphe prend des valeurs appartenant à une région donnée. Z=f(jQ
étant une fonction méromorphe dans un cercle |^| ^L i?, E une région fermée, finie
ou non, dans le plan Z, et A les domaines dans |̂ | <[ i?, où f(X) prend des
valeurs appartenant à £, M. AHLFORS a classé les domaines A en deux espèces dif-
férentes : les domaines A qui se ferment dans |̂ | < J?, et les domaines A qui s'é-
tendent jusqu'à la circonférence |̂ | = R. Un domaine A se fermant dans |̂ | < Ry

est un domaine dont tous les points et dont tous les points de la frontière sont
des points intérieurs à |̂ | < R. Un domaine A qui s'étend jusqu'à la circonférence
|̂ | = R a au moins un point frontière sur \%\ — R, Dans un domaine A se fer-
mant dans |̂ | < R, les points intérieurs et les points frontières correspondent à
ceux de £, et f(jQ prend chaque valeur située dans E, le même nombre fini de
fois. Si ce nombre est égal à un, A est un domaine d'univalence de / ( ^ ) , correspon-
dant à £. Ces notions s'étendent aux fonctions méromorphes dans un domaine (D).
Nous dirons que /(^) a p domaines A se fermant dans (Z)), correspondant à £*, s'il
existe p' ^lp domaines A. se fermant dans (D), tels que /(^) prenne dans Ax., ni

p'
fois chaque valeur située dans E, et ^jn. = p. 2 étant la projection stéréographique

de E sur la sphère de RÏEMANN (S) de centre Z = o, et de rayon i, nous dirons
que ƒ (X) a p domaines se fermant dans (D), correspondant à 2, si ceci a lieu pour E.

2. Considérons dans un domaine (Z)), une famille de fonctions méromorphes
/(^) et soient ii i 3 £2 , £, trois régions simplement connexes et extérieures les unes
aux autres, dans le plan Z. Supposons que chaque fonction ƒ (^) de la famille ait au
plus pi domaines se fermant dans (D), correspondant à Ei (i=i, 2, 3), les p. étant
des entiers positifs. M. AHLFORS a montré que si pI = pz = p$ = o, la famille /(^)
est normale dans (Z)) [i, c\ À partir de ce théorème, on constate sans peine que la
famille / (^) considérée est quasi-normale dans (D). En effet, fn(£) étant une suite
quelconque contenue dans la famille /"OO, le procédé habituel des extractions succes-

CHUA G. 10
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sives, permet d'extraire de la suite ƒ„ 00> une autre suite qui n'admet que s/br

points de JULIA, dans (Z)). La famille ffâ est ainsi quasi-normale d'ordre j
au plus dans (Z)). Les considérations ci-dessous permettent en outre de préciser la
valeur de cet ordre. D'une manière analogue, on voit que Et (i — i, 2, . . . , 6)
étant six régions simplement connexes extérieures les unes aux autres dans le plan Z,
et /"(O une famille de fonctions méromorphes dans un domaine (Z)), si chaque fonc-
tion f(jQ de la famille n'a que pt domaines d'univalence au plus dans (Z)), correspon-
dant i £ ( i = i, 2, . . . , 6), la famille / ( O est quasi-normale dans (Z)). Son ordre
ne dépasse pas la somme des nombres p.. Ceci s'établit à partir d'un théorème qui
est une conséquence d'une proposition de M. AHLFORS [ I , C].

3. Nous allons considérer les fonctions ƒ (0? méromorphes dans un domaine (D),
et qui vérifient la condition suivante: p étant un nombre positif, pour tout cercle 2
de rayon 0 sur la sphère de RIEMANN (5), f(?Q n?a que q domaines au plus se fer-
mant dans (Z)), correspondant à 2 . Ces fonctions ressemblent aux fonctions méro-
morphes ç-valentes. On peut établir la proposition suivante:

THÉORÈME I. — Soient Z = ƒ(-) une famille de fonctions méromorphes dans un
domaine (D), q un entier positif, et p le plus petit des nombres (~/3) — z et (~/q)— s
(s arbitrairement petit). Si pour tout cercle 2o de rayon p sur (S), chaque fonction /"(^)
de la famille a q domaines au plus se fermant dans (D) et correspondant à 20 , la
famille f(x) est quasi-normale d'ordre q au plus dans (Z)).

Puisque 0 ^L (7^/3) — s, on peut évidemment décrire sur (S), d'une infinité de
manière, trois cercles 2 , 22 , 2, de rayon p, extérieurs les uns aux autres. Il suit de
l'hypothèse et de ce qui vient être considéré, que la famille fQQ est quasi-normale
d'ordre 3 q au plus dans (Z)). D'une suite quelconque contenue dans la famille fQQ,
on peut extraire une autre suite fH(£) convergeant uniformément dans l'intérieur de
(Z)), vers une fonction méromorphe F(^) sauf en s ^1 3 q points irréguliers. Pour
préciser la valeur de 5, montrons d'abord que la fonction limite F(^) est méromorphe
dans (Z)). Soit ^0 un des points irréguliers. D'après une proposition de M. AHLFORS

[ I , a]y si F(^) admettait au point ^0, une singularité essentielle, F(V) aurait une in-
finité de domaines A se fermant au voisinage de ^0, correspondant à un au moins
des cercles 2 i , 22 , 2 , . Soit 2r par exemple, ce cercle et soient E, la région corre-
spondante dans le plan Z, et A (ƒ = i, 2, . . . , h) k{k^> q) domaines se fermant
au voisinage de ~o, correspondant à Ex. F(^) prend dans A , n fois "raque valeur

située dans Ex, et ^_ n = k. Entourons A par une courbe F voisine de \ , et ne

passant pas par les points des domaines correspondant à Ei et à F(&), et par les
pôles de F(^). fn(jl) convergeant uniformément vers FQQ, dès que n dépasse un cer-
tain rang, les courbes décrites par FQQ et par /w(0? lofsque ^ parcourt F ; , sont à
une distance de Et, supérieure à un nombre positif. Considérons un point a dans Ei.
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montre que fn(£) prend dans A., n. fois la valeur a, dès que n est suffisamment
grand. Comme fn(£) ne prend pas sur P., de valeurs situées dans £ \ , elle a n. do-
maines se fermant dans le domaine intérieur à T., et correspondant à Eï. En passant
de Ai à A?j, il s'ensuit que / n 0Û a plu s de q domaines se fermant au voisinage de
^o) correspondant à f t , ce qui est contraire à l'hypothèse. F(&) est donc méromor-
phe dans (D). Elle peut se réduire, en particulier, à une constante finie ou infinie..

Nous allons montrer que s </_ q. Supposons que Ton ait s ^ q -f- i et soient
Xn q -{- i points irréguliers de la suite fn(Û- Soient a. la valeur de la fonction limite
F(^), en ^., et â  l'image de a. sur (5). On voit aisément que l'on peut décrire un
cercle 2o de rayon p, sur (S), extérieur aux points a! (i = i, 2, . . . , q -f- i ) . On
peut le constater par exemple, de la manière suivante: Sans restreindre la généralité,
supposons que a' soit le centre de projection. Traçons sur (S), un demi-grand cercle
( a i 5 a D Passant par OL\ , a!,, puis un demi-grand cercle (V , a^) passant par OL\ , a' et
ainsi de suite, pour chacun des points a2', . . . , a' . Il est évident que l'on peut
décrire un cercle ^o dans une au moins des régions limitées par ces demi-grand cer-
cles. Par suite, £o est extérieur aux points at'. Dès que n dépasse un certain rang, les
images sur (S) des courbes décrites par F(x) et par ƒ„(;(), lorsque i parcourt un
cercle n. assez petit autour de ^., sont voisines de a! et extérieures à 2 0 . Or, fn(£)
prend dans cn des valeurs situées dans 2 , il s'ensuit que fn(X) a des domaines se
fermant dans ai9 correspondant à 2 0 . En passant de ^ à ^ + I , on voit que fn(x) &
plus de q domaines se fermant dans (D), correspondant à 2 0 , contrairement à l'hy-
pothèse. Donc s ^1 q, et le théorème est démontré.

4. Moyennant une certaine condition, on peut prendre p = (u/3) — e dans le
Théorème I. Pour l'établir, nous démontrerons ce lemme:

LEMME 1. — Si fn QQ est une suite exceptionnelle ^OSTROWSKI de fonctions méro-
morphes exceptionnelle en un point a 5) et si fn(X) converge uniformément autour de a
vers une fonction méromorphe en a, distincte d'une constante, chaque fonction fn(X) prend
dans \i — a\ < £, toute valeur, dis que n^> n (s).

On suppose que la valeur a de la fonction limite fQQ en a, est finie. Si cette
valeur est infinie, il suffit de considérer la suite i/fn(X). Décrivons un cercle c concen-
trique et intérieur au cercle |̂  — a\ = e, et assez voisin de a, pour que ƒQQ ne
prenne pas la valeur a, sauf en a, et n'ait pas de pôles, dans c et sur sa circonfé-

5) [93• OSTROWSKI.
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montre que le nombre des zéros de /„(O — x dans c, est égal à la somme du nom-
bre des pôles de /"„(O dans c et de Tordre de a par rapport à ƒQQ — a. Donc
fnOù — a a au moins deux zéros dans c. En supposant que no(e) soit assez grand,
les courbes décrites par f(£) et par fn (pQ, lorsque ^ parcourt la circonférence de c,
sont extérieures à un petit cercle \Z — a| XL n. Par suite, fn(£) prend dans c au
moins deux fois, chaque valeur située dans \Z — a| Zi y;. Décrivons maintenant un
cercle c' concentrique à c, et assez voisin de a, pour que la courbe décrite par f(&)7

lorsque ^ parcourt c\ soit intérieure au cercle \Z— a[ <^ rj. Dès que «^>^ó(s)' fnOO
possède la même propriété. Or, fn(£) étant une suite exceptionnelle d'OsTROWSKi en
a, on peut supposer que no(z) soit suffisamment grand pour que / M (0 ^ a u moins
un pôle dans c'. Par conséquent, fn(x) prend dans c\ au moins une fois chaque va-
leur extérieure à \Z— a| ^ n. En désignant par w(s) le plus grand des nombres
wo(£) e t wo(£)? ^ s'ensuit que fnQ£) prend dans |^—a\ < e, toute valeur, dès que
n ]> n(z).

Nous dirons qu'une fonction f(£) méromorphe dans un domaine (D), vérifie la
condition ( C ) dans (D), s'il y a au plus q domaines complètement intérieurs à (ZT),
tels que dans chacun de ces domaines, ƒ(;() prenne toute valeur.

THÉORÈME I'. — Soient Z = ƒ(^) une famille de fonctions méromorphes dans un
domaine (Ö), et y vérifiant la condition (C ). Si pour tout cercle de rayon (^/3) — £
sur (S), chaque fonction f(^) de la famille a q domaines au plus se fermant dan (D)
et correspondant à ce cercle, la famille f(£) est quasi-normale d'ordre q au plus dans (Ö).

D'une suite quelconque de fonctions, contenue dans la famille f(&), on peut
extraire, comme dans la démonstration du théorème précédent, une autre suite /W(O
convergeant uniformément vers une fonction Ffo) méromorphe dans (/)), sauf en s
points irréguliers dans ce domaine. Quitte à considérer une suite partielle de fn(£)7

on suppose que la suite fn(j) est exceptionnelle au sens d'OsTROWSKi, en chacun de
ses points irréguliers. Si la fonction limite F(^) est une constante, les considérations
utilisées dans la démonstration du théorème précédent montrent de suite que s X q.
Si F(%) e$t distincte d'une constante, il découle du Lemme i, et de l'hypothèse, que
s ^. q. Le théorème est établi.

5. Considérons dans un domaine (D), les fonctions méromorphes f(i) ayant la
propriété suivante: 2 étant un cercle arbitraire de rayon p, tracé sur (S), /(^) n'a
dans (D) que q domaines d'univalence au plus, correspondant à 1o. Pour obtenir un
théorème analogue au Théorème I, nous avons besoin des lemmes suivants:

LEMME 2. — Soient Z — f(£) une fonction méromorphe dans un domaine (D), E une
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région simplement connexe dans le plan Z, et Eî, E2 deux régions simplement connexes

appartenant à E, extérieures Yune à Vautre. Si A est un domaine simplement connexe

correspondant à E et se fermant dans (-D), et si w i ? m2 désignent respectivement le

nombre des domaines d'univalence de fQ$ situés dans A, et correspondant à El9 E2> on

a tni - f w2 \ 2.

Considérons avec M. AHLFORS, la région simplement connexe E12 formée p a r i : , ,
E2y et par une bande joignant Ex, E2; cette bande bi2, située dans £", va d'un arc et

pris sur la frontière de Ei à un arc e2 pris sur celle de E2. Soit Ai2 un domaine situé
dans A, et correspondant à Ei2. Si AI2 est un domaine d'univalence, on a évidem-
ment mj -f- m2 ^ 2. Dans le cas général, supposons que ^ -J- w2 Z i , et montrons
dans ce cas, que Ai2 serait multiplement connexe. En effet, désignons par A i , A[, A", ...,
et A2, A2, A", . . . , les domaines distincts situés dans Ai2 et correspondant respecti-
vement à i? i 5 et à E2, par £i2 les domaines correspondant à bl2i et par s r , e2 les
arcs correspondant à ^ , e2. Par hypothèse, parmi les domaines A i , Aj, . . . , et A2>

A2, . . . , il y a au plus un domaine d'univalence. Soit Ar par exemple, un tel do-
maine. Si un tel domaine n'existe pas, la démonstration se fait d'une manière ana-
logue. Sur Ai? on a un arc e.. En sortant par cet arc, on entre dans un domaine
Pi*' P12 s*e t e nd jusqu'à un arc s2 de la frontière d'un des domaines A,, A2, . . . . Soit
A2 ce domaine. Puisque A2 n'est pas un domaine d'univalence, sur sa frontière, on a
un autre arc s2. En sortant par cet arc, on entre dans un domaine Pi2 qui s'étend
jusqu'à un arc ei de la frontière d'un des domaines A r, A't, . . . . Ce domaine n'est
pas ài. Soit A' ce domaine. Sur sa frontière, on a un autre arc e i . En sortant par
cet arc, on entre dans un domaine fii2 qui s'étend jusqu'à un arc s2 de la frontière
d'un des domaines A2, A2, . . . . Si ce domaine est A2, Ai2 est évidemment multiple-
ment connexe. Supposons que ce domaine soit A2. En sortant par un autre arc z2 de
sa frontière, on entre dans un domaine (£i2 qui s'étend jusqu'à un arc sx de la fron-
tière d'un des domaines A[, A", . . . . Si ce domaine est A'r, Aj2 est multiplement
connexe. Supposons que ce domaine soit A'̂ , et ainsi de suite. Ainsi, pour que A[2

ne soit pas multiplement connexe, il faut que l'on ait chaque fois, un domaine A^0,
ou un domaine A(

2
;), distinct des précédents. Or, le nombre des domaines A r , A' , . . . ,

et A2, A2, . . . est fini, il s'ensuit que Ai2 est multiplement connexe. Mais ceci est
contraire aux hypothèses. En effet, dans un domaine limité par un contour intérieur
de Ai2, ƒ(;() prend toute valeur extérieure à El2, par suite des valeurs extérieures à
E. Ai2 appartient à A et A est supposé simplement connexe; ƒ(£) prend donc dans A
des valeurs extérieures à £*, ce qui est absurde. On a donc mi -} - m2 X 2.

LEMME 3. — Soit Z = fnQû une suite de fonctions méromorphes qui est une suite

exceptionnelle ÓTOSTROWSKI en un point a, et qui converge uniformément autour de a vers

une fonction méromorphe en a, et soient £\ (i = 1, 2, . . . , h; h ^ 4) h régions sim-

plement connexes extérieures les unes aux autres dans h plan Z. Si m.(n) désigne le
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nombre des domaines d'univalence de fn (&) voisins de a, et correspondant à E{, on a
h

J w , . ( « ) ^ h — i? des que n dépasse un certain rang.

Supposons d'abord que h = 4, et distinguons deux cas suivant que la valeur a,
en a, de la fonction limite ƒQ() de fH(£) est extérieure aux régions Ex, £ , , £ , , £ ,
ou appartient à l'une des ces régions. Considérons le premier cas. Décrivons autour
de #, un petit cercle 0 assez voisin de a, pour que sur c, les valeurs de f(£) et de
/«00> n suffisamment grand, soient voisines de «, et extérieures aux £ f , £ a , £ \ , £4*
Joignons Et, E2 par une bande biz et £ , £+ par une bande è34, telles que les ré-
gions £ 1 2 , £34 ainsi formées soient simplement connexes, extérieures Tune à l'autre, et
extérieures à a. Dès que n dépasse un certain rang, fnQO a ^ e s domaines Ar2, A
correspondant à £ i 2 , £ , se fermant dans c. Soit Aia un de ces domaines. Si Ap est
simplement connexe, on a dans ce domaine mi(^n)~\-m2(n)^2^ d'après le Lemme 2.
Si Ai2 est multiplement connexe, il y a un A, se fermant dans un domaine limité
par un contour intérieur de Ar2. Si Aj4 est simplement connexe, on a dans ce do-
maine mJÇn) -}- w*4(n) ^ 2. Si A?4 est multiplement connexe, on a un Ai2 se fermant
dans un domaine limité par un contour intérieur de A . Comme le nombre des do-
maines Ai2 et A34 est fini, on obtient de cette manière, un Ai2 ou un A;̂  qui est sim-
plement connexe. Soit Ai2 ce domaine, par exemple; on a mt(n) -f- m2(n)^ 2, dans
A i2. Il existe au moins un A,4 se fermant dans le domaine (d) limité par le contour

de A]2, et par le cercle c. Si A34 est simplement connexe, on a m^(n) -f- m^(n) ̂  2y

4
dans A . Par suite y m{(n*) ^ 4 dans c. Supposons que A soit multiplement con-

nexe, et distinguons deux cas: II peut arriver que tous les points intérieurs au con-
tour extérieur de A -4 soient dans (d). Alors on voit de la même manière que ci-dessus^

4
que 2 ! ^ 1 - ( ^ ) ^ 4 - II P e u t arriver que Ai2 soit dans un domaine limité par un con-

tour intérieur de A j4. Dans ce cas, on a un Ai2 se fermant dans le domaine (dry

limité par le contour extérieur de A,4 et par c. Si Ai2 est simplement connexe, on a
4

. Si A12 est multiplement connexe, on distingue encore deux cas, suivant

que tous les points intérieurs au contour extérieur de Ai2 sont dans (d'), ou que A
est dans un domaine limité par un contour intérieur de Ai2. Dans le premier cas, on

4_
a ^ - mi ^n^ - ^ 4" -^ a n s ^e deuxième cas, nous continuons de la même manière. Le

4__

nombre des domaines Ai2 et à^ étant fini, on voit que Ton a ^ » * i ( » ) ^ 4 dans c.

Considérons maintenant le deuxième cas, où la valeur a de la fonction limite
/ O O J e n ö) appartient à Tune des régions Et, £ 2 , £ 3 , E^. Soit £ 4 par exemple, cette
région. Dès que n dépasse un certain rang, les valeurs de fn(£) correspondant aux
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points du cercle c, sont voisines de a, et extérieures aux Ei2 et E5. fn(x) a au moins
un domaine Ar2 se fermant dans c. Qn voit de la même manière que ci-dessus, que
fn(X) a un domaine simplement connexe Ai2 ou un domaine simplement connexe \^

se fermant dans c. Distinguons deux cas:

i°. Supposons que ce domaine soit AI2. Dans A j2, on a w f ( w ) - { - f » 2 ( « ) ^ 2 . Soit
(d) le domaine limité par le contour de Ai2 et par c. Si fHQO P r e n d dans (d), des
valeurs de Et2, on a un domaine A'2 se fermant dans (d). Si &'i2 est simplement con-

nexe, on a ]£_*»,(#) ^ 4 . Si A'i2 est multiplement connexe, nous distinguons deux cas

comme ci-dessus, suivant que tous les points intérieurs au contour extérieur de A'2?

sont dans (d), ou que le domaine Ai2 est dans un domaine limité par un contour în-
4

térieur de A'i2. Dans le premier cas, on a 2 ! ^ ( w ) ^ 4 - Dans le deuxième cas; nous

considérons le domaine (d') limité par le contour extérieur de A'2 , et par c. En pro-
cédant ainsi de proche en proche, il est évident que nous arrivons soit à l'inégalité

4

]T m% («) ^ 4, soit à un domaine (d(;}) limité par une courbe y correspondant à la

frontière de Z?i2, et par c, dans lequel fn(X) ne preud pas de valeurs de El2. Dans

(^ t ;)), on a au moins un domaine A, correspondant à E et se fermant dans (^C/))-
4

Si Â  est un domaine d'univalence, on a J w » (M) ^ 3* Supposons que Â  ne soit
t = r

pas un domaine d'univalence. Joignons E^ à El par une bande b}t extérieure aux E y

E2 et aux i l 2 , b^. b3l va d'un arc ^ pris sur la frontière de E , à un arc e[ pris
sur celle de Et. Sur la frontière de A , on a au moins deux arcs s' correspondant
à e[. En sortant par ces arcs, on entre dans des domaines £ correspondant à t , r .
Les domaines Pjx ne peuvent se fermer dans (d{))), car /w(^) ne prend pas de valeurs
de E12 dans (d(;)). D'autre part, sur c, / n ( O prend des valeurs voisines de oc appar-
tenant à £ , donc les domaines p s'étendent tous jusqu'à la courbe y. On a donc
au moins un domaine (^3I), dans (d(;)), limité par une partie de la frontière de A y

par deux courbes correspondant à la frontière de b y et par une partie de la courbe
y. Dans (d ), on a au moins un domaine A4 correspondant à E et se fermant, dans

4
(d J . Si A4 est un domaine d'univalence, on a ^T w. (n) ^ 3. Dans le cas contraire,

joignons E & Ez par une bande &42 extérieure aux £",, ^ et aux bizy i , , è M . è 2

va d'un arce ' pris sur la frontière de E^ à un arc pris sur celle de E2. Sur la fron-
tière de A , on a au moins deux arcs ŝ  correspondant à e+. En sortant par ces arcs,
on entre dans des domaines P42 correspondant à #42. Les domaines P42 s'étendent
jusqu'à la partie de la frontière de (rf3l) sur y. On a donc au moins un domaine
{d 2) dans ( i J , limité par une partie de la frontière de A+, par deux courbes
correspondant à la frontière de b^2 et par une partie de y. Dans (d42), on a au
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moins un A, se fermant dans ce domaine. Si A, est un domaine d'univalence, on a
4

5 I w i ( w ) = ^ 3' Dans le cas contraire, nous continuons de la même manière. En pro-
i—i

cédant ainsi de suite, on voit que l'on a ^ « i f ( « ) ^ 3, dans c.

2° Supposons maintenant que /„(O a ^ u n domaine simplement connexe Aj4 se
fermant dans c. On a m, (n) -f- m (n) ^ 2, dans A 4. Dans le domaine (d) limité
par le contour de A, , et par c, on a au moins un domaine Ai2 se fermant dans ce

4_

domaine. Si Aj2 est simplement connexe, on a ^ _ w . ( » ) ^ 4 . Si Ai2 est multiplement

connexe, on distingue deux cas suivant que tous les points intérieurs au contour exté-
rieur de Aj2 sont dans (d), ou que A, est dans un domaine limité par un contour

4

intérieur de Ai2. Dans le premier cas, on a ^ w ^ ( » ) ^ 4 - Dans le deuxième cas, il
4

suffit de procéder comme dans i°, et on a ^ ^ . ( w ) ^ , 3*

Le lemme est ainsi établi, pour h = 4. Pour compléter la démonstration, suppo-
sons que le lemme soit établi pour h = h, et montrons qu'il est encore vrai pour
h = h -{- 1. En effet, soient Et9 E2, . . . , i ^ , £h + J , fe -{- 1 régions simplement
connexes, extérieures les unes aux autres dans le plan Z. Par hypothèse, on a

h /M-I

^ m . ( w ) ^ è— 1. Donc, si mh^i{n) n'est pas nul, on a ^ ^ O O ^ ^ . Supposons

que mh^i{n) = o. Si m^n) ^ 1 pour i = 1, 2, . . . , i, on a encore

Supposons que mh{n) par exemple, soit nul. Considérons les quatre régions Eh_2,
Eh_1j EhJ Eh_hl. D'après ce qui vient être démontré, on a mh_2(n) + mh-Xn) ^ 3*
Par suite, l'un au moins des nombres nth2(n) et mh_x{n) est X 2. Soit m^^n) ce
nombre, et considérons les régions Ex, £2 , . . . , £;j_2, £*fo, £"h+I. Par hypothèse, on

a V m{{n) ^ . fe — 1, donc ^Tw ;(«) = ^m.Çn) X i - j - 1. Le lemme est ainsi dé-

montré.
THÉORÈME IL — Soient Z=fQû une famille de fonctions méromorphes dans un

domaine (D), q un entier positif, et 0 le plus petit des nombres (77/4) — z et (iz/q) — s
(s arbitrairement petit). Si pour tout cercle 2 de rayon p pris sur (5), chaque fonction
ƒ (O de la famille, a q domaines d'univalence au plus situés dans (D) et correspondant
à 2 , la famille fQQ est quasi-normale d'ordre q au plus dans (D).

Puisque p ̂  (V4-) — £? o n P e u t décrire sur (5), six cercles 2 t , 22, . . . , 26, de
rayon p, extérieurs les uns aux autres. Pour cela, il suffit de décrire d'abord quatre
cercles de rayon p, extérieurs les uns aux autres, dont les centres sont sur l'intersec-
tion de (5) avec le plan Z, et puis deux cercles de rayon p, ayant pour centres les
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deux pôles de (S). D'après les considérations du n° 2, et d'après l'hypothèse, on peut

donc extraire d'une suite quelconque de fonctions, contenue dans la famille / ( ^ ) , une

autre suite fnQQ convergeant uniformément vers une fonction F (^ ) , dans (D), privé

de s ^.dq points irréguliers. Quitte à considérer une suite partielle de fH(£)9 on peut

supposer que fn{%) soit exceptionnelle au sens d'OsTROWSKi, en chacun de ses points

irréguliers ^.. D'après M. AHLFORS, si FQQ admettait en ^ , une singularité essen-

tielle, F ( O aurait une infinité de domaines d'univalence, au voisinage de _̂i3 et corre-

spondant à l'un au moins des cercles 2 i , l2i . . . , 2 6 . À partir de ceci, on constate,

comme dans la démonstration du Théorème I, que la fonction limite F (^ ) est méro-

morphe dans (D). Montrons que s ^L q. Supposons d'abord que q ^L 4. D'après le

Lemme 3, des que n dépasse un certain rang, le nombre des domaines d'univalence

^e /»(0» a u voisinage de ^n et correspondant aux cercles 2 I , 2 2 , . . . , 2 O est su-

périeur ou égal à 5. Donc, par hypothèse, 5 s ^16q, * ̂  ? + — , c'est-à-dire que

s ^L ?* Supposons maintenant que q > 4. Puisque p ̂ L (jz/q) — £? on peut décrire
sur (S), q - j - 2 cercles de rayon p, extérieurs les uns aux autres. D'après le Lemme 3,
le nombre des domaines d'univalence de fn(£)y voisins de ^_;5 et correspondant à ces

cercles, n'est pas inférieur à q-\- 1. Par suite (q -f- 1)5 ̂  q(q -\- 2), 5 ̂  ff -f~ - _LT~ ^

donc s z^. q. Le théorème est démontré.
6. Moyennant la condition ( C ) , on peut préciser ce théorème, sous la forme

suivante :
THÉORÈME II'. — Soient Z = f(jQ une famille de fonctions méromorphes dans un

domaine (D), et y vérifiant la condition (C ). Si pour tout cercle de rayon Qx/4) — e

pris sur (S), chaque f onction de la famille a q domaines d'univalence au plus dans (D) ,
et correspondant à ce cercle, la famille f(£) est quasi-normale d'ordre q au plus

dans (D).

Considérons la suite fn(&) obtenue dans la démonstration du théorème précédent.
Supposons d'abord que la fonction limite FQQ de fnQQy solt u n e constante a. L'i-
mage sphérique de a est extérieure à au moins cinq des cercles lfi 2 2 , . . . , 2 6 ? con-
sidérés ci-dessus. Soient 2 ( , 2 2 , 2 , 2^ quatre de ces cercles. Dans la première partie
de la démonstration du Lemme 3, on a vu que fn(£) a au moins quatre domaines
d'univalence, voisins d'un point irrégulier, et correspondant à 2,t, 2 2 , Z , 2 , dès
que n dépasse un certain rang. Donc, si s désigne le nombre des points irréguliers de
la suite /n(O? o n a P a r hypothèse, 45 ^ 4 ? , s ^_ q. Si FQQ est distincte d'une con-
stante, on 3 5 / } , d'après le Lemme 1, et d'après l'r^pothèse. Donc dans tous les
cas, s ^_ q.

CHUANG.
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CHAPITRE II.

Généralisations de théorèmes de M. AHLFORS.

7. Les méthodes de la théorie des familles normales permettent d'obtenir des gé-
néralisations de théorèmes de M. AHLFORS [ I , C\ Mais les résultats obtenus sont
moins précis que les théorèmes correspondants de M. AHLFORS, dans ce sens que
les formes explicites des nombres i?, Gt, et il' trouvés ci-dessous, resteront inconnues.

THÉORÈME III. — Soient EtJ E%, E, trois régions simplement connexes, extérieures
les mies aux attires dans le plan Z, pl, p2, p3 (pi Zlp2 ^.p3) trois entiers positifs, et
aoJ an . . . , as (s ^ p2 -f- 1), s -}- 1 nombres tels qu'il n'existe pas de fonction ration-
nelle, quotient de deux polynômes de degré p2 au plus, ayant à Vorigine un développe-
ment de la forme

( o zoo = «„ + « . * + ••• + « , * ' + ••••
II existe un nombre

EzJ £ . , pt, pz9 pv aoJ ax, . . . , asi s)

tel que toute fonction Z = f(%) méromorphe dans |̂ j ^ i?, et ayant à Vorigine un déve-

loppement de la forme (1), ait au moins pi -\- 1 domaines se fermant dans [;j| <^ Ry

correspondant à Ei, ou p2 -\~ 1 domaines se fermant dans j ^ | <] i? correspondant à Ez7

ou p, -\~ 1 domaines se fermant dans |̂ j <^ 2?, correspondant à £ \ .
Supposons que le nombre R n'existe pas. Alors il existe une suite de fonctions

/«(O vérifiant les conditions suivantes: fn(£) est méromorphe pour |̂ j ^ n, admet à
l'origine un développement de la forme (1)^ et possède pi domaines au piuŝ  se fer-
mant dans |̂ | <^ «, et correspondant à E. (i = i, 2, 3). D'après les considérations
du n° 2, cette suite de fonctions est quasi-normale d'ordre p,-\-p2~\-p3 au plus dans
| ^ | O - Le procédé des extractions successives et du passage à la suite diagonale, nous
permet d'extraire de la suite / n ( 0 u n e autre suite que nous désignons encore par
/rtCÖ> convergeant uniformément vers une fonction fQQ9 dans tout domaine fini, sauf
en un nombre fini de points irréguliers. /(^) est méromorphe en tout point à distance
finie, ƒ ( 0 ne peut être la constante infinie. En effet, soit c un petit cercle ayant l'ori-
gine pour centre et ne passant par les points irréguliers de la suite /„(O- Si ƒ (O e s t

la constante infinie, dès que n dépasse un certain rang, le théorème de ROUCHÈ

montre que /„(O a au moins s - j - 1 zéros dans c. Soit M un nombre assez grand
pour que au moins deux des régions Et, E2, £", soient contenues dans \Z\ < M, et
supposons que n soit suffisamment grand pour que |/B(^)I ^ M sur c. fn(£) a donc
au moins s -f- 1 domaines se fermant dans c, correspondant à chacune de ces deux
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régions. Mais pour au moins l'une de ces régions, fn(X) possède p2 domaines au plus,
se fermant dans \%\ < «, et correspondant à cette région. Nous avons donc une con-
tradiction. De la même manière que dans la démonstration du Théorème I, on voit
que ƒ (j() n'admet pas au point oo, une singularité essentielle.

Il en résulte que /(^) est une fonction rationnelle i?(^). Supposons d'abord que
R(%) soit distincte d'une constante. Soit \%\ < A un cercle quelconque. Nous allons
montrer que dès que n dépasse un certain rang, /„(O a a u P^us Pz pôles dans \%\<CA.
Si la valeur à l'infini de R(x)i e s t finie, ceci est immédiat, car dans ce cas, si / n ( 0 a

plus de p2 pôles dans \%\<^A, et si n dépasse un certain rang, / n ( O aurait plus de p2

domaines se fermant dans |̂ | < n, et correspondant à chacune de deux au moins des
régions Ei (i = I, 2, 3). Si la valeur de R(£) à Finfini, est infinie, i?(X) a plus de
zéros que pôles. Soit |̂ J < A', A' > A, un cercle contenant tous les zéros et les
pôles à distance finie, de R(£) et ne passant pas par les points irréguliers. Dès que n
dépasse un certain rang, la différence entre le nombre des zéros de fn(&) et le nombre
des pôles de /rt(O? dans \%\ < A\ est égal à cette différence pour R(&)* Par suite, si

/«(O a P*us ^e Pz P^ e s ^ a n s kl < ^i e^e a P^us ^e Pi z^ r o s ^ a n s k K ^ ' - Comme
la valeur de R(^) à Tinfini, est infinie, on voit que / n ( \ ) aurait encore plus de pz

domaines se fermant dans |̂ | <] n, et correspondant à chacune de deux au moins des
régions Et (i = 1, 2, 3). D'une manière analogue, on voit que fn(&) a au plus p2

zéros dans |̂ | < Ay dès que n dépasse un certain rang.
Sans restreindre la généralité, nous pouvons donc supposer que fn(x) a k zéros

et k' pôles, k ^Lpz, k' ^lp2, voisins des zéros et des pôles de i?(;() et des points
irréguliers, et que /„(O n ' a pas d'autres zéros et pôles que ces points dans |^| <^ A,
dès que n dépasse un certain rang. Soient # t(«) (i = 1, 2, . . . , k) et b (n)
(j = 1, 2, . . . , k') respectivement ces zéros et pôles de / n(^) . Formons les poly-
nômes

et
a ( 0 = k - *,(«)]De - *,(»)] • • • k - **'(»)]•

•^«(0 e t Cn(O tendent uniformément vers deux polynômes P(^) et Q(O? ^e degré
au plus égal à p2? lorsque n croît indéfiniment. La suite de fonctions

OM* M

qui n'ont pas de zéros et de pôles dans |̂ | < A, tend uniformément vers une fonc-
tion entière dans tout domaine fini, et cette fonction entière n'a pas de zéros. Comme
ƒ,(;() tend vers une fonction rationnelle, cette fonction entière est donc une constante
C. Par suite, Ö»(O/»(O tenc^ uniformément vers CP(i). À l'origine, en passant à
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la limite, on a

ö(o)/(o)=CP(o)

ö'(o)/(o)+Q(o)/'(o)=CP'(o)

où /( ; )(o) =z jl a (ƒ = o, i, 2, . . . , 5). Si O (o) 7^ o, ces relations montrent que la
fonction P(O/Ö( \ ) admet à l'origine un développement de la forme (1). Si Q(o) —o,
supposons que O(o) = Q'(o) = • " = Q^ '^O) = o, Q t l )(°) 7^ o, alors

P(o) = P'(o) = . . . = P<x-n(o) = o.

Dans ce cas, on voit à partir de la (X -f- i)lème de ces relations que -P(0/fiOO admet
à l'origine un développement de la forme (1). Nous avons donc une contradiction.

Supposons maintenant que R(X) soit une constante C Dans ce cas, on peut en-
core former la suite Q,(£)fnOO Q11'1 converge uniformément vers C 0(0? ce qui nous
conduit à une contradiction. Ainsi, nous avons dans tous les cas, une contradiction.
Par suite le nombre R existe.

T H É O R È M E IV. — Soient Ei, E2, £*, trois régions simplement connexes, extérieures

les unes aux autres dans h plan Z , px, pz, p , (px ^lpz ^pS) trois entiers positifs, et

ao j az, . . . ? a , p2 -f- 1 nombres. II existe des nombres Ü, £i' ?zg dépendant que de

E^ E2, Et> Pt> P2> P^ ao>a^ • • • j ^ 2 > e î Y>tels que

^̂ £ fonction méromorphe dans \x\ < 1, /̂ aja«? ]?t domaines au plus, se fermant
dans \x\ <C i? ^̂  correspondant à Et (i = 1, 2, 3), e* T(r, ƒ) étant sa fonction caracté-
ristique, on ait pour r < 1,

ou |CI désigne le minimum des modules des pôles de f(j$9 dans \i\ <C r*
Si les nombres Q, Ü' n'existent pas, il existe une suite de fonctions fn(&)

fiant les conditions énoncées dans le théorème, telles que

|Cn| étant la valeur correspondante de \K\, pour fn(£). Nous extrayons de la suite /n(^),
une autre suite que nous désignons encore par fn(/Q, convergeant uniformément vers
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une fonction méromorphe f (;(), dans |̂ | < i, sauf en un nombre fini de points irré-
guliers ^ . On constate aisément que fQQ est distincte de la constante infinie. Soit
|^| = r ' , r < r ' < 2 r , voisin de |̂ | = r, et ne passant pas par les points irréguliers,
et par les pôles de ƒ(-). Le nombre des pôles de fn(£) dans k| < r' est borné. En
effet, soient ;(. les points irréguliers de fn(^) dans |̂ | < r\ et CL. les valeurs corre-
spondantes de ƒ (^), en ces points. Décrivons autour des points ^ , des cercles ci assez
petits pour que ƒ (^) n'ait pas de pôles sur ces cercles. Dès que n dépasse un certain
rang, les valeurs de ƒ(;(), ainsi que celles de /„(Os correspondant aux points sur cn

sont voisines de et., et extérieures à deux au moins des régions Eiy E2, £*,. Évidem-
ment, il suffit de montrer que le nombre des pôles de /B(O est borné dans les cer-
cles ct. Soit ci un de ces cercles et supposons que ce nombre est non borné dans ci.
Si la valeur CL. de /(^) , en ^n est finie, on voit aisément que /„(O aurait plus de p%

domaines se fermant dans cn et correspondant à chacune de deux au moins des ré-
gions Es, E2, E . Si ce. est infinie, le nombre des zéros de fnQO ^ a n s cu s e r a i r aussi
non borné, et fn(£) aurait encore plus de p2 domaines se fermant dans ci et corre-
spondant à chacune de deux au moins des régions Es, E2, E^. Il s'ensuit que le
nombre des pôles de /M(O ^ a n s k' ̂  r\ e s t borné. On a donc

N(r',fJ<C'\ogf-

Dès que n dépasse un certain rang, on a

»(r ' , ƒ.) < C.
Par suite,

T(r', fJ<C+C log -f

T(r, fn) étant non décroissante et r < r' < 2r, on a à fortiori

rfc ƒ.)«?•

inégalité incompatible avec (2). Les nombres Û, Ü' existent donc.

Paris, mai 1938.

C H I - T A I C H U A N G .
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