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SUR LA STRUCTURE DES GROUPES SEMI-SIMPLES RÉELS.

PAR W. BARRETT,

INTRODUCTION.

Bien qu'on ait beaucoup étudié la structure infinitésimale des groupes
de Lie complexes *>, on s'est borné pour les groupes réels à établir quel-
ques théorèmes très généraux, ainsi que des propriétés globales de ces groupes.
On connaît l'existence des différentes catégories fondamentales de groupes
réels qui correspondent aux mêmes catégories de groupes complexes — les
groupes intégrables, les groupes non-intégrables, etc.2), et M. Whitehead a
publié récemment3) une démonstration valable pour les groupes réels du
théorème d'Eugenio-Elia Levi sur la décomposition des groupes non-inté-
grables4). M. Cartan a trouvé en 19145) les structures des groupes simples
réels en partant des formules de structure des groupes simples complexes
qu'il avait déjà calculées dans sa thèse. Cette détermination exige, cependant,
des calculs très lourds pour chaque classe de groupes simples, et surtout
pour certains des cinq groupes exceptionnels. Plus tard, les belles recherches
de M. Cartan sur les espaces symétriques l'ont amené6) au théorème intéressant
que toute automorphie involutive du groupe réel clos associé à un groupe
simple complexe définit un groupe simple réel. M. Cartan a fait lui-même
l'application de ce théorème aux quatre grandes classes de groupes simples,
mais c'est M, Pierre LardyT> qui a complété ces résultats par le calcul des
involutions des groupes exceptionnels.

La même différence se présente pour les représentations linéaires des
groupes semi-simples. La structure des représentations des gioupes semi-
simples complexes a été étudiée par M. Cartan dans sa thèse8) et dans

0 E, Cartan, Sur la structure des groupes de t ransformat ions finis et continus
(Thèse), Paris, Nony, 1894, et des recherches antérieures de Lie, de Killing et de Engel .
11 y aura dans le cours de ce mémoire des renvois fréquents à la thèse de M. Cartan.
Je l ' indiquerai par la lettre C.

ƒƒ. Weyl, Darstellung kontinuerlicher halbeinfacher Gruppen , Math, Zeit., 23 (1925)
p 271—309 et 24 (1926) p. 328—395

2) N. Jacobson, Rational methods in the theory of Lie algebras, Annals of Mafhe-
matics, 36 (1935) p . 8 7 5 - 8 8 1 .

3) 7. / / . C. Whitehead) On the décomposition of an infinitésimal g roup , Proc . C a m b .
Phil S o c , 32 (1936) p . 2 2 9 - 2 3 7 .

4) Eugenio-Ella Levi, Atti. Ace. Tor ino, 40 (1905) p . 551—565.
5) E. Cartan^ Les groupes réels simples, finis et continus, Ann. Ecole Normale , 31

(1914) p . 2 6 3 - 3 5 5 .
6) E Cartan^ Groupes simples clos et ouverts et géométr ie r iemannienne, Journal

de Math., 8 (1929) p 1—33.
7) Pierre Lardy, Sur la détermination des s t ructures réelles des g roupes simples

Comm. Math JKelv., 8 (1935-36) p. 1 8 9 - 2 3 4 .
«) C , chap. VIII.
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plusieurs mémoires1}, et puis en particulier par M. Weyl dans le mémoire déjà
cité2), tandis que la structure des représentations des groupes semi-simples
réels n'a pas encore fait l'objet d'une étude détaillée. M. Cariant a démontré
la possibilité d'associer à toute représentation irréductible réelle d'un groupe
semi-simple réel, une représentation irréductible du groupe complexe correspon-
dant, et de déterminer, au moyen d'une classification des représentions du
groupe complexe selon certaines propriétés relatives au groupe réel, toutes
les représentations irréductibles réelles de ce dernier. Sa méthode peut s'appli-
quer facilement à une représentation globale d'un groupe complexe, mais ne
donne pas immédiatement de résultats si l'on considère un groupe de trans-
formations linéaires infinitésimales caractérisé par son poids dominant. M
Whitehead a donné une démonstration élégante4> de la réductibilité complète
d'une représentation réelle d'un groupe réel semi-simple.

La première partie de ce présent mémoire est consacrée à la démonstra-
tion de plusieurs théorèmes sur la structure infinitésimale des groupes semi-
simples réels et à leur application à la détermination de ces groupes. Je dé-
montre qu'à tout groupe semi-simple réel correspond une involution du groupe
réel normal associé au groupe donné. Cette involution est essentiellement la
même que celle du groupe clos qui définit le même groupe réel, car chacune
des deux involutions détermine une antiinvolution du groupe complexe, et
c'est la même antiinvolution. Il est cependant à remarquer que ma démon-
stration est entièrement algébrique, tandis que celle de M. Cartan repose sur
une propriété globale de certains espaces symétriques. L'involution que je
trouve, se présente sous une forme spéciale de sorte que toutes les involu-
tions qui définissent le même groupe réel sont manifestement équivalentes.
C'est justement la détermination des involutions équivalentes qui alourdit les
calculs de M. Lardy, et c'est la question analogue qui a présenté le plus de
difficultés dans le travail original de M. Cartan.

Les théorèmes auxquels je suis amené me permettent de caractériser tout
groupe réel simple associé à un groupe simple complexe par une involution
bien déterminée du système de racines caractéristiques du groupe complexe.
La détermination des ces involutions repose, d'ailleurs, sur certaines relations
linéaires qui lient les racines et ne fait pas intervenir les constantes de struc-
ture du groupe.

Dans la seconde partie je retrouve d'abord sous une forme un peu dif-
férente le théorème fondamental de M. Cartan sur les représentations réelles
des groupes semi-simples réels, en regardant la représentation réelle comme
invariante par une antiinvolution de la représentation du groupe complexe au

*) E. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune multiplicité
plane, Bull. Soc. Math., 41 (1913) p. 53—96; La géométrie des groupes simples, Ann. di
Matematica, 4 (1927) p. 209—256; etc.

2) Weyl, loc. cit.
3) E. Cartan, Les groupes projectifs réels qui ne laissent invariante aucune multi-

plicité plane, Journal de Math., 10 (1914) p. 149—186.
4) / . // , C. Whltehead, Certain équations in the algebra of a semi-simple group,

Quarterly Journal of Math., 8 (1937) p t 220-237 .
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lieu de regarder cette antiinvolution comme invariante par le groupe réel. Je
trouve ensuite des propriétés des poids d'une représentation d'un groupe com-
plexe analogues à celles des racines caractéristiques d'un groupe complexe
obtenues dans la première partie. Ces propriétés me conduisent à une déter-
mination, très simple en général, des représentations d'un groupe complexe
qui appartiennent aux diverses classes relatives à un groupe réel associé.

Bien des résultats antérieurs que je cite dans ce mémoire se rapportent
aux groupes globaux, mais on verra que la démonstration de toutes ces pro-
priétés serait la même pour les groupes intinitésimaux.

Il me reste maintenant à exprimer ma profonde reconnaissance à Mon-
sieur le professeur E. Cartan pour l'aide qu'il m'a apportée en acceptant de
diriger personnellement mes recherches, complétant ainsi l'enseignement de ses
admirables travaux. Je remercie aussi très vivement Monsieur P. Sergescu
et Monsieur V. Alaci qui ont bien voulu faciliter l'impression de ce mémoire.





PREMIÈRE PARTIE

La structure des groupes infinitésimaux semi-simples réels.

CHAPITRE I.

1. Généralités^ : Une algèbre de Lie ou groupe infinitésimal d'ordre r
est un espace vectoriel à r dimensions dans lequel il est défini une opération
appelée crochet.

Soient X, Y deux vecteurs de l'espace. Le crochet de X et Y s'écrit
[X,Y], II satisfait aux conditions suivantes:

(i) il est linéaire:

a[XiY] = [aX)Y]

où a est un facteur numérique ;

(ii) il et anticommutatif :

(iii) il satisfait aux identités de Jacobi:

[X, [Y > Z]] + [Y, [Z , XI] + [Z, [X, Yl] = 0 .
Dans la suite, groupe signifiera groupe infinitésimal, avec une seule

exception, facile à reconnaître. Tout sous-espace linéaire ®± d'un groupe ©
tel que [X, Y] C @x si X. Y c ©2 est dit sous-groupe de ©. Tout sous-groupe
©x de © tel que [X, Z]C ©1 si XC ©x et ZC © est dit sous-groupe invariant
de ©. Une base { X n X 2 , . . . , X , } de l'espace dans lequel est défini un groupe
© constitue une base du groupe, et les vecteurs de l'espace s'appellent élé-
ments générateurs du groupe. Tout élément générateur peut s'exprimer sous
la forme e'X,-. Si Ton écrit [X*, Xj\ == ctjXk (i,j> k — 1 ,2 , . . . , r), on aura
[Y,Z] = ckiJe

ip'Xkf où Y = eiXii Z = fJ'Xj. Les constantes c*j sont les
constantes de structure du groupe. Elles le déterminent complètement, et elles
satisfont aux équations

I £ . + ,* ,= (>
l cljChk -f Cjk c\ii + ChiChj = 0 (équations de Jacobi).

') C, première partie.
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Par une transformation linéaire des paramètres e* % les éléments de base
Xi se transforment comme les composants d'un vecteur covariant, et les con-
stantes de structure c\j se transforment comme les composants d'un tenseur
à deux indices covariants et un indice contravariant Les racines l de l'équation

\eicih-lôî\=Q,

qui s'appellent racines caractéristiques du groupe relatives à Vêlement
e'Xi, sont invariantes, ainsi que la forme quadratique q> (e) = anC/k & &7>
somme des canes des racines caractéristiques.

Les paramètres e{ peuvent être ou bien des nombres complexes arbi-
traires ou bien des nombres réels arbitraires. Dans le premier cas le groupe
est dit complexe, et dans le second il est dit réel. Si l'on convient de donner
aux paramètres d'un groupe réel O des valeurs complexes au lieu de valeurs
réelles, on obtiendra un groupe complexe @, que l'on appelle groupe com-
plexe que définit G par le passage du réel au complexe. G est un sous-
groupe de ©, et par rapport à la base de © ainsi définie les constantes de
structure de @ sont celles de G ; elles sont par suite toutes réelles. Tout
système de paramètres réels dans G définit un système de paramètres dans ©,
et le conjugué complexe Z d'un élément générateur Z quelconque de @ est
le même par rapport à tous les systèmes de paramètres ainsi définis dans © ;
Z sera appelé le conjugué complexe de Z par rappott à G.

Revenons maintenant aux groupes semi-simples. Nous ne nous occupe-
rons pas d'une définition fondamentale. Remarquons simplement que les grou-
pes semi-simples, réels ou complexes, sont complètement caractérisés par la
propriété que le discriminant de la forme quadratique q>{e) ne s'annule pas.
Si © est le groupe complexe défini par un groupe réel G par le passage du
réel au complexe, les formes <p(e) des deux groupes sont les mêmes. Donc,
G et © sont semi-simples en même temps.

Il a été démontré par M. Cartan^ que tout groupe semi-simple com-
plexe © admet une base {X,-,Xa} (/ = 0 , 1 , . . . l — 1) où {X,} est une base
d'un sous groupe abélien maximum g0 de © contenant un élément général^
de ©, et où

[X* , Xffj = C{a X« = C&i X K .

Une telle base s'appelle base réduite de © relative à g0. L'entier / est
un invariant dit rang du groupe.

X« est dit élément générateur de poids a = af- e* - Tout élément généra-
teur ayant un poids est de la forme #«X«, qui est de poids a. Les bases de
© réduites relatives à g0 sont celles de la forme

où

1) C , deuxième partie.
2) C'est à d i re un élément pour lequel le nombre minimum de racines caractéris-

t iques s'annule.
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Les racines caractéristiques relatives à e{ Xi sont la racine zéro multiple
d'ordre /, et les quantités a^ e{. Ces formes linéaires sont toutes distinctes et
aucune d'elles ne s'annule identiquement. Elles ne s'annulent pas toutes en
même temps si les e* ne sont pas tous nuls, et si a = at e* est racine,
af = — at- e

{ l'est aussi. La somme des carrés des racines caractéristiques re-
latives à (e{Xl -|- eaXa) est une forme quadratique

çp {ei, ea) = g-, / e{ e3— S ga u< ec< eu\
a

la somme étant étendue* à toutes les racines a.
Les constantes de structure satisfont aux équations

| Cij t j ; Ci a \J

! c*p = cTa=*0 si a + |3=£0
1 a i «' r\

Ci a "f- Ci a' = U

cl § ̂  0 si

[ cy
ct 3 = 0 si

et à

\*J Caf a gij — Ci a 5 « ' «

2. Soient G et © respectivement un groupe semi-simple réel et le groupe
semi-simple complexe qu'il définit par le passage du réel au complexe. Si X
est un élément générateur général de ©, c G2\ il existera l éléments
Xo, Xj, . . . , X / _ i rftf G linéairement indépendants et échangeables entre
eux, où / est le rang du groupe ®. Supposons en effet qu'il en existe seu-
lement / ' < / , soit Xo, X , , . . . , X / ' _ i . Il existera un élément Z de (S indé-
pendant de ces /' éléments de G et échangeable avec eux3). Le conjugué Z
de Z aura nécessairement les mêmes propriétés, les deux éléments (Z + Z)
et / (Z — Z) de G seront échangeables avec Xo, X t , . . . ,X/»-i et au moins
l'un d'eux sera indépendant de XOl Xi,. .. , X/f _ i . C'est-à-dire qu'il existe lf-\-\
éléments de G indépendants et échangeables entre eux, contrairement à
l'hypothèse.

Les éléments générateurs { X,-} (/ = 0, 1 , . . . , /— 1) engendrent un sous-
groupe abélien maximum g0 de ®, et un sous-groupe abélien gQ de G, sous-
groupe de g0. Le sous-groupe gQ contient un élément général de ©.

Soit X« un élément générateur de ® de poids a = a{ el' par rapport à
l'élément générateur ^'X,-.

') Van der Waerden, Die Ktassifikation der halbeinfachen Lieschen Gruppen, Math.
Zeit., 3/ (1933) p 446-462 (5)."'

3) II existe un élément général de % contenu dans G, car la condition pour qu'un
élément soit général est que ses paramètres ne satisfassent pas à certaines équations algé-
briques, condition qui peut toujours être satisfaite par des valeurs réelles.

3) G, p. 33 et 54 j Xi> \ (if = 0,1 . . . , V — 1) engendrent un sous-groupe de % de rang
zéro. 11 existe alors un ^ous-groupe abélien de © d'ordre / qui contient ce sous-groupe.



- 14 -

^x«, Xij = LXa, X t j = [X«, Xij = &iy x« \

Xa est donc un élément générateur de poids a = a , V . On voit alors que les
racines caractéristiques relatives à un élément générateur de g0 sont conju-
guées deux à deux, et que Pon peut choisir un élément X« de chacun des
poids a de sorte que X« = X"7, « étant la conjuguée de la racine os.

Z^5 éléments générateurs {X,-, X«} constituent une base réduite de ©
laquelle

(2)

f a «

(3) <( C««' = 4

Soit la forme quadratique <p[e) relative à cette base

Les coefficients de cette forme sont donnés par

E a a V^
Ci a Cj a 2-1 at ' &j

et on voit que gvy sont réels et que ]7aatz=g——t. En particulier, si a est

réelle ou purement imaginaire, a = c o u G' et les deux paires de racines

(a, a') et (âf"5') sont confondues; g^a' est alors réel.

3. Toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments du sous-
groupe g0 de © sont des combinaisons linéaires à coefficients réels de /d 'en-
tre elles, soient a 0 , ali..., « / - i , qui sont indépendantes1 '. Parmi les 21
quantités (cct + at) ( / = 0 , l , . . . , / —1) il y en a / q u i sont indépendantes,
soit ç de la forme (a,--f-a*) et a de la forme (a»-— a,-) où ç + a = / , et
toute racine est une combinaison linéaire à coefficients réels de ces / quanti-
tés. Nous pourrons toujours choisir une base réelle du sous-groupe g0 de G
de sorte que les Q premières expressions, qui sont réelles pour tout élément
générateur de g*0, soient égales à e°, ex, . , . e*?-1 et que les G dernières, qui
sont purement imaginaires, soient égales à ié * V + V . . , iel~l. Toute racine
caractéristique sera alors de la forme

>) C. p. 55, Théorème V.



(4) a = a]f / + /a]n / ' (ƒ' = 0 ,1 , . . . ç — 1 ; /" = ç9ç - f i . . . , ç + a— î) ,

/*s coefficients a? ,a]n étant réels.

Toutes les racines caractéristiques relatives à eifXtt sont alors des formes
réelles des e{'. Elles ne s'annulent pas toutes en même temps si les ev ne
sont pas tous nuls. La forme quadratique <p (eif) = gVjie

v ei\ qui est la
somme des carrés de ces racines, est donc définie positive. De la même manière,
les racines relatives à eiffXin sont purement imaginaires et la forme quadratique
gi'rj't ev' e?' est définie négative. Enfin, gvy" = / 2 av a)» et, gyjn , cv, a)n
étant tous réels, g>_,-M=0. a

II en résulte que gV/tf'V est de la forme

gi'jt eir ej' - f gitfjH e{" e*"

où la première de ces deux formes et définie positive et la seconde est définie
négative.

Nous verrons maintenant qu'il existe toujours une base réduite {X,-,Xa}
satisfaisant aux relations (2) telle que gw est positif si a est purement ima-
ginaire. Soit en effet À = iÀlrreit' une racine purement imaginaire pour la-
quelle g;jj est négatif. En effectuant en même temps une substitution linéaire
réelle des e{t et une substitution linéaire réelle des ev' on pourra réduire la
racine X à la forme A* el~x et en même temps gij e{ e* à la forme S [evY — S (é?'"j2.
Le caractère de cette forme quadratique est égal à (ç — a).

lXx,X.-] = — [ X T , X / ] = 0 si /=*/ — 1 , et les l

éléments générateurs {(X* + XT, X/), Xo, X,, . - . , X;_2} de G engendrent un
sous-groupe abélîen maximum go de ©. La forme q> (e) relative à l'élément

-f- Xi) + e° Xo + . . . -h el~2 X,_2} de ce sous-groupe est égal à

ç—\ 1—2

- 2 £«,£« + £ ( * v - E (Ê'")2 ;
i'=0

étant négatif, cette forme quadratique est de caractère (Q — a -f- 2). Il
y a (/ -f" 2) racines caractéristiques de © qui s'annulent pour tout élément
générateur de la forme e^Xt- (i = 0, 1 , . . . , 1 — 2): ce sont les / racines qui
s'annulent pour tout élément de g0 et les deux racines +Â. Mais on vérifie
immédiatement au moyen de l'équation catagij = cjagar « (1,§ 1) que

J_ _L
|[X., (Xx- X- -f 22 gf,x. X/-,)] = 0 ( / = 0, 1 , . . . , 1 — 2)

_L ' _L -L -L —
) , (X*

II y a alors deux racines caractéristiques qui sont égales à + /£/,., 22 À* £

pour un élément générateur quelconque de go. Celles-ci s'annulent identique-
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ment pour tout élément de la forme e1" X,- (« = 0 , 1 , . . . , / — 2) et on voit
qu'il y a simplement / racines qui s'annulent pour tout élément de g0. Le
sous-groupe go contient donc un élément général de ©.

Si alors il existe une racine l purement imaginaire pour laquelle g%%< est
négatif, il existera une base réduite { xj , X«} de % satisfaisant aux équations
(2), pour laquelle le caractère de la forme quadratique gvy e4 & est augmenté
de deux. Or, la valeur de ce caractère ne peut pas dépasser /. Il en résulte
que Von peut choisir la base {X,-, X«} de sorte que g««r soit positif si a
est purement imaginaire.

Cela étant, soit {X t, Xl} = {X;, ka X«} une nouvelle base réduite de ®-
Nous pouvons choisir ka de sorte que kakar = 1 f gaar et k~z — *«. Cela ne
présente en effet aucune difficulté si la racine a n'est ni réelle ni purement
imaginaire. Si a est réelle, gaa' est réel et on peut supposer également que
ka, kar soient réels. Si a est purement imaginaire, a' = ïï et nous aurons à
choisir ka de sorte que ka ka = l/gaa* • Or cela est possible, car g w est
réel et positif. Pour la nouvelle base nous aurons ga «' = 1 et X« = XÎr.

Nous avons alors démontré l'existence d'une base réduite {X,-, X«}
de © satisfaisant aux conditions suivantes:

y \ a — X« .

(H) toute racine a est de la forme a]r ev + / a]tr ev\ oh

^ /^s a*̂ , cï^ sont tous réels.

(iii) çp [e] = ^ o ^ ^
a

Une telle base sera appelée base de % réduite par rapport à G.
Comme conséquence de la deuxième condition nous avons

gij è & = gv r ev e? + gif f j» é" e?',

où la première des deux formes quadratiques du second membre de cette
équation est définie positive et la seconde est définie négative.

4. M. Weyl a démontré1^ qu'il existe une base réduite {Y,-, Y«} d'un
groupe semi-simple complexe © ayant les propriétés suivantes:

(i) toutes les racines caractéristiques relatives aux éléments générateurs
e*Yi du sous-groupe abélien maximum g0 engendré par les {Y,} sont des
formes linéaires à coefficients réels des paramètres e{.

*) //. Weyl, loc. cit., p. 367—375.
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(ii) la forme quadratique q> [e) est

où gij e1 ef est une forme quadratique définie positive,

(iii) cy
a§ = c&p .

Une telle base s'appelle base normale réduite de ®. Rappelons la méthode
employée par M. Weyl pour en démontrer l'existence.

Soit {X;, Xa } une base réduite de @. On démontre d'abord qu'il existe
une base {Y,} du sous-groupe abélien g0 engendié par les {X }, telle que
toute racine caractéristique relative à e* Y, est une combinaison linéaire à
coefficients réels des e1. La forme quadratique gv/ e* ei est la scmme des
carrés de ces racines. De plus, si les e1 ne sont pas tous nuls, les racines ne
s'annulent pas toutes à la fois. La forme g{j e{ eJ est donc définie positive.

Remplaçons maintenant tout élément générateur X« par Xa = ka X« où
les coefficients ka satisfont à la relation kaka' gaa< = 1. Nous aurons gw = 1,
et la forme quadratique cp (e) relative à la base {Y,-, X* } sera

où gtj e( ei est définie positive.
Cela étant, écrivons

(5) a = a ,* '> /? = /U'' ; p<a

si
alt=pt, (/' = 0,1 , . . . , / ? — ï)

et

pour une valeur convenablement choisie de p <C l• Cette définition a un sens,
parce que les «,-,/?» sont tous réels.

On vérifie immédiatement que

«>y si a> P>y
et que

<* + P>7 + à st a > y ; p>ô.

On fait ensuite l'hypothèse qu'il existe une base réduite {X,-, Y«} de ©
pour laquelle

et

(6) ct^ = cl^ si
o) étant une racine donnée, et on démontre que cette hypothèse entraîne l'e-
xistence d'une base réduite de ©, se déduisant de la précédente en multi-
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pliant X,,, par k et en même temps X<y par-^-» pour laquelle

et

cCp—Ca? P o u r fc>'^a,/?,y^w.

Si w = a -|- p où a/ < os, (i < w, k est déterminé au signe près. Si

A© = « AQ) e t X o ' = -7 - XOJ' , Cal? = -T- ^a^ e t f«f^ = ^ Ca'pf . U r Cag = Ca'p i

donc

Si (Û n^est pas la somme de deux racines a,/? qui satisfont aux inégalités
c ^ ' < « , / ? < o , on peut choisir A arbitrairement.

L'existence d'une base normale réduite {Yi ,Y«} de ®, en résulte par
induction, en faisant croître eu.

On peut aller plus loin et dire que, si {Y,-,Y«} est une base normale

réduite de © et si c«p = y«p pour 6>' < a , /?y < a) où les y«e sont les con-

stantes de structure de la base {Y,*,Y«}, on peut choisir x L = ^ X ù ) et

xL.- = -T-Xw' de sorte que c^ = yl§ pour cuf^a,^y, y^lto. Dans cette

réduction, k est déterminé complètement si o> = a + ^ & C y / < « , j ^ < ^ ^
«o« simplement au signe près, mais il reste complètement indéterminé si OJ
ne peut pas s'exprimer sous cette forme. C'est essentiellement cela que M.
Van der Waerden a fait1' pour démontrer qu'à tout système possible de ra-
cines caractéristiques il ne correspond qu'un seul groupe semi-simple complexe.

5. Nous allons maintenant démontrer qu'il existe une base normale
réduite {Y/, Y« } de ® telle que

j Y,- - Bi Yi

oà st, £a — + 1 et en particulier, £«= -f 1 si a est purement imaginaire.

Soit {X,-, X«} une base de © réduite par rapport à G. Toute racine
caractéristique relative à el' Xf- étant de la forme

a = ai,e*' + iavte>" ( / ' = 0, 1, . . . , ? - 1 ; i " = /• / + 1 , . . . , / - 1),

où les coefficients a]t, a]n sont réels, on pourra réduire toutes les racines à
des formes linéaires réelles des paramètres en écrivant

Van der Waerden, loc. cit., p. 448.
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(7)

Cela nous donne

a = a]eu (' = 0, 1, . .

et Yi = €i Y: où Bit = + 1 et B?, = — 1.

La forme cp[e) relative à la base {Y,-, X« } est

où gife*t'e*J'=gitjie*ire*Jf — gitrjtre*i"e*J"t qui est définie positive.

Les formules (5), appliquées aux coefficients «,• des racines caractéristi-
ques a définissent alors un ordre de ces racines qui servira à déterminer par
la méthode de M. Weyt une base normale réduite { Y,, Y« } = { Y,-, ka XK} de ©,
où £a£a' = l. Soit <R[a) = atr tl' la partie réelle de la racine a relative à
l'élément e* Xt- du sous-groupe g0 de G. Les relations (5) définissent également
un ordre des quantités 2ft [a], et on voit que

<*>/? si #(a) >#(/?)

fl(a)^ff(0) si a > / ï .

Soient co,o>0 deux racines telles que <R [co) = <R (Û>0) ̂  0. 5/ Z'Ö« /?^«6
changer la structure de la base {Y,-, Y«} et sans changer les éléments

générateurs Ya pour lesquels cof<ia<^ù), remplacer Ytóo par un élément
générateur arbitraire de poids œ0, nous dirons que les éléments générateurs
{ Ya} [o)f < a < a > ) ne déterminent pas YMo. Dans le cas contraire nous dirons
qu'ils le déterminent.

Si W < o;0 < w, les { Y«} (co'< a <Jco) déterminent Yao par définition
même. Si YWo est déterminé par { Y« } (co' < a < co) et o)0 ̂  a>, il résulte de
la méthode de détermination d'une base normale réduite, que û>0 = /?-f-y où
/î, y sont deux racines caractéristiques satisfaisant aux inégalités wó<^, y<cü0.
Ici deux possibilités se présentent : ou bien o>' < /î, y < o> ou bien l?une des
deux racines /?, y (soit )̂ ne satisfait pas à ces inégalités. De l'inégalité y < o>0

et de /? -f- y = o;0 il résulte que /? > 0. Dans le second cas alors o)0 > /? ̂  co,
d'où #(û)o)^<ff(0)^fl(û)). Or, <K(Û)O) = «(Û)), donc «(û>o)=«(j8J = « H ;
enfin, ^ (/?) + ^ (y) = ^ (a>0) = ^ f/?), d'où ^(yj = O et y est purement imagi-
naire. Des inégalités # ( Û > ; ) < 0 = ^ (y)< <S(Û>) il résulte que co '<y<o>.
Ecrivons fl = cûlf y = Alm On voit que YWl est nécessairement déterminé par
{ Y«}(a>l<o!<a>). Sinon, en effet, Ya,1 = AXWl serait un élément générateur
quelconque de poids o)ly et on aurait Y0)o = k {ct[xj yllx) XWo, qui est un
élément arbitraire de poids aj0 ; ce résultat serait contraire à l'hypothèse que
{Y«}(û/<a<a>) déterminent YWü.

En continuant ainsi, nous trouverons une suite de racines
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où Xx, ^ 2 , . . . sont des racines purement imaginaires supérieures à zéro. Le
nombre de racines caractéristiques étant fini, on terminerait par une racine

où a,jS sont deux racines qui satisfont aux inégalités oJ < a , / ? to. Nous
aurons enfin une suite de racines

oh ÀliÀ2,,.t,Âp sont des racines purement imaginaires et a, /? sont deux
racines telles que ai' < a^§ < o>.

Réciproquement, si une telle suife existe, on pourra déterminer de proche
en proche les éléments générateurs, Yö/,, Y ^ ^ , . . . , Y^, Ytóo. Si Y«s est égal

à k X<os, on aura Yti>s_1 = k yC^l/cZb
s;j])^ Xû)js_1. Remarquons que, en

vertu de la relation AWa/eM,o=» lfYMo et Yo,'0 sont déterminés en même temps.

6. Cela posé, soit {Y,, Y«} = {Vi , i f l X P } , où /e« - A«r = I > une base
normale réduite de ©, où les { Y\} sont ceux définis dans la section précé-
dente et par suite

Supposons que Y« = f«Y^r si cof<«<ct;,£« étant égal à ± 1 et en
particulier a -f-1 si en même temps a est purement imaginaire, et soient y
les constantes de struelure de la base {Y, ,Y f f}. De la relation Y« = &«X«
il résulte que
/ r>\ y ti i t \ y

et des équations ka/v = 1 , cy
ap = cï - , qae

ce 3

yZ _ vZ' — ===== rï' -. cz' — = 7? 7 '̂ = 77 77'

Or, la base {Y, , Y«} étant normale réduite, yl p = y«' p' et on voit que

Des équations y«^ = (kaka/ky). c«^ et r ~ y == c jp , il résulte que

(9) a
Supposons d'abord que co soit purement imaginaire.

Si (o = a -f» /î où <u' < a , /î < co, les racines a , /î sont nécessairement
purement imaginaires, et ojf,af

yp
f sont respectivement égales à œ.a.fi.

La formule (9) nous donne
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Or, 7 ^ = y£V = y ! ? , ea = e? = \ et les 7^étant réelles", fa = kat d'où

V o) •""" ^ <ù I & (à) * I û) ' ^û) V tt)

OÙ
£ 0 = 1 .

Si w ne peut pas s'exprimer sous la forme a-f-/?, où co' O , / ?<û ; , £ C t ) peut
être choisi arbitrairement, sans changer les éléments générateurs {Y«}
( w ' < a < » et sans changer la structure de la base {Y t-,Y«}. C'est une
conséquence, en effet, du résultat de M. Van der Waerden cité à la fin de
la section 4.

Prenons alors k^ — k^ = 1 ; il vient

Y fa) '==Z (#G> / &ùi) • Yco ===: ^û) • YtO

où
€<o = t .

Etudions maintenant les cas où co n'est pas purement imaginaire. Il y a
trois possibilités qui se présentent

D'abord, si les { Ya } (o>' < a < (o) déterminent ou bien Y& ou bien
Yw, il existera une suite de racines

CÔ0 , col = a)0 — Xx,..., cop = a>p _ ! — ^ = a -f- /î

où o>0 = woua> selon le cas, ^ I , ^ 2 J « - - I ^ sont des racines purement imagi-
naires qui satisfont par suite aux inégalités cof<^Al , A a , , . . , Âp< co et a,p
sont deux recines telles que o > ' < a , / ? < a ) . Appliquons à cette suite la for-
mule (9).

Cela nous donnera

, y0"' , y ^ / / ° y"1 y^

Or, nous avons vu que y£8 = + y~- ; il en résulte que

et
Y « : — £&) Y to

OÙ

«w = fff0 ou l /eW o , = ± 1.

De la relation A« . Aör = 1 , il suit que YW' = ^w . Y^ .

5/ les {Ya} (a>'<; cu<< &>) /Ï^ déterminent ni Yu «i Yâ

{ Y« } (w; ^ « ^ co) déterminent Ys, il existera une suite de racines

(10) Tô=(o0, Ù)1 = Ù>0 — À X , . . . , ct>p=cûp-l — Zp=û>.

, loc. cit., p. 372. La quantité N«^ de Weyl est égale à c7
a3.
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Dans cette hypothèse, si les { YG } [o>'<a<co] ne déterminent pas Y^cù W'</?<Û>,

les { Y« } [a)r ^ a ^ CÙ) ne le déterminent pas. En effet, Yj?, Yp' étant déterminés
en même temps, en peut supposer / ?>0 . Or, (t ne satisfait certainement pas
aux inégalités o> '</?<0) . Donc, ^ w e t %{co)^<R (£) = <R (0fe <2t[co) (7,§5).
On voit alors que (J8 — co) est une quantité purement imaginaire supérieure à
zéro. Si les { Ya } [u>* ^L « ^ co) déterminaient Yj, il existerait alors une suite
de racines

L'existence de la suite conjuguée

entraînerait que les éléments générateurs { Y«} (a>' < a < w) détermineraient
Yâ, ce qui est contraire à Phypothèse.

Nous pouvons donc choisir ka arbitrairement sans changer les éléments
générateurs { Y«, Yâ } ((o' < a < ct>) et sans changer la structure de la base
{YtiYa}' Une fois k«> choisi, kâ est complètement déterminé par l'équation

qui s'obtient par l'application à la suite (10) de la formule (8). Ecrivons
kCùl ku = Q et appliquons la formule (9) à la suite (10). Cela nous donne

d'où
£ ç = l et | ç | = 1.

Prenons alors
1

nous aurons

YM = (ÂM/A«).Yu = e«Y« et Ytó, + £ÖY^7
où

f 6> = Î •

// ne reste à considérer qu'une seule possibilité. C'est le cas où les
{Ya} (w /<o:<a>) ne déterminent ni Y^ ni Yâ et les {Ya} (co'^a^ù))
ne déterminent pas Yô- Les coefficients k^^kz peuvent être choisis arbitrai-
rement et indépendamment sans changer les éléments générateurs {Y«,Y«}
(cof < a < o)) et sans changer la structure de la base { Y,, YG } .

Prenons donc &Û, = A« = 1 ; il en suit que

Yw = (ko) I kû ) . Y« = ew YTo et YC0' = e^ Y^
où



— 23 —

Nous avons démontré alors qu'il existe une base normale réduite
{Y,-, Yt } de © telle que

f Y ( = ei Y,

| Y« = f « Y « 5/ o>' ̂  « ^ o),

OU e(ï e a = + l et ea = -\-\ si a est purement imaginaire. Par induction en
faisant croître ô  on démontre

Théorème I : Si © ^ le groupe complexe défini par un groupe semi-
simple réel G, // existe une base normal réduite { Y,-, Ya} de © /<?//£ <7«̂

avec £a = -f-1 5/ a £s/ purement imaginaire.

7. Soit {X(-, Xa} une base de © réduite par rapport à G, et soit
{YM Ya}= {^/'Xf, kaXa) une base normale réduite de © telle que

kakar~ 1 et ka/ka = eam II suit des équations (11) et (3) et du fait que les
y, constantes de structure de la base {Y,, Y G } , sont réelles, que

a a
1 « t œ

Les racines caractéristiques relatives à é?' Y,* étant el ya
%a, il en résulte

que la transformation involutive Y) = e,-Y/ de la base du sous-groupe g0 de
base {Y/}, laisse invariant le système de racines caractéristiques a en trans-
formant a en a. On voit aussi que la transformation

Y a === £« Y a

de la base de © est une automorphie involutive de ©.

Réciproquement, soit {Y,-,Y«} une base normale réduite de ©, et soient
£,•, Ea des constantes égales à + 1 telles que :

(i) la transformation Y! — e.-Y,- de la base de g0 laisse invariant le système

de racines caractéristiques eq transformant a en a .
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(ii) la transformation

est une automorphie involutive du groupe ©. De la seconde condition il ré-
sulte que les équations (12) sont vérifées et que £« = £«.

Considérons la base {X, ,(Y« + £« Ys), i\Y« - ea Y à) de ©, oùX; = ijà Y/.
Les équations (12) nous permettent de vérifier que cette base est de structure
réelle. Elle est alors une base d'un groupe réel G, sous-groupe de ©, qui
définit © par le passage du réel au complexe. Le groupe G est nécessaire-
ment semi-simple et, par rapport à G :

|

"y. _ y ! — F V

i a :=== Y a ~= £« Y a *

Théorème II : Si {Yi,Ya} est une base normale réduite d'un groupe
semi-simple complexe ©, et si eifea sont des constantes égales à + 1 telles
que :

(i) la transformation Y*t- = £lYi de la base du sous-groupe g0 laisse
invariant le système de racines caractéristiques en transformant a en a ;

(ii) la transformation

est une automorphie involutive de ©,
le groupe © peut être considéré comme défini par le passage du réel

au complexe par un groupe semi-simple réel G, et, par rapport à G :

Cherchons les bases normales réduites {Y,-,Y«} de © pour lesquelles il
existe de telles constantes c,-,ea pour lesquelles £a = + 1 si ö + a = 0. Nous
pouvons choisir arbitrairement le sous-groupe g0 de © engendré par les { Y,},
car il existe une automorphie de © qui transforme Pun des sous-groupes çj0
en un autre quelconque1^. Supposons alors que {Y,-,Y«} soit une base normale
réduite arbitraire de ©. Les racines a sont des formes linéaires à coefficients
réels des paramètres dans g0 correspondant à la base { Y,}, et par suite toute
transformation linéaire involutive de cette base qui laisse invariant le système
de racines caractéristiques est réelle. Or, les {Y,} sont déterminés à une
transformation linéaire réelle près, d'où il résulte qu'une telle involution peut
se réduire par un choix convenable des {Y/}, à la forme

a) E. Cartan, Le principe de dualité et la théorie des groupes simples et semi-
simples, Bull. Se. math, 49 (1925) p. 364.
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o ù

e,f = + 1 s w 7 = 0 , 1 , . . . , ç — 1 ;e f » = — 1 s i / " = (>, £ + 1, . . . , £ + a — 1 = = / — 1 .

La base {Y t} cte g0 satisfait alors à la première condition du théorème IL
Si a est la transformée de a, nous conviendrons de dire que a, a sont

deux racines conjuguées et que deux racines a, ]8 telles que a = a et ƒ? = /?'
sont respectivement réelle et purement imaginaire. Définissons par la formule
(5) (§ 4) un ordre des racines caractéristiques ; toutes les propriétés d'un tel
ordre développées dans la section 5 resteront vraies.

8. On sait que1) si {Y,-, Y«}, {Zf-, Z«} sont des bases normales ré-
duites de deux groupes semi-simples complexes © et £>, distincts ou non, et
si les systèmes correspondants de racines caractéristiques sont les mêmes, Za

et Ya étant de même poids a,* e{ respectivement relatif à e* Zt et à e{ Y,-, il
existe une isomorphie de @ et ^ définie par

Y.-^Z,-

Ya - • Sa Za

où c« •= + 1 et ea.£ar = 1. Or, Ya et Y« sont de poids at- e
{ respectivement

par rapport à e{,Yt et à e* Y / = e% Ei Y,-. Nous pouvons donc poser § = © et

et nous

II

(13)

et que

d'où

(H)

aurons une automorphie

en résulte que

yl-

de ®

jv;-
iv.-

= £«£

= £-£-

epey =

de la

et Y{

e«Y3

9 *y /-

-e-yv

£-£âc

forme

.

La condition pour que Pautomorphie de © que nous venons de définir
soit involutive est que ea = eâ. Supposons alors que ea = e^ si o ) ' < a < o )
et que £ f ö=-j- i si en même temps a est purement imaginaire.

Si d'abord w est purement imaginaire, et si w = a - j - § où «, p sont
deux racines qui satisfont a ( o ' < ö j < ( ö ) a e t | 3 sont purement imaginaires,

Waerden, loc. cit
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et y ? _ = / J
f ' r = r / d . Il résulte de l'équation (13) que ^ = 1 , et ^ = ear =

l / e w = l . Si tô est purement imaginaire, mais si elle ne peut pas s'exprimer
sous la forme a + 0 où a>'< a, /?<<o, on peut remplacer Y« par un multi-
ple arbitraire de lui-même, sans changer la structure de la base {Y*, Y« }
et sans changer les éléments {Y*} (w' < a < o>). On peut donc supposer
que Yw = Y^, ce qui donne

€a = 1 et e« = 1 /«û, = 1.

5/ w #Vs£ /jff5 purement imaginaire et $/ /^s { Y* } (cû'<a<ci>) déter-
minent ou bien Y« ou bien Y^, appliquons l'équation (14) à la suite de

U)J = <Ù ou w, (ùl = <ù0—A\t. .. 9<ùp=&p-\ — ûp=a-{-[3

où Àu À2i...,Xp sont purement imaginaires et co',<a, ^ < w

Cela nous donne

Or, ea = es et ep = e^, donc £Wo = £^ et fÛ, = e© - De la relation £w . rMr = 1
il résulte que e^r = £&'.

Si co «Vs^ /7ffs purement imaginaire, si les {Y* } [<o' < a < a>) ne déter-
minent ni Y« «/ Y^, et si de plus les J Y « l ( w ^ « ^ w ) /?^ déterminent pas
Yà, on peut remplacer Y«, Y^ par des multiples arbitraires et indépendants
d'eux-mêmes sans changer la structure de la base JY*, Y«} et sans changer
les éléments { Y*a , Y « } V < os < w). Nous pourrons alors supposer Yî, = Yû,
Y^ = Yw et

Û considérer est celui où les { Yc } {cof < a < w )

«^ déterminent ni YI ni Y*- mais où les { Y L } [<Ù* ^ a *£&) déterminent Y^.

Appliquons à la suite de racines :

( 1 5 ) Wj = ^ 0 ) 1 = C0( XX. . . . . <0̂> : = W p . j Zp = (Ûi

l'équation (13). Il en résulte que

Or, ex = 1 et les y sont réelles, donc l'expression

est positive. Pour que ea — eâ il faut et il suffit alors que le produit

soit positif. Enfin, s^ = cj» en même temps que ea = e^.

Si dans le cas où les {Y«} ( w ' < a < ^ déterminent ou bien Y^ ou
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bien Y^, il existe une suite de la forme (15), ce même raisonnement démontre
que le produit (16) associé est positif. Il en résulte par induction en faisant
croître o) qu'il faut et il suffit pour que l'on puisse choisir les ea de sorte
que £«=£« et que ea = - j- 1 si a est purement imaginaire^ que le produit (16)
associé à toute suite de racines non purement imaginaires de la forme

( l5a) o ) j , <Ù{ = < J > 0 — ZU(Ù2= toi — Â . 2 , . . . , <Ù^ = <ÙP-I — lp = wa

où i i , i 2 , . . . , ^ sont des racines purement imaginaires, soit positif.
De plus, si o) est une racine quelconque d'une telle suite, il faut et il

suffit pour que £w = £uque le produit (16) associé à la suite soit positif, car
la suite _ _ __ __

donne le même produit (16) que la suite primitive

De cela il résulte que, si deux suites de la forme (15a) admettent une
racine commune ou si une racine de la première est la conjugée d'une racine
de la seconde, les produits (16) correspondants sont de même signe.

9. Définition : L'ensemble des racines d'une suite de la forme (15a)
et de leurs conjugues sera appelé „cycle de racines" si aucune des quantités
Xr + Xs n'est racine. L'entier p sera appelé l'ordre du cycle.

Considérons les deux espèces de déformation d'une suite (15a) obtenues:

(i) en supprimant ws si (̂ s + ^s+i) e s t racine
ou en supprimant o>0 et en remplaçant tùp par o>i si [h—lp) est racine.

(ii) en remplaçant o>5 par la racine (as_t - *ls+i) = '&s+\ + As ) si (-^+ ^+1)
n'est pas racine

ou en remplaçant (^Q,(ÙP respectivement par (W —Âp)t 0^-1 + i i)si Ux—Zp)
n'est pas racine.

Une telle déformation laisse toujours invariante au moins une racine de
la suite, et par conséquent elle ne change pas le signe du produit (I6), Or
on voit que par une succession de telles déformations on pourrait arriver à
une suite pour laquelle aucune des quantités [Ûr+Zs) ne serait racine. // faut
et il suffit alors pour que l'on puisse choisir les ea de sorte que ea = £â et
que c a = - f - l si a est purement imaginaire> que le produit de la forme (16)
associé à tout cycle de racines soit positif.

Un cycle de racines d'ordre p est une suite de racines non purement
imaginaires

(17) o > 0 = o ) j , O J X = W O — ytXi..t<iùJ2pz=co2p^l — Â2P= G)

où ^1,^2» •••)^2/> s o n t des racines purement imaginaires et aucune des quan-
tités (Âr + âs) n'est racine1). Une telle suite n'est pas nécessairement un cycle,
mais si elle est un cycle, Às^Zf

s+p et le produit (16) correspondant est

!) Ici, „racine" veut dire „racine non nulle".
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Si dans une suite de la forme (17), (^ s+i s + i ) ^ 0 et on remplace tos

par cü*s = tös-i — i s + i = cDs+i + ^s, l'équation de Jacobi

montre que Ö; est racine et que le produit (18) n'est pas changé. Or, par
une succession de telles déformations nous pourrions réduire un cycle à une
suite de la forme

Û*! = CO0 — Àu Ô)2

et le produit (18) deviendrait

La base {Y,-, Ya\ étant normale réduite, y«p = — jy\v x) et ce produit
est du signe de (— \)p. On arrivera alors au théorème suivant:

Théorème III : Pour qu'une involution du système de racines carac-
téristiques relatives aux éléments générateurs d'un sous-groupe g0 d'un
groupe semi-simple complexe © puisse définir une automorphie involutive de
& de la forme

(où Ei=l si i = 0, 1, . . . , ( > — 1 ; £ , - = — 1 5/ / = (>, e

£« = ± 1 ^ ^« = + 1 s/ a é?s* purement imaginaire), {Y,*}

ûf̂  9o ^ I Y,-, Y« | étant une base normale réduite de @, // faut et il suffit
que tout cycle de racines déterminé par l'involution soit d'ordre pair.

Corollaire: 5/ deux cycles de racines admettent une racine commune,
l'ordre du premier est de la même parité que l'ordre du second. Les deux
cycles doivent donner, en effet, la même valeur pour cM/€w où <o est la ra-
cine commune.

Des théorèmes I et III il résulte:

Théorème IV : A tout groupe réel associé à © // correspond au
moins une involutiou du système de racines caractéristiques de © pour la-
quelle tout cycle est d'ordre pair.

10. A toute involution qui satisfait à la condition du théorème III il est
associé au moins un groupe réel qui définit © par le passage du réel au

0 Weyl, loc. cit., p. 371 (§ 5).
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complexe. (Th. II). Démontrons qu'il n'en existe qu'un seul. Dans la démon-
stration de théorème I, la base normale réduite {Y ; ,Y«}de laquelle on part
est arbitraire à condition que

où et = + 1 si / = 0 ,1 ,...,(> — 1 et E{ = — 1 si / = Q , Q + 1 , • . . , / — 1 .
De plus, chacune des constantes ea a une valeur bien déterminée. Dans cer-
tains cas, en effet, elle est déterminée en fonction des constantes ea (co' < a < w]
et de la structure de la base {Y,-, Y«} et dans les autres cas nous avons
convenu de lui donner la valeur unité. En prenant comme base du groupe
réel G, la base

de ©, nous voyons que la structure de O est bien déterminée.
Toute involution du système de racines caractéristiques pour laquelle

tout cycle est d'ordre pair détermine un groupe réel et un seul qui définit
® par le passage du réel au complexe.

Définition : Deux involutions d'un système de racines seront dites
„équivalentes" s'il existe une transformation linéaire qui transforme l'une
en l'autre.

Soient {Y,}, j Z;\ deux bases respectivement de deux sous-groupes g0

de ® telles que les racines caractéristiques sont pour ces deux bases des
formes linéaires à coefficients réels des paramètres, et supposons que ks
transformations Y* = £,-Y,- et Zî=e,-Z,- définissent deux involutions équi-
valentes du système de racines1}. On pourra choisir les j Zt \ de sorte que
les racines caractéristiques relatives à e*Z; et e'Yi soient les mêmes et d'après
le théorème de M. Van der Waerden déjà cité (§4), il existera deux bases
normales réduites |Y , , Y f t | et {Z^Z^} de même structure. Si les deux invo-
lutions définissent respectivement les groupes réels Q et H nous aurons
après réduction par la méthode développée dans la démonstration du théoième
I, par rapport à G :

et par rapport à H :

I Z; = £,Z,

où les constantes Ea sont les mêmes pour les deux groupes. Or, cette iéduc-
tion ne change pas la structure des bases |Y,- ,Y«| et {Z,, Z«}, qui auront
par suite toujours la même structure.

Il en résulte que les bases

J) On peut toujours supposer que les s* sont les mêmes pour deux involutions
équivalentes, car il en est ainsi pour p, <?.
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{ ef Y,-, (Y« + «a Y« ),/{Y« - c« Y«)}
et

{ e/\ Zi, (Z« + efö Z„}, * (Z„ - e a Z«)}

respectivement de G et de H auront la même structure et que les deux groupes
réels O et H seront isomorphes.

Théorème V : A chaque involution du système de racines caractéristi-
ques de % pour laquelle il n'existe pas de cycle d'ordre impair, il est
associé un groupe réel et un seul qui définit % par le passage du réel au
complexe. Deux involutions équivalentes définissent deux groupes réels iso-
morphes.

11. Calculons le caractère1) du groupe réel semi-simple G défini par
une involution donnée du système de racines. Par définition, le caractère de
G est celui de la forme quadratique q>[e)9 somme des carrés des racines ca-
ractéristiques relatives à une base réelle de G, Soit { Y,-, Y«} une base nor-
male réduite de ® pour laquelle

YI- = cl-Y/ et Y« = £0Yâ

où les constantes £;, ea sont assujetties aux conditions habituelles. Relative
à cette base la forme q>[e) est

où gije* et est définie positive. La forme q>[e) relative à la base

de G, devient

gVj, f e*? - gtffJn e* •'" e*>" - 2 E {( ?f+ W \ + 21
où (e*'\ £a, ^a) sont les paramètres correspondant à cette base ; /'=0,1,...,Ç—1 ï
/" = ç, ç -f-1, -. •, Q + G — 1 = / — 1 et la somme est étendue à toutes les
racines purement imaginaires supérieures à zéro. Le terme SI est une somme
de produits de la forme § a |G ' ou rf rf\ et cette forme quadratique est de
caractère

q — a — %

où % est le nombre de racines purement imaginaires.

j) £*. Caftan% Les groupes réels simples, finis et continus. Ann. Ecole Normale, 34
(1914) (désigné dans la suite par les initiales G. R) p. 268.
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1. Un groupe réel semi-simple est le produit direct d'un ou de plu-
sieurs groupes réels simples et il suffit donc de trouver ceux-ci pour avoir
tous les groupes réels semi-simples. M. Cartan a démontré qu'il y a deux
cas possibles ^ Si G est un groupe réel simple, le groupe © qu'il définit
par le passage du réel au complexe est, ou bien simple, ou bien composé
de deux groupes simples qui sont conjugués complexes par rapport à G.

Dans le second cas, soit © le produit direct des deux groupes simples
complexes @i et ©i ; on obtient le groupe réel G en considérant l'espace
du groupe ©i comme un espace à 2 r dimensions réelles au lieu de r dimen-
Sions complexes, r étant l'ordre de ©i. Tout groupe simple complexe définit
de cette manière un groupe simple réel et un seul.

Il reste à considérer les cas où © est simple. Les groupes réels simples
associés aux groupes complexes simples peuvent être déduits des systèmes
bien connus des racines caractéristiques des types divers de groupes simples
complexes. Nous allons chercher les automorphies involutives de chaque
système de racines, non réductibles l'une à l'autre, pour lesquelles il n'existe
pas de cycles de racines d'ordre impair. D'api es le théorème V, il sera
associé à chacune de ces involutions un groupe simple réel et un seul. Le
théorème IV nous montre d'ailleurs que nous obtiendrons ainsi tous les groupes
réels simples qui définissent par le passage du réel au complexe un groupe
simple doané. Si nous exprimons Tinvolution sous la forme

• ' = : * • ' (/' = 0 f . . . , Ç - l )

•." = _*.» (///= Ç | ç - f 1 , . . . , ç - f ff_l = / _ l )

où / est la rang du groupe, et si l'involution change de signe % des racines
caractéristiques, le caractère à du groupe réel sera

à = ç — a — T.

Nous pourrons simplifier les calculs en remarquant que, si une racine
caractéristique est contenue dans plusieurs cycles, il suffit de considérer l'un
quelconque de ces cycles. En effet le corollaire du théorème III montre que
les ordres de tous les cycles contenant une même racine seront de même
parité. Il nous sera aussi utile d'introduire certaines automorphies S<* du

») G. R., p.
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système de racines, définies de la manière suivante. Appelons d'api es V an
der WaerdenX) produit scalaire des deux racines

a — ai è et /? = ƒ?,- e{ ,
la quantité

où
gij gi k = ô{ et gij ei e> = 1 [a£ é f.

Nous pouvons définir de même le carré scalaire [af = [a.a) de toute
racine a et le produit scalaire (co. a) de la racine a par une forme linéaire
quelconque a>=cû;el*. Les opérations S« et S«r associées aux racines a et a1

sont définies par l'équation2*

Sa [*Ù) = S«' 'w) = o — 2 | w . a) / (a)2 | . a.

Elles ont été définies pour la première fois par M. Cartan^ par la propriété
que S«(j8) — A a et fî-\-ka sont des racines en même temps, /? étant une ra-
cine caractéristique quelconque.

Toutes les automorphies du système de racines laissent invariantes toutes
les relations linéaires qui lient les racines ; il en résulte que si une automor-
phie transforme a en a*, elle transforme Sa en S«*. Les racines /? pour les-
quelles fa./?) = 0 sont dites orthogonales à a, et caractérisées par la relation
S« (/?) = /?. L'ensemble des racines orthogonales à a se transforme alors en
l'ensemble des racines orthogonales à a*.

Remarquons enfin qu'il y a deux cas spéciaux qui se présentent pour
tout groupe complexe simple. Si l'involution se réduit à l'identité, iî n'y a
pas de racines purement imaginaires4', et par conséquent tout cycle est d'ordre
zéro. Nous aurons ç = / et a = T = O. fi wxiste toujours ttlefs ua gteups
réel de caractère L C'est le groupe réel normal engendré par une base nor-
male réduite du groupe complexe. Si l'involution change de signe toutes les
racines, elles sont toutes par définition purement imaginaires et il n'existe
donc pas de cycles. ç = 0, a = l et % = r — l oh r est l'ordre de groupe.
On obtient ainsi le groupe réel unitaire de caractère —r.

') Van der Waerden, Die Klassifikation der einfachen Lîeschen Gruppen, Math. Zeil.
37 (1933) p. 447.

a) //. Weyly Darstellung kontinuerlicher halbeinfacher Gruppen, II, Math. Zeit., 24,
(1935) p. 367

Van der Waerden, îoc. cit.
3) C , p. 57, Théorème VII. Avec la notation de M. Cartan,

<*V Sa = <*V " f f l ^ t ó ^ S Ca,a
r,(oh) C(o/*),«,«' = — 2 et 2 Ca,a

f
t{oh) C{oh),(ltpt = apa.

h h

Si nous écrivons w:i — a et wtj =• p , cela nous donne avec notre notation

Û / J Û = — 2 Ca a' Ci p / Caa' - cfa ,

expression qui est invariante par toute transformation de base réduite de ©. Or, pour
une base normale réduite

Ca a*. c% = — g'J c] ac% = — {a.fi)\ d a>. c% = — (a)2 e t üg a = — 2 ( a , jS) / ( a ) 3 .
4) Pour la définition de racine purement imaginaire voir Ch. I, § 7.



2. Les groupes A/.
Les racines caractéristiques sont1*

/-M

— 0 w = ƒ»,•*•', les opérations S« sont

S l 7 (to = o) — [nti — mj\ (ij)

II existe des sous-systèmes de racines tels que la différence de deux
racines d'un même sous-système est toujours une racine. Ce sont les 2 ( / + 1)
systèmes (*0,/) et (y , io\, où les ystème est déterminé par l'indice i0, et l'indice y
prend toutes les valeurs de 1 à ( / + ' ) » s a u ^ h • L'ensemble de ces 2 (/ + l)
sous-systèmes est nécessairement invariant par toute automorphie. Or la somme
des racines d'un tel sous-système est

II en résulte que le système des quantités (+ x4) est invariant par Pauto-
morphie. De plus, si *• = *•' et si JC*= — xl, où x{ et xk sont les transfor-
mées des coordonées x* et xft, la racine [iyk) se transformerait en la quantité
[xJ-\-xl)i qui n'est pas racine» II y a alors deux cas possibles: ou bien le
système de quantités (*') est invariant par l'automorphie ou bien il se trans-
forme en le système [— x{).

Si l'automorphie est involutive, elle peut être réduite, en effectuant une
permutation des indices, à la forme

| lcCi = ex7i ( a = l , 2 , . . . > 2 ^ ; « = 2 p + l — a)

où c = ± l cherchons les cycles dans les divers cas.

I : £ = - | - l . Les racines purement imaginaires sont (ay a ) et r=2p.
Le tableau suivant donne les racines non purement imaginaires, un cycle con-
tenant chacune de ces racines et l'ordre de chaque cycle :

racines

{a, a) - • [a, a)

[a, a) -*• (a, a)

(a, 6)->(«,*)

cycles

[a, a), (a,â)

[a, a), [a, a)

(a,b)

(o,|8), (Ô,i8), («,/3), {a,f)

ordre

1

1

0

2

]) C, p. 71 et E. Cartan, Les groupes projectifs qui ne laissent invariante aucune
multiplicité plane, Bull. Soc. Math., 4l (1913) (indiqué dans la suite par G. P.) p. 67.
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Les seules involutions où il n'existe pas de cycles d'ordre impair sonï
données par :

(i] P=*0,
(Ü) q^O et p = {l + l ) /2 ; celle-ci n'existe que si ( /+ ! ) est pair.

Nous avons alors deux groupes réels :
(i) /?=îO. L'involution est l'identité et le groupe réel est le groupe

normal de caractère /.
(ii) (Z + l) pair et /? = (/-f-1//2. L'involution peut s'exprimer:

Ci\ I « I

D o n c , ç = ( f -

[a = l, 2 , . . . , ( / — U/2J

10 = 1,2, . . . , ( / + 1)/2).

r = (Z+l) /2 , % = 2p = [l+\) et

ô = ç — o — T = — l — 2.
a+iï/2

L'involution peut se mettre sous la forme | | s « « .

II; E= — 1. Les racines purement imaginaires sont [a, b) et r=[g<i—q)
Les racines non purement imaginaires et les cycles sont :

racines

[a, a ) -^ (a ,Û)

( a , a ) - > ( a , o s )

cycles | ordre

^_

(o.ôj Ô

II n'y a pas de cycles d'ordre impair et il existe alors un groupe réel
pour toute valeur possible de q, soit q=l-\-l>l — l , . . . , 0 ou 1.
L'involution est définie par les équations :

Nous avons donc ^ = /7,cr — / — p ,% = q* — q et

H y a alors deux classes de groupes réels du type A/:
(i) ƒ£ groupe normal de caractère l et% si l est impair, un groupe de

caractère — [l~\~2], défini par l'involution

= /4-2 —a)



(H) les groupes de caractère (1 — q-) définis par les invo luttons

3. Les groupes
Les racines caractéristiques sontj)

où *", ƒ = ± 1, ± 2 , . . . , + / ; i =£ ± j et x~{ = — x%.
Les opérations S« sont2)

S,- [iù = W — 2 /wf- (i)

S 0 - H = (0 - (m£ — OTy) (/, ƒ ) ,

où nous convenons de poser /rc_> = — mx;.
Il est clair que toute automorphie laisse invariant l'ensemble des racines (/).

En effet, toute autre racine est la somme de deux racines, ce qui serait faux
pour toute racine (/). Il en résulte que toute automorphie du système de ra-
cines est de la forme

v * .H i Y? (I i ——— 1 0 / l
• iX/ " I •*> ^t-, J 1 > * * , • • • j ^y»

Si cette automorphie est involutive on pourra, en effectuant une permutation
des indices, la mettre sous la forme :

| a X ' j a = 2 / ?4 - l— a s i G > 0 e t â = — \2/7 + 1) — a si o t<0

j A:a = ^ , ( ö = ± ( 2 / ? + ï ) , . . . , ± (2p + ^))

et par un choix convenable des signes des coordonnées (xa) on pourra s'assurer
que ôa = -f-l. Les racines purement imaginaires sont [l)% [At p) et (a, "5) et
T = 2[s3-f"£>)- Le tableau des autres racines et des cycles est:

racines

(a,&), (a',«)3),

(a) sont réelles

(a, a) -> (a, a)

(o)->(ô)

(M)->(M')
(«, j8)-• (o. |8) (a^j3)

{o.A)-».^,^)

cycles

[a,b), (a'â),
(a) respectivement

(«, a), (a, a)

(o), («)

(M), (a,/*), («,#), (a, ̂ ')
(o,̂ l, (0,0, («J], («J)

(a, 2), (a,,w), (a,#), (a, A'), (a, ,w),

(â,2)

ordre

0

1

1

2
2

3

0 C , p. 79 et O. P , p. 69. 2) G. P., p. 69.
5) Nous posons a' = — a et af ~ — a , etc.
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Pour qu'il n'existe pas de cycles d'ordre impair, il faut et il suffit que
p soit nul. Nous avons alors [/ + !) groupes réels pour iesqueis 5 = 0 , 1 , . . . , /
et q = / — 5. L'involution est définie par les équations :

— AT
= l , 2 , . . . ,

et q, a=$. Or, T = 2S», donc

d = Ç> — (7 — T = / — 25 (S + 1 ) .

// existe alors une seule famille de groupes réels, de caractère
l~-2${s-\~\) (5 = 0 , 1 , . . . , / ) , et l'involution peut s'écrire sous la forme

^ I S S ) [l + + + )
quHl faut multiplier par S/ si s est impair.

4. Les groupes Ci.
Les racines caractéristiques sont1)

où ij=± 1 ,±2 , . . - . , + /;
Les opérations S« sont2*

et je- ' = —

S o (tó) = eu — (

S,,F w) = o) —

[i, j) si / ^ y'

où, comme pour les groupes B/, nous posons mtt = — /«,-.
La somme de deux racines distinctes de la forme (/,/') qui ne sont pas

opposées, est toujours égale au double d'une troisième racine, et ces racines
sont les seules pour lesquelles il en soit ainsi. Elles constituent alors un sous-
système invariant par toutes automorphie. Il en résulte que les involutions sont
les mêmes que pour les groupes B/ (§ 3). On peut de même supposer que

0« = + 1 .
Les racines purement imaginaires sont [A,ti) et (os, a], et

Le tableau des autres racines et des cycles est :

— 2 (s2—/?).

racines

(a,tf)-*»{a.tf)

{a, a)-+-{a,a)

(«,*)->(£>)

c y c l e s

[a,b]

(a.ô7)

[a,Z),(a,X')

(a , a ) , ( a , a)

ordre

0

0

1

1

2

2

' J C . p . 79 et G. P., p. 70. Q. P., p. 70.
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Pour que tout cycle soit d'ordre pair ou zéro il faut et il suffit ou bien
que q = 0 on bien que /? = s = 0.

(il <7 = 0. L'automorphie est définie par

<*) = (*«-f-JKK )

/ y« __^ y a) [Ya va\
[X A, j \X X J

OC —̂— ™ ~ JC

(os = l , 2 . . . . , / > )

Nous avons alors ç = p,o = l— p et % =

L'automorphie, exprimée à l'aide des opérations S, est

(ii) ^ = s = 0. L'involution est l'identité, et nous avons le groupe réel
normal de caractère /,

En résumé, les groupes réels du type Ci sont:
(i) les groupes de caractère (— / — 2 s2) où (/ — s) = 0, 2 , 4 , . . . , 2 [//2] »

définis par les involutlons

( / /
(ii) /£ groupe normal, de caractère L

5. L e s g r o u p e s D/ ( / ^

Les racines caractéristiques sont1}

où fc; = ± I , ± 2 , . . . , ±l\ ij=±i et JC-Ï = — ̂ '.
Les opérations S« sont2)

Sij(Û>) = w — (/«,• —m/), [i, j) où /w,7 = — mi.

Prenons d'abord le cas où / > 4 . Est associée à toute racine (/, j) une
seconde racine orthogonale à (/,/), déterminée au signe près, telle que toute
autre racine orthogonale à la première est également orthogonale à la seconde;
cette racine est (/,ƒ). Toute automorphie du système doit laisser invariant
l'ensemble des paires de racines ainsi définies. Or,

[h J) + (i, y') = 2 x* et (/, y') - (/, yj = 2 x> ;

une automorphie laisse donc invariant l'ensemble des quantités Jt'(i= + 1, 2 , . . .
. . . , + /). Il en résulte que les involutions du système D/ ( />4) sont les
mêmes que celles des systèmes B/, Q (§§ 3, 41.

Dans le cas où / = 4, M Cartan a fait la remarque3) qu'il y a trois

0 C , p. 79 et G P., p. 71.
•) Ci. P., p. 71.
•) G. R., p. 286.
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systèmes de quantités qui peuvent jouer le rôle des quantités ( + **)> e

toute involution du système de racines doit laisser invariant au moins un de
ces systèmes de quantités. Toute involution est alors équivalente à une invo-
lution de la forme que nous avons trouvée dans le cas / > 4 .

Dans tous les cas, / ^ 4 , les racines purement imaginaires sont (As{i) et
(a, 5), et r = 2s[s— l) + 2/>.

Le tableau des autres racines et des cycles est :

racines

(«',«)-> (a', a)

[a, b) - v [a, b)

[a, a) -> (a, a)

(a,i3) + (âj)
(a, X) - • (a, X')

(X,a) + {X',Ï)

cycles

(a',â)
(a,b)

[a, a), [a, a)

(a,/S), (à,/?), (a, (S), (aj)

(a,X), (a, fi), la,X'), («,p')

[À, a), [X,a), [fi.â), (X'a), {X'a), in', a)

ordre

0
0

1

2

3

La condition nécessaire et suffisante pour qu'il n'existe pas de cycles
d'ordre impair est: soit p = 0 soit s < 2 et ^ = 0.

(i) Si /? = 03 l'involution est

Z X

( f l = 1 , 2 , . . . , q)

et ç — q\ a = s. Or, v = 2 5 [s—1), donc

(5 = / —25 —25(5—1) = / —2 s2.

(ii) Si s < 2 et ^ = 0, s = 0 si / e s t pair et 5 = 1 si / est impain On
peut choisir les coordonnées {x) de sorte que l'invoiution devienne

** = — JC« (« = 1 , 2 , . . . , / ; ö = * - f l — a)

et les racines purement imaginaires sont + [a;
t~â) (a = 1, 2 , . . . , [//2]), au

nombre de 2 [//2]. L'involution peut s'écrire:

et nous avons

d'où

et T =

= o — a — T = —



H y a alors deux familles de groupes réels :
(i) les groupes réels de caractère [l — 2 s2) (5 = 0 , 1 , . . . , / ) définis par

les involutions

| x - = x « (a = 1 , 2 , . . . , ? )

(ii) le groupe réel de caractère — / défini par Vinvolution

x — — x \a—i,z,...,£,«— i-\-\—a).

Si /== 4 les involutions
f xa = xa [a = 1 , 2)

xa = — xa et l

sont équivalentes et les groupes réels correspondants sont isomorphes. Ecri-

vons en effet £f' = {— T ] (xJ) — x1} où / , j = 1, 2 , 3 , 4 . Le système D4 est
; = I

(±5l'dbl</') e^ la seconde involution peut s'écrire

qui est manifestement équivalente à la premiere involution.

6. Le groupe E6.

Les racines caractéristiques sont1*
t: ;\ — iYi _ yj\

(000) =

(000)' =

2
1 = 1

(000)

où ij,A = 1,2 , . . . ,6 et / ^ ,
Les opérations S« sont2)

H — tni— trij — mk) [i, j , k)

Si une involution échange entre elles deux racines dont la somme ou la
différence est une racine, cette dernière est invariante au signe près. Si la

0 C , P. 80 et G. P., p. 72.
•) G. P., p 73.
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transformée d'une racine est orthogonale à cette racine, les racines orthogo-
nales à toutes deux forment un sous-système invariant Or, les équations

S,« „[/,.ƒ, A) = (000/,

montrent qu'on peut supposer l'une des deux racines égale à (000). L'aulre
sera de la forme [k, h), et les racines orthogonales seront [i, j) (/, j =j= k, h) ; elles
forment un système du type A3, dont toute involution admet au moins une
racine invariante au signe près (§ 2). Il en résulte que toute involution du
système E6 admet aussi au moins une racine invariante au signe pi es, et il
suit des équations (1) qu'elle est équivalente à une involution qui laisse inva-
riante au signe près la racine (000). Les racines orthogonales à (000), soit
(*> y) (4 7 = 1,2,,.., 6), forment un système A3 invariant par une telle involution.

Je dis maintenant qu'il est nécessaire pour que l'involution du système
E6 définisse un groupe réel, que l'involution du système A3 qu'elle détermine,
définisse un groupe réel du type A5. En effet, la somme de deux racines
du système A5 est toujours une racine du système A5 si elle est une racine
du E6. De plus une racine purement imaginaire du A5 est une racine pure-
ment imaginaire du E6. Il en résulte que tout cycle défini dans le système
A-, par l'involution est également un cycle dans le système E6, et doit par
suite être d'ordre pair.

Les involutions du système A5 qui définissent un groupe réel peuvent
être réduites par une permutation des indices à l'une des formes (§ 2) :

(i) 7

ni {

Chacune de ces involutions définit deux involutions du E6, la première étant
donnée par les équations précédentes, et la seconde étant obtenue en multi-
pliant la première par l'opération S û 0 0 .

Il ne reste qu'à chercher dans chaque cas les cycles non entièrement
contenus dans le système Ag.

I : Si l'involution admet une racine invariante, nous pouvons
supposer que (000)-^ (000). Il y a trois cas possibles:

(i) x a = j t f l ( a = l , . . . , 6 1 .

Cette involution est l'identité, qui donne le groupe réel normal, de
caractère 6.

(ii) ~x
a = je" (a = l , 2 , . . . , 6 ; â = 7 — a).

La racine (y, y) est purement imaginaire, {a, ~cc, y) se transforme en {a, ô", y)
et ces deux dernières forment un cycle d'ordre un. Cette involution ne définit
donc pas de groupe réel.
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?-
= S 0 0 0 ( — x?) (a = l , 2 , . . . ,

S o o o ( — xa) (a = p + l,..

7—/>,

Si <7 = 0, il n'y a pas de racines purement imaginaires. Il n'y a donc
pas de cycles d'ordre non nul, et il existe un groupe réel défini par cette
involution, qui peut se mettre sous la forme

1< = 1 ,2 , . . . ,Ô)

( « - 1 , 2 , 3 )

Donc (> = 4, <T = 2 , T = 0 e t ( 5 = () — G — z = 2.
L'involution est le produit de la transformation P ' = — x1' par l'opération

Sooo II S« â (os = 1, 2, 3).
Si # = 2, (3,4) est une racine purement imaginaire.

et ces deux racines forment un cycle d'ordre un.
Si q = 4, les racines purement imaginaires sont (a, b) [a, b== 2, 3,4, 5)

et T = 12 . Le tableau des racines qui n'appartiennent pas au système A5 et
des cycles qui les contiennent est :

racines

(a, a} 5) -^ So o o (0, a, 5)' = (6, c, d)
(a, a, 5 / -> [b, c, d)f

[a, b, a) -+ Sooo [a, b, â)f — {c, d, a)

cycles

—

[a, b, a), {c, b, a),
(c, d, a), (a, d, a)

ordre

2

et il n'y a aucun cycle d'ordre impair. L'involution est définie par :

SU', = 1 ( 0
G1 _ ? ) = (*! —

: (X°-X'=)

2? — 7 — ? = — 2 je»
(a = 2, 3, 4)

et ^ = 2, ff = 4 et T = 1 2 , donc

i = — 14-

L'involution est le produit de la transformation * = — x'' par l'opération
Sooo S i 6 •

Si <7 = 6, l es racines purement imag ina ire s son t (a, b) [a, b = 1 , 2 , . . . , 6).
La racine ( 1 , 2 , 3) se transforme en Sooo (1, 2 , 3) ' = (4, 5 , 6) e t l e s rac ines (1, 2 , 3),
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(4, 2, 3), (4, 5, 3), avec leurs transformées, forment un cycle d7ordre trois. Il
n'y a donc pas de groupe réel.

H: Si l'involution n'admet pas de racines invariantes nous pou-
vons supposer que (000)-^ — (000). Toutes les involutions ainsi déterminées,
à l'exception de deux, laissent invariante au moins une racine. Ces deux in-
volutions sont :

(i) xa = — x«

Cette involution définit le groupe réel unitaire, de caractère —78.

(ii) "xa = Sooo (*«) [a = 1, 2, . . . , 6 ; a = 7 » a).

Les racines purement imaginaires sont (a, a), +(000) et + («,ƒ?, y) où les in-
dices a, /?, y ; a, /?, y sont tous différents. Il y a donc 24 racines purement
imaginaires. Le tableau des racines non purement imaginaires qui n'appar-
tiennent pas au système A5, et des cycles qui les contiennent est alors

racines

cycles

ordre

(a, a, p)

(a, a,

, [a, a,

fi,

h

->
(y,

Sooo

yi/3)

(a, a

' = (

2

y.

-( 000) (y, y , fi'

II existe alors un groupe réel. L'involution est

[xx -f ? <— j Ç • J^ j i. H 1 jÇ.

j~~ a ~a. /

L 6 P ?\

, — A-

d 'où (> = 2 , a = 4 , 7 = 24 et

<5 = — 2 6 .

L ' involut ion peut s 'écrire So 0 o ^ S « â ( o t = 1 , 2 , 3 ) .

En résumé, il y a cinq groupes réels du type E6 :
(i) le groupe réel normal de caractère 6.
(ii) le groupe de caractère 2 défini par i'involution S 0 0 0 ^ S « «

[a = 1 , 2 , 3 ; a = 7 — a) multiplée par x% = — x\

(iii) le groupe de caractère — 14 défini par le produit de Sooo Sl6 et
de ?"= — x\

(iv) le groupe de caractère —26 défini par

^ 0 o 0 • " S « a .

(v) le groupe unitaire de caractère — 78.
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7. Le groupe E7

Les racines caractéristiques sont1*

(00/) = *= * ' - M

(00/)' = — (00/)

où / ,ƒ,£ = 1 ,2 . . . , 7, ces indices étant tous inégaux.

Les opérations S« sont2)

S,-y* («) = ÛJ + (y S M — /w; — ntj — /wA). (/, /, k)

Toute involution du système laisse invariant l'ensemble des paiies de
racines égales et opposées, dont il y a un nombre impair. Au moins une de
ces paires est alors invariante, et au moins une racine est invariante au signe
près. Il suit des équations

qu'il existe une automorphie qui transforme une racine quelconque en + (007),
d'où il résulte que toute involution est équivalente à une involution qui laisse
invariante au signe près la racine (007). Les racines orthogonales à (007), soit
( ' I / I7)I C\/»7)' e* Ci7') C = l , 2 , . . . ,6), forment un système D6 invariant par
Tinvolution, système qui peut s'exprimer sous la forme

où

Le système E7 est alors

±l',y,7) = ± g
î 6

I
l ± (007) = ±

o ù £ > = j= — l et

>) C , p. 80 et G. P., p. 76.
') G. P., p. 77.
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Si co = coh %h -f- OJQ £°, nous avons les équations suivantes:

S , / I Ö 1 = Ü> — ( U ) , — W / ) ( / , ƒ )

S,,7M = w— («.•+«/)(*>/. 7)
S007(col = c o - 2 w 0 (007).

Si l'involution du E7 définit un groupe réel, l'involution qu'elle déter-
mine dans le système D6 définit un groupe réel du type D6. En effet, on
démontre comme pour le groupe E6 que tout cycle défini dans le système
E6 par l'involution est également un cycle dans le système E7.

Les involutions du D6 qui définissent un groupe réel peuvent être réduites,
en effectuant une permutation des indices, à l'une des formes (§ 5) :

(ii) Y = $ala { a = l , . . . , ô ; £ = 7 —a;fl« = 0 ï = ± t )

S'il correspond à l'une des ces involutions, une involution du système E7 '
il en correspondent deux, définies par les équations précédentes auxquelles
on ajoute

Pour que les équations (i) définissent de cette manière des involutions
du E7) il faut et il suffit que s soit pair. En effet, la racine

i { 2- *. ê' ± S" }
se transforme en

où ea=e9 et ex = — ex.

La condition nécessaire et suffisante pour que cette expression soit une
racine est :

Or, i7£ ( = (—l)sZTfi, == —(—l) s et la condition est alors que 5 soit
pair. Les équations (ii) définissent toujours une involution du E7, car
77 (9«) = 1. Remarquons que nous pouvons changer de signe un nombre pair
des (£') sans changer la forme du système E7. De cette manière on pourrait
s'arranger à avoir

Ôi = #6 = ± 1 ; 9» = ». = h = 95 - + 1 .

Cherchons dans les divers cas les cycles non entièrement contenus dans
le système D6.

I: Les involutions qui admettent une racine invariante sont
toutes équivalentes à une involution par laquelle (007)-* (007) et i° = £°.



(A = 1, 2 , . . . , s, où s est pair)

Les équations (2) nous permettent d'exprimer cette involution sous la forme

Si s = 0 , i'involution est l'identité, et le groupe réel qu'elle définit est
le groupe normal de caractère 7.

Si s = 2, l'involution est S1 2S1 2 7 . La racine (1, 2, 7) est purement ima-
ginaire et la racine (3, 7) se transforme en (1, 2, 3) = (3, 7) -\- (1, 2, 7). Les racines
(3,7) et (1,2,3) forment alors un cycle d'ordre un.

Si s = 4, les racines purement imaginaires sont f/l, fi)t (A, /*, 7) et [Â, ̂ , 7)'
(A,/* = 1,2, 3, 4) et T = 2 4 .

Le tableau des racines qui n'appartiennent pas au D6 est :

r a c i n e s

LÛOO) -+ (000)

(a, 7 ) -* (006/

(^,i»,v)-^(^, 7)

c y c l e s

(000)

(fl.Tj^fl^.^^OOôl'Jfl,^^)

(i,^,^), (2, ̂ ,^),(JI;, 7), (v, 7)
(« ,^^ , (« ,^^ ,100^, (00^

ordre

0

2

2

2

Tout cycle est alors d'ordre pair ou zéro, et il existe un groupe réel. L'in-
volution est

d'où ç = 3, a = = 2 4 et

(5 = ç) — a — r = — 25.

Si 5 = 6, la racine (1,7) se transforme en (001)', et les racines (1 ,7 ) ,
(6, 7) et (2, 5, 6) forment avec leurs transformées (001)', (006)' et (134), un cycle
d'ordre trois.

involution qui peut s'écrire n S«« (a = l , 2 , 3 ) .
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La racine (a, 7) est transformée en (a,7), et la racine (a, a) est purement ima-
ginaire. Les deux racines (a, 7) et (a, 7) forment alors un cycle tordre un.

m

Cette involution est S167S25S34. Les racines purement imaginaires sont
± 0» ö, 7), ± (2, 5) et + (3, 4), et T = 6. Le tableau des racines qui n'appar-
tiennent pas au système D6, avec les cycles qui les contiennent, est :

r a c i n e s

(000), (a, 7), (00 a),

(a,/3, /?) sont réelles

(j3,7)-Ha,ö,jS)

(a,/*>y)-M«,fcy)
(j8,y,y)->(OOi9)'

c y c l e s

(000), (a, 7), (00 a),

(a,/?,/?) respectivement

{/?, 7), (J8,7), (a, â.fl, (a,o,/î)

(/9,y,y),(i8,y,y),[OOi9)',(ooi8)'

ordre

0

2

où a = 1 , 6 ; /», y = 2, 3, 4, 5.
Il n'y a pas de cycles d'ordre impair et Pinvolution est définie par les

équations :

? r=4 ,o ' = 3,T = 6 et <S = — 5.

II : Les involutions qui n'admettent pas de racines invariantes.
Elles sont toutes équivalentes à une involution pour laquelle (007)-^ — (007)
et i° = — §°. Or toutes les involutions définies par les équations (i), (ii) et (iii),
avec |° = — §°, laissent invariante au moins une racine, à l'exception de
l'involution :

1
Cette involution est alors la seule qu'il reste à considérer. Elle définit

le groupe réel unitaire de caractère — 133, et peut s'écrire:

S007#(S;ûS;u7) où = 1,2,3 et 1 = 7 — À.
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Les groupes réels du type E7 sont alors:
(i) le groupe normal de caractère 7.
(ii) le groupe de caractère — 5 défini par

(iii) le groupe de caractère — 25 défini par
^12 ^127 ^34 ^347 *

(iv) le groupe réel unitaire de caractère —133 défini par

8. Le groupe E8.

Les racines caractéristiques sont1}

où /, ƒ, A = 1, 2 9 et 2(JC) = 0.

Les opérations S« sont2):

f S,v [co) = co — [nti —mj). (/,y)

l S / y * H = w + ( { 2 (m) — nti— mj — mk).[i,j, k) .

Il résulte des équations

où nous convenons de dire queS,-t représente l'identité, qu'il existe une auto-
morphie qui transforme une racine quelconque en (1.2). Si alors une invo-
lution laisse invariante une racine au signe près, elle est équivalente à une
involution qui laisse invariante au signe près la racine (1,2). Les racines
orthogonales à (1,2) forment un ensemble invariant par une telle involution.
Ces racines sont

[i,j)> ±{i>hk) et ± (1,2, / )= + U ' -
h—3

qui forment un système E7 (§ 7). Une involution de ce système E7 laisse inva-
riante au signe près au moins une racine, que Pon peut toujours supposer

égale à x?— £ |*() = (1, 2, 9).
i—3

Si une involution du E8 échange entre elles deux racines, elle laisse in-
variantes au signe près la somme et la différence de ces racines, et si l'une
de ces quantités est une racine, le problème se réduit au cas précédent.

O C , p. 80 et G. P., p. 80.
') G. P., p 80; Nous ne supposons pas ici que 2 OT* —0-



Si enfin une involution échange entre elles deux racines orthogonales,
on peut supposer Tune d'elles égale à (1,2) et l'autre à (1,2,9). Dans tous
les cas alors, une involution est équivalente à une involution qui laisse in-
variant l'ensemble des quatre racines :

(3) ± ( 1 , 2 ) , ± ( 1 , 2 , 9 ) .

Les racines qui ne sont orthogonales ni à (1,2) ni à (1,2,9) forment
également un sous-système invariant. Ce sont les racines :

(4) ± ( 1 , « ) , ± ( 2 , a), ± ( 1 , 9 , 0 ) , ± [ 2 , 9 , Û ) (fl = 3 , 4 , . . . , 8 ) .

Il est de même des racines orthogonales à (1,2) et à (1 ,2 ,9) :

(5) (ay ô), ± {a, b% 9)

et ces trois sous-systèmes (3), (4) et (5) forment un sysième du type D8 inva-
riant par l'involution, soit:

(4 A ±(i,L9) (/,; = ! , 2 , . . . , 8 ) .
Ce système peut s'écrie

±V ±V (/,ƒ' = 1 , 2 , . . . , 8)
o ù

et le système E8 devient :

( ±1* ±V

1 8

& o ù e*'=

Si une involution du E8 qui laisse invariant ce système D8 définit un
groupe réel, l'involution du système Da qu'elle détermine, définit également
un groupe réel, car tout cycle du D8 est également un cycle du E8. L'invo-
lution du D8 peut se réduire alors, par une permutation des indices, à l'une
des formes (§ 5) :

(ii) i a = fl«r (a = l , 2 , . . . , 8 ; â = 9 - a ; 6a = Qï~± 1).

La condition nécessaire et suffisante pour que les équations (i) définissent
une involution du E8 est que s soit pair, car elles transforment la racine

J S K ? 1 ' ) en Y 2 OU') où ~£a = £a et lx = — eXi et il faut et il suffit pour
que cette quantité soit une racine que 5 soit pair. Les équations (ii) au con-
traire définissent toujours une involution du système E8. Cette involution
laisse invariantes les deux racines orthogonales (H-ôjg8) et (§2+02£7); elle
est alors équivalente à une involution qui laisse invariantes les racines (1,2)
et (1,2,9), et si nous exprimons celle-ci sous l'une des formes (i) et (ii), les



racines (1,2) et (1,2,9) deviendront \?±&) où Ç* = g' et $ = tJ. L'invo-
tion est alors de la forme (i), d'où il résulte que toute invcîution définie par
des équations de la forme (ii) est équivalente à une involution définie par
des équations de la forme (i).

Cherchons pour les différentes valeurs de 5 les cycles non entièrement
contenus dans le système D8.

Si 5 = 0, l'involution est l'identité et on obtient le gioupe réel normal
de caractère 8.

Si s = 2, la racine \ S (£,-£') se transforme en {-£ (c.-l1)— (et^ -f £2|2)}
et la racine (^ § l-j-^?3) est purement imaginaire. Nous avons alors un cycle
d'ordre un.

Si 5 = 4, les racines purement imaginaires sont

l+ïz + iu) et T = 24 .

Les racines qui n'appartiennent au D8 et les cycles qui les contiennent
sont :

racines

cycles

ordre

2 ^

{Î2M M
oui

2

2 = efl ; £* = - « *

Tout cycle est alors d'ordre pair. L'involution étant :

£ — a — 4 et <5 = (> — a — T — — 24.

L'involution peut s'exprimer sous la forme

En effet,

lg«_gJ) = {l,2), |?»-g*) = (3,4), (|' + g*) = ( l ,2

Si s = 6 , les racines

et = (3, 4 , 9).

et
{^Sle,l'i - (e, ?> + * 1*1 - i^aI3 + «* I

forment avec leurs transformées un cycle d'ordre trois.
Si 5 = 8, toute racine est purement imaginaire et le groupe réel défini

par l'involution est le groupe unitaire de caractère — 248.
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En résumé, il y a trois groupes réels du type E8 :
(i) le groupe normal de caractère 8.
jii) le groupe réel de caractère — 24 défini par

Slt S34 S12g b 3 4 9 .

(iii) le groupe réel unitaire de caractère — 248 défini par

9. Le groupe F4 .

Les racines caractéristiques sont1*:

Les opérations S« sont2)

ij (o>; = o> — [nti — mjj. (/, j)

Les seules racines qui soient la somme de deux autres sont les racines
i/jjj. Elles forment alors un système du type D4 invariant par toute invo-
lution du système F4 . ^ ^ ^ — — _ _ _

Les racines (/) et (-| 2 «* Jt*) peuvent toutes s'exprimer sous la forme
S{(/,/) + ( ^ f l ) où (/,/), [kyl] sont deux racines orthogonales, les indices
n'étant pas nécessairement tous distincts. Inversement, toute expression de
cette forme est une racine. Il en résulte que toute automorphie du D4 laisse
invariant le F4 , et que toute involution du D4 définit une involution bien
déterminée du F4. De plus, deux involutions équivalentes du D4 définissent
deux involutions équivalentes du F4 et réciproquement. Si l'involution du
système F4 définit un groupe réel, il en est de même de l'involution du
D4, car tout cycle du D4 est un cycle du F4. Toute involution du D4 qui
définit un groupe réel est équivalente à une involution de la forme (§ 5) :

f xa=xa ( a = l , 2 . . . , ? )

Si 9 ^ 0 , les racines purement imaginaires sont $ et [A, p), et T = 2S2 .
Si 5 = 0, l'involution est l'identité, et nous aurons le groupe réel nor-

mal de caractère 4.

*) C , p. 80 et O. P., p. 82.
•) G. P., p. 82.
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Si 5 = 1, { \ 2jt*}->{l2(jir«) — x* }, et ces deux racines forment un
<ycle d'ordre un. De même, si s = 2, les deux racines { { £ * ' } et
I \ £ (je*) — (x3 + x4)} forment un cycle d'ordre un.

Si 5 = 3, les racines non purement imaginaires qui n'appartiennent pas
au système D4 sont :

racines

cycles

ordie

(a)

[a]

0

Hsi<

>

ï

2

U:
(e.x') où £a = e

S (e, Jt') — e« ** } 5 ^ |S(i,-

= £

et tout cycle est d'ordre pair ou zéro. L'involution est

= 2,3,4)

Donc, ? = 1, or==3, T = 1 8 et (5 = ç — a — T = — 20. LMnvolution peut se

mettre sous la forme S23S23'S4.
Si s = 4, toute racine est purement imaginaire, et nous aurons le groupe

réel unitaire de caractère — 52. L'involution peut s'écrire

10. Le groupe Oa

Les racines caractéristiques sont 1} :

(i) —xl

où / , ƒ = l , 2 , 3 ; / ^ y et S
Les opérations S sont;>

Toute involution du système Q2 définit une involution du système A3

qui se compose des racines (/,ƒ), et inversement. Si la première définit un
groupe réel, il en est de même de la seconde, car tout cycle du A2 est un
cycle du G2. Par une permutation des indices toute involution du A3 qui
détermine un groupe réel peut être réduite à l'une des formes (§2):

0 C , p. 81 et G P., p. 84.
8) G. P., p. 84; JJOT, n'est pas supposé égal à zéro.
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(i) l'identité.

(ü) V = — x*-*
(iii) p = —je,, qui est la transformation S12S3.

La première et la dernière donnent nécessairement les groupes iéels
normal et unitaire, respectivement de caractère 2 et —14 .

L'involution (ii) transforme la racine (1) en (3), et leur différence est la
racine purement imaginaire (1,3). 11 existe alors ua cycle d'ordre un, et il
n'y a pas de groupe réel qui correspond à cette involution.
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DEUXIEME PARTIE

Les représentations linéaires réelles des groupes
infinitésimaux semi-simplies réels

CHAPITRE III.

1. Générali tés1*: Une représentation d'ordre n d'un groupe infinitésimal
est un espace vectoriel à n dimensions dans lequel il est défini un ensemble
de matrices (ou tenseurs à un indice covariant et un indice contravariant)
associées aux éléments X du groupe. Elles satisfont aux conditions suivantes :

(i) à chaque élément X du groupe est associée une matrice 3t et une
seule, et inversement ;

(iï) 9£ \-fy =GÊ> si X + Y = Z

(iii) a9£=<y si aX = Y

(iv) 9C y - y fy = (S si [X, Y] = Z.

Nous pouvons sans ambiguité représenter les éléments du groupe et les
matrices qui leur correspondent par le même symbole X. Représentons par
x, >',... les vecteurs de l'espace. Un système de coordonnées étant défini
dans l'espace d'une représentation, les vecteurs de coordonnées seront appelés
une base de ta représentation, et les matrices associées aux éléments d'une
base du groupe seront appelées une structure de la représentation.

Si le groupe est complexe, l'espace de la représentation est nécessaire-
ment à variables complexes; mais si le groupe est réel, l'espace peut être
ou bien à variables réelles ou bien à variables complexes. Dans le premier
cas la représentation est dite réelle et dans le second elle est dite complexe.
Si © est le groupe que définit un groupe réel G par le passage du réel au
complexe, une représentation 9t de © peut toujours être regardée comme une
représentation complexe de G ; mais elle ne définit une représentation réelle
de G que si, par un choix convenable de sa base, sa structure devient réelle
pour une base de © qui est une base du groupe réel G considéré comme
sous-groupe de ©. Au contraire, toute représentation réelle R de G définit
une représentation complexe de G et une représentation 3t de ©.

Un sous-espace linéaire 0i1 d'une représentation 9Î d'un groupe © est
dit invariant si X [x) C Sft1 lorsque X C ® et x C 9$ ; l'expression X {x) repré-
sente le produit du vecteur x par la matrice X. Si 9t n'admet aucun

*) G. P., et ƒƒ. Weyl, loc. cit., I, p. 275 et seq.
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sous-espace invariant, sauf Fespace tout entier et l'origine, elle est dite irré-
ductible. Dans le cas contraire elle est dite réductible. Toute représentation
réductible d'un groupe semi-simple (réel ou complexe) est complètement ré-
ductible1*: c'est à dire qu'elle est le produit direct de plusieurs représentations
irréductibles.

Si {X/, Xa) est une base réduite d'un groupe semi-simple complexe ©,
un vecteur x d'une représentation de ® est dit de poids co = co£ e* si
eiXi[x)=ei(t>iX 2). Le vecteur Xa(x) sera de poids (w + a) = («,-+ ai) e(-
On peut choisir la base d'une représentation 31 de ® de sorte que tout
vecteur de base ait un poids, et plusieurs vecteurs de poids différents ne sont
liés par aucune relation linéaire. Un poids <o iel que (w-fa) et (a> — a) ne
sont jamais des poids en même temps est dit poids frontière. Une représen-
tation irréductible de © est définie à une homographie près par un poids
frontière arbitraire3*. Avec les matrices X associées aux éléments d'une base réduite
de © on peut construire des polynômes, qui sont une somme de plusieurs
termes de la forme ÛX« Xp . . . Xr, et qui peuvent multiplier les vecteurs x
de Si. Tout vecteur d'une représentation irréductible 31 peut s'écrire sous la
forme Axy où A est un de ces polynômes et x un vecteur arbitraire deïïî4).

Dans la suite, G sera un groupe réel semi-simple et © sera le groupe
qu'il définit par le passage du réel au complexe. Si une représentation réelle
irréductible R de G définit par le passage du réel au complexe une repré-
sentation yt de ©, 3t est ou bien irréductible ou bien le produit direct
de deux représentations irréductibles de ©, 311 et St^ conjuguées com-
plexes par rapport à l'espace de R5). D'après M. Cartan, ces deux espèces
d^représentattons irréductibles réeHes de Q seront —diteŝ  respectivement de
première classe et de seconde classe. Dans le premier cas la représentation
irréductible % et dans le second cas les représentations 3^ et $t19 sont dites
associées à R. Par définition alors, il est associé à toute représentation irré-
ductible réelle de G au moins une représentation irréductible de ©.

Si une représentation irréductible SI de © est associée à une représen-
tation irréductible réelle R de G de première classe, R peut être définie de
la manière déjà indiquée en choisissant une base de 91 pour laquelle sa struc-
ture devient réelle. Si Si est associée à une représentation R de G'de seconde
classe, considérons la représentation complexe de G qu'elle définit. Cette
représentation de G définit la représentation réelle R de G en regardant

0 Weyl, loc. c i t , p . 380 et seq. / . H. C. Whitehead, Certain équations in the al-
gebra of a semi-simple g roup , Quar te r ly Journal, 8 (1937) p. 220-224.

•) G. P., p . 57. fi. Weyl, loc. cit., I. p . 277.
•) G. P., p . 59 et seq.
4) G. P.t p . 61. et 62. M. Carian démontre ces propriétés respectivement pour un

poids , frontière spécial et pou r le vecteur associé à ce poids, mais la même méthode
peut s 'é tendre aux cas généraux.

5) E. Cartan, Les g roupes projectifs continus réels qui ne laissent invariante aucune
multiplicité plane, Journ. de Math., 10 (1914) (désigné dans la suite par G. P. R.) p . 155.
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l'espace complexe de 3ï comme étant à 2/z dimensions réelles au lieu de n
dimensions complexes. La représentation réelle de G ainsi définie est unique1}.

2. Définissons dans une représentation irréductible 9î du groupe semi-
simple complexe © une antihomographie2) x-+x*> et des matrices X* déter-
minées par les équations

X*JC* = (XJC)*S

où X, X représentent les matrices de Sft associées à deux éléments générateurs
de % conjugués complexes par rapport à G. Ces matrices forment une re-
présentation 3ft* de ©, et les matrices X* de 3ft* et X de 3ft correspondent au
même élément générateur de ©. On vérifie immédiatement, en effet, que ks
matrices X* jouissent des propriétés fondamentales des représentations de @
énoncées dans la première section de ce chapitre. La représentation Si* tst
irréductible, car toute variété plane invariante par ïït* serait la transformée
d'une variété plane invariante par 3t. On peut passer d'une antihomographie
à une autre quelconque en effectuant sur les vecteurs Jt* une homographie.
Cette homographie transformera la représentation 3ft* associée à la première
antihomographie en celle qui est associé à la seconde. La représentation ïïl*
est alors la même à une homographie près pour toute antihomographie de 9Ï.

Si 'St est la représentation de ® associée à une représentation irréduc-
tible R de G de première classe, les matrices X et X sont conjuguées com-
plexes par rapport à R; c'est-à-dire que

où x est le conjugué complexe par rapport à R du vecteur x. La représen-
tation )R* associée à Tantnnvolution x* = x est définie alors par les équations

(X* x*) = (XxY = X x* ,

et les représentations ïït* et 3t sont les mêmes.

Réciproquement, si l'antihomographie est involutive, nous pouvons choisir
la base de 3î de sorte que jt* = 3t, le conjugué complexe de x par rapport
à cette base. Si 3t* est égale à ïït, soit X = Xun élément générateur du groupe
réel G, considéré comme sous-groupe de ©. Si x est réel, x = x*, et XA: =
(X* je*) = (X x)*t le transformé de x par X est donc réel, et les vecteurs réels
de ïïî engendrent un espace réel à n dimensions, où n est l'ordre complexe
de la représentation 31, dans lequel est définie une représentation réelle R
de G. Cette représentation R définit 3ft par le passage du réel au complexe.

0 G. P. R., p. 161.
a) Si (x*) est un système de coordonnées dans Sft, une antihomographie x-+x*

est définie par un système d'équations de la forme
* * t " 7

où U;) sont les conjuguées complexes des coordonnées (xJ). Si (x*)* = x, l'antihomo-
graphie est dite antiinvolution. Dans ce sens, l'antihomographie x* = \x n'est une anti-
involution que si X = 1.
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9t étant irréductible, iî en est de même de R, qui est alors de première
classe. Il faut et il suffit pour que 9Î soit associée à une représentation R
de G de première classe qu'il existe une antiinvolution de 9Î pour laquelle
9Î* = 9Ï.

Pour qu'il existe une antihomographie d'une représentation irréductible
9Î de © telle que 91* = 9Î, il faut et il suffit qu'il existe, pour une antihomo-
graphie arbitraire, une homographie de 91* en 91. Si, en effet, il existe une
antihomographie pour laquelle 9Ï* = 9Ï, la représentation 91* associée à toute
autre antihomographie sera semblable1} à la représentation 91* de la première
antihomographie, et par- suite semblable à 9t. Réciproquement, s'il existe une
homographie qui transforme 9Î* en 9Î, effectuons cette homographie sur les
vecteurs x*. La nouvelle représentation 9î* sera égale à 9Î.

Soit maintenant {X,-, Xa} une base réduite de © pour laquelle

Si Xo> est un vecteur de 91 de poids <jL> = o)ie
i relatif à e£Xit

Xi xl> = (XiXtS = (ojt xtóf= toixi >

et Xo> est un vecteur de 91* de poids co = coie\ le conjugué complexe du
poids CD. Inversement, si un vecteur x* de 9Î* est de poids w, le vecteur x
de 91 dont il est le transformé est de poids &>. Il en résulte que les poids
de la représentation 9ï* sont les conjugues complexes des poids de la repré-
sentation 9t et, en particulier, que les poids frontières de 9t* sont les con-
jugués-complexes ^des poids frontièxss de^9L Les^ jjeprésentatkuis 91 et 91*
étant irréductibles, // faut et il suffit pour qu'il existe une homographie de
9ï* en 91 que le conjugué complexe d'un poids frontière arbitraire de 9x soit
également un poids frontière de 9t. En effets la condition pour que 9î* et 9t soient
semblables est qu'un poids frontière arbitraire de 9t soit aussi un poids fron-
tière de 9Î*2). Une représentation irréductible de © qui satisfait à cette con-
dition sera dite „auto cor relative par rapport à G"3). Les poids frontières de
9t étant les homologues d'un poids fronlière aibitraiie par le groupe (S) en-
gendré par les opérations S«4), la condition pour que 9t soit autocorrélative
est simplement qu'un poids frontière arbitraire soit homologue par (S) de
son conjugué.

J) Deux représentat ions d 'un même groupe seront dites „semblables" s'il existe une
homograph ie qui t ransforme Tune en l 'autre .

a) G. P.y p. 59 et seq ; voir note (3) , p. 50 de ce présent mémoire.
3) G. P. R; p . Ifi6. Cette notation tient à ce que, si une représentation réelle de ©

définit par le passage du réel au complexe le produit direct d'une représentation auto-
corrélative 8$! de © par sa conjuguée complexe ÏR1% les représentations SRX et Sîa sont
semblables .

4) voir plus haut , Chap II, § 1. Le g roupe (S) est un g roupe d 'automorphies du
système de pnids de $i et non simplement du système d? racines caractéristiques de (3.
O. P , p 57 53.
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La représentation irréductible 9t étant supposée autocorrélative, tout
poids frontière de 9̂  est un poids frontière de 31*, et le conjugué complexe Q
d'un poids frontière arbitraire Q de 9î est également un poids frontière de 9t.
Les vecteurs XQ et XQ, respectivement de poids Ü et Q, sont chacun déterminé
à un facteur numérique près1), et il existe une homographie bien déterminée de
9ï* en ïïî qui transforme xh en XXQ, X étant un facteur arbitraire. 11 existe alors
une antihomographie bien déterminée de 9î pour laquelle 91* = 3t et XQ = X XQ ;
on obtient ainsi toutes les antihomographies pour lesquelles 91* = 9?.

Exprimons XQ SOUS la forme Fxg, où F est un polynôme construit avec
les matrices X de 9i. Si nous remplaçons dans F chaque matrice X par la
matrice correspondante X, et chaque coefficient numérique par son conjugué
complexe, nous obtiendrons un nouveau polynôme F. Si X*Q = X X~Q , x*g = X F XQ%

et oa voit facilement que x% = [FXQ)* = XFXQ, donc

Pour que Pantihomographie soit involutive, il faut que (x!g)* = Xfî. Je dis
que cette condition est suffisante. En effet, tout vecteur y peut se mettre

sous la forme y = Ax& où A est un polynôme ; / = A 4 , (ƒ*)*=A (x%)*=y,
et Fantihomographie est involutive. Pour que Ton puisse choisir X de sorte
que 1XQ)* = XQ9 il faut et il suffit que F Fxg=kxg où k est réel et positif.
Une représentation irréductible autocorrélative 9t de © qui satisfait à cette
condition sera dite de première classe relative au groupe téel G. La con-
dition pour que 9i soit associée à une représentation réelle de G de pre-
mière classe est qu'elle soit de première classe relative à G.

Démontrons maintenant que la représentation R de G ainsi définie par
la représentation 91 est unique. La constante X est indéterminée à un facteur
numérique de la forme eid près. Si Pon multiplie tous les vecteurs x de 9î
par un même facteur £-*'0/2, les vecteurs x* seront multipliés par le conjugué
complexe eiel2 de ce facteur, et X sera remplacé par Xeiô. Or cette transfor-
mation ne change pas les matrices X de la représentation 5R, d'où il résulte
que toutes les antiinvolutions associées aux différentes valeurs de X définissent
des représentations "réelles semblables de G.

Enfin, soit R: la représentation réelle de G d'ordre 2 n obtenue en re-
gardant l'espace de la représentation 91 de % comme étant à 2n dimensions
réelles au lieu de n dimensions complexes Si 9î est associée à une représen-
tation réelle R de G de première classe, les vecteurs de R définiront dans
Rj un sous-espace à n dimensions invariant par G, et la représentation Rt

sera réductible. Une représentation irréductible 9î de % de première classe
n'est alors associée à aucune représentation irréductible de G de seconde
classe.

0 G. P., p. 6?.
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Théorème I : Toute représentation irréductible de © de première
classe relative à G est associée à une représentation irréductible réelle de G
et une seule, qui est de première classe,

3. Soit maintenent 3$ une représentation irréductible de ® qui n'est pas
de première classe relative à G, et soit Rx la représentation réelle de G ob-
tenue en considérant l'espace de 3ft comme étant à 2n dimensions réelles au
lieu de n dimensions complexes.

Si Rt était réductible, l'un des sous-espaces de Rt invariants par G
serait de v^n dimensions, et ce sous-espace définirait dans St un sous-
espace complexe à v dimensions au plus invariant par ©. ïït étant irréductible,
ce sous-espace invariant devrait se confondre avec 3fî, et une base du sous-
espace invariant de R serait composée de n vecteurs de 5ft entre lesquels
i! n'existerait aucune relation linéaire à coefficients complexes. Prenons
ce système de vecteurs comme base de 3ft ; on voit immédiatement que les
matrices de 9Î associées aux éléments générateurs de G seraient réelles^ ce
qui est contraire à l'hypothèse que 3ft ne scit pas de première classe. La re-
présentation Rj de G est alors irréductible ; elle est donc de seconde classe.

Théorème H: Toute représentation irréductible de © qui n'est pas
de première classe relative à G est associée à une représentation irréduc-
tible réelle de G et une seule, qui est de seconde classe.l)

4. Définissons maintenant par la méthode du Chapitre 1, § 5, un ordre
des racines caractéristiques de ® ; les poids de SI étant des combinaisons
linéaires à coefficients réels de ces racines2), on peut définir un ordre des
poids par la formule suivante, analogue à celle qui définit l'ordre des racines :

o) = ù)tr t ei > ö = <ùi. ei

si
o)if = oj{f [if = 0 , 1 , . . . , ^ — 1)

o)p >d>p [p < /).

Celles des opérations S« pour lesquelles a est une racine purement
imaginaire engendrent un groupe (S'), sous-groupe de (S), qui laisse invariante
la partie réelle de toute racine a et de tout poids co (Chap. I § 5, p. 19).
Si 9t est autocorrélative, soit Q son poids dominant3*, caractérisé par la pro-
priété que {o)~\-a} n'est jamais un poids si a est une racine caractéristique
supérieure à zéro, et soit Qt le plus petit des homologues de Q par le groupe
(S7). Posons Q1 = @(Q), où © est une transformation de (S'), et soit ©-1

l'inverse de ©. Si a > 0 , ou bien <#(a) =-<2?(â) > 0 ou bien <R{a) = <R(Œ)=0

et alors a < 0 . Dans le premier cas, ^ ( S " 1 [a]) = # ( « ) > 0, @ - M a ) > 0 et

J) Ce théorème et le théorème I sont équivalents à des théorèmes publiés par
M, Cartan dans G. P. R. La seule différence consiste en la définition des représentations
de première classe par une propriété différente.

») G. P., p. 57.
3) G, P.t p. 58.
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© - 1 ( 2 ^ 0 ) = fi 4-©"Mali qui n'est pas un poids. Il en résulte que \QX + a)
n'est pas un poids de 3t. Dans le second cas, S ^ f i ^ ^ ^ — ka et & ^ 0 ,
car, si k<0, S«(QJ = S«©(Q) serait plus petit que fi,, qui est contraire
à l'hypothèse. On aurait Sa[Ql+a) = Q1 — [k-\-\)a où (ft-f l ) > 0 t et [Q^a]
serait un poids si (Q^-J-a) était un poids1*. Or, fix étant un poids frontière,
(fij -f a) et (Qx — a) ne sont pas des poids en même temps, et par suite
(Qj -(- a) #'£s£ pas un poids de 9t.

Donc, (Û1 +
 Of) n ' e s t jamais un poids si â > 0 , et on voit que le seul

poids frontière qui satisfasse à cette condition est le poids Q. Il existe alors
une transformation © de (S') qui amène fi en fi.

Choisissons une base {Y,-} du sous-groupe abélien g0 de (S engendré
p^r {Xi} telle que toutes les racines caractéristiques de © sont des formes
linéaires à coefficients réels des nouveaux paramètres (£**). Nous pouvons re-
garder la forme quadratique définie positive gvy e*{ e*J, somme des carrés
des racines caractéristiques, comme définissant une métrique euclidienne dans
l'espace E/ à coordonnées e*\ L'opération S» se traduit par la symétrie par
rapport à l'hyperplan a = a* e** = 0, et le groupe (S') devient le groupe en-
gendré par les symétries par rapport aux hyperplans A*e*l^09 où I repré-
sente une racine purement imaginaire arbitraire. Ces hyperplans ferment une
famille invariante par (S') et partagent l'espace E/ en plusieurs régions (D)
qui sont des régions fondamentales du groupe (S'). Tout poids de la repré-
sentation 31 étant une combinaison linéaire à coefficients réels des racines
caractéristiques de ®, on peut regarder le poids cù=cù*e*i comme un vec-
teur dans E/ dont les composants covariants sont oft . Si ce vecteur est à
l'intérieur de (D) ou sur sa frontière, nous écrirons co r (D).

A toute région (D) est associée une autre région (D'), la symétrique de
(D) par rapport à l'origine. Si (D) est définie par les inégalités

la transformée de (D) par l'automorphie du système de racines caractéristiques
qui amène a en <* est définie par

et on voit que cette nouvelle région est la région (D'). Si alors Q C (D), on
aura Q C (D7). Or, il existe une transformation et une seule de (S') qui trans-
forme (D) en (D;), et il existe C (D') un vecteur et un seul homologue de Q
par (S')2). Le poids fi étant homologue de fi par (S')t ce vecteur est nécessairement
égal à fi, et la transformation de (S') qui amène (D)en (D'), transforme fi en fi^

*) Toutes les expressions « « -(- a,..,. w -|- k a — Sft (<o) sont des poids si w est
un poids.

B) E, Cartan, Complément au mémoire sur la géométrie des groupes simples, Ann.
di Matematica, 5 (1928).
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Cette transformation peut être mise sous la forme

© = S v . . S * J S ; ! l

où les racines purement imaginaires Âlt A2i.m.%Ap
 s o n ^ toutes orthogonales

deux à deux et par suite les opérations S ^ . S ^ , . . . , S^ sont échangeables
entre elles1}.

Soient a et p deux racines orthogonales. Si l'une des deux quantités
[a + p) est racine, il en est de même de l'autre, car

La quantité 2 (a [a + /?)) /{a -f (3)* = 2 (a)2/ {(a)* + (/?j2} est un entier2\ d'où
il résulte que (a)*=[p)\ et que ((a + j8). (a— $ ) = (a)3 — (jfl)2 = 0. La somme
et la différence des deux racines [a ± P) sont 2 a et 2 0, qui ne sont pas
racines3), et

S«+£ Sa-p (*>) = Û> - 2 { (fa-f j8). w)/(a + /?)-• } (a

— 2 { ( ( a - i 3 j . < ü ) / ( a - / ï ) * } a

= w - 2 {(a . û))/(a)«} a - 2 { p.

Si alors l'une des quantités ( ^ r ± ^ ) est racine, on pourra remplacer
dans © les deux opérations Sx, et Szs par S^+^s et S^-^ s . Chaque fois
qu'on effectue ctttc oj'ération les carrés scalaires des A correspondant aux
nouvelles S sont supérieurs aux précédents et, puisque le nombre de racines

caractéristiques est fini eLFensembie des valeur^desxarrés scalaires des racines
est par suite borné, en un nombre fini d'étapes on Teduira la transformation
© de (S') à la forme

où aucune des quantités [Ar + 2A) ne sera racine.

Théorème III: 5/ une représentation irréductible 9î de % est auto-
cotrelative par rapport à G, // existe un poids frontière il de ÏÏJ dont le
conjugué complexe est un poids de la forme

© (Q) = S,p S V l . . . S* ffi)

oà A]y Z2, . . , Ap sont des racines caractéristiques purement imaginaires de
(S telles qu'aucune des quantités [Ar+Ab) n'est racine.

5 Cela étant, considérons la suite de poids

') W. Barrett, Comptes rendus, 208 (1939) p. 962-4.
2) Cette quantité est le coefficient k dans Sa+p (a) = a ~ k(a-
') C, p. 55, Th. VI.
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On peut supposer les signes des racines Xr choisis de sorte que Qr_i—Qr—krÀr>
où k = 2 {[Qr-i. h)/[Arf } est un entier positif, et si ^ r _ î est un vecteur
de poids Qr-\, (*#,)*r (x&r_i) s e r a u n vecteur de poids ö r . Posons

et soit A;Û un vecteur de poids G. X^ = FXQ est alors un vecteur de poids il,
et la condition pour que la représentation 9? soit de première classe relative
à G est que FFx& soit un multiple réel et positif de XQ.

Du fait que Xx = Xi et que [Xxr Xz8] = [Xzr Xx8] = 0 » si r * 5, il ré-

sulte que Pon peut écrire le polynôme FF sous la forme

OÙ 3r=(XA r)*'(X»,)*'.
r—î

Le poids Qr_i est égal à Q — S A*^ et [Àh.Âr^ = 0\ nous avons alors

A r =2(Q r _ i .A r ) / ( ^ ) 2 =2(Ö .^ ) / ^ r /
2 et ce coefficient peut être défini parla

relation
Sar(o) = û — J M r .

Supposons maintenant que la base {X,-, X«} de © soit réduite par
rapport à G (Chap. I, § 3) et définissons une suite de vecteurs

x0 = XQ , x, = X r̂ ( x j , . . . , xA = (X r̂)ft (xj

où Sz (Q) = Q — kL Nous aurons

X;, [xm] — \im î xm = 1, . . . , * ) ,

où ^ „ = 2 { - ( û . i î ) + (/— I)(^j2}2) . Or ( Q . i ) ^ l £(/)*, d'où A«w est égal à

{ « . ( / « — 1 ~ ^ ' / 2 } . ( l ) 2 < 0 .

Il en résulte que (XA)A (X^)A (JTÛ) = V ĴCÊ OÙ ^ est du signe de (— l)/e.

L'application de ce résultat au polynôme F F " 3 / > . . . S 2 • 3i démontre que

FF XQ = v XQ
P

où v— \i{vx ) est du signe de (— î)2^^. Pour que v soit positif> il faut et

il suffit que S kr soit pair. Dans la démonstration de cette propriété nous
r=i

avons supposé le signe de la racine lr choisi de sorte que kr est positif. Or
cela n'est pas nécessaire, car si l'on change de signe Zr, l'entier kr change
de signe et la parité de S kr ne change pas. Nous avons alors le théorème
suivant :

Théorème IV : Les conditions pour qu'une représentation irréductible
%l de ® soit de première classe relative à G sont;

a) Weylt loc. cit., I, p. 280



— 62 -

(i) 9î est autocorrélative par rapport à G
(ii) si S = S;ip . . . $z2 S^ est une transformation de (S') transformant un

poids frontière Q de Si en Q, telle qu'aucune des quantités [Zr + As) n'est
racine^ la somme des coefficients kr définis par

est pair.

Cette somme sera appelée „l'indice 91" du poids Q par rapport à la
transformation ©.

6. Si le groupe réel G se décompose en deux sous-groupes réels inva-
riants Gi et G2 , le groupe complexe © se décompose en ® l et ©2, les
groupes complexes que définissent respectivement G2 et G2 par le passage
du réel au complexe. Les racines caractéristiques de ® relatives aux éléments
d'un sous-groupe abélien maximum se décomposent en deux familles ortho-
gonales, la première composée des racines caractéristiques de ®± et la seconde
des racines caractéristiques de ©2. Toute combinaison linéaire des racines de
© peut être exprimée d'une manière et d'une seule sous la forme d'une somme
d'une combinaison linéaire des racines de ®1 et d'une combinaison linéaire
des racines de ©2. L'involution T du système de racines de © qui définit le
groupe réel G est le produit des involuticns T1 et T2 des systèmes de ra-
cines de ©! et de ®2 qui définissent respectivement les groupes réels Gj et G2.

Une représentation irréductible 91 de ® définit d'une manière univoque
deux représentations irréductibles, l'une de ®x et l'autre de ®2. Réciproque-
ment, deux représentations irréductibles, Sîa de ©x et 9t2 de ©2 définissent une
4-e^esefttation^irjiéductihle 9Lde. @*!) Un poids frontière Q de Si est la somme
d'un poids frontière Qx de 9^ et d'un poids frontière fia de 3ft2, et inverse-
ment, la somme d'un poids frontière de 9t2 et d'un poids frontière de 9^ est
un poids frontière de 9Î. Le conjugué complexe Q = T Q de Q est égal à
üx + ÛÎ = T 1 flj+Tsfia. Pour que Q soit un poids frontière de 91, il faut
et il suffit que G^, Q2 soient des poids frontières respectivement de ïï^ et
de 9la. La condition pour que 9î soit autocorrélative est alors que 911 et
9i2 soit autocorrélatives.

Cela étant, supposons qu'il existe une transformation © du groupe (S')
qui satisfait aux conditions du théorème III et qui transforme un poids fron-
tière Q de Si en son conjugué complexe Q, Cette transformation est le pro-
duit de deux autres, l'une qui se compose d'opérations Ŝ  appartenent aux
racines caractéristiques de ®t et l'autre qui se compose d'opérations Ŝ  appar-
tenant aux racines de ©2 . La première transforme Qt en QL et la seconde

1) On peut définir le „produit" ÏR. de 3^ et ïïî, de la manière suivante: si x* et yj
sont respectivement les composants de deux vecteurs x, y, l'une de Sfij et l'autre de 9ia>
le vecteur correspondant de (xty)t dl est de composants (xyy/=x*yj. La matrice d'un
élément de © de la forme X-f-Y), où X est un élément de @Jt et Y est un élément de
©a, est donnée par l'équation

( X + Y ) (xy y) = ( X (x)y y) + (x, Y ( y ) ) .
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transforme Qx en Q2. Il est évident alors, que l'indice 9? de Q est égal à la
somme des indices 9?! et 9?2 des poids Qt et Q2 de 9^ et 9l2. L'indice 9?
sera pair si 3t1 et 9Î3 sont de la même parité. // faut et il suffit donc pour
que Si soit de première classe que 9tx et 3î2 soient autocorrélatives respec-
tivement par rapport aux groupes réels Gx et G2, et, ou bien qu'aucune de
ces deux représentations ne soit de première classe, ou bien qu'elles soient
toutes deux de première classe,

II en résulte :

Théorème V: Si un groupe réel semi-simple G se décompose en
plusieurs groupes réels simples G17 G 2 , . . . , et si 91 est une représentation
irréductible du groupe % que définit G par le passage du réel au complexe,
91 étant le produit d'une représentation irréductible de chacun des groupes
complexes ©„ © 2 , . . . définis par O1, G 3 , . . . :

(i) la condition nécessaire et suffisante pour que 9Î soit autocorrélative
par rapport à G est que chacune de ces représentations soit autocorrélative
par rapport au groupe réel correspondant.

(ii) La condition nécessaire et suffisante pour que ïïî, étant autocorré-
lative, soit de première classe est que toutes les représentations dont elle
est le produit soient de première classe, à l'exclusion d'un nombre pair
d'entre elles.
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CHAPITRE IV.

1. Nous avons ramené la recherche des représentations réelles des
groupes infinitésimaux semi-simples réels à la recherche paiiri ks zeprésfn-
tations irréductibles des groupes semi-simples complexes associés aux groupes
simples réels, de celles qui sont autocorrélatives et de celles qui sont de
première classe.

Considérons d'abord les groupes réels simples G pour lesquels © n'est
pas simple. Soit © le produit direct des deux groupes complexes simples
@x et ®2, conjugués complexes par rapport à G. L'involution du système de
racines caractéristiques de © qui définit G, échange entre eux les systèmes
de racines de @t et de ©2 et par suite échange entre eux les groupes (SJ et
(S2) associés à ®± et ©2 .

Une représentation irréductible 3ft de © est le produit (Chap. III, § 6)
d'une repiésentation irréductible <St1 de ®1 et d'une représentation irréductible
3ft2 de @2. Si Q = Q! + Q2 est un poids frontière de 3Ï, où Qt et Q2 sont des
poids frontières respectivement de <Sl1 et de 3ft2, Qzz^j-f-î^ où Qlf le con-
jugué de fils est une combinaison linéaire des racines de ©2 et Q2 est une
combinaison linéaire des racines de ®1. Pour que ïïî soit autocorrélative, il
faut et il suffit que Qt soit un poids frontière de sJt2 et que &2

 s°it un poids
frontière de ïïî,. Si 9^ est une représentation donnée, il existe une représen-
tation 9Î3 de ©2 de poids frontière Qlt déterminée à une homographie pi es.

ü i ^ 2 est m poids frontièfe ^rbitrai+e de-SV» ûi •€•* -Q^-sont homologues par
(S2) et par suite îî2 et ^^ = 1̂ , sont homologues par (SJ et Q2 est un poids
frontière de 3 ^ . Il en résulte que le produit 3ft de 3^ et 9Î2 est une repré-
sentation de © autocorrélative par rapport à G. /l toute représentation irré-
ductible de ®l correspond une représentation irréductible de © et une seule
qui soit autocorrélative par rapport à G. Cette représentation est d'ailleurs
de première classe, car il n'existe pas de racines caractéristiques purement
imaginaires, d'où il résulte que l'indice 9? d'un poids frontière est nécessaire-
ment nul.

Le poids dominant de toute représentation d'un groupe complexe simple
est une combinaison linéaire à coefficients entiers positifs de / formes linéaires
appelées poids dominants fondamentaux^. Les conditions que nous allons
trouver pour qu'une représentation soit ou bien autocorrélative ou bien de
première classe seront exprimées au moyen de ces coefficients.

Remarquons que le poids dominant d'une représentation n'est pas défiu
d'une manière univeque, mais dépend de l'ordre des racines caractéristiques
que l'on a choisi. Le poids dominant est pourtant toujours un poids frontièie.
Un système de poids dominants fondamentaux détermine complètement le

0 G. P., p. 66.
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poids dominant de toute représentation ; dans la suite nous nous occuperend
du poids dominant ainsi défini, et non de celui dont il s'agissait dans le
chapitre précédent.

Si l'iuvolution qui définit un groupe réel est une transformation du
groupe (S), tout poids est homologue par (S) de son conjugué complexe, et
toute représentation est autocorrélative.

Toute représentation est de première classe relative au groupe normal-
En effet, l'involution qui le définit est l'identité, et par suite la représentation
est autocorrélative. 11 n'y a pas de racines purement imaginaires, et par suite»
l'indice 9? est égal à zéro.

2. Les groupes A/ (Chap. H, § 2).

Tout poids d'une représentation est de la forme1}

où 2/rc,==0 et les mt sont égaux module un. Si ü = N[;x{ est le poids do
minant, les coefficients des poids fondamentaux sont2):

/>'+!-<= M,—M.-+, ( / = 1 , 2 , - . . , / } .

On obtient les homologues de OJ par le groupe (S) en effectuant une permu-
tation arbitraire des coefficients mt-. Etudions les différents groupes réels:

(î) Le groupe réel normal de caractère /- Toute représentation est
autocorrélative et de première classe.

(n) Le groupe réel de caractère (— / — 2) défini par:

(H-D/2

où / est impair. Cette involution peut s'éaire n S«^, et toute représenta-
« = i

tion est autocorrélative. L'involution est une transformation du groupe (S')
satisfaisant à la condition du théorème III, qui transforme le poids dominant
Q en son conjugué complexe Q.

et l'indice 9t e*t égal à 2(M«—M«) (a= 1, 2, . . , f ( / + l ) / 2 ) . Or, les coeffi-
cients (M« — Ma) étant des entiers, cette expression est de la même parité que

1 = 1

Pour que la représentation soit de première classe il faut et il suffit
que

soit pair.

G. P., p. 67-8. •) G. P., p. 68.
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(iii) Le groupe réel de caractère (1 — q2) défini par :

I x = — xz ( a = l , 2 , . . • , 2 / ? ; ö = 2/? + l—a)

Soit Q = M,-#' le poids dominant; pour que Q soit homologue de Q par (S)
il faut et il suffit que les quantités (— M j forment une permutation des coeffi-
cients M,*. Or, les coefficients pl sont par définition tous positifs ou nuls, et
M«^M,-+i. La condition est alors que M, = — M/+2-1 ou, ce qui est équi-
valent,

Pour que la représentation soit autocorrélative^ il faut et il suffit que

Cela étant, il existe un poids frontière ù) = m1x
i
J où les mt- sont une

permutation des M*, pour lequel

= — nia

~ — nia-i si a est pair

= 0 si / + l est impair.
Une transformation ® de (S') qui satisfait à la condition du théorème III et
qui transforme wen w est

et
S ^ _t H = oi^{ma — m^^ia^ a —J l^ jw — 2 ma\fl, fl—1).

L'indice 9Î est égal à 2 2 «a (« = 2/> + 2, 2 ^ + 4 , . . . , 2 [ ( / + l ) / 2 ] ) .
Si ( / + ! ) ^ impair, ma = /^/+i (mod. l) = 0(mod. 1), 3? est pair, ^

^a /^ représentation auto cor relative est de première classe.
Si (/ + 1) est pair, il y a deux cas possibles: ou bien /w„ = 0 (mod. 1)

ou bien ma ^ 0 (mod. 1). Dans le premier cas, 2t est pair, et dans le second,
ma = — ma±\ = — nia (mod. 1), et ma = y (mod. 1). Pour que 9? soit pair il
faut et il suffit dans les deux cas que M* = ma (mod. l) = 0(mod. 1) ou que
q/2 soit pair ; q étant pair, on peut combiner ces deux conditions sous la forme

M,-. <7 = 0(mod. 2).

Or, M(/+i)/2= — M(/+3ï/2 = ~.pt /+1^2 et la condition devient \.pV+xW. q =
O (mod. 2), 5/ ( / + 1) est pair, il faut et il suffit pour qu'une représentation
autocorrélative soit de première classe que

i . 2).

3. Les groupes B/ (Chap. II, § 3).

Tout poids d'une représentation est de la forme oj — mtX1', où les
coefficients nti sont égaux module un1*.
' > ) O . P , p. 69.
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Le groupe réel de caractère / — - 2 s ( s + l ) défini par

® = n{SjL,z-lSztx-v)[l = ç + 2, ? + 4 , . . . f q+2[s/A\] q=l-s)

si s est pair et par

si 5 est impair. Tout poids frontière étant homologue de son conjugué par
(S), toute représentation est autocorrélative.

Lts racines (i, ^—î), (A, ̂ —1') étant puretnent imaginaires, on voit que
la transformation satisfait aux conditions du théorème III. Si Q = M*A:1' est
'e poids dominant,

Sj^-i(Qj = Q-(M;i-Mji-i)(iM + I)

S/(Ö) = Q -

et l'indice 9? est égal à

2 2/VU

Les M/ étant égaux module un, cette expression est de la même parité que

2 l ( s + l ) / 2 ] M , = [[s+\)l2]p\

p1 étant le coefficient du premier poids fondamental]). Pour qu'une représen-
tation soit de première classe il faut et il suffit que

{ s . ( s + l ) / 2 } . / > '
soit pair,

4. Les groupes d (Chap. JI, § 4).

Tout poids d'une repiésentation est de la foime Q = /#,..*:'.
(i) Le groupa réel normal de caractère L Toute représentation est

de première classe.
(ii) Le groupe réel de caractère — / — 2 ̂  défini par :

® = n s a a l l § x x [ a = 1 , 2 , . . . i P ; â = 2 / 7 + 1 — a ;

Tout poids étant homologue de son conjugué par (S), toute représentation
est autocorrélative.

Les racines [a, a) et (2t 2
;) étant purement imaginaires la transformation

© satisfait à la condition du théorème III. Si Q = M,-** est le poids dominant,

et l'indice dl est égal à

m s [Ma - m + 1 M*.
i) G P., p 70



ör , les coefficients {M« — M«) et (JVU) étant des entiers, cette expression est
de la même parité que

Mi — M, + Ms — M4. . . - (— l)'M*.

Les coefficients des poids fondamentaux sont1}

?* = IA{— M î + i ( / = 1 , 2 , . . . , / — 1)

d'où il résulte : pour qu'une représentation soit de première classe il faut
et il suffit que

p i - f p s _|_g . . - j - . p 2 i ( / + O / 2 ] - i

soit pair,

5. Les groupes D/ (Chap. II, § 5).

Tout poids d'une représentation est de la forme o) = mi x'zt les homo-
logues des CÛ par (S) s'obtiennent en effectuant une permutation arbitraire des
indices et en changeant de signe un nombre pair des coefficients /«,-. Si
Q — Nit-x* est le poids dominant, les coefficients des poids fondamentaux sont2* :

p1 = M/_i — M/

pi=Mi-2 — Mi-l ( / = 3 , 4 , . . , / ) .

(i) Le groupe réel de caractère / — 2 s2 défini par

| xa = x* ( û = l , 2 , . . . , q)

5/ 5 est pair, cette involution est une transformation du groupe (S), soit

et toute représentation est autocorrélative. Si s est impair, il faut et il suffit
pour que Q et Q soient homologues que l'un des coefficients M,- s'annule.
Le? p% étant par définition positifs, ce coefficient est nécessairement M/, et
(p3 —p]) = 2 M / = 0. Si 5 est impair, la condition pour que la représentation
soit autocorrélative est que p i = p 8 .

Cela étant, une transformation © satisfaisant à la condition du théorème
III est:

@ = H (S^ M S**-,') (X = q + 2y q + 4, . , q + 2
et

SjU-ir LÖ) = Ü - (Ma+JVU-l) (4', A—1).

L'indice 9Î est alors égal à

G. P., p. 71. *) G P., p. 72
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2 2 M*= 2 [s/2]. M/-1 (mod. 2) = (p1 -f p2). s (s — 1 j/2 (mod. 2).«

ƒ><?«/- qu'une représentation autocorrélative soit de première classe, il
faut et il suffit que

soit pair.

(ii) Le groupe réel de caractère —/ défini par

~xa = — x« ( « = 1 , 2 , . . . , l\ ö ~ = / + l — a ) .

5/ / est pair, celle involution est une transformation de (S), et toute repré-
sentation est autocorrélative. Si l est impair, on démontre de la même
manière que pour la première classe de groupes réels, qu'il faut et il suffit
pour que la représentation soit autocorrélative que M/ s'annule, condition
qui se réduit à\ p* = p2.

Soit <o = mix
i un poids frontière; si / est impair, M / = 0 , et on peut

supposer tfty+i)/2 égal à zé<o. Une transformation qui an.ène co en S et qui
satisfait à la condition du théorème III est :

S« «' [OJ] = Ù) — (ma -f- ma) (a, â')

et l'indice $1 est égal à 2/w(*. Les coefficients mi étant égaux à 0 (mod. ~),

la parité de cette somme ne change pas si l'on effectue une transfoimatîon
de (S) ; en transformant <o en Q, la condition pour que 9? soit pair se réduit
alors à

Si l est impair, M / = 0 et M,-= 0(mod. 1).
On peut donc changer de signe un nombre arbitraire des M. sans changer
la parité de leur somme :

^ = {1^! — M2 + ...4-lVW} (mod.2)
= { p* -f- ps _| j^pi) (m0d, 2) (car M; = 0)

et la condition pour qu'une représentation autocorrélative soit de première
classe est que :

soit pair.
Si / est pair, on peut changer de signe un nombre pair des coefficients

M,- sans changer la parité de leur somme:

31 = { M x — M2 -{ M4[1/4H f" M ' ) ' m o d - 2)-

*) Les coefficients int- d'un poids sont égaux entre eux module un, et mi — 0
(mod. Vt). G. P., p. 71.
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Si 1 = 0 [mod. 4), 9? = /?] -|- p* -| pl~l (mod. 2) et la condition pour que
la représentation soit de première classe est que:

p' + pz + pz + 'K + p1-1

soit pair. Si l = 2 (mod. 4), 9Î = p*- + /?3 - j - p* -f \rVl~~x (mod. 2) et la con-
dition est que

soit pair.
Nous avons trouvé (Chap. II, § 5) dans le cas où / est un carré parfait,

deux involutions du système de racines du type D/ qui donnent un groupe
réel de caractère — /. Ce sont les involutions :

) x a = x° (fl = l , 2 , . . . , q)

\ ~xX = — / [X = q + 1, . . . , ? + s = / où s2 = /)
et

(Ü) x
a = — x« [a = 1, 2 , . . . , / ; ce = l + I — a).

Si / > 4 , ces deux involutions ne sont pas équivalentes. Si les deux groupes
réels étaient isomorphes, à toute représentation irréductible réelle du premier
correspondrait une représentation réelle du second, de même ordre. Or, la
représentation de poids dominant x1{p* = î3 p ' = 0 si **=É3) est de première
classe relative au premier gioupe, mais ne l'est pas relative au second. Elle
est la seule représentation d'ordre 21 du groupe complexe, et il n'y a
aucune représentation de ce groupe d'ordre moins de 2 L En effet, tout autre
poids dominant admet plus de 21—1 homologues par le groupe (S), et la
représentation serait par suite d'ordre plus grand que 2 /. La représentation
de poids dominant x1, au contraire, admet comme poids les homologues de
x\ soit :£*•', et pas d'autres poids. Ceux ci étant tous des poids frontières,
chacun admet un seul vecteur, et la représentation est d'ordre 2/ . Il en résulte
que seul le premier groupe réel admet une représentation réelle d'ordre 2 l,
et les deux groupes ne sont pas isomorphes.

Si 1 = 4, on ne peut pas employer le même raisonnement, car les poids
-jSs/*1 ' admettent chacun 2 / — 1 = 7 homologues. Dans ce cas d'ailleurs,
les involutions sont équivalentes, et les groupes réels sont isomorphes.

6. Le groupe E6 (Chap. II, § 6).

Tout poids est de la forme (o^m^x* ; si Q = M,-JC' est le poids domi-
nant, les coefficients des poids fondamentaux sont1}:

f pi = MB —M 6

(1) = M4 —M5

= M 2 - M 3

= M3 - M4

') O P., p. 75.
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Considérons d'abord les groupes réels définis par une involution qui
est une transformation du groupe (S). Pour tous ces groupes, toute représen-
tation est autocorrelative,

(0 Le groupe réel normal de caractère 6* Toute représentation est
de première classe.

(ii) Le groupe réel de caractère — 26 défini par:

Sooo n Sa a {a = 1, 2, 3 ;ô" = 7 - a) ;

\ S000(Û]r=û + ISM.(000)

| S«â(£) = û —(Ma-M«)(a ,ö ) ,

et l'indice 91 est égal à — I £ M + M, + M2 + M3 — M4 — M5 — M6. Or,
S i 5 6 [ f i )=£ + ( i S M — M4 — M5 - M6) (4, 5 , 6), et le coefficient
(j S M — M4 — M5 — M6) est entier. En retranchant cette expression deux
fois de l'indice 9?, nous avons

3? = O (mod. 2 ) ,

et toute représentation est de première classe.

Si Pinvolution qui définit un groupe réel du type E6 n'appartient pas
au groupe (S), elle est le produit d'une transformation de (S) et de l'involution
xl =—x* [i = 1 , . . . , 6). Le conjugué ii du poids dominant Q est homologue
de (— Q). Si (D) est la région fondamentale du groupe (S) définie par les
racines fondamentales1}

(5, 6), (4, 5, 6), (1,2), (4, 5), (2, 3), (3, 4),

Sooo Sl0 Sâ5 SM (D) = {D'). En effet, cette transformation de (S) change de signe
toutes ces racines en les permutant. Pour que Q soit homologue de (— Q)
il faut et il suffit donc que

Cette condition peut s'écrire

M

ou, ce qui est équivalent,

*) £". Cartan, La géométrie des groupes simples, Ann. di Matematica, 4 (1Q26 -
1927), p. 214 et 215.

C , p. 64 et 65.
E. Cartan, Complément au mémoire sur la géométrie des groupes simples, Arm*

di Mat., 5 (1928).
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M, - f Mfi = Ma + M, -= M3 + M,.

Les valeurs (ï) des coefficients des poids dominants fondamentaux nous donnent :

P" =*p*ip*=*p*.

Pour qu'une représentation soit autocorrélative, il faut et il suffit que
pi =ps e

(i) Le greupe réel de caractère 2 défini par le produit de ~xt= — x*
par S000 Sle S25 S34. Cette involution laisse invariante la région (D), et Î2—Q.
Toute représentation autocorrélative est de première classe^ car l'indice 9?
est égal à zéro.

(ii) Le groupe réel de caractère — 14 défini par le produit de
? = — X* par S000 S16.

= = SOOJ S ]B . Sooo S ] 6 S33 S34 \U)

= S52 S34 (Û),

et la transformation © = S52S34 satisfait aux conditions du théorètr e III. On
trouve pour l'indice 91 la valeur

9? = M 3 - M 4 + M5 — M3

La représentation étant autocorrélative, p* = p$~Q (mod. 1) et 9Î est pair.
Toute représentation autocorrélative est alors de première classe.

(iii) Le groupe unitaire de caractère —78 défini par ^— — x1.
Comme transformation @ du groupe (S') on pourrait prendre Sooo S16 S25 S u .
Les calculs que nous avons faits pour le groupe réel de caractère — 26 nous
montrent que %l est toujours pair, et que toute représentation autocorrélative
est de première classe.

En resumé, toute représentation est autocorrélative par rapport aux
groupes réels de caractère 6 et — 26, tandis que seules les représentations
pour lesquelles p 1 = p 3 et pi=^p^ sont autocorrélatives par rapport aux
groupes réels de caractère 2, —14 et —78. Toute représentation autocorré-
lative est de première classe.

7. Le groupe E7 (Chap. II, § 8)

Tout poids est de la forme ct> = m,-JCl'(/== 1, 2,. . . , 7) et les coefficients
titi sont égaux module un. Si Q = M, x{ est le poids dominant, les coefficients
des poids fondamentaux sont:1)

0 G. P., p. 79.
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pi = M6 —M 7

/>« = M l — M a

P 3 = M5 + M 6 + M 7 — j Ï M

/?4 = M2 — M 3

p* = M 5 - M f i

p» = Mg — M4

/>* = M , - M B .
L'involution qui définit tout groupe réel du type E7 est une transformation
du groupe (S). Toute représentation est alors autocorrélative par rapport à
tout groupe réel.

(i) Le groupe réel normal de caractère 7. Toute représentation est
de première classe,

(ii) Le groupe réel de caractère — 25 défini par:

SJ2 S34 S I 2 7 S347 .

Comme transformation <S de (S') satisfaisant aux conditions du ihéoième III,
prenons :

<Ö = O l 2 O 3 4 O127 O 3 4 7 .

L'indice 9? du poids dominant Q est

2 (M3 — M J = 0 (mod. 2).
Toute représentation est alors de première classe relative aux groupes

réels de caractère 7 et —25.

(iii) Le groupe réel de caractère —5 défini par:

S]67 ^25 S 3 4 .

Comme transformation © prenons S,67S52S34. L'indice dl est égal à :

— j S M + M, - M2 + M3 - M, -f M5 + M6 + M7

(iv) Le groupe réel unitaire de caractère — 133 défini par:

^007 Sig O25 S 3 4 S J 6 7 S257 S 3 4 7 .

Comme transformation © nous pouvons prendre :

® = S007 S16 S52 S34 S167 S257 S346 •

et Pindice 31 du poids dominant est :

. 2 ) .

// en résulte que seules les représentations pour lesquelles (/?2 + p 3 + p%)
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est pair sont de première classe relative aux: groupes réels de caractère
— 5 et — 133.

8. Tous les groupes réels des types E8, F4 et G2 sont définis par une
involution qui appartient au groupe (S') correspondant au groupe réel, et cette
transformation satisfait aux conditions du théorème III. Il en résulte que toute
représentation irréductible d'un de ces trois groupes complexes est auto-
corrélative par rapport à tout groupe rêeL

Nous passerons en revue ces divers groupes réels, à l'exclusion des
groupes normaux, qui sont toujours de premiere classe.

Le groupe E8 (Chap. H, §).
Tout poids est de la forme a) = mtx\ où l'on peut supposer 2 mt —015.

Soit Q = M, xê le poids dominant.
(i) Le groupe réel de caractère — 24 défini par:

— Q' Q c cf

Pour l'indice 31 on trouve la valeur 2 (M, -f M3-f M9l Or,

S m (01 = 0 - 1 ^ + M , + M9)[1,3,9J,
d'où 31 est pair.

(ii) Le groupe réel unitaire de caractère —248, défini par:

@ = I I ( S 9 « f f l - i S a - l , a ) (« = 2 , 4 , 6 , 8 ) .

L'indice 31 est égal à 2 (Mx + M3 + M9) -f 2 (M5 + M7 -f M9), qui est toujours
pair.

Le groupe F4 (Chap. II, § 9).

Soit Q = Mtx
{ (/ = 1,,2, 3, 4) le poids dominant.

(Î) Le groupe réel de caractère —20 défini par:

L'indice 31 est égal à 2(M2 + M3), S23' (û) = Q -<M 2 + M3)(2, 31 et 31
est pair.

(ii) Le groupe réel unitaire de caractère —52 défini par:

© = Sl2 S34 Sl2' S34' -

L'indice 9? est égal à 2(M1 + M8), qui est pair.

Le groupe O2 (Chap. II, § 10).

Soit Û = M,JC' (« = 1, 2, 3) le poids dominant.

Le groupe unitaire de caractère —14 défini par:

@ = S 1 S„.

L'indice 31 est égal à 2(Mi—M,), S13 [Q) = Q — (Mx—M,) (1, 2) et 31 est pair.

') G. P., p. 80
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II en résulte que toute représentation irréductible d'un des groupes E8.
F4 ou Q2 est de première classe relative à tout groupe réeL

9. Dans les calculs que nous venons de faire nous avons choisi. arbi-
trairement une kivolution particulière, qui définit chaque groupe simple réel.
Obtiendrait-on les mêmes conditions en remplaçant cette involution par une
involution équivalente?

Toute représentation irréductible d'un groupe simple complexe appartient
à Tune des trois classes suivantes relatives à un groupe réel donné: ou bien
elle est de première classe, ou bien eue est autocorrélative sans être de
première classe, ou bien elle n'est pas autocorrélative. Soit 9t une représen-
tation irréductible de ® de poids frontière Q qui appartient à l'une de ces
trois classes relatives au groupe réel G défini par l'involution T du système
de racines. Si T* est une involution équivalente qui peut être définie en
effectuant sur T une transformation © du groupe (S), la représentation 9ï*
de poids frontière © (Q) appartient à la même classe relative au groupe réel
G* défini par l'involution T*. Or, 91* = 9t, car @ [Q) est un poids frontière
de 9ï. Il en résulte que les conditions pour qu'une représentation soit ou
bien autocorrélative ou bien de première classe sont les mêmes pour les
groupes réels G et G*.

Le seul cas où cette transformation de T en T* ne soit pas possible est
celui du groupe réel du type D/ et de caractère — / défini par :

xa = — J t « ( a = l l 2 , . . . , / ; « = : / + 1 — a).

Toute involution équivalente à celle-ci peut se réduire ou bien à

*« = — *« (a = 1,2,...,/)
ou bien à

en effectuant une transformation de (S). On obtient facilement les conditions
suivantes dans le cas de la seconde involution :

(a) pour que la représentation soit autocorrélative il faut et il suffit
que pï — p* si / est impair.

(b) pour qu'une représentation autocorrélative soit de première classe,
il faut et il suffit :

(i) si / est impair que

P* + P*-] Vpl

soit pair.

(ii) si / = 0. (mod. 4) que

P'+P' + PH
soit pair.
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(ij) si / =s 2 (mod. 4) que

soit pair.
Ces nouvelles conditions se déduisent des anciennes en échangeant entre

eux les coefficients p1 et p2.


